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OZET

Bilim ve teknolojinin gelisimi ile verilerin bilgisayar ortaminda modellenmesi ve
gelecege doniikk tahmin yontemlerinin gelistirilmesi popiiler hale gelmistir. Fizik,
kimya, miihendislik, tip, uzay bilimleri gibi uygulamali temel bilimlerde, elde edilen
verilerin modellenmesi ile bir sonraki adimimn tahmini 6nem kazanmustir.

Dogrusal modeller ile modellenebilecek veriler olmasina ragmen, olusturulan
modeller, ¢cogunlukla, diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimiinden elde edildigi
icin genellikle dogrusal olmayan fonksiyonlar ile belirtilir. Ornegin, bir uzay aracinin
ya da bir gok cisminin ydriingesinin belirlenmesi i¢in dogrusal olmayan regresyon
modelleri kullanilir. Dolayisiyla y6riingenin dogru tahmini ig¢in parametrelerin tutarl
kestirimi dénem kazanmaktadir.

Regresyon analizinde, i¢ iliski problemi, parametrelerin tutarh ve giivenilir kestirimini
engelleyen bir problemdir. Dogrusal olmayan regresyonda, parametrelerin giivenilir
ve tutarl olacak sekilde kestirilmesi, modelin veriyi en 1yi sekilde temsili ve tutarl
kestirimlerin yapilmasi bakimindan ¢ok dnemlidir.

Bu amagla, bu tezde, dogrusal olmayan regresyon modellerinde i¢ iliski olmas1
durumunda parametre kestirimine yeni bir yaklasim sunulmustur. Yapilan benzetim
calismasi ile, onerilen yaklagimin gecerliligi test edilmistir. Son olarak, teorisi ve
benzetim calismasi ile anlatilan yontem, bir 6rnek ile uygulamaya gecirilmistir.
Boylelikle bir¢ok bilim dalinda ihtiyag¢ olan dogrusal olmayan regresyon modellerinin,
daha tutarli ve giivenilir parametre kestirimlerine sahip olmalar1 konusunda bir
kestirim yontemi literatiire kazandirilmistir.



SUMMARY

With the advancement of science and technology, the computer modeling of data and
the development of future predictive methods have become popular. By modelling of
obtained data, the estimation of the next step is gained importance, specifically in
applied basic sciences such as physics, chemistry, engineering, medicine, space
sciences.

Although these data sets can be modelled by using linear models, the generated models
are often specified by nonlinear functions, since they are derived from solving systems
of differential equations. For instance, the orbit of a spacecraft or a celestial body is
generally determined by nonlinear regression models. Therefore, consistent estimation
of the parameters is important for the accurate estimation of the orbit.

In regression analysis, the multicollinearity is a problem that prevents consistent and
reliable estimation of parameters. In nonlinear regression, the estimation of reliable
and consistent parameters is crucial to make consistent predictions of the model and
to represent data as good as possible.

For this purpose, in this thesis, a new approach to parameter estimation is presented in
case of multicollinearity in nonlinear regression models. The validity of the proposed
approach was tested with the simulation study. Finally, the method explained both by
a theoretical and methodological aspect is put into practice with an example. Thus, a
predictive method to have more consistent and reliable parameter estimates in
nonlinear regression models that are used in many fields of science is gained to the
literature.
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1. GIRIS

Cikarsamali istatistikte, rastlanti degiskenleri arasindaki bagmtiyr bulmak ya da
modellemek 6nemli bir konudur. Regresyon analizi, bu anlamda, bagimli ve bagimsiz
degiskenler arasinda var olan bagintiy1 agiklamak ya da modellemek i¢in kullanilan

istatistiksel bir yontemdir. Bu bagnt1 bir f fonksiyonu yardimiyla,

Yy (X, X, X3 0) (1.1)

bigiminde agiklanabilir. Burada f fonksiyonu @ bilinmeyen parametreler vektorii harig
bilinen bir fonksiyondur. Bununla birlikte, uygulamada agiklanmaya calisilan iliski,
cogunlukla, karmasik yapida olup, modeli agiklayacak degiskenlerin tamaminin
bilinmesi imkansizdir. Dolayisiyla amag, minimum hata ile, bulunabilecek en yakin

(en dogru) modeli kestirmektir. £ hata terimi olmak tizere, baginti,

y=TF(X, X, X;0)+ € (1.2)
daha genel olarak, matris formunda,

y="f(x,0)+¢& (1.3)

seklinde yazilabilir. Yukarida yazilan model parametrik bir aile olup, amag¢ bagimli

degiskeni ( y) en iyi agiklayacak modelin parametrelerini kestirmek, ara deger bulmak

ve Onkestirim yapmaktir.

Degiskenler arasindaki bagintinin modellenmesi i¢in dogrusal regresyon analizi gii¢lii
ve sik kullanilan bir yontem olmasina ragmen, verinin yapisini agiklayacak model,
cogunlukla, dogrusal olmayan regresyon modelleri ile ifade edilir. Burada modelin
dogrusal olmamasi, fonksiyonun degiskenlere gore degil, parametrelere gore dogrusal
olmamasindan kaynaklanmaktadir. Yani, dogrusal regresyonda modelin parametrelere

gore tlirevleri parametrelerden bagimsiz iken; modelin en az bir parametreye gore



tiirevi, en az bir parametreye bagl ise bu model dogrusal olmayan model olarak

tanimlanir.

Dogrusal regresyon modelleri ile bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iligkinin
aciklandig1 ornekler olmakla birlikte, fizik, biyoloji, kimya, ekonomi, miithendislik
bilimleri vb. gibi temel bilimlerde yetersiz kalmistir. Dogrusal olmayan modeller
amaca 6zel modellerdir. Bu modellerin altinda yatan bilimsel kuram, fiziksel olaylar1
tanimlamak i¢in matematiksel formiilleri kullanir. Birgok durumda, fiziksel iliskiyi
tanimlayan bu formiiller, diferansiyel denklemler kiimesinin ¢6ziimiinden elde edilir
(Montgomery, et al., 2012). Ornegin, kimyada Puromycin verileri ile madde
konsantrasyonu ve enzimatik reaksiyonun baglangi¢ hizi arasindaki iliski, Michaelis-

Menten modeli olarak bilinen,

= 01)(
X+0,

+&

dogrusal olmayan modeli ile agiklanmistir (Montgomery, et al., 2012). Bir baska 6rnek

olarak, biyokimyasal oksijen ihtiyac1 verileri,
f(x,0)=0,1-e")+¢

modeli ile agiklanmistir (Bates & Watts, 1988). Her bilim dalindan sayisiz 6rnek
vermek miimkiindiir. Durum bdyle olunca, dogrusal olmayan regresyon modellerine
olan ihtiya¢ fazlasiyla artmustir. Ancak, asil amacin model kestirimi, dolayisiyla
parametre Kestirimi olmasindan dolayi, parametre kestirimi dogrusal regresyon
modellerinde oldugu kadar kolay degildir. Parametre kestirim yontemi olarak,

dogrusal regresyonda oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyonda da en kiiciik kareler

yontemi, X; = (X, Xz, %) Ve 0" =(6,,6,,...,6,) iken,

S(0)= X1y, - f(x,.0)F (1.4)

amag fonksiyonunun minimize edilmesiyle ¢cogu zaman en iyi sonucu verebilir. Ancak

dogrusal olmayan modellerin karmasik yapisindan dolay1, j=1,2,..., p i¢in,



Z[y. - f(x.,é*)][‘9f (X"e)} (L5)

J

normal denklemlerinin ¢oziimii, gogunlukla, analitik olarak miimkiin olmamaktadir.
Dolayisiyla dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre kestiriminde iteratif
stireg tercih edilmektedir (Seber & Wild, 2003). Gauss-Newton yontemi dogrusal
olmayan regresyon modellerinin kestiriminde en sik kullanilan iteratif ve sayisal bir
yontemdir. Bu yontem, dogrusal olmayan regresyon modelinin Taylor serisi
yardimiyla dogrusallastirilmasi temeline dayanir. Dogrusallagtirma yontemi, segilen
bir baslangi¢ noktasindan baslanarak hesaplanan S(@) amag¢ fonksiyonunun (artik
kareler fonksiyonu) iteratif olarak minimize edilmesine dayanir. Bu siirecin geometrik

goriiniimii Sekil 1.1° de oldugu gibidir.

0,

04

Sekil 1.1 Dogrusallagtrmanin geometrik goriiniimii

0, baglangi¢ parametre vektori olmak tizere iteratif olarak ¢izilen eliptik sekiller S(6)

amag fonksiyonun kontur cizimleridir. iteratif olarak amag fonksiyonunun azalarak

dengeye ulastig1 anda yakinsama saglanir ve kestirilen parametre vektorii Sekil 1.1° de

oldugu gibi 6 olarak elde edilir.

Parametre kestirim siirecinde karsilagilan en biiyiik problemlerden bir tanesi, dogrusal

regresyonda oldugu gibi, aciklayici degiskenler arasindaki i¢ iligski (collinearity,

3



multicollinearity) problemidir. I¢ iliski, dogrusal regresyonda, bagimsiz degiskenler
arasindaki dogrusal bagimlilik anlamina gelmektedir. Daha genel olarak, modeldeki
aciklayict degiskenlerden birisi, diger agiklayici degiskenlerin herhangi bir alt
kiimesinin tam dogrusal kombinasyonu olarak yaziliyorsa modelde tam ¢oklu i¢ iliski
(multicollinearity) var demektir (Belsley, 1991). Bu, agiklayici degiskenler matrisinin
(tasarim matrisi) tam rankli olmadigi anlamia gelir ve tek bir ¢6zliim elde edilemez.
Agiklayic1 degiskenlerden birisi, diger agiklayici degiskenlerin herhangi bir alt
kiimesinin yaklasik dogrusal kombinasyonu olarak yaziliyorsa, tasarim matrisinin
ranki diismez (Gruber, 2010). Ancak tasarim matrisi ile elde edilen korelasyon matrisi
“koti kosullu” olarak tanmmlanir. Kotii kosulluluk parametre kestirim degerlerini
olumsuz etkilemektedir. Bu durumda, parametre kestirim siirecinde izlenmesi gereken
yol, s6z konusu problemin ¢6ziimiine yonelik olmalidir. Dogrusal olmayan modellerde
de, bu problem, modelin yapisindan kaynakli olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Fakat
dogrusal modellerden farkli olarak, burada, ¢oklu i¢ iliski tasarim matrisindeki

degiskenler arasinda degil, birinci tiirevlerden olusan,

| of(x,0) 4
J _|:—agj } 1=12,....p (1.6)

Jakobiyen matrisinin siitunlar1 arasindadir. Bir baska deyisle dogrusal olmayan
modeldeki J Jakobiyen matrisi, dogrusal modeldeki agiklayic1 degiskenler matrisinin
roliinii iistlenmektedir (Magel & Hertsgaard, 1987). J Jakobiyen matrisindeki i¢ iliski
yiziinden meydana gelen koti kosulluluk parametre kestirimini  olumsuz

etkilemektedir.

Yukarida da degindigimiz gibi, veriyi agiklayacak en iyi modeli bulmak regresyon
analizinin en temel amacidir. Bu amag¢ dogrultusunda, en iyi modeli kestirmek demek,
bilinmeyen parametrelerin en dogru ve en diisiik hata kareler toplamia sahip olacak
sekilde kestirilmesi demektir. Oyle ki, parametre kestirim siirecinde, i¢ iliski problemi
g6z ard1 edilirse elde edilen model veriyi en iyi agiklayan model olmayacaktir. Ornek
olarak, farkli parametre degerlerine karsi elde edilen model egrileri Sekil 1.2° de

verilmistir.



(B1+ B2 x)P3

35f

3.0;

25¢ — B1=0.6, Bo=1, Py=-1
B,=0.1, B,=1, B5=0.3

2.0k

B1=0.2, By=1, B3=2

1.5% /

Sekil 1.2 Model Kestirim Egrileri
Yukaridaki Sekil 1.2 incelenecek olursa, ayni veriler ve ayn1 model ile elde edilen

farkli parametre kestirimleriyle olusan kestirim modelinin egrilerinin birbirinden ne
kadar farkli oldugu goriilebilir. Dikkat edilecek olursa ikinci parametre degerleri ayni,
birinci parametre degerleri ¢ok yakin olmasma ragmen, iiclincii parametredeki
farkliliklar kestirim modelini fazlasiyla etkilemektedir. i¢ iliskili modelde, bu problem
goz ard1 edilerek elde edilen parametre kestirim degerleri yanlis isarete sahip
olabilirler (Montgomery, et al., 2012). Bu durum, yukaridaki sekilden de izlenecegi
gibi, farkli kestirim degerlerinin, veriyi temsil etmeyen modellerin elde edilmesine
sebep olur. Dogrusal olmayan modellerde parametre Kestirim siirecinde i¢ iligki
problemi dogrusal modellerde oldugu kadar incelenmemistir. Bu tezde, yukarida
bahsedilen i¢ iliski problemine, dogrusal olmayan regresyon modellerinde
karsilagilmasi durumunda, parametre kestirimine yonelik yeni bir yaklagim
gelistirilmistir.  Gelistirilen yaklasim, dogrusal modellerde kullanilan ridge
regresyonuna benzer yapidadir. Dogrusal modellerde iteratif kestirim siireci
olmadigindan, ridge regresyon veriye bir kez uygulanir. Burada oOnerilen yeni
yaklasim, veriye iteratif olarak uygulanir ve i¢ iliskili modelde, Gauss — Newton
yontemine gore daha kiigiik hata kareler ortalamasina sahip ve daha kararl (tutarlr)
kestirim degerleri elde edilir. Boylece veriyi en 1yi temsil eden model kestirilmis olur.
Yeni yaklasimin performansi yapilan benzetim ¢aligmasi ile test edilmistir. Farkli
parametre degerleri ile liretilen veriler yardimiyla Onerilen yeni yaklagim ile elde
edilen kestiricilerin Gauss — Newton yontemine gore bityiik dl¢iide iistlinliik sagladig:
goriilmiistiir. Ayrica yontem, gergek verilere uygulanmis, performansinin, yine, daha

iyi oldugu gosterilmistir.



2. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE
PARAMETRE KESTIiRIMi

Bu boliimde dogrusal olmayan regresyon modellerinde en ¢ok kullanilan parametre
kestirim yontemleri ve dogrusal olmayan en kiigiik kareler yonteminin geometrisi ile
modelin dogru belirlenmesi anlatilacaktir. Bir sonraki bolimde, ¢oklu i¢ iliski
probleminin varliginda, bu boliimde anlatilacak olan parametre kestirim yontemlerine

alternatif, yeni bir yaklasim sunulacaktur.

2.1. GENEL YAPI

(X,y;) i=12,...,n nsayida gézlem olmak iizere, bilinen bir f fonksiyonu yardimiyla,

dogrusal olmayan regresyonun genel yapisi,

yi=f(x,0)+s , i=12..n (2.1)
seklinde olup, matris formunda,

y="1(x,0)+¢ (2.2)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada X; k x1 boyutunda agiklayic1 degiskenler vektorii; &;,

E(s)=0 ve Var(g) =0’ oOzelliklerine sahip hata terimidir. Genellikle hatalarm

normal dagildig1 ve iliskisiz oldugu varsayilir. Normallik varsayimi, parametre
kestirimi i¢in gerekli bir varsayim olmasa da, model kestirimi sonrasi, parametre ve

model ¢ikarimlari, hipotez testleri, gliven araliklar1 gibi islemlerde gerekli olmaktadir.



2.2. DOGRUSAL OLMAYAN EN KUCUK KARELER YONTEMi

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametreleri kestirmek i¢in, dogrusal

regresyonda oldugu gibi, hata kareler toplami minimize edilebilir:
$O)=2&" = Ly~ f(x,0)[ (2.3)
i=1 i=1

Burada, amag fonksiyonu, @ bilinmeyen parametreler vektoriiniin fonksiyonudur. Bu

fonksiyona hata kareler toplam1 (HKT) fonksiyonu da denebilir. En kiiciik kareler

kestiricisi olan @ degerini elde etmek i¢in (2.3) ile verilen amag fonksiyonunun
parametre vektoriine gore tiirevi alinip, sifira esitlenir ve asagidaki normal denklemler

elde edilir;

Z[y,—f(x,,e)]rf(x )} —0  ,j=12...p (2.4)

6;=0;

6 kestirim vektorii yukaridaki (2.4) denklemi ile verilen normal denklemleri saglayan
¢Oozlim vektoriidiir. (2.4) ile ifade edilen normal denklemlerin sag tarafindaki

[af(x

0 9) } kismi tiirevler ifadesi, f fonksiyonun dogrusal olmamasindan dolayi,
J 0:=0

parametrelere baghdir. Dogrusal regresyonda, bu ifade parametrelerden bagimsizdir.
Dolayisiyla ¢oziimii zor degildir. Ancak, (2.4) normal denklemlerinin ¢6zimii,
cogunlukla, analitik olarak miimkiin degildir (Seber & Wild, 2003). Fonksiyonun
yapisindan kaynaklanan bu problem, parametre kestirim siirecinde, iteratif yontemler

kullanilarak ¢oziilmeye galigilir.

2.3. DOGRUSAL OLMAYAN EN KUCUK KARELER YONTEMININ
GEOMETRISI

Dogrusal olmayan regresyonda parametre kestirimi i¢in en kiigiik kareler yontemi

kullanilabilir. (2.3) ile verilen hata kareler toplamu,

$(0)=(y-T(x.6)"(y-f(x,0) (2.5)



matris formunda gosterilsin. Hata kareler toplaminin geometrik olarak ne anlama

geldigini gérebilmek i¢in,
@) =|y- f(x.0) (2.6)

seklindeki norm ile ifade edilmesi daha uygundur. |y— f(x,0)| ifadesi Oklid

uzayinda y— f(x,0) vektoriiniin uzunlugunun Kkaresini gostermektedir. S(6)

fonksiyonunun (2.6) gosterimini minimize ettigimizde, amag¢ geometrik olarak anlam

kazanmaktadir. Ciinkii bu ifadenin minimize edilmesi, y ile f(x,8) fonksiyonunun

arasindaki Oklid uzakligmin minimize edilmesi anlamma gelmektedir. Bir baska
deyisle, kestirim uzaymda, i. gozleme en yakin kestirim degerini elde etmek

anlamindadir. (2.5) denklemini daha agik yazacak olursak, S(#) asagidaki gibi elde

edilir;
S@)=y'y-2y f(x,0)+f(x,0) f(x,6)

Bu ifadenin @ parametre vektoriine gore kismi tiirevleri sifira esitlenirse,

0S(6) 0
90 o
ya da,
3o of (x,0)
00 |,

kisaltmasi ile normal denklemler,
—23(x,0)"y+23(x,0) f(x,8) =0 (2.7)

seklinde elde edilmis olur. J ile adlandirdigimiz matris, siitunlari tiirevlerden olusan
Jakobiyen (Jacobian) matristir. Bu matris, dogrusal olmayan regresyonda parametre
kestirimi yaparken sik¢a kullanilan bir matristir. Kismi tiirevlerden olustugu icin
karmasik yapidadir. Bu yiizden (2.7) normal denklemlerinin analitik olarak ¢6ziilmesi
genellikle miimkiin degildir (Rawlings, et al., 1998). Normal denklemler daha sade

olarak,



J(x,0)[y-f(x,6)]=0 (2.8)

denklemi ile ifade edilebilir. (2.8) normal denklemlerine gére, normal kosullarda,

y—f(x,0) artiklarmm J(x,8) Jakobiyen matrisine dik olmasi gerektigi

soylenebilir. Bu durumun dogrusal modellerdeki karsihigi, X matrisinin y— X ,é

artiklarina dik olmasidir.

Yukarida ifade edilen (2.8) normal denklemlerini saglayan fakat istenilen ¢oziimii

vermeyen noktalar olabilir. Bir baska deyisle, en kiigiik kareler kestiricisi € mn, global
minimum noktasi olmasi i¢in, (2.8) normal denklemleri saglamasi gerekli fakat yeterli
degildir. (2.8) normal denklemlerini saglayan fakat, yerel minimum, yerel maksimum

gibi noktalar olabilir; Sekil 2.1 de bu duruma 6rnek gosterilmistir.

5(6)
A

X
Sl
)
*
\
)

|
5
Sekil 2.1 Hata Kareler Toplami Fonksiyonu

Sekil 2.1° de goriildiigii gibi hata kareler toplam1 fonksiyonunun dort farkli noktada

tiirevleri sifir yani dort farkli noktada ekstramum noktasi vardir. Fakat bunlardan bir
tanesi, @ ile gosterilen deger, aranan Kestirim degeridir. Bunun disinda @' ile

gosterilen nokta yerel minimum, @” ile gosterilen nokta yerel maksimum, 8 ile
gosterilen nokta normal denklemleri saglayan fakat istenilen ¢oziim olmayan bir
noktadir. Bu durum modelin karmagik yapida olmasi ve yiiksek dereceli dogrusal
olmamasmdan kaynaklanabilmektedir. Sekil 2.2’de de goriilecegi gibi modelin farkl
noktalarda minimum noktalar1 vardir. Ancak bunlardan bir tanesi global minimumdur.
Global minimum (1.18, 0.82), lokal minimum (2.99, 2.12), lokal maksimum ise (1.94
, 1.87) dir. Bu ii¢ nokta da normal denklemleri saglayan noktalardir.
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Sekil 2.2 Dogrusal olmayan bir fonksiyon grafigi

Yine Sekil 2.2” de grafigi verilen modele ait kontur grafigini gosteren Sekil 2.3 de de

modelin farkli noktalarda minimum ve maksimum degerlerinin oldugu goriilebilir.

Sekil 2.3 Dogrusal olmayan fonksiyona ait kontur grafigi

Dogrusal olmayan regresyonda parametre kestiriminin zorlugu kontur c¢izimlerine
bakilarak anlagilabilir. Dogrusal regresyondaki kontur ¢izimi incelenecek olursa,
diizgiin i¢ i¢e ge¢mis eliptik sekiller ve ortada tek minimum nokta olan en kiigiik
kareler kestiricisi oldugu goriilebilir. Burada ise birden ¢ok ekstramum nokta vardir.

Siyah nokta ile gosterilen nokta aranan global minimum degeridir.

Normal denklemleri saglayan noktalardan hangilerinin hata kareler toplamimi

minimum yaptigint bulmak i¢in 2. tiirev yontemi kullanilabilir (Davidson &
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Mackinnon, 1993). Ancak yine de bu noktanin yerel minimum mu yoksa global
minimum mu oldugu tespit edilemez. Analitik olarak bulunamayan global minimum
noktasini bulabilmek i¢in hata kareler toplami fonksiyonu farkli baslangic
noktalarindan baslanarak, birkag kez minimize edilmeye ¢alisilabilir. (Davidson &
Mackinnon, 1993). Ornegin Sekil 2.1 deki durum icin, baslangi¢ noktas1 olarak "
noktasinin solunda herhangi bir nokta tercih edilirse dogru noktaya yakinsama, hem
daha hizli hem de daha olanaklidir. Bir boyutlu durumlar i¢in grafiksel yontemler ile
baslangi¢c noktasinin se¢imi ve global minimum noktasinin kontrolii saglanabilir.
Ancak grafiksel yontemlerin kullanilamadigi ¢ok boyutlu durumlarda yakinsamanin

global minimum noktasi olmasinin garantisi yoktur.

Dogrusal regresyonda, parametrelerin en kiiciik kareler kestiricisini geometrik olarak
bulmak i¢in, X tasarmm matrisinin siitunlar1 tarafindan gerilen alt uzaya, Sekil 2.4° de

gosterildigi gibi, gozlem vektoriiniin izdlistim vektori bulunur.

Y,

X2

=
X1

Sekil 2.4 Dogrusal en kiigiik kareler yonteminin geometrisi

Dogrusal olmayan regresyonda ise, en kii¢iik kareler kestiricisinin geometrik gosterimi

biraz farklidir. f (X, @) her yerde tiirevlenebilir dogrusal olmayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f(x,6), k — boyutlu bir hiper yiizey (manifold) belirtir. Bu yiizeye
herhangi sabit @ noktasinda olusturulan J = J(x,8) matrisi modelin bu noktadaki
tanjant uzaymi (diizlemini) belirler. Bu uzay1 §(J) ile gosterelim. Sekil 2.5” de iki

farkli 8 ve 8% noktalarinda olusturulmus tanjant diizlemlerinin k =1 i¢in gdsterimi

verilmistir.
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Sekil 2.5 Yiizeye ¢izilen tanjant diizlemleri

6" ve 6% normal denklemleri saglayan iki nokta ve J* ve J? sirasiyla bu noktalarda
hiperyiizeye ¢izilen tanjant diizlemlerini belirtir. Olusturulan tanjant diizlemleri J

Jakobiyen matrisinin siitunlari tarafindan gerilen bir alt uzay olarak tanimlanabilir.

Sekil 2.6 y’ nin hiperdiizleme izdiisiimi

Sekil 2.6’ da, bagimli degiskenin dogrusal olmayan yiizeye, normal denklemlerin
saglandig1 noktada ¢izilen tanjant diizlemine izdiisiimii gosterilmistir (Davidson &
Mackinnon, 1993). Sekilden de goriilecegi tizere f(X,#) hiperyiizeyi orta derecede
dogrusal olmayan bir yiizeydir. Dolayisiyla bu yiizey iizerinde global minimum

bulmak zor degildir. Ancak Sekil 2.7 incelendiginde, yiiksek dereceli dogrusal

olmayan bir hiperylizey mevcut ise burada global minimum bulmak kolay degildir.
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Sekil 2.7 Yiiksek dereceli dogrusal olmayan hiperylizey

Sekil 2.7 den de anlasilacagi gibi, ¢alisilan yiizeylerin dogrusal olmama dereceleri
parametre kestirimi agisindan olduk¢a onemlidir. Bu modelde normal denklemleri
saglayan 3 farkli nokta vardir. Ancak onemli olan bu noktalardan global minimum
olani bulmaktir. Bu grafikten de geometrik olarak yine anlasiliyor ki normal
denklemleri saglamak, global minimum degerini, yani aranan dogru kestiriciyi bulmak
icin gerekli fakat yeterli degildir. S6z konusu durumda parametre kestiriminde

problemler ortaya ¢ikmaktadir.

2.4, MODELIN DOGRU BELIiRLENMESI

S(f) amag fonksiyonunu basarili bir bi¢imde minimize etmek modelin dogru

belirlenmesi igin gerekli fakat yeterli degildir (Davidson & Mackinnon, 1993).
Modelin dogru belirlenmesi kisminda olusabilecek problemler vardir. Dogrusal

olmayan regresyonda, modelin dogru belirlenebilmesi (tanimlanabilmesi) i¢in, verilen
bir veri kiimesinde S(#) amag¢ fonksiyonunu minimize eden sadece bir 6 degeri
olmasi gerekir. Yani dogrusal olmayan model dogru tanimlanamiyorsa birden fazla 6

degeri var demektir (Davidson & Mackinnon, 1993).

Yerel ve mutlak olmak {tizere iki tip dogru tanimlama vardir. En kiiglik kareler
kestiricisi olan 6 degerinin ufak degisiminde S(6) degeri artiyorsa, 6 yerel dogru
tanimli olacaktir. Bu durum, S(6) fonksiyonunun @ noktasinda kesin disbiikey

(konveks) olmasi gerektigi anlamina gelir. Bir baska ifade ile, bu durum, z degerinin

13



ufak degisimleri i¢in S(0) <S(6+7) esitsizliginin saglanmasidir. Kesin konveksligin

bir diger garantisi ise Hesyen (Hessien) matrisi olarak tanimlanan,

_2°s(6)

H. (8) =
i (0) 2606

ikinci tiirev matrisinin @ noktasmnda pozitif taniml olmasidir. Kesin konvekslik, S @

amag¢ fonksiyonunun 6 civarinda diizlemsel bir yapida degil, egrisel bir yapida olmasi

anlamina gelir. Bu durumu gosteren Sekil 2.8 asagida resmedilmistir:

&2

/_\ 8(0) fonksiyonunun
konturlan

S

» 01

Sekil 2.8 S(@) fonksiyonunun dogru tanimlanmis minimum degeri

Yukaridaki Sekil 2.8 de de gortldugii gibi S(€) fonksiyonunun konturlarmi temsil

eden eliptik sekiller kiicililerek merkezde bir nokta elde edilmistir. Bu nokta en kii¢iik
kareler kestirimini temsil etmektedir ve yerel olarak dogru tanimlidir.
S(0) fonksiyonunun kesin konveks olmasi her yone dogru egriliginin oldugu yani

diizlemsel bir bdlgenin olmadig1 anlamma gelir. Eger S(6) fonksiyonu 6 civarmda

bir bolgede diizlemsel bir yapiya sahip ise yani diizlemsel bolgedeki her 6, i¢in
S(6) = S(6,) saglaniyorsa bu durumda S(@) fonksiyonunun degisecegi bir yone

dogru ilerlemek gerekir. Dolayisiyla bu durum bize s6z konusu bolgede S(6)
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fonksiyonunu minimize eden sonsuz sayida 6 kestirim degeri oldugunu gosterir ki bu

da dogru tanimlanmamis (unidentified) en kiigiik kareler kestiricisi demektir.

02

/_\ S(8) fonksiyonunun
konturlarn

» 01

N—

Sekil 2.9 S(@) fonksiyonunun dogru tanimlanmamis minimum degeri

Sekil 2.9’ da, sozii edilen duruma 6rnek gosterilmistir. AB dogru pargasi boyunca tiim
noktalar, S(@) fonksiyonunu minimize eden noktalardir. Sadece bir 6 elde etmek igin

yerel dogru tanimlama gerekli fakat yeterli degildir. Bunun i¢in mutlak dogru

tanimlama gereklidir. Yani,
S(O)<S(E) , VO =6 icin

esitsizligi saglanmalidir. Eger bir model yerel dogru tanimh ise, yiiksek ihtimalle, iki
ya da daha fazla parametre kestirim degeri esit hata kareler ortalamasma sahip
olacaktir. Bununla birlikte mutlak dogru tanimlamanin saglandig: fakat yerel dogru
tanimlamanin saglanmadig1 yani, ikinci tiirevler matrisi olan hesyen matrisinin pozitif
tanimli olmadig1 durumlar s6z konusu olabilir. Bu durum, aslinda, dogrusal olmayan
regresyon modellerinde parametre kestiriminde sikca karsilasilan bir problemdir. Bu

duruma Ornek olarak,
f(x,0) =6, +6,x"

fonksiyonu verilebilir. Bu fonksiyonda dikkat edilecek olursa, 632 =0 oldugu durumda,
0, parametresinin fonksiyon ve S(@) iizerinde higbir etkisi yoktur. Buna benzer

fonksiyonlar uygulamada sik¢a karsimiza ¢ikmaktadir. Bu problem literatiirde zayif
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tanimli model olarak tanimlanmaktadir. Bu genel bir tabirdir. Degisik kaynaklarda bu
problem ¢oklu ig iligki (multicollinearity) olarak tanimlanir. Bu problemin varliginda
Hesyen ya da Jakobiyen matrisi tekil olmayan ancak yaklasik tekil olan matrislerdir.
Dolayisiyla dogrusal olmayan regresyonda, parametre kestiriminde kullanilan J
Jakobiyen matrisi ile elde edilen J"J matrisi yaklagik tekil matristir ve bu matrisin

tersinin alinmas1 agsamasinda sikintilar ortaya ¢ikmaktadir.

2.5. GAUSS - NEWTON YONTEMi

Dogrusal olmayan en kiigciik kareler yonteminin Esitlik (2.4) de verilen normal
denklemlerin ¢Oziimiinde yetersiz kalmasindan dolayi, Gauss — Newton yontemi
olarak bilinen dogrusallagtirma (linearization) yontemi One siiriilmiistiir. Amag,
dogrusal olmayan fonksiyonun Taylor serisi yardimiyla dogrusallastirilmasi ve
dogrusal regresyon analizinde oldugu gibi en kiiciik kareler y&nteminin

uygulanmasidir. Bu siireg, iteratif olarak devam eder ve yakinsama saglandiginda

kestirim elde edilmis olur. Bu amag¢ dogrultusunda, 6, =(6y,6,....6,,)" baslangig

noktasi olmak tizere, f(X;,8) fonksiyonunun 6, civarindaki Taylor serisine a¢ilimi

yaklasik olarak,
b of (x,,60

f(xi,g)z f(xivao)*'Zl:%:l (91-—01-0) (29)
= I lo-g

seklindedir. Burada,

£0=1(x.6,)

B =0,-6;, (210

Jo_| H(x,6)
)
=6,

kisaltmalari ile (2.9) esitligi,
p

f(x.0)=1'+> B (2.11)
i=1

bi¢imini alir. Buradan da dogrusal olmayan (2.1) modelini asagidaki gibi yazabiliriz:
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p
Y, — inZZ;ﬂfJij?Jrgi i=12,..,n (2.12)
J=

Yukarida elde ettigimiz (2.12) dogrusallastirilmis modelinin, dogrusal regresyon

modelinden bir farki yoktur. Oyle ki,

3235
Jo=| ¢
Jlon Jgn

nxp

yeni tasarim matrisi, dogrusal regresyondaki X tasarim matrisinin gorevini

gormektedir.
Vi
j - B
0 — .
R0
By

kestirim vektori olmak lizere,

yl_flo
y _y_fo yz_fzo
U - :

yn_fn0

yanit vektoril, yine dogrusal modeldeki Yy yanit vektoriiniin gorevini listlenmektedir.

Y, =Y, — f.° kisaltmasu ile (2.12) modelini, matris formunda,

Yo=Jobs+€ (2.13)

seklinde yazacak olursak, S, parametresinin kestirimi en kiiglik kareler yontemi

kullanilarak,
By =(3530) 135 Vo = (3530) 135 (y - ) (2.14)

olarak bulunur. Bu deger,

17



S(e):i|:yi_ fio_zp:ﬂ?‘]i?} (2-15)

ama¢ fonksiyonunu minimize eden degerdir. Bir baska deyisle, (2.15) amag
fonksiyonun ﬂf =0, —6,, parametrelerine gore kismi tiirevlerinin sifira esitlenmesi
ile elde edilen normal denklemlerin ¢oziimii (2.14) ile verilen parametre kestirim
degerlerini verecektir. Yukarida (2.14) ile verilen ifadede B, =6-6, doniisimi

yapildigindan, iteratif olarak elde edilen ilk parametre kestirimi,
6,=0,+B,=0,+(373.) 33 (¥~ ) (2.16)

seklinde bulunmus olur. Bu iteratif kestirim siireci yakinsaklik saglanincaya kadar

devam eder. Yakimsaklik saglandiginda elde edilen son kestirim, genel olarak,

A

0,,=6,+B.=0.+(3]3)" 3 (y- 1) (2.17)

seklinde elde edilir. Yakinsaklik kriteri igin, iteratif olarak parametrelerin kararli

oldugu ya da amag fonksiyonunun kararli oldugu kriterler kullanilabilir. Ornegin,

0. . —0.
A Kz j=12,...p (2.18)

yakinsamas! saglanincaya kadar, iteratif siire¢ devam edebilir. Burada 7, 107° gibi,
sifira gok yakin pozitif bir reel say1 olarak se¢ilebilir. Duyarlilik arttirilmak istenirse,
7 daha da kiiglik se¢ilebilir. Ancak 7 degerinin ¢ok kii¢iik se¢ilmesi yakinsamanin

hizm1 biiyiik 6lglide etkileyecektir. Ayrica birikimli hesaplama yanliglar1 artacaktir.
Bununla birlikte, iterasyon siirerken, her adimda S(ék) artik (residual) kareler

toplaminda bir azalma saglanip saglanmadigi kontrol edilmelidir (Montgomery, et al.,
2012).

2.6. LEVENBERG — MARQUARDT YONTEMI

1944 yilinda Levenberg, ardindan 1963 yilinda Marquardt, Levenberg — Marquardt
yontemi olarak bilinen bu yontemi, Gauss — Newton yontemine alternatif olarak

onermislerdir. Gauss — Newton ile yaklasim olarak benzerlik gdsteren bu yontem,
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S(0)= X" = Y1y - F(x,00F =y f(x Of

amag fonksiyonunu, 8" parametre uzaymnda bir nokta olmak iizere,

«[|12
lel =

(2.19)

kisit1 altinda, minimize etmeyi amaclar. Bu problemin ¢oziimii Lagrange fonksiyonu

yardimiyla yapilir. Bu amagla,

L©@.¢)=|y- f(x.0) +4(6] -6’ (2.20)

Lagrange fonksiyonu minimize edilir. Yontem Gauss — Newton yonteminde oldugu

gibi Taylor serisi yardimiyla dogrusal olmayan f(x,8) fonksiyonunun

dogrusallastirilmasi ile baslar ve kisithi en kiiglik kareler yontemi uygulanir. Burada,

¢ >0 Lagrange carpani olarak tanimlanwr. (2.20) Lagrange fonksiyonunun minimize

edilmesiyle iteratif olarak elde edilen parametre Kkestiricisi,

A

6,,=0,+B.=0+Q3, +4 1) I (y-f,) (2.22)

olarak elde edilir. ¢, degerinin farkli hesaplanma teknikleri vardir. Genellikle,

baslangi¢ olarak ¢=10" olarak baslar. Bir dizi deneme yanilma hesaplar1, her bir

iterasyon igin,
$(6,.1) < S(6,) (2.22)

saglanincaya kadar, ¢’ nin 10 ile ¢arpilmasiyla uygulanir. Siireg, ayni zamanda, (2.22)
esitsizliginin saglanmasi kosulu ile her bir iterayonda ¢’ yi 10 kat kiigiiltiir. Strateji,
her bir iterasyondaki artik kareler toplaminin azaldigini garanti ederken, ¢’ yi

olabildigince kii¢lik tutmaktwr. Bu genel siirece Marquardt’in yaklasimi denir

(Montgomery, et al., 2012).
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3. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE
COKLU iC ILiISKi PROBLEMI ve YENI BiR YAKLASIM

Dogrusal regresyon modellerinde ¢oklu i¢ iliski problemi her yoniiyle incelenmis ve
farkl ¢oziim yollar1 gelistirilmistir. Fakat dogrusal olmayan regresyon modellerinde
bu problem, modelin yapist geregi karsilasilan zorluklardan dolay: yeteri kadar
incelenmemistir. Var olan smnirh sayida ¢aligmalar da, dogrusal modellerde oldugu
kadar ayrintili incelenmemistir. Bu boliimde, dogrusal regresyon analizinde ¢oklu i¢
iligkinin teshisi ve etkilerini dogrusal olmayan regresyon analizine uyarlayacagiz.

Ardindan bu probleme ¢6ziim olarak gelistirdigimiz yeni yaklasimi sunacagiz.

3.1. COKLU iC ILISKI TESHiSI

Dogrusal regresyon modellerinde coklu i¢ iligki teshisi i¢in yapilan ¢aligmalarda
cogunlukla X tasarim matrisi incelenmistir. Belsley (2004) ¢oklu i¢ iliski teshisini
dogrusal olmayan regresyon modellerine genisletilebilecegini ve Gauss — Newton
algoritmasinda kullanilan kismi tiirevler matrisi olan J Jakobiyen matrisinin siitunlar1
arasindaki dogrusal iliskinin teshis edilebilecegini belirtmistir. Magel ve Hertsgaard
(1987) calismalarinda dogrusal olmayan regresyondaki J Jakobiyen matrisinin
dogrusal modellerdeki X tasarim matrisinin roliinii iistlendigini soylemislerdir. Bir
baska ¢aliymada, dogrusal olmayan regresyonda ig¢ iliski teshisi i¢in Jakobiyen
matrisinin incelenebilecegi belirtilmistir (Hill & Adkins, 2003).

Dogrusal olmayan regresyonda parametre kestirim siireci iteratif bir siire¢ oldugundan,
yakimsaklik saglanincaya kadar, tiim iterasyonlarda elde edilen J Jakobiyen matrisi

¢oklu ig iligkinin teshisi i¢in incelenmek zorundadir.

y=f(X,0)+¢& dogrusal olmayan modelini Gauss — Newton yontemi ile iteratif
olarak dogrusallastirdigimizi ve herhangi bir iterasyonda y*=Jf+¢& dogrusal

modeline sahip oldugumuzu diisiinelim. nx p boyutlu J “yeni tasarim matrisi” ‘ni,

J=HA"*G’ (3.1)
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olacak sekilde yazmak her zaman miimkiindiir (Vinod & Ullah, 1981). Burada H
nxp boyutlu, H'H =1 kosulunu saglayan dzel bir matristir. Bu matrisin siitunlari
dik (ortogonal) olup J matrisinin siitun uzayi i¢in bir dik taban olusturur (Erkog,

2011). A"* pxp boyutlu ve J matrisinin swrali A"* tekil degerlerini iceren
(A2 = 2)*>..> 2)%) bir kdsegen matristir. pxp boyutlu G matrisinin siitunlari
(g)) dik olup, J matrisinin satr wuzayr i¢in dik bir taban olusturur.
J"I =(HA"’G") (HA"’G") =GA"*H"HA"’G" =GAG" matrisinde A matrisinin
A, elemanlar1 J matrisinin tekil degerlerinin kareleri olup, J'J matrisinin

0zdegerleridir.

Yukarida yapilan ayrisim tekil deger ayrisimi (singular value decomposition, SVD)
olarak bilinir. y* =J 8+ & modelini, daha sonra goklu i¢ iliski teshisi yapmak i¢in, J

matrisinin tekil deger ayrisimindan yararlanarak,

y*=JB+e=HA"G'B+¢

) (32)
=Jy+e

seklinde yazabiliriz. Burada, J* = HA"? ve ¥ =G’ f kisaltmalar1 yapilmstir.

Regresyon analizinde temel varsayimlarin disinda agiklayici degiskenleri temsil eden
vektorlerin ya da daha genel olarak, parametre kestirim uzaymda Yy, gdézlemlerinin dik
izdiistimlerinin yapildig1 uzay1 geren siitun vektorlerinin dik olmasi varsayimi da
onemlidir. Bu varsayim 6zdes olarak J matrisinin siitunlarinin dik olmasi yani kisaca
J matrisinin dik olmas1 anlamma gelmektedir. Eger J'J =1 ise J matrisine dik
matris denir. J'J matrisinin tiim 6zdegerleri 1 ise yani A =1 ise J dik siitunlardan
olusmustur. Aksine, A#1 oldugu durumda J matrisi dik bir matrisi degildir

(nonorthogonality).

Coklu i¢ iliski J matrisinin slitunlar1 arasindaki dogrusal bagimlilik anlamina
gelmektedir. Burada karigtirilmaya miisait iki farkli durum s6z konusudur: Tam ¢oklu

ic iliski ve yakin (yaklasik) ¢oklu i¢ iliski.
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Tam ¢oklu i¢ iligki J matrisinin rankmin p ’ den kiiciik oldugu yani rankinin diistiigii
durumdur. j;, j,s-s j,,» J matrisinin siitun vektorleri; a; (i=12,..., p) hepsi birden

sifir olmayan sabitler olmak {izere,
p -

Z aJ; =0 (3.3)
i=1

esitligi saglaniyorsa, J matrisinin siitun vektorlerinin herhangi bir alt kiimesi birbirleri

ile dogrusal bagimlidir denir. Bu durumda J matrisinin ranki diigmiis olur.

Yakin ¢oklu i¢ iliski ise, yukaridaki (3.3) ile verilen denklemdeki esitlik yerine
yaklasik esitligi gosteren ~ sembolu ile,

p
Zai =0 (3.4)
i=1

saglaniyorsa gecerlidir.

J'J =GAG" matrisi tekil oldugunda tersi alinamaz. Tam coklu i¢ iliski J'J

matrisinin tekil olmasma yol acar. Bu durumda, J'J matrisinin en kiigiik 6z degeri

ﬂp =0 drr.

Yaklasik ¢oklu i¢ iliski ise J"J matrisinin yaklasik tekil olmasma neden olur. Bu
durumda ise en kiiciik 6zdeger sifira ¢ok yakindir. Ozdeger analizi ¢oklu i¢ iliskinin
teshisi i¢in sik¢a kullanilan, yararl bir tekniktir. Ozdegerler 1 degerinden farkli ise bu
durumda diklik yani degiskenler (siitun vektorleri) arasindaki tam bagimsizlik yoktur

(nonorthogonality). Bu durumu su sekilde 6zetleyebiliriz:

1 degerinden farkli en kiiciik 6zdeger sifir ya da sifira yakin demek degildir. Yani
dikligin saglanmadigi her durum tekillige ya da ¢oklu i¢ iliskiye isaret degildir. Ancak,
coklu ig iligki dikligin saglanmadigi durumu yaratir (Vinod & Ullah, 1981).
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3.2. KOTU KOSULLULUK

Bir matrisin kotii kosullulugunu incelemek ve tespit etmek igin literatiirde “kosul

sayis1” olarak adlandirilan,

KS =224, (3.5)

ifadesi kullamlir. Burada 4> ve A% sirasiyla J matrisinin en bilyiik ve en kiigiik

tekil degerleridir. Kisaca kosul sayisi, J matrisinin tekil deger orani olarak da
tanimlanabilir. Burada “tekil deger” ifadesi ile bir matrisin tekilligi karigtirilmamalidir.
J matrisinin tekil deerlerinin kareleri J'J matrisinin 6zdegerlerine karsilik

geldiginden, farkli kaynaklarda kosul sayisi,

NS

KS = Zmex 3.6
i (3.6)

olarak gormek miimkiindiir.

J"J matrisinin tekil matris olmasi A, =0 olmasi anlamina gelir. Bu durumda tam

coklu i¢ iligki vardir ve kosul sayis1 KS — oo olur. Tam tersi durumda, yani, dik J'J
matrisinde J'J =1 saglandigindan ve 4 =4, =..=A4, =1 tiim dzdegerler 1’¢ esit

oldugundan KS =1 olur.

Kosul sayis1 [1,00) yart acik araliginda deger alabilir. Kosul sayisi, KS, 1’den

uzaklastikca kotii kosullulugun arttig soylenir.

Koti kosullulugun derecesinin tespiti i¢in farkli kaynaklarda olgiitler verilmistir.
Genel olarak kabul goren kritik deger 30° dur. Kosul sayis1 30 degerinden kiigiik ise,
kotii kosullulugun derecesi nispeten daha azdir. Burada 6nemli olan nokta bir matrisin
kotii kosullulugunun yapilan analizi ne 6lciide etkiledigidir. Bu anlamda, kosul sayis1
30 degerinden kiiciik ise yapilan analizlerin (nispeten) daha giivenli oldugu

sOylenebilir.

“Koti kosulluluk™ terimi bazi kaynaklarda ¢oklu ig iliski ya da dik olmama durumu
ile es anlamli olarak kullanilabilmektedir. Aslinda birbirlerinin nedeni olan bu
kavramlar, anlam kargasas1 yaratmamak i¢in ayn1 anlami tagtyormus gibi kullanilabilir

(Vinod & Ullah, 1981).
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3.3. COKLU iC ILISKININ ETKILERI

Coklu i¢ iligkinin parametre kestirimi {izerindeki etkisini incelemek i¢in dogrusal
olmayan modelde iki parametre oldugunu disiinelim. Boylelikle J Jakobiyen

matrisinde dogrusallastirma sonucunda j, ve j, ile gosterilen, agiklayici degiskenleri
temsil edecek iki siitun olacaktir. r,, bu agiklayici degiskenler arasindaki korelasyon
katsayisi, I, j, ile y arasindaki korelasyon katsayisi olmak iizere, y*=JfB+¢&

modeli i¢in, en kiiglik kareler kestiricisinin,
T 1y-1 1 —I T -1
J'3J) = [det(J"J)] (3.7)
—I 1

matrisini kullanarak,
B=QTHMNTy (3.8)

seklinde elde edildigini énceki boliimlerde gdstermistik. Burada y = y—f oldugu
onceki boliimlerde Gauss — Newton yontemi anlatirken gosterilmisti. (3.7) ile verilen
esitlikte, J™J matrisinin determinant degeri, det(J'J) =1-r; seklinde hesaplanir, ,3
nin bir baska gosterilisi,
~ I I
B {r“ ;Zryz}pjet(\] J)] seklindedir. Eger 1, =1 ise det(J"J) =0 olacaktir. Bu
y2 127y1
durum, modelde tam ¢oklu ig iliski olmas1 anlamina gelir ve ,é kestirilemez. Bununla

birlikte,

Bt By =[r—tor, |[det@7 )] +[r,, —r,r, [detd"3)]"
=[1, Tty + 1, —tor, |[det37 )]
[ 1, (0=1,)+1,(L-r,) ][ det(3" J)]
[(ry+1,,)(L-1,) ][ det(3T J)] (3.9)
[ +1,)1-1,) ]

2
1-15
_ (ryl + r-y2)

1+r,
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parametre kestirimlerinin toplamlar1 yukaridaki gibi elde edilebilir ve r,, =1 olmasi

durumunda toplam belirlenebilir. Ancak,

B=[r, o, [det@ )] [, —ror, |[det@™ )]
[ L, =T, +r12ry2][det(J J)J

[Fo@+ 1) -1, 0+r,)][det(373)]
[

A

(o )@+ 1,) [ det(a79) ] (3.10)
(r,, — yl)(1+r12)]
1-r5

(ryz B r-yl)
1-r1,

parametre kestirim farklar1 yukaridaki (3.10) esitligi ile elde edilir ve r, =1 olmas1
durumunda fark belirlenemez. Bir baska ifade ile, modelde tam coklu i¢ iliski var ise

yani r, =1 ise, parametre kestirimleri 4, ve f, belirlenemez, ¥(f3, - f,) farklar:

belirlenemez, ancak, $(ﬁ1+ ﬁ’z) toplamlar1 belirlenir. Bu durum p=2 igin

incelendiginden su sekilde de 6zetlenebilir:

B parametre vektoriiniin dogrusal bir kombinasyonu UT 8 olsun. Bu durumda U’ g

, UT =(1,1) olmasi durumunda kestirilebilir. Ancak U™ =(~1,1) olmasi durumunda

kestirilemez.

Coklu i¢ iliski parametre kestirimlerinin varyanslar1 iizerinde etkilidir. Gauss —

Newton yontemi ile elde edilen en kiigiik kareler kestiricisi B asimptotik olarak,

B~N(B,c*(373)7 (3.11)

dagilimina sahiptir (Hill & Adkins, 2003). Buradan hareketle, varyans — kovaryans

matrisi COV(,B) =0°(3"J)™" nin kdsegen dgeleri toplamy,
HKO(f) = 6%1z(37J)™ (3.12)

hata kareler ortalamasini verir. Bu ifade, J'J matrisinin 6zdegerleri cinsinden,
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HKO(B) = az_zp:zjl (3.13)

esitligi ile ifade edilebilir.

Yaklagik ¢oklu i¢ iligki olmast durumunda, A, — 0 saglanacak ve HKO(B) — 0

olacaktir. Bu durumda ¢oklu ig iliski, parametre kestiricisinin varyansini sisirecek, bu

varyansi oldugundan ¢ok fazla gosterecektir.
Standartlagtirilmis  veriler icin J'J matrisi korelasyon formundadir. (J7J)*

matrisinin (ij). eleman1 r’ olarak gosterilsin. Dogrusal modellerde, ilk olarak, Farrar

ve Glauber (1967) ¢oklu i iliskinin teshisi i¢in r" degerini incelemeyi 6nermislerdir.
Marquardt (1970) “Varyans Sisirici Faktorler” (Variance Inflation Factors) olarak

tanimlanan, VIF degerlerinin,
VIF(i)=r">5 (3.14)

olmas1 durumunda, gii¢lii ¢oklu i¢ iliskinin oldugunu isaret etmistir (Vinod & Ullah,

1981). Theil (1971) r" degerini,

. 1
M=———— (3.15)
(1_ Ri2)||Ji||

ifadesi ile tanimlamistir. Burada, ji||2 = j|j; ve R? degeri j ile geriye kalan p—1

aciklayici degisken ile dogrusal regresyonundan elde edilen, coklu belirtme
katsayisidir. Modelde coklu i¢ iliski var ise, aciklayic1 degiskenler arasinda dogrusal
iliski mevcut demektir. Bu ise, R* degerinin 1 degerine yaklasacag: anlamma gelir.
Dolayisiyla r' ifadesinin paydasi 0 (sifir) degerine yaklasir ve r' biiyiik degerler alir.
Bir baska deyisle, coklu i¢ iliski (3.15) ile verilen esitlige bakarak da parametre
kestirim degerlerinin varyanslarinin ¢ok biiylik olmasina neden olur. Ayrica parametre

varyanslarinin gereginden biiylik olmasi, parametrelerin modele olan anlaml

katkilarin1 6lgen,

Ho:f,=0  j=12,.,p (3.16)
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hipotezinin biiyiik olasilikla kabul edilmesine neden olur (Vinod & Ullah, 1981). Yani
coklu i¢ iliskinin neden oldugu yiiksek varyans, agiklayici degiskenlerin modele

anlamli katkilarinin olup olmadig1 konusunda arastirmacty1 yaniltabilir.

3.4. X MATRISINDEKI iC ILISKININ J JAKOBIYEN MATRIiSINDEKI
iC iLiSKi iLE BAGLANTISI

Dogrusal olmayan modellerde modelin yapist geregi i¢ iliski problemi ortaya
¢ikmaktadir. Dogrusal modellerde oldugu gibi, sadece agiklayic1i degiskenlere
bakilarak ig iliski teshisi yapilamaz. Parametre kestirim siirecinde Jakobiyen matrisi
ile calisildigindan, i¢ iliski teshisi yapilmasi gereken yer burasidir. Ancak J

of (x,6)

Jakobiyen matrisi J(x,0) = seklinde hesaplandigindan, bu matriste i¢

iliskinin kaynaklarint bulmak zordur. Bunun nedeni olarak, Jakobiyen matrisinin
stitunlarinin tiirevlerden olustugu sdylenebilir. Ayrica, J Jakobiyen matrisi sadece X
matrisinden degil, ayn1 zamanda parametre kestirim degerlerinden de olustugu icin i¢
iligkinin yapisini belirlemek analitik olarak imkansiz hale gelir. Bu durumda, dogrusal

olmayan modelin yapisinin da biiytik rolii vardir.

X matrisindeki i¢ iliskinin J(X,8) matrisindeki karsiligi analitik olarak
hesaplanamadig1 i¢in, burada, bilgisayar programi yardimiyla olusturulan bir
similasyon ¢aligmasi ile bu probleme ¢6ziim iiretilmistir. Ama¢ X matrisinin slitunlari
arasindaki ikili dogrusal iliski olan Pearson korelasyon katsayisi ile, J (X, @) matrisinin
stitunlar1 arasindaki Pearson korelasyon katsaymin iligkisini tespit etmektir. Bu
amacgla, Ornek model olarak, Meyer ve Roth (1972)° un kullandiklar1

y = 0,0;%

=——>=31 — modeli secilmistir. Rasgele olarak atanan p Korelasyon katsayisi
1+ 60X, +6,X,

ile Giretilen X matrisinden, bir baslangic parametresi 6, ile J Jakobiyen matrisi
olusturulmustur. Farkli n gézlem sayisi ile olusturulan grafikler ve yorumlar1 asagida
verilmigtir. Asagida Sekil 3.1° de gbzlem sayis1 olarak n =30 secilmis ve 1000 tekrar
ile buna bagli olarak J matrisinin i¢ iliskisinin bagintisini veren grafikler verilmistir.

Modelde 2 agiklayict degisken, 3 parametre oldugundan, X matrisinin 2 siitunu, J

matrisinin 3 siitunu bulunmaktadir. Dolayisiyla X matrisindeki tek korelasyon
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katsayismi  p, J matrisindeki {i¢ korelasyon katsayilarint da sirasi

Piriz 1Pinjs 1 Pjajs temsil etmektedir.
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Sekil 3.1 n=30 iken X ile J arasindaki i¢ iliski incelemesi

3 grafikten de anlasilacagi gibi, X matrisindeki i¢ iligki ile J matrisindeki i¢ iligki

arasinda belirgin bir iliski yoktur. Gozlem sayisin1 n =50 olarak arttirdigimizda, yine,
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asagidaki grafiklerde oldugu gibi X matrisindeki i¢ iliskinin, J matrisindeki i¢

iliskiye etkisinin olmadig1 goriilmiistiir.

Pi1,j2
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Sekil 3.2 n=50 iken X ile J arasindaki i¢ iliski incelemesi
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Farkli modeller ve farkli gézlem sayilar1 ile tekrarlanan similasyonda benzer grafikler
bulunmustur. Sonug olarak, analitik olarak gosterilemeyen, X matrisindeki i¢ iligkinin
J matrisine geg¢isi, similasyon yolu ile geometrik olarak gosterilmeye calisilmistir.

Boyle bir gecisin olmayabilecegi kanisina varilmistir.

3.5. OPTIMiZASYON PROBLEMIi

Modeldeki agiklayic1 degiskenler arasinda i¢ iliski olmasi durumunda, parametre
tahminleri farkli veri kiimelerinde ¢ok farkli degerler alabilir. Yani ayn1 degiskenler
ile 1000 farkl veri kiimesi iizerinde parametre tahmini yapildiginda birbirinden ¢ok
farkli degerler aldig1 goriiliir. Bu da, parametre uzayinda, parametre tahminlerinin
dagilimina bakildiginda biiyiik yayilima (varyans) sahip oldugunu gosterir. Bilindigi
gibi en kiiciik kareler Kestiricisi tiim yansiz kestiriciler arasinda en kiigiik varyansa
sahiptir (BLUE). Bununla birlikte i¢ iligskinin parametre tahminleri iizerindeki bu
etkisini azaltmak igin parametre uzaymda parametreleri sinirlayici bir kisit ile
tahminlerin ortalamadan sapmalarinin azaltilmasi amacglanmistir. Bu amag
dogrultusunda yansizlik kosulu gz ardi edilerek yanli fakat daha tutarli kestiriciler

elde edilmistir.

. En kiiciik kareler

b e kestiricisi
Ridge kestiricisi

Sekil 3.3 En kiictik kareler ve ridge kestiricilerinin parametre uzayindaki yeri

Yukaridaki grafikte de goriildiigii gibi en kiigiik kareler kestiricisi i¢ ice olan elipslerin
ortasindaki noktadir. Bu nokta ama¢ fonksiyonunu en kiigiikleyen ve yansiz olan
kestiricidir. Tam merkezde bulunan ¢ember (daire de olabilir) parametre tahmini
iizerindeki kisit1 gostermektedir. Kestirilmek istenen tahmin degeri, bu ¢cember ile

amag fonksiyonunun degerlerini gosteren kontur grafiginin kesisim noktasidir. Amac,
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yansizlik kriterini kaldirarak yanli fakat daha kiigiik varyansa sahip tahminler elde
etmektir. Burada en 6nemli nokta, varyanstaki diislisiin biiyiikliigiiniin yanlhiliktaki
artigin biiyiikligiinden fazla olmasidir. Dolayisiyla hata kareler ortalamasi daha kiigiik

kestirim elde edilmis olur.

B, B,

Sekil 3.4 Farkli kisit altinda kestiricilerin geometrik yeri

Sekil 3.4’ de ise farkl kisitlar ile farkli kestiricilerin bulunusu gosterilmektedir.

Soldaki grafik Lasso kestiricisi olarak bilinir.

3.6. IC ILISKi PROBLEMINE YENi YAKLASIM

y = f(Xx,0)+¢& dogrusal olmayan regresyon modelinin parametrelerini iteratif olarak
kestirmek isteyelim. f(x,8) fonksiyonunun bir &, baslangic noktasinda Taylor

serisine agilimi, yaklasik olarak,

&f (x, 6)
06

f(x,0) = f(x,00)+zp:{

i

:l (ej o 0]0) (3-17)

seklindedir. Kesim 2.5’ de yapilan kisaltmalar ile y = f(X,8)+¢& modelini matris
formunda, y, =J,B,+¢& seklinde yazabiliriz. Birinci iterasyonda, elde ettigimiz bu

dogrusallastirilmig modeli,

k(B,)=0 (3.18)
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O0zdes olarak sifira esit olan kisiti altinda, kisith en kiigiik kareler yontemi ile

kestirelim. Bu durumda, ¢ Lagrange carpani olmak iizere, yeni amag fonksiyonu,

Lagrange fonksiyonu olarak da ifade edebilecegimiz,

L(¢’ﬂ0):(y0_‘]OﬂO)T(yO_‘]OIBO)+2¢k(ﬁO) (3-19)

seklinde elde edilir. Amag, dogrusal regresyonda oldugu gibi, bu fonksiyonu minimize

eden f3,, kestiricisini,

arg min(Yo_‘]oﬂo)T(yO_Joﬂo)+2¢k(ﬂo) (3.20)

Bo

ile bulmaktir. (3.20) ile verilen denklem Levenberg — Marquardt yonteminde verilen

(2.20) denklemi ile benzerlik gostermektedir. Bu amagla,

LGS _ 237y, —3u5,,) + 20K (B,) =0 (3.21)
aﬂo ﬂozﬁo,¢ | |

denklemini daha sade olarak,
JOT‘]OBO,¢ + ¢k’(ﬁo,¢) = JoT Yo (3.22)

denkemi ile verebiliriz. (3.22) ile ifade edilen denklem, dogrusal olmayan regresyonda
parametre kestirim siirecinde Onerdigimiz, yeni parametre kestiricilerinin ¢ikis
noktasidir. Bu denklemi, “Kestirici iireten denklem” olarak gérebiliriz. Kisit1 ortadan

kaldirdigimizda (3.22) denklemi,
JOTJOBO,¢ = ‘]oT Yo

dogrusal regresyondaki normal denklemlere doniisiir. Bu denklemlerden elde edilen

kestirici,

:éo,¢ = ﬁAo = (‘JOT‘JO)ilJOT Yo
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en kiiciik kareler kestiricisidir. Kisit degistikge elde edilecek kestirici degisecektir.

Ornegin, (3.22) ile verilen kestirici iireten denklemde, 1=(11...,1)" px1 boyutlu

vektor olmak iizere, k’(,BAO’ ») Yerine,

kl(ﬂAw) = Bo,(p +1 (3.23)
olacak sekilde yazildiginda, elde edecegimiz yeni kestirici,

JOTJoﬂAo@) +¢(B0,¢ + 1) = ‘]oT Yo
JOTJOBo,qj +¢Bo,¢ +¢1 = ‘]oT Yo
(3 do+81) By, =30 Y, — 41

normal denklemlerinden,
Poy =0 3o+ 30 Yo~ 41) (3.24)
seklinde bulunur. Daha 6nce S, = @ — 6, doniisiimii yapildigindan, Stelenmis kestirici,

6,,=6,+B,,=6,+(33,+#1)"(J; Y, —#1)  seklinde elde edilmis olur.
k'(B,) = B, +1esitliginde, kisit1 bulmak i¢in, esitligin her iki tarafin1 integre edelim:

F parametre uzaymda px1 boyutlu sabit bir vektor olmak iizere,

[K(B)dB, = [(B,+1)dB,

1 (3.25)
k(ﬂo)ZEﬂOTﬂo"'ﬂoTl"' F'1

Kisitin1 elde etmis oluruz. Kisit 6zdes olarak sifira esit oldugundan, (3.25) ifadesini

biraz daha diizenleyecek olursak,

1
EﬂOTﬂO+ﬂOT1+FT1:O

BB, +2B8, 1+2FT1=0 (3.26)
(B,+1) (B, +1)=1"1-2F"1

ifadesi elde edilir. 1'"1-2F"1=D'D kisaltmasi ile kistt,
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(B, +1) (B,+1)=D'D (3.27)

seklini alir. Kisitin geometrik olarak ne anlama geldigini gostermek igin Oklid

uzayinda (3.27) ifadesini normlu gosterebiliriz:
|8, +1" =[off (3.28)

Bu kisit ile kestirilmek istenen parametreyi, merkezi, parametre uzaymnda tiim

bilesenleri -1 degerinden olusan nokta olan ¢gember iizerine kisitlamis oluruz.

Iteratif kestirim siireci yakinsaklik saglanincaya kadar devam eder. Bu siirecte, tiim
iterasyonlarda yukarida anlatilan kisith en kiigiik kareler yontem uygulanir.

Yakmsaklik  saglandiginda elde edilen son kestirim, genel olarak,

015=0,,+ By =6,,+03,+81)*(ILy, —41) seklinde bulunur,

Bu yaklasim ile dogrusal regresyon modellerindeki ridge regresyon yaklagimi
benzerlik gostermektedir. Ridge regresyonda, parametre kestirimleri merkezi orijinde
olan ¢ember iizerinde kisitlanir. Boylelikle i¢ iliskiden kaynaklanan yiiksek varyans
problemine, yansizlik kosulu gbzard: edilerek, ¢éziim iiretilmis olur. Yukarida elde
ettigimiz kestirici, ridge regresyondaki merkezi orijinde olan ¢cemberin 6telenmesi ile

elde edilmistir.

Bir bagska Ornek olarak, (3.22) denkleminde k’(ﬂAOy¢):,BAO]¢+1 yerine

k'(,BAM) = ,BAW - 1 yazacak olursak, kistt, |/, - 1||2 = ||D||2 seklinde olur. Bu kisit altinda

kestirilen bir diger yeni kestirici,
Brs =35 35 +91) (35 Yo +41) (3.29)

elde edilmis olur. Otelenmis kestirici ise,

6,,=6,+P,,=60,+(33,+#1)(I] ¥, +¢#1)  seklinde elde edilmis olur.

Yakinsaklik saglandiginda elde edilen son kestirim,
6,1 =00y + By =01, + (03, +81) (I, Y, +61) seklinde bulunur.
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Asagida verilen Sekil 3.5 de goriildiigi iizere, ,BAO] » kestiricisinin kisitlandig1 gember
bolgesi (—1,—1) merkezlidir. Dogrusal regresyondaki ridge kestiricisinin kisitlandigi

cember merkezi orijindedir.

™)

Bos

> 3

Sekil 3.5 iki boyutlu uzayda ,BAM kestricisinin konumu

Sekil 3.5 ile birlikte, diisiiniilen ilk soru, kestirilmek istenen parametreyi kisitlayan
cemberin (ya da daire) uzaydaki konumunun ne olmasi gerektigidir. Ciinki, kisit
bolgesi gercek parametreye ne kadar yakinsa, yakinsamanm hizi ve hata kareler
ortalamasmin minimum olmasi o kadar olasidir. Bu durumda, parametre uzayinda,

kestirilmek istenen parametreye iligkin 6n bilgi 6nem kazanmaktadir.

3.6.1. ONBILGIYE DAYALI YENI KESTIRICi

Dogrusal regresyonda Hoerl ve Kennard (1970), i¢ iliski problemine ¢6ziim olarak
ﬁRR =(XTX +kl)™ X"y ridge kestiricisini énermistir. Onerdikleri kestiricinin en
kiiclik kareler kestiricisinden daha kii¢lik hata kareler ortalamasina sahip olacak
sekilde k > 0 ridge parametresinin varligini gostermislerdir. Bununla birlikte, Swindel

(1976), modifiye ridge regresyon kestiricisini (modified ridge regression estimator)

onermistir. Onerilen yaklasimda, kestirilmek istenen parametreye iliskin 6n bilgi ile
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ridge regresyon birlestirilmistir. b, B ‘nin stokastik olmayan bir 6n bilgisi olmak

iizere Swindel’ in 6nerdigi kestirici,
B, b)=(X"X +kD)H(XTy+kb) , k=0 (3.30)

seklindedir. Swindel (1976), ayrica, onerdigi kestircinin hata kareler ortalamasinin en
kiigiik kareler kestiricisinin hata kareler ortalamasindan daha kii¢iik olmasini saglayan

k degerlerinin oldugunu ispatlamistir. B’ nin 6n bilgisi olan b vektoriiniin sabit
degil, stokastik yani bir dagilima sahip oldugu durumda da Swindel (1976), 6nerdigi
Kestiricinin hata kareler ortalamasmin en kiigiik kareler kestiricisinin hata kareler
ortalamasindan daha kiigiik olmasini saglayan bir k degerinin oldugunu gostermistir
(Crouse, et al., 1995). Ancak b 6n bilgi vektOriiniin B en kiigiik kareler

kestiricisinden bagimsiz olmadigi durumda, Swindel’in 6nerdigi kestiricinin hata

kareler ortalamasi kriterine gére daha iyi oldugunun grarantisi yoktur (Crouse, et al.,
1995). Ornegin, eger b = B olarak segilirse, B(k,b) = ﬁ saglanir. Swindel (1976),

k ridge parametresinin kestirim yonteminden bahsetmemistir.

Crouse ve arkadaslar1 (1995), Swindel (1976)’ in Kestiricisine benzer bir kestirici
onermislerdir. Yansiz Ridge Regresyon Kestiricisi (Unbiased Ridge Regression

Estimator) olarak tanimladiklar1 kestirici,

BK,B)=(X"X+kDHXTy+kB) , k=0

2

seklindedir. Burada B ~ N(8 ,% I) seklinde normal dagilima sahip £ ‘nin dnbilgisi

olarak kabul edilir. Ayrica ridge parametresi olan k degerini,

~ _ pé-z - , A_BT "_B AZI.Z XTX )
K. = (B-B)' (B-B)-6*L(X"X)™ (B-B) (B-B)>3°Iz(X"X)
ps”

: diger durumlarda

(B-B)' (B-B)

seklinde nermislerdir. Burada, 62 degeri, o’ nin yansiz kestiricisi olup, asagidaki

gibi tanimlamislardir:
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52 - Y =XB)'(Y —Xf)
n-p

Crouse ve arkadaslar1 (1995), onerdikleri k parametresinin Hoerl ve arkadaslari

A2
(1975) tarafindan onerilen K, =% ridge parametresinin genellestirilmis hali

oldugunu séylemislerdir. Ekte sunulan teorem ile 6nerdikleri kestiricinin hangi kosul

altinda hata kareler ortalamasinin en kiigiik oldugunu kanitlamiglardir. Buna gore
onerilen S(C,B)=C ﬁ + (1 =C)B seklindeki konveks Kkestiricinin hata kareler

ortalamas1 C matrisinin C =V (V + X)) secimi ile en kiigiik karelere gore daha kiiciik

bulunmustur.

B(C,B)=CA+(1 -C)B seklinde onerilen konveks kestiricide C matrisini

yazdigimizda, hata kareler ortalamasi minimum olan kestiriciyi buluruz. Bunun i¢in

oncelikle (Ek A.5) denklemini diizenleyelim:

C=V(V +X)*
=VIV( +V )T
=WIl+V'Y]? (3.37)
=[1+Ve*(XTX)
=[1+k(X"X)'1* , k=Vio?

C matrisinin son denklemdeki esitini konveks kestiricide yerine yazdigimizda,

B(C,B)=CA+(1-C)B
=C(XTX)*X"Y +(1-C)B
=[1+k(XTX)IHXTX)EXTY + B[ +k(XTX) 1B
=(XTX +KDHXTX)XTX)EXTY +B=[1 +k(XTX)™']*B
=(XTX+KD)EXTY + B—[1 +k(XTX) THXTX) (X" X)B
=(XTX +KD)EXTY +B—(XTX +k)2(XTX)XTX)H(X"X)B (3.38)
=(XTX +KD)XTY +B— (XX +kl)™ (X" X +kl —kI)B
=(XTX +kD)XTY +B—(X"X +kl) (X" X +kI)B

+(X"X +kI)'kB

=(XTX +k)XTY + (XX +kI) kB
=(XTX +kI) (XY +kB)

37



Crouse ve arkadaslarmin (1995) Onerdikleri kestirici, minimum hata kareler

ortalamasina sahip olarak bulunmus olur.

Ote yandan, (3.22) ile verilen JOTJO,BAO’Vﬁ+¢5k'(,BA0'¢):JOTyO kestirici iireten

denklemde, kisitin tiirevi olan,

K'(Boy)=Poy—M (3.39)
ifadesini yazdigimizda,

35 3o g + By =M) =35 ¥, (3.40)

denklemini elde ederiz. Bu denklemi diizenledigimizde,

JOTJOBO,¢ +¢Bo,¢ —¢M = ‘]oT Yo

. R . (3.41)
(Jo Jo +¢I)ﬂo,¢ =J, Yo +9M
normal denklemlerinden,
Bry =33, +41) (3, Y, + M) (3.42)

kestiricisi elde edilir. (3.42) ile verilen kestiriciyi elde etmek i¢in kullanilan kisitin

tiirevi olan k'(,,) = B,,—M ifadesini integre ettigimizde,

[K (B 4B, = [ (B, ~M)df,

1 (3.43)
k(B,) ZEﬂJﬂo ~-BM+F'1

kisitini elde etmis oluruz. Kisit 6zdes olarak sifira esit oldugundan, (3.43) ifadesini

biraz daha diizenleyecek olursak,

BB - FM+FT1=0
Bo By —2B M +2FT1=0 (3.44)
(B, -M) (B,-M)=M"M-2F"1

ifadesini elde ederiz. D'D=M"M —2F"1 kisaltmasi ile kistt,
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(Bo—M) (B,~M)=D'D (3.45)
seklinde elde edilir. Normlu uzayda kist,
|6, ~ M =|off (3.46)

seklindedir. Bu kisit ile kestirilmek istenen parametreyi, merkezi parametre uzayinda

M noktasi, yarigapt |D| olan ¢ember iizerine, Sekil 3.6 ‘daki gibi, kisitlamus

oluyoruz.

16y — M]|* = || D||* +——

-
N

> 5

Sekil 3.6 On bilgiye dayali kestiricinin parametre uzayindaki konumu

Sekil 3.6 incelenecek olursa, S(B) konturlarinin merkezi M noktasinda olan gemberi

kestigi ilk nokta dnerdigimiz kestiriciyi vermektedir. Merkezi orijinde olan ¢ember,

dogrusal modellerdeki ridge kestiricisinin elde edildigi kisit cemberidir.
Daha 6nce B, = 0— 6, doniisiimii yapildigindan, 6telenmis kestirici,

6,,=6,+p,,=6,+(J53,+1)"(J] Y, + $M) seklinde elde edilmis olur. Bu iteratif

kestirim siireci yakinsaklik saglanincaya kadar devam eder. Bu siirecte, tiim
iterasyonlarda ayni yontem uygulanir. Yakmsaklik saglandiginda elde edilen son

kestirim, genel olarak,
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611y =00y By =6+ (13, + 1) (Y, +OM)
seklinde bulunur.

Geometrik olarak anlatilan bu yeni yaklagim, dogrusal modellerde, Swindel (1976) ve
Crouse ve arkadaglarinin (1995) 6nerdikleri, 6n bilgiye dayali kestiricilere benzer bir

yaklasimdir. Swindel’ in (1976) onerdigi kestiricide, f# parametresi i¢in kullanilan

on bilgi vektori, b, ya da Crouse ve arkadaslarmim (1995) 6nerdikleri kestiricide 6n
bilgi vektori B, bizim yaklasimimizda M vektoriine karsilik gelmektedir.
Onerdigimiz yaklagim ile, kestirilmek istenen B parametresini, uzayda, merkezi 6n
bilgi vektorii, M, olan ¢ember lizerine kisitlamis oluyoruz. Bu sekilde Swindel (1976)
ile Crouse ve arkadaslarmin (1995) kestiricilerine benzer bir kestirici ile dogrusal
olmayan modellerde i¢ iliski problemine ¢6ziim tiretmis oluyoruz. Parametre
uzayinda, kestirilmek istenen parametreyi herhangi bir nokta ile belirlenen gember
yerine, 0 parametreye iliskin 6n bilgi noktasinin belirttigi ¢ember {izerine kisitlamak
daha mantiklidir. Ciinkii, 6n bilgi vektori gercek parametre vektoriine ne kadar
yakinsa, kestirici de o 6lgiide gergcek parametreye daha yakin olacaktir. Boylelikle, i¢
iligkiden kaynaklanan, parametrelerin uzaydaki biiyiik yayilimlari, 6n bilgi civarinda

kisitlanarak, daha tutarh kestiriciler elde edilecektir.

Ozkale ve Kaciranlar (2007) calismalarinda, Crouse ve arkadaslarinin (1995) ve
Swindel’ in (1976) 6nerdikleri kestiricilerin, dogrusal modellerde en kiiclik kareler
kestircisinden, hata Kkareler ortalamasi1 kriterine gore, daha iyi oldugunu
gostermislerdir. Bizim g¢alismamizda ise iteratif olarak elde edilen J Jakobiyen
matrisi, X tasarim matrisinin roliinii Gstlendiginden, dogrusal modellerde en kiigiik
kareler kestiricisine tistlinliik gdsteren kestiricileri, iteratif olarak dogrusal olmayan
modellere genisletebiliriz. Bununla birlikte, Gauss — Newton yontemi ile &
kestirilirken, J Jakobiyen matrisi her iterasyonda hesaplanip kullanildigindan,
dogrusal olmayan en kiiciik kereler i¢cin yapilacak c¢ikarsamalarda da bu matrisi
kullanmak dogaldir (Bates & Watts, 1988). Dolayisiyla parametre kestiriminde
onerdigimiz yeni kestirici de dogrusallastirma yaklagimi ile elde edildiginden, kestirici

ile ilgili yapilacak olan ¢ikarsamalar da J matrisinin kullanilmasi dogaldir.
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3.6.2. HATA KARELER ORTALAMALARI KARSILASTIRILMASI

y = f(X,0)+ & dogrusal olmayan regresyon modelinin parametrelerini kestirmek i¢in
f(x,0) fonksiyonunun yakinsaklik saglanincaya kadar iteratif olarak
dogrusallastirdigimizi diistinelim. Kesim 2.5” de f(x,8) fonksiyonunun bir 6,
baslangic noktasinda matris formunda, y,=J,8,+¢& seklinde yazabilecegimizi

gostermistik. Birinci iterasyonda, elde ettigimiz bu dogrusallastirilmis modeli, 6nceki
boliimde anlatildigi gibi, iteratif olarak, kisitli en kiigiik kareler yontemi ile kestirelim.
Yakmsakligin saglandigi son dogrusallastirilmis modeli, daha anlasilir olmas1

acisindan, indis kullanmadan,

y=JB+e (3.47)

olarak gosterelim. f, (3.47) modelindeki B icin herhangi bir kestirici olsun. Matris

hata kareler ortalamasi1 ( MHKO ),

MHKO(8) = E[(5 - B)(B-B)'] (3.48)
olarak tanimlanir. Ayn1 kestirici i¢in varyans kovaryans matrisi,

Cov(B) =El(B-E(B)(B-E(B)'] (3.49)
seklinde tanimlanir. ,5' kestiricisinin yanliligi ise,

yan(B) =E(B) - (3.50)

ifadesi ile bulunur. Dolayisiyla (3.48) esitligi, 6zdes olarak,

MHKO(5) = Cov(B) +[yan(B)llyan(B)I' (3.51)

seklinde ifade edilebilir (Ozkale & Kagiranlar, 2007). MHKO kestirici ile ilgili tiim
bilgileri icerirken, Skaler Hata Kareler Ortalamas1 ( SHKO ) olarak tanimlanan,

SHKO(B) =El(B - )" (6~ B)] (3.52)
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ifadesi, kestiricinin tiim bilesenlerinin toplam varyansini vermektedir. Dolayisiyla

(3.52) ifadesi,

SHKO(B) = Iz(MHKO()) (3.53)
olarak da hesaplanabilir. Theobald (1974) ¢alismasinda SHKO ile MHKO arasindaki
iliskiyi soyle vermistir: ,B~1 ve Bz B’ nin iki kestiricisi olsun. Eger
MHKO(ﬁl)—MHKO(ﬁz) matrisi negatif olmayan tanimli (non negative definite,
n.n.d.) matris ise, SHKO(Bl)—SHKO([;’z) >0 esitsizligi saglanir. Ancak, bunun tersi
dogru degildir.

On bilgiye dayali 06nerdigimiz ,BAW =3, I, +41) (I, Y, +#M)  kestirici,

S, =J7J+kl, S=J7J ve B en kiigiik kareler kestiricisi olmak iizere,
Bos = S'SB+KSM (3.54)

seklinde de yazlabilir. Crouse ve arkadaglarinin (1995)  Onerdikleri
Bk, B)=(XTX +kl)*(XTy+kB) kestiricinin yansiz kestirici oldugunu asagidaki

Teorem 3.1 ile vermislerdir.

Teorem 3.1

B, B ortalamali, o?(X"X)™? varyans kovaryans matrisine sahip, herhangi bir

dagilima sahip olan, dogrusal modellerdeki en kii¢iik kareler kestiricisi olsun. B,
2
ortalamall, % I varyans kovaryans matrisine sahip olsun (k>0).

pB(C,B)=C ,é +(1 —C)B kestiricisini tanimlayalim. En kiigiik HKO degerine sahip
olacak sekilde secilen optimal C icin,
B(C,B)=B(kI,B)=(X"X +kI) (XTy+kB) kestiricisi P ‘nn  yansiz  bir
kestiricisidir.

Onerdigimiz ,BAOl 4 kestiricinin, iteratif olarak, her bir dogrusallastirilmis diizlem

(model) iizerinde, asimptotik olarak yansiz oldugunu Teorem 3.1 ‘e gore
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soyleyebiliriz. Bu durumda, MHKO(A,,)=Cov(f,,) esitligi saglanir. (3.49)

esitliginden yararlanarak,

MHKO(B,,) = 0°S,'SS,* +ko?S,” (3.55)

esitligi elde edilir. ﬁ en kiiciik kareler kestiricisinin hata kareler ortalamasi,
MHKO(B) =o?S™ seklindedir. Onerdigimiz kestiricinin, en kiigik kareler

kestiricisinden daha kii¢lik hata kareler ortalamasina sahip oldugunu gdstermek icin

fark matrisini bulmamiz gerekir.
MHKO(B) —-MHKO(A,,) = 6°S ™ ~5°S,'SS,* —ka’S,? (3.56)

ifadesini negatif olmayan tamimli yapacak olan k degerini bulmak igin biraz

diizenledigimizde,

MHKO(B) - MHKO(A, ) = 6°S ™ - 5°S,'SS,* —ko’S,?
=0°S™"—(6°S,'SS, ' +ka?S, %)
=0’S™ —[6°S, (S +klI)] (S+kl =S,)
=0’S™" -[6°S,%S, ]
=0’S™t-o%S* (3.57)
=0?5,*575,5(S* -5 %)
= 025'57(5,85 - 5,55, %)
= 0%5'87Y(S, - S) (S, -S=kI)
—ko?S'S™

elde edilir. (3.57) ile verilen matris k >0 i¢in pozitif tanimli (positive definite, p.d.)
oldugundan, pozitif tiim k degerleri i¢cin 6nerdigimiz kestirici, en kiiciikk kareler

kestiricisinden MHKO kriterine gore daha iyi bir kestiricidir.

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde, herhangi bir iterasyonda kestirilen
parametre vektori, bir sonraki kestirim i¢in 6teleme vektorii olarak alinir. Dolayisiyla
her bir adimda elde edilen kestirim vektoriine 6teleme vektoriiniin eklenmesi, beklenen
deger doniisiimiiniin dogrusal bir doniisiim olmasindan dolay1, parametre kestiriminin

asimptotik yansizligini etkilememektedir.
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4. BENZETIM CALISMASI

Onceki bolimde onerdigimiz yaklasimlarin performansmi, yaptigimiz benzetim
caligmasi ile bu bolimde inceleyecegiz. Yaptigimiz benzetim caligmasi, Wolfram
Mathematica 10 kodlu paket programi kullanilarak hazirlanmistir. Yapilan ¢alismada,
Gauss — Newton kestiricisi,

Oy =(373) (A7)

ile bizim Onerdigimiz,

Oyis =61 = (3T +91)*(3Ty)
Bpeniz = (3T + 1) (3Ty—41)
B, = (37T +91) ATy + gM)

iic yeni kestirici karsilastirilmistir. Onerdigimiz ilk iki kestirici {igiincii kestiriciden
elde edilmistir. Ugiincii kestiricide 6n bilgi vektdri M =(-1,-1,...,—1) olarak
secildiginde, yani, kisit bolgesi, merkezi (—=1,—1,...,—1) olan gember olarak alindiginda
ikinci kestirici elde edilmis olur. Ayn1 sekilde on bilgi vektoéric M = (0,0,...,0) olarak
secildiginde ilk kestirici elde edilmis olur. Kisit cemberini merkeze tasiyarak elde

ettigimiz ilk kestiricimiz dogrusal modeller icin kullanilan ridge regresyona

benzemektedir. Bundan dolay1 bu kestiriciye “iteratif ridge kestirici” diyebiliriz.

44



4.1. YONTEM
Calismada Meyer ve Roth (1972)’un makalelerinde yer alan,

0.0,%,

f(x,0)=—————
(x.6) 1+ 6% +6,X,

dogrusal olmayan model kullanildi. Tki degiskenli x matrisi cok degiskenli normal
dagilimdan iretildi. X matrisinin siitunlar1 arasindaki iliski katsayisi, sirasiyla,

0 =0.80-0.85-0.90—0.99-0.999 olarak se¢ildi. Hatalar, £ ~ N(0, o)

dagilimina uygun bir sekilde iiretildi. Hata varyansi, sirasiyla, ¢=0.1-0.5-1-2-3
olacak sekilde secildi. Bagimli degisken, y= f (X, )+ & esitliginden iretildi. Gozlem
sayist N =10—-20-50-100 olarak alindi. Her bir benzetim ¢aligmas1 2000 tekrar ile
yapildi. 2000 tekrarin sonunda her bir kestiricinin kestirim degerleri, hata kareler
ortalamasi ve iterasyon sonucu yakinsama oranlar1 hesaplandi. Farkli kombinasyonlar
ile elde edilen sonuglar, asagida, tablolar halinde verilmistir. Tablolar1 destekleyen
parametre dagilim grafikleri de tablolarm altinda sunulmustur. Gézlem sayilar
sirastyla 10, 20 ve 50 i¢in, hatanin standart sapmasi sirasiyla, 0.1, 1 ve 3 i¢in sonuglar

bu boliim igerisinde, kalanlar1 ise EKLER boliimiinde verilmistir.
Boylece, benzetim ¢calismasinda yer alacak etkenler,

e lliski katsayis1 p =0.80, 0.85, 0.90, 0.99, 0.999
e Hata standart sapmasi, 0=0.1,0.5,1,2,3

e Gozlem sayis1 n =10, 20,50,100

olacak sekilde belirlendi. Bu ii¢ etkenin diizeyleri dikkate alindiginda, calismada
toplam 5x5x4=100 model kullanildi. Gergek parametre degerinin & =(3,12,1)

olarak bilinmesinden dolay1 parametre kestirimlerinin yanlar1 ile beraber hata kareler
ortalamalar1 hesaplanarak karsilastirma yapilmistir. Ayrica Jakobiyen matrisindeki i¢
iliski arastirilmis ve kosul sayilar1 hesaplanmigtir. Kosul sayilarindaki degisimin
parametre kestirimlerine etkisini gosteren grafikler ¢izilmistir. Bu grafiklerlerden

bazilar1 verilmistir.
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4.2. SONUCLAR

Cizelge 4.1 n=10 ve o =0.1 i¢in benzetim sonuglari

n=10 c=01 6" =(312))
éGN éyenil éyeniz éyeni3
4.23 3.78 3.45 2.70
17.57 15.32 13.91 10.69
0.97 1.03 1.04 1.08
p=0.80
HKO 224.547 206.977 1875  92.2402
Yakinsama % 69.45 9%86.65 %881 % 84.75
orani
5.53 4.79 3.36 3.04
19.63 17.44 13.13 12.18
0.96 1.05 1.27 1.29
p=0.90
HKO 303.549 205891  174.746  144.712
Yakmsama % 54.25 %6895 %783 %741
orani
3.31 3.20 3.11 3.11
20.05 16.75 14.80 15.10
1.18 1.08 1.01 1.03
p=0.999
HKO 285.08 275.725  251.013  200.607
Yakmsama % 60.6 %80.6 98485 %756
orani

Yukarida Cizelge 4.1 ile verilen tabloda, 6nerdigimiz kestiriciler, tiim durumlarda en
iyi sonucu vermislerdir. Kurulan 3 farkli modelde de 6zellikle son siitundaki 6n bilgiye
dayal1 olan kestirici her durumda en kii¢lik hata kareler ortalamasina (HKO) sahiptir.
Asagidaki Sekil 4.1 de verilen ortak dagilim grafiklerinden 6nerdigimiz kestiricilerin

yayilimlarinin Gauss — Newton kestiricisine gore daha simirli oldugu goriilebilir.
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parametre kestirim dagilim grafidi
T e

parametreler
o Gergek Parametre

e S | W

Gauss - Newton
» Yeni1
* Yeni2
« Yeni3

p=0.80

0 beta2

parametre ﬁs_slirim dadilim grafigi

T ( parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni1
Yeni 2

Yeni 3

p=0.90

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
» Yeni1
e Yeni2
« Yeni3

p=0.999

A il 20 beta2

Sekil 4.1 n=10 ve o =0.1 i¢in parametre dagilim grafikleri

Parametre yayilimlarmi daha agik gorebilmek i¢in asagidaki Sekil 4.2 de n=10,
0=0.1 ve p=0.85 i¢in ayr1 ayr1 dagilimlar verilmistir. Grafiklerdeki olceklere

bakildiginda, 6nerdigimiz kestiricilerin daha dar 6lgekli bolgede yayilim gosterdikleri

goriilebilir.
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parametre kestirim dagilim grafigi

N
g

25 parametreler
53 // S
bitasl 5 s 10 | » Gergek Parametre
1.0 /
5 T Gauss -
D,% % /50 Newton
-05
#
5 ‘ /0 beta2
-10
betal 10 =
20 g iifl
0 ~/
parametre kestirim dagilim grafigi
=3
=4
[}
o,

parametreler
oe® 100 | » Gergek Parametre

L / » Yeni1
/50
o
®
E\ 70 beta2
-10
0 /
betal 10 ]/_50
20 z
}/
parametre kestirim dagilim grafigi
/\\\\\
' —
L) \’
e 09O
@ [ ] [
/ ® 00 ®
NBe
2. parametreler
betaaz [ ] o Gergek Parametre

S | e Yeni2

parametre kestirim dagilim grafigi

TS

. *

20¢” A e | parametreler
15 // \//J « Gergek Parametre
beta31 0 . 75 3
BE /e « Yeni3
A Y £ 50
o ~ ® / 2
) ® o
_40 / _ beta2
-20 s
0 k / -50

Sekil 4.2 n=10, 0 =0.1ve p =0.85 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.2 n=10 ve o =1 i¢in benzetim sonuglar1

n=10 oc=1 0" =(312))
0GN oyenil eyeni 2 0yeni3
3.90 0.94 0.21 0.16
14.81 5.20 4.38 3.63
0.88 1.31 0.48 1.05
p=0.80
HKO 505.202 180.382  289.623  241.101
Yakinsama % 13.55 %332 %409 %34.75
orani
1.46 0.41 -0.03 -0.39
8.73 411 2.24 0.37
0.47 0.50 -1.39 0.24
p=0.90
HKO 461.453 429.066 379.967  369.366
kel % 0.5 %93 %1715 % 16.1
orani
1.77 0.96 2.12 -6.43
3.17 1.57 0.03 0.23
-0.63 0.33 -1.58 -1.54
p=0.999
HKO 1160.82 309.338  508.205  841.343
Yakmnsama % 1.45 % 11 %18.7 % 15.3
orani

Yukaridaki Cizelge 4.2 ile verilen tabloda, hatanin standart sapmasimni bir dnceki
tabloya gore 10 katina c¢ikardigimizda yakinsama oranlarinda gozle goriiliir sekilde
diisiis oldugu farkedilebilir. 3 modelde de Onerdigimiz kestiricilerin yakinsama
oranlar1 Gauss — Newton kestiricisine gore yaklasik 10-15 kat daha fazladir. Yine tiim
modellerde 6nerdigimiz kestiricilerin hata kareler ortalamalar1 daha kiigiiktiir. 3 model

icin parametre yayilim grafikleri asagidaki Sekil 4.3 ‘de oldugu gibidir.
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parametre kestirim dagilim grafidi

parametreler
o Gergek Parametre
Gauss - Newton
+ Yeni1
e Yeni2
e Yeni3
-50 B ¢ / -25 p=0.80
betal -25\\ 750
0 \]/ -75
25
parametre kestirim d m grafidi
\\
parametreler
o Gergek Parametre
Gauss - Newton
3 « Yeni1
2 - ;
betad 1 %D » Yeni2
; / s ™ S | Yeni3
_2 v s @ /7/0
-50 " - beta2
I hotd =0.90
Sy -50 e
betal 25\\ 7/_75
50 T/
75

parametre kestirim dadilim grafigi

i~ f parametreler
o Gergek Parametre

/ Gauss - Newton

\ « Yeni1

/;775 e Yeni2
750 » Yeni3
25
&5 ; @ /D beta2
- -2 p=0.999
betal 0 \22\\ g -50
T -5

Sekil 4.3 n=10 ve o =1 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Hata varyansinin artmasiyla, yukarida bahsedilen yakinsama oranlarmdaki diisiisti
asagidaki n=10, o =1 ve p=0.999 modelii¢in elde ettigimiz kestiricilerin ayr1 ayr1
yayilimlarini Sekil 4.4 ‘de gorebiliriz.

parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton

( e 2 parametreler

1
beta3 g # @ 7 « Gergek Parametre

-l / « Yeni1

/
_2&(\

-20 \.,\J\

0
betal

parametre kestirim dagilim grafigi

AT sz
y Sy
A ‘
o

parametreler
« Gercek Parametre

e Yeni2

parametreler
o Gergek Parametre

* Yeni3

Sekil4.4 n=10,0=1ve p=0.999 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.3 n=10 ve o =3 i¢in benzetim sonuclar1

n=10 oc=3 6 =(312,)
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
1.61 0.18 0.39 3.29
3.61 0.87 1.66 14.18
1.24 1.14 1.17 0.36
p=0.80
HKO 943.482 499.716  546.899  560.686
Yaknsama % 4.75 93215 %3145  %30.3
orani
6.46 -0.30 -1.94 4.70
20.37 5.47 1.21 15.77
1.41 1.41 1.25 0.67
p=0.90
HKO 520.644 129.084 302.617 287.797
Ralama % 6.85 %885 %88  %13.05
orani
5.55 -0.25 -0.99 5.87
20.50 2.19 -0.73 21.49
0.69 0.17 0.68 0.72
p=0.999
HKO 832.052 230.952 277.983  320.736
Yakmnsama % 1.55 % 6.85 % 8.6 % 33.1
orani

Cizelge 4.3 ile verilen tabloda hatanin standart sapmasinin arttirilmasi ile yakinsama
oranlarindaki diislis goze carpmaktadir. Bununla birlikte, 6nerdigimiz kestiriciler yine
en iyi hata kareler ortalamasina sahiptir. Asagida verilen Sekil 4.5 ile kestiricilerin

parametre uzayimdaki yayilimlar1 incelenebilir.
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parametre kestirim dadilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
» Yeni1
e Yeni2
* Yeni3

p=0.80

parametreler
* Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1
e Yeni2

« Yeni3

“
BN 4 0=0.90
]

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1

beta3 e Yeni2
* Yeni3
10 /5 f 0=0.999
betal 0 }\\ S )
20 \/ e
30

Sekil 4.5 n=10 ve o =3 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Yukaridaki Sekil 4.5 ile verilen ortak dagilim grafiklerinden p=0.999 icin ayr1 ayr1
kestiricilerin yayilimlar1 agagidaki Sekil 4.6 ¢ da incelenebilir. Sekilden de goriilecegi
gibi Onerdigimiz kestiricilerin yakinsama oranlar1 daha yiiksek ve gercek parametre
civarindaki yayilimlar1 daha fazladir. Sekil 4.6, yukaridaki Cizelge 4.3 ile verilen
tabloda 6nerdigimiz kestiricilerin hata kareler ortalamasmin daha kiigiik oldugunun

gorsel ispatidir.

dilim grafidi

® R parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton

R

parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

» Yeni1

10~/

parametreler
« Gergek Parametre

e Yeni2

AE g ]
betat —10 \";‘\_ /

parametre

parametreler
« Gergek Parametre

* Yeni3

Sekil 4.6 n=10,0 =3ve p=0.999 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Yukarida n=10 i¢in baz1 sonug tablolar1 ve grafikler verilmistir. n=20 ve n=50

icin bazi tablo ve grafikler asagida verilmistir. Sonuclar benzer sekildedir. Her durum

icin Onerdigimiz kestiricilerin daha kiigiik hata kareler ortalamasima sahip oldugu

asagidaki tablo ve grafiklerden incelenebilir.

Cizelge 4.4 n=20 ve o =0.1 i¢in benzetim sonuglari

n=20 c=01 6" =(312))
0GN eyenil
5.53 4.73
20.70 17.99
0.97 1.00
p=0.80
HKO 264.798 293.487
Yakinsama % 313 0% 48
orani
4.69 4.16
17.84 16.00
0.99 1.00
p=0.90
HKO 193.885 192.01
Yakinsama % 73.75 % 91.75
orani
6.43 4.78
22.27 16.36
0.99 1.02
p=0.999
HKO 384.274 252.609
Yakmsama % 15.5 % 36.8
orani

A

0yeni2
2.45
10.13
1.20
140.319

% 67.95

3.76
14.61
1.01
150.607

% 88.7

1.90

8.34

0.19
201.12

% 59.5

A

6

yeni3
2.07
8.81
1.21

110.197

% 67.05

3.57
13.96
1.01
136.308

% 88.2

1.53

7.05

-0.16
229.553

% 50.05
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parametre kestirim dagilim grafidi

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2

Yeni 3

=0.80

-

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2

Yeni 3

p=0.90

@ @ 750 .

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2

Yeni 3

p=0.999

° /’U beta?
. 0% 7/-50
etal 20\ /

40

Sekil 4.7 n=20 ve o =0.1 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.5 n=20 ve o =1 i¢in benzetim sonuglar1

n=20 oc=1 6" =(312))
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
2.54 0.85 0.67 -0.28
20.17 11.45 10.01 8.54
0.69 0.86 0.76 0.66
p=0.80
HKO 770.822 436.468  407.617 412.756
Yakinsama % 10.65 %334 %362 % 34.05
orani
3.99 1.41 1.43 0.94
16.47 7.68 7.79 7.45
0.90 0.91 1.04 0.84
p=0.90
HKO 384.663 97.9144 112.022  170.408
Ralama % 17.8 %405  %46.95 % 46.5
orani
6.64 1.13 1.07 -0.09
21.43 8.22 5.53 1.93
1.12 1.10 1.01 0.56
p=0.999
HKO 445,586 170.701 244586  444.028
Yakmnsama % 13.2 %20.75 9%19.25 % 15.8
orani
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parametre kestirim dagilim grafidi

~ ~\

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1
e Yeni2

« Yeni3

/,
\<\ . /7 0 peta2
]/50 0=0.80
betal DE‘\ / )

2SS parametreler

\] « Gergek Parametre
k)

/ e / Gauss - Newton

+ Yeni1
e Yeni2

« Yenid

-4 = b 7/—25 0=0.90

parametre kestirim dadilim grafidi

' parametreler
Gergek Parametre
Gauss - Newton

Yeni 1
Yeni 2

3L

/50 « Yeni3

=9 ]
[ . °° i
\ ~'/D
-75 /= beta?
@ /
T Y 2% p =0.999

2EL\ 7/
7 -50
betal \\ ]
eta 0 /

R 7/_
S/ B
Sekil 4.8 n=20 ve o =1 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.6 n=20 ve o =3 i¢in benzetim sonuglar1

n=20 oc=3 0" =(312,)
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
1.05 1.46 1.77 1.62
5.86 7.94 7.59 7.36
0.50 0.79 0.77 0.82
p=0.80
HKO 288.681 127513  131.298  121.399
Yaknsama % 27.25 %442 %5085  %50.3
orani
6.64 -0.46 -0.52 -1.37
12.71 -0.05 0.63 0.08
1.01 0.23 0.81 0.32
p=0.90
HKO 1835.36 222624 265415 314.564
Yaksama % 0.85 %7.45 %124 %129
orani
2.86 0.71 0.18 -0.01
12.04 4.92 4.13 4.08
1.50 1.53 1.66 2.49
p=0.999
HKO 558.209 249.797 217.953 2835
Yakmnsama % 17.5 % 14 %152 % 15.3
orani
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parametre kestirim dagilim grafidi

\/

beta3

/75
g 50
/’25
/ U peta2
(25
™~ o 4
betal 25 / o

T~ /
50~~~ 775
75

parametre kestirim dagilim grafidi

parametre kestirim dagdilim grafigi

/T e TR |
]
LY

4

\

/7 75
.. //‘ 50
\ ,/ 25beta2
=20
beta 0 "\ ' 2
20\/7/‘50

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
» Yeni1
e Yeni2
« Yeni3

p=0.80

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1
Yeni 2
* Yeni3

p=0.90

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1
e Yeni2

* Yeni3

p =0.999

Sekil 4.9 n=20 ve o =3 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.7 n=50 ve o =0.1 i¢in benzetim sonuglari

n=>50 =01 6 =(312,1)
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
3.60 3.51 3.36 3.28
13.96 13.67 13.18 12.93
0.99 0.99 1.00 1.00
p=0.80
HKO 41.1575 45033 383624  39.581
Yakinsama % 93.85 %994 9%098.85 % 98.7
orani
3.90 3.72 3.46 3.36
14.94 14.33 13.50 13.16
0.98 1.00 1.00 1.01
p=0.90
HKO 91.4303 89.6685 67.9357  67.6305
Yaksama % 88.1 9% 97.45 %96.05 % 95.75
orani
3.14 3.13 3.11 3.09
12.46 12.43 12.36 12.29
0.99 0.99 0.99 0.99
p=0.999
HKO 5.26434 552366 5.11245  4.76695
Yakmnsama % 99.2 % 100 % 100 % 100
orani
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parametre kestirim dagilhim grafidi

parametre kestlrlm dag lim grafidi

1.05 <’ .

heta3 o0

betal ]

E\J

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2
Yeni 3

p=0.80

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2

Yeni 3

p=0.90

parametreler
Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni1
Yeni 2

Yeni 3

p=0.999

Sekil 4.10 n=50 ve o =0.1 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.8 n=50 ve o =1 i¢in benzetim sonuglari

n=>50 o=1 8" =(3121)
0GN Hyenil eyeni 2 eyeniS
3.37 3.35 3.34 2.96
12.63 13.06 13.18 12.22
0.55 0.85 0.86 0.78
p=0.80
HKO 389.839 150552  153.028  168.595
Yakinsama % 48.8 %7225 %675 % 64.85
orani
3.91 0.90 1.22 0.92
16.33 5.55 6.12 5.33
0.69 0.95 1.02 0.94
p=0.90
HKO 386.034 943507 86.871  130.259
prcmsanl % 12.45 % 30 % 40.7 % 39.4
orani
5.03 3.48 3.13 3.04
18.28 13.33 12.33 11.80
0.92 0.83 0.99 1.02
p=0.999
HKO 334.818 131.017 110.667 136.414
Yakmsama % 51.4 %674 %6755 % 68.6
orani
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parametre kestirim dadilim grafidi

/D beta2

o Gergek Parametre
Gauss - Newton

« Yeni1

Yeni 2

Yeni 3

-

parametreler

=0.80

/ -25

betal gl , =0

\\/—75
20

parametre kestirim dadilim grafigi

parametreler
e Gergek Parametre
/ L] Gauss - Newton
» Yeni1
. /e® .
beta3 // e Yeni2
Sy A « Yeni3
-2
® ®
® // 0 beta2
_5\ o 0=0.90
-20 \
betal 5 -50
1 /
Tas
f parametreler
e Gergek Parametre

Gauss - Newton
Yeni 1
Yeni 2
Yeni 3

p=0.999

Sekil 4.11 n=50 ve o =1 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge 4.9 n=50 ve o =3 i¢in benzetim sonuclari

n=50 oc=3 0" =(312,)
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
4.30 1.90 2.12 2.11
16.07 8.08 8.81 8.85
0.80 0.53 0.60 0.62
p=0.80
HKO 320.791 127.201  99.4486  97.2231
Yaknsama % 25.8 0% 42.85 % 47.15 % 47.25
orani
3.53 3.06 2.97 2.74
13.69 12.61 12.10 11.43
0.98 0.89 0.88 0.86
p=0.90
HKO 225213 145374  130.342  181.105
Ralama % 52.95 %6445 %64.6  %60.5
orani
1.36 1.67 1.74 1.61
6.90 7.63 7.85 7.27
0.69 0.71 0.77 0.80
p=0.999
HKO 353.576 202116  289.854  313.883
Yakmnsama % 53.8 %62.25 %62.6 % 64.15
orani
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parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
« Yeni1
e Yeni2

« Yeni3

p=0.80

i e S @ p, L

3 ™ s
betal 0 AR /=25

0~

parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton
» Yeni1
e Yeni2
« Yeni3

=0.90

\\’-
=
betal 20 \\& /

40 \~\\ /

| a8
/ \ \\\\\\) parametreler

'.' o Gergek Parametre
/ Gauss - Newton
.\\\j‘ . Yenf1
beta3 1\ 0/745 e Yeni2
750 + Yeni3
7%
./'7 0 beta2
i /=% =0.999
~ e
betal 25 Y

50 T~ J-75
75

Sekil 4.12 n=50 ve o =3 i¢cin parametre dagilim grafikleri

Yukarida 9 tabloda herbirinde 3 model olmakla birlikte toplam 27 model sonuglari ve
bu sonuglara iliskin grafikler verilmistir. 27 model i¢in dnerdigimiz kestiriciler en iyi

sonucu vermistir.
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4.3. SONUCLARIN YORUMLANMASI

Dogrusal olmayan modeldeki parametre kestirimi i¢in 6nerdigimiz yeni yaklagimin
tutarliligini ve daha kiiciik hata kareler ortalamasina sahip oldugunu gostermek icin
yapilan benzetim calismasinda 100 farkli model kurulmustur. Kurulan biitiin
modellerde Onerdigimiz yaklagimdan elde edilen kestiricilerimiz daha kiigiik hata

kareler ortalamasina sahip ¢ikmustir.

Dogrusal olmayan regresyonda parametre kestiriminde karsilasilan en biyiik
problemlerden birisi yakinsama problemidir. Onerdigimiz yaklasim biiyiik 6lciide
yakinsama problemine de ¢6ziim olmustur. Sonuglar incelendiginde, onerdigimiz

kestiricilerin yakinsama oranlarindaki artis goriilmiistiir.

Veri sayisiin biiyiik, hata varyansiin kiigiik oldugu durumda 6nerdigimiz kestiriciler,
Gauss — Newton yontemine ¢ok yakin sonuglar vermesine ragmen yine de en iyi hata
kareler ortalamasina sahip ¢ikmistir. Hata varyansi arttikca yakinsamalardaki diisiis

gbzlenmis fakat kestiricilerimizin tutarliligt hep iyi ¢ikmustir.

Ayni veriler ve aym kosullarda, pek c¢ok durumda, Gauss — Newton yontemi
yakinsama saglamazken Onerdigimiz kestiriciler gergcek parametreye cok yakin
noktalara yakmsamistir. Bu duruma ornek olarak, asagida verdigimiz, benzetim

caligmasinin farkl iterasyonlarindan elde edilen sonuglar verilebilir:

Gauss — Newton Yeni 1 Yeni 2 Yeni 3
9000.05 3.26471 3.26225 3.2598
Parametre 34238.5 ] [ 12.8348 ] [ 12.827 ] [ 12.8192 ]
—0.843656 0.925666 0.926276 0.926887
Varyans 35691.9 0.602527 0.611379 0.612147
Gauss — Newton Yeni 1 Yeni 2 Yeni 3
14787.6 10.6644 3.22412 2.37044
Parametre [44103.8 ] [ 36.0848 ] [ 13.7378 ] [ 11.1316 ]
0.710849 0.756237 0.818367 0.834984
Varyans 3.50317 x 10° 16.9563 114.722 70.4343

Sekil 4.13 Farkli iterasyonlardan sonuglar
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Bununla birlikte Jakobiyen matrisindeki i¢ iliskiyi gosteren kosul sayilarina iliskin

grafikler ve kestirim degerleri asagida verilmistir.

10000 |
—— (Gauss - Newton
8000 Yeni 1
— Yeni 2
6000 - - — .
—— Yeni 3
4000
n=50
2000 | A=DH
g=1
5 10 15
15000
14000 ¢ —— Gauss - Newton
[ Yeni 1
13000 | N
12000 | —— Yeni 3
11000 [ U825
0=0.999
[ g=01
10000 |
0 2 4 6 8

Sekil 4.14 Jakobiyen matrisinden hesaplanan kosul sayilarinin degisim grafigi

Yukaridaki Sekil 4.14° de yatay eksen iterasyon sayisini dikey eksen ise kosul sayisini
gostermektedir. Iteratif olarak, Jakobiyen matrisinin zdegerleri ile hesaplanan kosul
sayilardaki diisiis, 6nerdigimiz kestiricilerde daha fazla oldugu gézlenebilir. Bu ise

onerdigimiz kestiricilerin i¢ iliski problemine duyarhliklarini géstermektedir.
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5. UYGULAMA

Meyer ve Roth (1972)’nin makalelerinde kullandiklar1 veriler asagida Cizelge 5.1 ile

verilmistir.

Cizelge 5.1 Ornek verileri

X, X, y X X y

1 0 0 40 13 4.6 2.8 0.3
2 0.6 0.4 10 14 3.2 3 0.22
3 0.6 1 5 15 1.6 3.2 0.2
4 1.4 1.4 2.5 16 4.2 3.4 0.1
5 2.6 1.4 2.5 17 2 3.8 0.05
6 3.2 1.6 2 18 3.2 3.8 0.07
7 0.8 2 1 19 2.8 4.2 0.03
8 1.6 2.2 0.7 20 4.2 4.2 0.03
9 2.6 2.2 0.8 21 5.4 4.4 0.03
10 4 2.2 0.7 22 5.6 4.8 0.02
11 1.2 2.6 0.4 23 3.2 5 0.01
12 2 2.6 0.4

Bu veriler ile y = 6,(e™* +e %) modelindeki parametreler kestirilmeye ¢aligilmustir.

Calismada baslangic parametresi olarak, ° = (12,1, 25) segilmis ve optimal parametre
kestirim degerini (31.5,1.51,19.9) olarak belirlemiglerdir. Yukaridaki veriler ile

verilen model parametreleri, Gauss — Newton ve dnerdigimiz yaklasim ile asagidaki

gibi kestirilmistir:
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Cizelge 5.2 Verilen 6rnek i¢in parametre kestirim degerleri

Gauss —Newton Yeni 1 Yeni 2 Yeni 3
94.8355 57.4441 49.4315 27.5012
Parametre [ 1.50761 J [ 1.50761 ] [ 1.50761 ] [ 1.50759 ]
19.9203 19.9203 19.9203 19.9201
HKO 4011.4 673.115 1087.83 370.001

Hata kareler ortalamas1 yukarida verilen Roth ve Meyer (1972) “in optimal parametre
degeri baz alinarak hesaplanmistir. Dikkat edilecek olursa ikinci ve {igiincii parametre
kestirimleri aynidir. Farklilik birinci parametre kestirimindedir. Gauss- Newton
kestiricisinin varyans1 biraz daha kiiclik olmasma ragmen birinci parametre
kestiriminden dolay1 yan1 ¢ok biiytiktiir. Yukaridaki 4 kestiricinin de yakinsama hizlar1

aynidir. Bunun i¢in asagida verilen amag fonksiyonlarinin grafikleri incelenebilir:

. ARDIL Yeni1 KESTIRICI ARTIK KARELER TOPLAMI GRAFIGI
ARDIL G-N ARTIK KARELER TOPLAMI GRAFIGI

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

, ARDIL Yeni3 KESTIRICI ARTIK KARELER TOPLAMI GRAFIGI
ARDIL Yeni2 KESTIRICI ARTIK KARELER TOPLAMI GRAFIGI

Sekil 5.1 Ardil artik kareler toplami grafikleri

Onerdigimiz yaklagimdan iiretilen kestiriciler Gauss — Newton ydntemine gore
varyansi biraz daha biiyiik fakat yani ¢ok daha kiigiiktiir. Bununla birlikte yandaki
diislisiin biiyiikliigli varyanstaki artigin biiylikliigiinden ¢ok daha kiiciik oldugu
goriilmiistiir. Dolayisiyla hata kareler ortalamasi daha kii¢lik ve daha tutarli kestirim

degerleri elde edilmistir. Asagidaki sekilden kestirim modelleri incelenebilir.
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Sekil 5.2 Kestirim modellerinin farkl agilardan grafikleri

Grafikten de goriilecegi tizere gri renkte olan Roth ve Meyer (1972)’ nin
caligmalarinda belirledikleri optimal model kestirimine en yakin model kestirimleri
onerdigimiz yaklasimdan elde edilen model kestirimleridir. En yakin olan kestirim ise
kirmizi renkli olan Yeni 3 ile adlandirdigimiz 6n bilgi ile kestirilen modeldir. Roth ve

Meyer (1972) ‘ in optimal modeli ile aralarindaki fark oldukga azdur.

Onerdigimiz kestiricilerin Gauss — Newton ile karsilastirilmasi hata kareler
ortalamasinin yani sira, ¢apraz gegerlilik kullanilarak yapilmistir. Bunun i¢in veri ikiye
bolinmiis ve herbir kestiriciye ait model i¢in Press degerleri hesaplanmistir.
Giivenilirligi arttirmak i¢in, bu islem 100 kez tekrarlanmig ve ortalama press degerleri
hesaplanmistir. Asagidaki tabloda press degerleri verilmistir. Gauss — Newton yontemi
ile kestirilen modellerde press degerleri ¢ok biiyiik ¢iktigi i¢cin farkli ortalama
yontemleri de hesaplanmig ve tabloda verilmistir. Her durumda Onerdigimiz

kestiriciler ile kurulan modellere ait press degerleri en kii¢iik ¢ikmustir.

Cizelge 5.3 Kestirilen modellerin press degerleri

Gauss —Newton Yeni 1 Yeni 2 Yeni 3
Aritmetik >10° 13.5477 13.6031 13.7027
Ortalama
(PRESS)
Medyan 57.7053 2.13266 2.1329 2.134
(PRESS)
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6. SONUC VE TARTISMA

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre kestirimine alternatif olarak
sunulan yeni yaklasimimiz 3. Boliimde teorik olarak incelenmis ve Gauss — Newton
yontemine gore hata kareler ortalamasinin daha kiiciik oldugu gosterilmistir. Onerilen
yaklagimm tutarhiligi 4. Boliimde yapilan benzetim g¢aligmasi ile gosterilmistir.
Yapilan benzetim ¢aligmasi ile olusturulan 100 fakli durumda 6nerdigimiz yaklagimin
yakinsaklik problemine biiyiik 6l¢tide ¢6ziim oldugu goriilmiistiir. Her durumda veriyi
en iyi modelleyen parametre kestirimleri elde edilmistir. Elde edilen parametre
kestirim degerlerinin hata kareler ortalamas1 her zaman daha kii¢lik bulunmustur. Tiim
bu sonuglar ¢izilen grafiklerle gérsel olarak da desteklenmistir. Ozet olarak sunulan
asagidaki Cizelge 6.1 ile verilen tabloda da, yine, 6nerdigimiz yaklasim ile elde edilen
kestiriciler tiim durumlarda farkl bir sekilde daha tutarli olduklarmi gostermislerdir.
5. Boliimde daha 6nce kullanilmig bir veri seti ile yeni yaklagimimizin perfonmansinin

1yiligi gosterilmistir.

Benzetim calismasi sirasinda, lretilen veri gruplar1 dikkate alindiginda, veriler
dagilimi1 yaygm oldugu durumda belirgin bir sekilde 6nerdigimiz yaklasim basarili
olmustur. Veriler hata varyansi daha kiigiik secilerek tretildiginde ise kestiriciler

yaklasik ayn1 sonucu verselerde yine de 6nerdigimiz yaklasim daha iyi ¢ikmaistir.

Calisma boyunca gozlemledigimiz kadariyla, kestiricilerin basarisini en ¢ok ekileyen
faktor hata varyansmin degisimi olmustur. Yayilim arttik¢a verileri minimum hata ile
modellemek zor hale geldiginden kestiricilerin basaris1 burada ortaya c¢ikmustir.
Modelin genel yapisi, kestiricilerin basarisinda en onemli bir diger faktor olarak
gbézlemlenmistir. Model ne kadar karmasik yapida ise ¢oklu i¢ iliski o derece
artacagindan, yine, kestiricilerin i¢ iliskiye olan duyarliliklarinin bu noktada devreye

girdigi gorilmiistiir.
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Cizelge 6.1 Benzetim caligmasi i¢in 6zet tablo
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Onerdigimiz yaklagimlar gelistrilebilir yaklagimlardir. Ornegin yanlilik parametresi ¢

‘nin farkli se¢imleri ile daha farkli sonuclar elde edilebilir. Elde edilen kestiricilerin

giiven bolgeleri olusturulabilir. Ayrica, yaptigimiz ¢alisma i¢ iliski olmasi durumunda

parametre kestirimine bir yaklasim oldugu i¢in, regresyon analizi i¢in temel diger

varsaymmlarin saglandig1 kabul edilmistir. Ornegin, modelde ig iliskinin yanisira birde

otokorelasyon problemi var ise Onerdigimiz yaklasim test edilebilir ve gerekirse

gelistirilebilir. I¢ iliski ile birlikte, verilerde aykiri yada ug degerler mevcut ise, yine

onerdigimiz yaklagim daha giiclii (robust) bir yaklasim haline getirilebilir.
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EK A1l. BAZITEOREM VE iSPATLARI

Teorem Ek A.1.

Y =Xf+¢ dogrusal modelinde, hatalar &~ N(0,5°1) normal dagilima sahip,
B~N(B,c2(X"X)™) en kiigiik kareler kestiricisi olsun. 4 dan bagimsiz 6n bilgi
vektorii B, B~ N(f,V) dagilimma sahip olsun. vV nin tam rankli kovaryans matrisi

oldugunu kabul edelim. I px p boyutlu birim matris, C px p boyutlu bir matris

olmak iizere, konveks kestirici,
B(C,B)=Cp+(1-C)B

olarak tanimlandiginda, bu kestiricinin en kiiclik hata kareler ortalamasina (HKO)

sahip olmast igin en iyi ¢ matrisi C =V (o*(X"X)™ +V)™ olarak secilmelidir.
Ispat
En kiiciik kareler kestiricisini konveks kestiricide yerine yazalim.

B(C,B)=CB+(1 —-C)B

(Ek A.1)
=C(X"X)*X"Y +(1 -C)B

Bu kestiricinin hata kareler ortalamasi,

HKO(/(C, B)) = E[(B(C,B)- )" (B(C,B)- )]
=E[(C(X"X)*XT(XB+&)+B-CB-B)" (C(X"X)*XT(XB+¢)+B-CB-/)]
=E[(C(X"X)*XTXB+C(X"X)*XTe+B-CB-p)"
(C(XTX)XTXB+C(XTX)*XTe+B-CB-p)]
=E[(CA+C(X"X)'X"¢+B-CB-)"(CB+C(X"X)*X"¢+B-CB-/)]
=E[B'C'CA+p'C'C(X"X)'XTe+p'C"'B-'C"CB
—BTC B+ X(XTX)ICTCA+e"X(XTX)CTC(XTX)* X ¢
+&"X(XTX)'CTB-&"X(X"X)'CTCB-&"X(X"X)'C' B
+B'CA+B'C(X"X)*X"¢+B'B-B'"CB-B'S
~-B'C'CB-B'C'C(X"X)'X'¢e-B'"C'B+B'C'CB+B'C'p
—BCA-BC(XTX)'XTe- BB+ BCB+ " f]

gerekli diizeltmeleri yapalim:

77



E[-5'C'C(B-p)+p'C"(B-5)-B'C(B-p)
+B'C-B'C'C(B-p)-B'C"(B-p)+8'C(B-p)
+B'B-B'B-4'B+4"p
+BCTC(XTX) ' XTe+&"X(XTX)'C'Cp
+& X(XTX)'CTC(XTX) X e
+&" X(XTX)'CTB-¢"X(X"X)'C'CB
—&"X(X"X)'CTB+B'C(X" X)X ¢
—B'CTC(XTX)*XTe-BTC(X"X)*X ¢]

=E[(-f'C'"C+B'C'C+p'C"' -B'C" +'C-B'C)(B- )
+(B-5)" (B~ 4)
+BCTC(XTX) ' XTe+e"X(XTX)'C'Cp
+& X(XTX)ICTC(XTX) X e
+& X(XTX)'CTB-¢"X(XTX)'C'CB
—&"X(X"X)'CTB+B'C(X" X)X ¢
—B'CTC(X"X)*XTe-BC(X" X)X ¢]

=E{[(B"-p")C'C~(B" - 4")C" —(B" - ")C](B- )
+(B-p)" (B~ )
+ B CTC(XTX) ' XTe+&" X(XTX)'C'Cp
+&" X(XTX)ICTC(XTX) X e
+&"X(XTX)'CTB-&"X(X"X)'C'CB
—&"X(XTX)'CTB+B'C(X" X)X ¢
—B"CTC(X" X)X Te—-BTC(X" X)X &]}

=E[(B-p)"(C'C-C" -C)(B-p)
+(B-5)"(B- )
+BTCTC(XTX)' X e+&"X(XTX)'C'Cp
+& X(XTX)'CTC(XTX)* X ¢
+& X(XTX)'CTB-&"X(XTX)'C'CB
—&"X(XTX)'CTB+B'C(X" X)X e
—B'CTC(X"X)*XTe=BTC(X" X)X ¢]
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=E[(B-5)"(C'C-C" -C+1)(B-p)
+BCTC(XTX) X e+ X (X"X)'C'CA
+eTX(XTX)'CTC(XTX) X e
+eTX(XTX)'CTB-&"X(XTX)'C'CB
—e"X(XTX)'CTB+BC(XTX) X e
—BTCTC(X"X)*XTe—BTC(XTX) X €]

Beklenen deger fonksiyonunun dogrusal doniisiim 6zelligini kullanarak,

=E[(B-p)"(C'C-C"-C+1)(B- )]

+E[BTCTC(X X)X e+ X (XTX)CTCA
+eTX(XTX)CTC(XTX) X e
+eTX(XTX)CTB-&"X(X"X)'C'CB
—e"X(XTX)ICTB+BC(XTX) X e
—BTCTC(X™X) X Te— BTC(XTX) X ¢]

B  vektoriinin kovaryans matrisi Kov(B)=E[(B—)" (B—3)]=V olarak

tanimlandigindan, yukaridaki esitligi,

=Iz(CVC" —CV =VC" +V)
+E[BTCTC(XTX) " X e+&"X(XTX)'C'CB
+&" X(XTX)'CTC(XTX) X ¢
+&' X(XTX)'CTB-&"X(X"X)'C"CB
—&' X(XTX)'CTp+B'C(X" X)X ¢
~B'CTC(X"X)"XTe—-BTC(XTX)"X"¢g]

seklinde yazabiliriz. Yine yukaridaki esitlikte beklenen degerin lineer doniisiim

ozelliginden faydalanarak,

=[z(CVC" —=CV —=VC" +V)
+E[28CTC(X" X)X ¢]
+E[2B"C(XT X)X ¢]
—E[2B"C'C(X" X)X ¢]
—E[28"C(X" X)X ¢]

+E[e" X (XTX)CTC(XTX) X ¢]

E(B) = £ oldugundan, yukaridaki esitlikte sadelesen terimler ile birlikte, ifade,
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= (CVCT —CV —VC" +V)
+E[e" X (XTX)CTC(XTX) X "¢]

seklinde sadelesmis olur. Varyans tanimindan,

=L(CVC" —=CV -VC" +V)
+L(C(XTX)'C")E[es"]
= Lo’C(X"X)'CT +CVC" —CV -VC" +V]

elde edilmis olur. Boylelikle, onerilen konveks kestiricinin C matrisine bagl hata

kareler ortalamasi,
HKO(B(C,B)) = L[c*C(XT X)*CT +CVC" —=CV -VC" +V] (EKA.2)

seklinde elde edilir. Hata kareler ortalamasini minimum yapan C matrisini bulabilmek

icin, (Ek A.2) ile bulunan ifadenin C matrisine gore tiirevi alinip sifira esitlendiginde,

OHKO(B(C,B)) _
oC -

26°C(XTX) " +2CV -V -V =0 (Ek A.3)

ifadesi bulunur. Bu ifadede C yalniz birakildiginda,

2C(c2(X"X) ™ +V) =2V =0

(Ek A.4)
C=V(2(X"X) +V)™

esitligi bulunur. Kov(B) =c?(X X)) =3 kisaltmasi ile (EK A.4) esitligi,
C=V(Z4V)* (Ek A5)

seklinde bulunmus olur.
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EKB 1. DIGER CiZELGE VE GRAFIiKLER

Cizelge B.1 n=10 ve o =0.5 i¢in benzetim sonuglari

n=10 oc=05 6" =(312)1)
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
5.96 0.90 0.48 -0.05
20.41 6.76 6.05 5.15
0.96 1.01 0.54 0.68
p=0.80
HKO 443.545 78.2578 134951  201.853
Yakinsama %5.8 %223 %3155 %27.1
orani
4.50 3.05 2.73 2.56
18.95 13.50 12.29 11.62
0.93 0.96 0.87 0.91
p=0.85
HKO 275.705 131.933  114.192  106.748
prakmsatey % 47.8 %684 %708  %67.85
orani
3.79 3.30 3.23 3.02
18.61 14.51 13.89 10.91
0.96 0.94 0.95 0.76
p=0.90
HKO 364.809 202.584  164.238  236.181
Yakmsama % 46.9 %7795 %801 %512
orani
4.41 3.99 3.79 3.39
15.58 14.34 13.98 12.16
0.97 1.01 1.07 0.89
p=0.99
HKO 137.176 123.633  100.155  77.1064
Yakmsama % 80.35 %87.7 %8815 % 65.9
orani
4.42 4.68 451 4.03
12.86 10.44 10.34 7.39
0.20 0.80 0.77 0.40
p=0.999
HKO 484.729 195124  226.423  323.596
Yakmsama % 28.6 %54.95 % 68.2 % 34
orani
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parametre kestirim dadilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre

Gauss - Newton

parametre kestirim dagilim grafigi

/ parametreler
o Gergek Parametre
75 ;
/ + Yeni1
/25

0 beta2

) @ /.
E\zg\\/‘/. 50

30

parametle kestirim dag lim grafidi

« Gergek Parametre

25 \ arametreler
2.0 oD e o
80
/. B0

beta31.5
105 ./~ * Yeni2
PR
0 beta2
10 /20
betal 20
\ 7 ]

parametre kestirim dagilim grafigi

=

20 / parametreler
15 7 + Gergek Parametre
beta3 10 50
* Yeni3
05 ™ 25
0
/ beta2
/" -25
betal 40 / 50
50

Sekil B.1 n=10,0 =0.5ve p=0.99 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.2 n=10 ve o =2 i¢in benzetim sonuglar1

n=10 =2 0 =121
0GN Hyenil eyeni 2 eyeniS
-2.50 -1.70 -0.06 -1.02
2.95 0.12 3.56 2.82
0.44 0.27 -0.17 0.14
p=0.80
HKO 560.704 301.082 384.585  460.874
Yakinsama % 3.2 %234 %227 %225
orani
5.99 2.00 1.75 1.25
2256 5.11 457 4.62
2.54 0.52 0.55 0.55
p=0.85
HKO 403.533 129.89  114.737  167.78
" ama % 1.15 % 20.35 % 33.55 % 29.45
orani
2.61 0.80 2.54 2.23
8.74 4.29 5.62 4.98
1.48 2.01 2.74 3.18
p=0.90
HKO 1041.5 311.632 31227  315.217
Yakmsama % 9.35 % 26.65 % 18.7 9% 19.05
orani
4.80 1.82 0.77 6.73
20.63 2.54 -0.44 18.52
2.15 0.91 1.03 1.00
p=0.99
HKO 1530.23 330448 330467 775.827
Yakmsama % 1.25 % 4.05 % 7.2 % 6.7
orani
6.10 -1.55 -2.46 5.27
18.74 0.37 -1.96 17.71
0.70 0.48 0.79 0.79
p=0.999
HKO 953.753 240945  317.31  312.381
Yakmsama % 7.9 %20.7 %2295 %33.15
orani
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parametre kestirim dagilim grafidi

ST
// /

4 parametreler
beta3 32 7 « Gergek Parametre
1 7 Y Gauss - Newton
0 / 40
4 beta2
0 20
5 /
betal 10
0
15
parametre kestirim dagilim grafidi
& parametreler
beta3j-5 o Gergek Parametre
g « Yeni1
-25
-5.0
e / 0 peta2
. /10
. /,
betal 5
10 r-20
15
parametre kestirim dagdilim grafidi
6
i . parametreler
betad 2 7. « Gergek Parametre
0 L

'_i.(/ - fg « Yeni2

beta2
-40

-30 -20
-20 /
betal _\ml\ ;
0 \/

-40
10

parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
o Gergek Parametre
* Yeni3

Sekil B.2 n=10,0=2ve p=0.85 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.3 n=20 ve o =0.5 icin benzetim sonuglari

n=20

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

c=05

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.86
14.74
0.94
63.7493

% 85.15

0.52

5.27

0.72
659.42

% 10.85

4.14
15.27
0.92
145.951

% 81.5

-0.75

6.45

0.32
750.841

% 7.4

3.51
18.00
0.76
609.282

% 6.3

A

eyenil
3.72
14.34
0.98
59.8943

% 91.05

2.26

9.57

0.98
298.118

% 37.65

4.01
14.94
0.98
143.147

% 89.8

2.18

8.29

0.49
298.905

% 28

0.93

4.96

0.87
271.082

% 27.45

A

0yeni2
3.49
13.62
0.97
50.2405

% 94.35

1.21

6.58

0.87
275.197

% 50.6

3.63
13.77
1.06
125.718

% 84.25

0.26

6.61

-1.28
424.005

% 35.6

0.35
3.22
0.005
330.516

% 34.95

A

6

yeni3
3.37
13.16
1.00
42.3981

% 93.8

0.72

5.56

0.88
299.639

% 45.95

3.39
13.13
1.03
123.184

% 79.05

-1.18

5.91

-1.22
457.615

% 32.15

-0.31
1.33
-0.51
473.578

% 32.55
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parametre kestirim dagilim grafigi

s
2 d/ // \ b parametreler
- 3 / o Gergek Parametre
etadq D =
08 y 5 /50 Gauss - Newton
oel
0 / beta2
3 \10 bl

betal
15 /
\4\/0

20

parametre kestirim dagilim grafigi

parametreler
* Gergek Parametre

parametre kestirim dagilim grafigi

\

\]
\ .

o9 ° \.\) * Gergek Parametre

1 4 € parametreler
1.2
beta3q g /
08 / 50 | e Yeni2
08\~
K\t

5 740 beta2
o e Y /
1U 20
betal \\

parametre kestirim dagilim grafigi

/

Sekil B.3 n=20,0=0.5ve p=0.80 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.4 n =20 ve o =2 i¢in benzetim sonuglar1

n=20 =2 0 =121
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
1.48 2.81 2.26 1.05
5.91 10.79 8.78 5.75
1.37 1.01 1.09 0.95
p=0.80
HKO 622.434 210.711 258513  501.738
Yakinsama % 32.3 %544 %5055 % 48.85
orani
3.45 1.78 1.64 0.86
11.61 5.46 6.15 4.40
0.86 0.93 0.84 0.57
p=0.85
HKO 434.907 141,644 185.963  274.918
Yakmsama 9% 12.2 %333 %3515 % 36.45
orani
-4.58 2.12 -1.15 2.14
-12.92 2.32 2.85 1.58
0.54 0.59 0.03 0.29
p=0.90
HKO 599.617 278569  208.338  329.181
Yakmsama % 2.25 % 5.9 % 10.1 % 10.85
orani
5.41 -0.10 -0.15 -0.22
19.03 0.75 0.67 0.39
1.23 1.08 1.15 1.02
p=0.99
HKO 984.84 2421 322599  322.249
Yakmsama % 4.1 %2415 9%29.05 9% 29.8
orani
-0.51 3.35 2.96 0.44
1.08 4.98 5.33 1.52
0.57 0.78 0.46 0.67
p=0.999
HKO 1159.29 674.253 485304  770.347
Yakmsama % 12.8 %36.35 9 37.35 9% 35.25
orani
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parametre kestirim dadilim grafidi

// \ " / parametreler

6
4 / « Gergek Parametre
beta3 / o ;
2 // 775 Gauss - Newton
0 50
725
=20 / beta2
-10 i
D -
betal 10 7 g
Z A sg

parametreler
« Gergek Parametre
« Yeni1
parametre kestirim dagilim grafigi
4\ :
/ .
. ) parametreler
] . | Gergek Parametre

B
: v H
beta3 2 g
7
o 2 . L | e veni2
25

LX)
° /
-40 0 beta2
}\ -25

bl B, 50

parametre kestirim dagilim grafigi

/
—

o

/
i // ® parametreler

betad 2 / » Gergek Parametre
o « Yeni3
DY
. A ° 0
=75 /‘_25 beta2
-50 P

[ ]
295 o J =50
betal 4
u]
\\;,/_75
25

Sekil B.4 n=20,0 =2ve p=0.99 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.5 n=50 ve o =0.5 icin benzetim sonuglari

n=>50

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

c=05

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.41
13.59
0.89
302.963

% 13.65

4.50
16.91
0.90
250.277

% 27.8

3.89
15.36
0.92
458.468

% 24.4

2.84
11.49
0.99
42.5951

% 86.15

431
16.23
0.81
350.31

% 51.6

A

eyenil
1.87
8.06
1.23
96.1235

% 43.65

1.83

8.15

1.10
54.5132

% 50.35

1.96

8.73

1.19
90.6287

% 48.15

2.87
11.50
0.99
27.1803

% 94.85

3.95
14.81
1.03
230.374

% 74.4

A

0yeni2
1.48
6.99
1.22

97.322

% 53.3

1.66

7.44

1.17
61.9388

% 53.05

1.69

7.99

1.22
88.2861

% 53.25

2.72
11.24
1.02
27.0986

% 94.8

3.33
13.38
0.87
485.304

% 72.6

A

6

yeni3
1.22
6.34
1.26

92.4354

% 54.55

1.49

7.11

1.30
58.1765

% 53.7

1.46

7.34

1.22
91.374

% 51.8

2.64
11.04
1.03
28.8649

% 93.5

3.08
12.32
0.97
167.593

% 74.5
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parametre kestirim dadilim grafidi

parametreler
* Gergek Parametre

80

60
/ 40 beta2
20

parametre kestirim dagilim grafidi

Gauss - Newton

parametreler
o Gergek Parametre

+ Yeni1

parametre kestirim dadihm grafidi

parametreler
4 | © Gergek Parametre

20 e Yeni2

—7p beta2

parametre kestirim dagilim grafidi

parametreler
o Gercek Parametre

* Yeni3

Sekil B.5 n=50, 0 =0.5ve p =0.85 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.6 n =50 ve o =2 i¢in benzetim sonuglar1

n=>50 =2 0 =121
0GN Oyenil eyeni 2 0yeni3
1.33 1.37 1.85 1.43
6.01 6.95 7.97 7.06
0.66 0.53 0.67 0.70
p=0.80
HKO 348.745 213.024 248335  273.956
Yakinsama % 28.05 %465 %5085 9% 51.75
orani
2.78 2.91 2.88 2.16
7.35 11.76 11.63 10.02
0.59 0.89 0.93 0.76
p=0.85
HKO 304.895 275296  283.8  301.319
Yakmsama % 42.4 %61 %596 %572
orani
2.45 1.85 2.24 1.97
9.87 8.66 9.51 9.23
0.61 0.66 0.67 0.77
p=0.90
HKO 224.98 118.81  89.1331  107.328
Yakmsama % 40.05 %57.95 %641 % 62.45
orani
0.01 0.82 1.82 1.23
1.25 4.91 6.55 5.85
0.76 0.68 0.81 0.72
p=0.99
HKO 1001.27 525.162  484.175  556.68
Yakmsama % 25.2 %504 %5155 % 52.85
orani
2.55 1.96 1.52 1.28
8.87 10.09 8.62 7.39
0.48 0.52 0.46 0.43
p=0.999
HKO 538.149 346.625 342.994  352.528
Yakmsama % 31.75 %51.85 9% 46.45 9% 45.95
orani
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parametre kestirim dadilim grafigi

e
/ : . \ parametreler

3
2 / « Gergek Parametre
betad 1 7 S5
0 / Gauss - Newton
50
29 /
/25
/ 0 peta2
-25
-50
T e
32 / parametreler
beta3 1 ® /i « Gergek Parametre
0 . R
il 7/50 « Yeni1
=2 25
295 ' 0 beta2
D\\ -25
betat 25 =
< 7 -50
50 \\ J
75
parametre kestirim dadilim grafidi
\\
® |

/ E / parametreler
o - oh w o Gercek Parametre
oA ®e /75
/50 e Yeni2

e /s

< L] o o //D beta2
-4 2
N £
-20 \
0 ~ -50
20 T~ '
?0\7/_75

parametre kestirim dadilim grafigi

parametreler
o Gergcek Parametre

.
/ 75
50 * Yeni3
25

7/‘ D beta2
-25

Sekil B.6 n=50,0 =2ve p=0.999 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.7 n=100 ve o =0.1 i¢in benzetim sonuclar1

n =100

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

c=0.1

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.0006

12.002

1.0004
0.122968

% 100

3.06
12.22
0.99
2.46764

% 100

3.02
12.07
1.0002
0.962232

% 100

3.004
12.01
0.99
1.1197

% 100

3.002
12.006
1.0003

0.135335

% 100

A

eyenil
3.0006
12.002
1.0004
0.122973

% 100

3.06
12.22
0.99
2.52332

% 100

3.02
12.07
0.96
0.967982

% 100

3.004
12.01
0.99
1.12

% 100

3.002
12.006
1.0003

0.135383

% 100

A

0yeni2

2.999
12.0001

1.0005
0.122916

% 100

3.05
12.18
1.0005
2.47426

% 100

3.01
12.05
1.0007
0.960534

% 100

3.0008
11.99
0.99
1.11387

% 100

3.001
12.004
1.0004

0.13523

% 100

0yeni3
2.999
11.998
1.0006

0.122865

% 100

3.04
12.14
1.001

2.42987

% 100

3.01
12.04
1.001

0.953591

% 100

2.99
11.98
0.99
1.10837

% 100

3.0009

12.002

1.0005
0.135086

% 100
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parametre kestirim dagdilim grafigi

TR
// /
; \ parametreler

o Gergek Parametre

1535
1.10

05 - 16
betaliy.DJ // 7 Gauss - Newton
095 ,
090\ 714
4 /
25 -y //u e

30
betal 3-5\ /

E\\/m

parametre kestirim dagilim grafigi

115 / gy parametreler
1‘1005\r M . |+ Gercek Parametre
beta#m\ /" « Yeni1

5 5‘\\\1 /7/1/2 beta2
30 T, /
betal 3.5\ /
40~/ 10

parametre kestirim dagilim grafigi
\\
/ TR e

i TR

1.15 =B arametreler
1 M\ i | ¢ Gngek Parametre
beta%’ \ y /  Yeni2

; A
_ ]

5 5\\\ ' 43 beta2
3.0
betal 35 /

40 \\/ 10

parametre kestirim dadjilim grafigi

\\
//T \/
AT

~__ / parametreler

1.15
1.10 —a Gergek Parametre
beta% 05¥ /#}6 ) ¢

D.ng / * Yeni3

Bl 7

0.90 // / 6

2.54\ //1'2 beta2
3.0

o
betal 3’5\\ 7/’
4.0 / 10

Sekil B.7 =100, 0 =0.1ve p=0.90 icin parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.8 n=100 ve o =0.5 i¢in benzetim sonuclar1

n =100

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

c=05

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.03
12.14
1.003

6.24506

% 99.65

5.08
17.55
0.78
326.506

% 48.35

3.15
12.53
0.99
7.43607

% 96.7

4.52

17.11

0.94
191.111

% 81

3.06
12.20
0.99
3.17839

% 100

A

eyenil
3.03
12.14
1.003
6.16583

% 99.75

4.05
14.81
0.87
158.416

% 73.4

3.12
12.43
0.99
7.75201

% 99.35

4.28
16.26
1.007

191.73

% 90.35

3.06
12.20
0.99
3.22448

% 100

A

0yeni2

3.009
12.04
1.007
6.1407

% 99.95

3.59
14.25
0.78
182.563

% 66.05

3.09
12.31
0.99
7.46989

% 99.7

3.73
14.56
1.01
158.471

% 84.75

3.05

12.15

0.99
3.11353

% 100

A

6

yeni3
2.98
11.96
1.01
6.08974

% 99.95

2.90
13.33
0.59
239.745

% 58.4

3.06
12.21
1.002

7.20518

% 99.7

3.54
13.47
0.98
164.928

% 81.65

3.03

12.11

0.99
3.01367

% 100
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/ \\ \/ parametreler

/ o Gergek Parametre
8 Gauss - Newton

(==}

60

o

40
beta2
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Sekil B.8 =100, 0 =0.5ve p =0.99 i¢in parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.9 n=100 ve o =1 i¢in benzetim sonuclar1

n =100

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

1

o

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.01
11.84
0.89
415114

% 87.65

4.87
17.94
0.82
353.223

% 51.25

5.30
19.66
0.79
403.628

% 38.8

3.96
14.73
0.97
85.877

% 80.45

2.74
12.10
0.75
375.479

% 49.6

A

eyenil
3.19
12.54
0.97
17.0159

% 97.85

4.17
15.47
0.89
270.533

% 69.2

3.40
13.71
0.79
176.615

% 52.95

3.61
13.74
0.98
47.6136

% 92.5

3.46
14.96
0.89
254.514

% 68

A

0yeni2
3.05
12.07
0.93
23.5997

% 94.65

3.50
13.59
0.87
234.014

% 67.65

3.14
12.75
0.79
161.009

% 58

3.45
13.29
0.98
41.4426

% 92.35

3.39
13.93
0.85
208.293

% 70.05

A

6

yeni3
2.93
11.89
0.89

35.4589

% 91

3.27
12.71
0.89
230.99

% 66.8

3.13
12.19
0.96
192.993

% 58.35

3.44
13.25
0.98
43.0813

% 85.15

3.06
12.94
0.84
201.964

% 70.95
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1.4 ’ parametreler
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.~\'/ parametreler
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M parametreler
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* Yeni3
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Sekil B.9 n =100, 0 =1ve p =0.99 icin parametre dagilim grafikleri
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Cizelge B.10 n =100 ve o =2 i¢in benzetim sonuglar1

n =100

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

2

(o}

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

3.03
11.83
0.76
133.959

% 78.1

4.11
15.54
0.68
611.464

% 57.5

2.54
10.73
0.75
233.166

% 45.85

4.66
16.72
0.60
468.039

% 60.95

2.94
11.91
0.94
15.4069

% 90.4

A

eyenil
3.01
11.88
0.78
88.9977

% 87.95

4.25
16.69
0.77
387.707

% 72.15

2.28

9.46

0.69
133.021

% 60.5

4.56
16.54
0.70
372.012

% 82.75

2.94
11.89
0.95
13.1413

% 93.6

A

0yeni2
2.76
11.27
0.88
88.6242

% 86.65

3.68
14.87
0.78
326.738

% 68.85

2.25

9.50

0.81
128.741

% 58.65

411
15.18
0.77
271.042

% 78.35

2.93
11.86
0.95
9.87438

% 92.85

A

6

yeni3
2.69
10.89
0.92

82.1021

% 83.25

3.52
13.99
0.78
320.899

% 66.8

2.00

8.44

0.65
183.329

% 57.9

3.69
14.16
0.76
276.084

% 75.35

2.94
11.93
0.94
6.71784

% 91.1
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\ / parametreler
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‘/D beta2

parametreler
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parametreler
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7/?5 ¢ Yeni2
750

7/25
beta2
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Cizelge B.11 n =100 ve o =3 i¢in benzetim sonuglar1

n =100

p=0.80

p=0.85

p=0.90

p=0.99

p=0.999

3

O

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakinsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO
Yakmsama
orani

HKO

Yakmsama
orani

6" =(312,1)

A

eGN

2.92
11.48
0.73

301.249
% 56.8

3.04
11.75
0.77

281.888
% 40.8

2.80
11.52
0.89

81.9804
% 72.3

3.15
11.24
0.73

354.368

% 58

.25

2.51
10.24
0.77

180.315
% 54.9

A

eyenil
2.56
9.86
0.73
188.833

% 67.55

2.21

8.64

0.73
161.005

% 51.3

2.88
11.58
0.91
72.2875

% 87.4

2.81
10.24
0.66
284.699

% 76.15

2.75
11.35
0.81
131.732

% 75.4

A

0yeni2
2.46
10.22
0.75

160.29

% 68.9

2.20

8.75

0.67
151.932

% 55.8

2.84
11.44
0.91
69.4487

% 81.2

2.76
10.01
0.67
299.65

% 69.85

2.53
10.63
0.82
162.16

% 71.7

A

0yeni3
2.43
9.48
0.75
174.713

% 68.3

1.70

7.88

0.56
170.071

% 55.35

2.68
11.038
0.89
64.7271

% 77.45

2.45

8.93

0.67
300.67

% 66.6

2.58

9.86

0.80
159.338

% 67.45
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Sekil B.11 n=100, o =3 ve p =0.85 i¢in parametre dagilim grafikleri
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