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POZITIF POLINOMLAR ICIN DOMINASYON PROBLEMLERI
OZET

Bu ¢aligma sekiz boliimden olugsmaktadir. Caligmanin birinci béliimiinde ¢alisma
konusuyla ilgili olarak tarihsel bilgilerle birlikte, konuya hazirlayici bilgilere yer

verilmistir. Tkinci béliimde ise, konuyla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Bu tez calismasinda, pozitif operatorler i¢in daha o©nceden yapilmis olan
baz1 dominasyon problemlerinden ilham alinarak, pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar igin cesitli dominasyon problemleri incelenmis ve yeni

sonuglar elde edilmigtir.

Bu caligmanin {¢lincli boliimiinde, Banach-Saks polinom tanimi yapilmig ve
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢cin Banach-Saks dominasyon
problemi ¢oziilmiistiir. Ardindan pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlariyla ilgili elde edilen yeni sonuglara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in
modiil tanimi yapilmis ve ardindan regiiler s-homojen ortogonal toplamsal bir
polinomun hangi kosullar altinda modiiliiniin oldugu ve bu modiiliin nasil tanimlh
oldugunu belirleyen bir teorem ispatlanmigtir. Daha sonra, hangi kosullar altinda
bir kompakt regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomun kompakt bir
modiile sahip oldugu ve bu modiiliin nasil tanimlandigi ispatlanmigtir. Boliim
sonunda ise, (zayif) kompakt operatorler igin verilmig olan gesitli sonuglardan
yararlanarak, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in yeni sonuglar

elde edilmigtir.

Calismanin beginci boliimiinde, Dunford-Pettis polinomu tanimi verilmis ve
pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon
problemi i¢in {i¢ farkli teorem ispatlanmigtir. Boliim sonunda ise, pozitif
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in elde edilen yeni

sonuclara yer verilmistir.

Altinci boliimde, zayif Dunford-Pettis polinomu tanimlanmig ve 1 < s € N ve s

tek say1 olmak tizere, pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal
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polinomlar i¢in dominasyon problemi ispatlanmigtir. Béliim sonunda, pozitif zayif
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar igin elde edilen yeni

sonuglar verilmigtir.

Yedinci boliimde, ayrik kesin singiiler polinom tanimi verilerek, pozitif ayrik
kesin singiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar igin dominasyon
problemi incelenmigtir. Boliim sonunda ise, regiiler ayrik kesin singiiler s-homojen

ortogonal toplamsal polinomlar i¢in bulunan yeni sonuglara yer verilmistir.

Son olarak sekizinci béliimde, bu tez caligmasindan elde edilen sonuglara ve

onerilere yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Dominasyon problemi, regiiler s-homojen ortogonal
toplamsal polinom, Banach-Saks polinom, modiil, kompakt regiiler s-homojen
ortogonal toplamsal polinom, Dunford-Pettis polinom, zayif Dunford-Pettis

polinom, ayrik kesin singiiler polinom.
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DOMINATION PROBLEMS FOR POSITIVE POLYNOMIALS
SUMMARY

This study consists of eight chapters. The first chapter is the introduction
chapter containing preliminary information and historical information regarding
the subject. The second chapter contains basic definitions and theorems that are
related to the subject.

In this thesis, various domination problems for positive s-homogenous orthogonal
additive polynomials are investigated and new results are obtained, inspired by

some previous domination problems for positive operators.

In the third chapter, Banach-Saks polynomial is defined and the Banach-Saks
domination problem solved for positive s-homogenous orthogonal addition
polynomials. Then, new results are obtained about positive Banach-Saks

s-homogenous orthogonal additive polynomials.

In the fourth chapter, a modulus is defined for regular s-homogenous orthogonal
additive polynomials and then a theorem, determining the conditions under which
a regular s-homogenous orthogonal additive polynomial has modulus and how
this modulus is defined, is proved. Later, it has been proven that under which
conditions a compact regular s-homogenous orthogonal additive polynomial has a
compact modulus and that how this modulus has been defined. At the end of the
chapter, new results have been obtained for positive s-homogenous orthogonal
additive polynomials through taking the advantage of the various results given

for (weak) compact operators.

In the fifth chapter, the definition of Dunford-Pettis polynomial is given and
three different theorems have been proved for the domination problem of the
positive Dunford-Pettis s-homogeneous orthogonal additive polynomials. At the
end of the chapter, new results obtained for positive Dunford-Pettis s-homogenous

orthogonal additive polynomials are presented.

In the sixth chapter, the weak Dunford-Pettis polynomial is defined and

the domination problem has been proved for positive weak Dunford-Pettis
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s-homogenous orthogonal additive polynomials with 1 < s € N and s is an odd
number. At the end of the chapter, new results are obtained for positive weak

Dunford-Pettis s-homogenous orthogonal additive polynomials.

In the seventh chapter, the domination problem for positive disjointly strictly
singular s-homogenous orthogonal additive polynomials is investigated by giving
definite disjointly strictly singular polynomials. At the end of the chapter, new
results for regular disjointly strictly singular s-homogenous orthogonal additive

polynomials are given.

Finally, in the eighth chapter, the conclusions and recommendations for this

thesis are given.

Key Words : Domination problem, regular s-homogenous orthogonally
additative polynomial, Banach-Saks polynomial, modulus, compact regular
s-homogenous orthogonally additative polynomial, Dunford-Pettis polynomial,

weak Dunford-Pettis polynomial, disjointly strictly singular polynomial.
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1. GIRIS

Zengin yapisi nedeniyle s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar smaifi,
aragtirmacilarin dikkatini ¢eken Onemli konulardan biridir. Bu polinomlara
duyulan ilgi Sundaresan’a [39] dayanmaktadir. Bununla beraber s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlar iizerine yapilmis pek cok caligma mevcuttur
|7, 24, 28, 29, 30, 33, 37, 41].

E ve F Banach orgiileri ve T" de bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal P :
E — F polinomunun sagladig bir 6zellik olsun. Ayrica P € T(E, F) gosterimi
de P polinomunun 7' 6zelligine sahip oldugunu gostersin. Dominasyon problemi
su sekildedir: 0 < Q < Pve P € T(E,F) ise Q € T(E,F) olur mu? Pozitif
operatorler i¢in de dominasyon problemi aym sekilde tanimlanmaktadir. Pozitif
operatorler i¢in dominasyon problemleri uzun yillardir yaygin olarak incelenen
bir konudur. Dodds ve Fremlin'nin [11] kompakt operatorler, Kalton ve Saab’in
[26]Dunford-Pettis operatorler ve Wickstead'in [42] zayif kompakt operatorler
i¢in ¢ozmiis oldugu dominasyon problemleri en 6nemli dominasyon problemleri
arasindadir. Ayrica Dodds-Fremlin-Wickstead Teoremi de bu konuyla ilgili olarak

verilmig 6énemli sonuglardan biridir [11, 30, 43].

Son yillarda, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in dominasyon
problemleri, calisilmaya yeni baslanan konulardan biridir. Bu konuyla ilgili
olarak yapilan ilk ve tek c¢ahgma Kusraeva’ya [30] aittir. Kusraeva [30],
Dodds-Fremlin-Wickstead Teoremi’nin ve Wicksteadn [42] zayif kompakt
operatorlerin dominasyon problemiyle ilgili olarak vermis oldugu teoremin,

s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in, kargilik gelen formunu vermistir.

Bu tez caligmasinda pozitif operatorler i¢in yapilmis olan bazi dominasyon
problemlerinden esinlenerek, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
icin baz1 dominasyon problemleri ele alinmigtir. Bu c¢alismada, sirasiyla,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in Banach-Saks dominasyon
problemi, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in modiil tanimi ve

sonuclari, Dunford-Pettis dominasyon problemi, zayif Dunford-Pettis dominasyon



problemi ve son olarak da ayrik kesin singiiler dominasyon problemiyle ilgili elde
edilen sonuglarin yani sira, Banach-Saks, (zayif) kompakt, Dunford-Pettis, zayif
Dunford-Pettis ve ayrik kesin singiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar

i¢in elde edilen yeni sonuclara yer verilmistir.

Ote yandan bircok E ve F uzay1 icin, E’den F’ye s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarimin pek ¢ok temsili yapilmigtir [7, 10, 25, 28, 37, 39]. Bu galismada
Kusraeva’ nin [30], regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in vermis
oldugu temsil kullanilmistir. Bu temsili kisaca aciklayacak olursak, FE ve F' vektor
orgiileri, E diizgiin tam, 1 < s € N, P : E — F' regiiler s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom ve S : Ey — F regiiler lineer bir operator olmak
lizere, P = Sojs seklinde tek tiirlii temsil edilebilir. Buna ek olarak, P < S
karsihk getirmesi, &} (°E, F) ve £" (E(S),F ) sirali vektor uzaylari arasinda
bir izomorfizmdir. Dahasi, eger E ve F Banach orgiileri ve F, 0 < M € R
sabiti ile s-konveks ise, [P, < ||S], < M?®|P|, olur [30]. Burada bahsi gegen
Js + E — FEy), E vektor orgiisiiniin s. dereceden kanonik polinomu olarak
adlandirilir ve 7, : # — 2°© 1= 2 @, ... ®s x (z € F) formiiliiyle tanimlanir.

Ayrica regiiler P polinomu i¢in, P nin regiiler normu,

[Pl :=mf{[Q]: 0 < Qe Fy(CE,F),|Px)] < Qlz]) (ze€ E)}

seklinde tanmmhdir [30] .

E ve F Banach uzaylarn ve T' : E — F bir operator olmak iizere eger, F

N
i¢inde sirh her (z,,) dizisinin, T'(x,, ) Cesaro yakinsak ( yani (% > T(l’nk)>
N

F nin normuna gore yakinsak) olacak sekilde bir (z,,) alt dizisi varsa, T
operatoriine Banach-Saks operatorii denir. Banach-Saks operatorleri Beauzamy
[6] tarafindan tammlanmigtir. Flores ve Tradacete [18, 38|, Banach-Saks
operatorleriyle ilgili olarak, £ bir Banach orgiisii ve 0 < R < T : F —- F
pozitif operatorler olmak iizere eger, T bir Banach-Saks operator ise, R? nin
de bir Banach-Saks oldugunu gostermigtir. Ayrica Flores ve Tradacete [18, 3§]
Banach-Saks operatorleri i¢in dominasyon problemini de ¢ozerek, E' ve F' Banach
orgiileri ve F' sira siirekli norma sahip olmak iizere eger, 0 < R < T

E — F ve T Banach-Saks ise, R nin de bir Banach-Saks operatorii oldugunu
ispatlamigtir. Flores ve Tradacete'nin [18, 38| bu sonuglari, Flores ve Ruiz’in
[17] sonuglarmin bir genellegtirilmesidir. Yapilan bu ¢aligmalardan ilham alinarak
tezin {cilincii bolimiinde, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar

icin Banach-Saks dominasyon problemi ele almmistir. Oncelikle Banach-Saks



polinomunun tanimi verilip, ardindan pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarin Banach-Saks dominasyon probleminin ispatinda kullanilmak {izere
gesitli Onermeler ispatlandi. Bu oOnermelerden iki tanesi ise, c¢oziilen diger
dominasyon problemlerinde de siklikla kullanildigi i¢in oldukca énemli bir yere

sahiptir:

Onerme 1.1
Eger 1 <r < g € R ve E, g-konveks bir Banach o¢rgiisii ise, F(,)’ de bir Banach

orgiistidiir.

Onerme 1.2
2 < s € N ve E bir Banach orgiisii olmak ftizere, her x € FE icin, s cift ise

Js () = 15 (|z]) ve s tek ise y5 (z) = 15 (z) dur.

Bu boéliimde Flores ve Tradacete’nin [18, 38|, Banach-Saks operatorlerinin
dominasyon problemiyle ilgili olarak yukarida verdigi sonucun, pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlara karsilik gelen formu Teorem 1.3 ve Teorem 1.4

ile agagidaki gibi ifade edilmigtir:

Teorem 1.3

1<peR,s<p 1<seNves bir tek say1i, £ p-konveks bir Banach orgiisii,
F' sira stirekli norma sahip bir Banach orgiisii, P ve () ise £’ den F’ ye pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger, 0 < P < ) ve @ bir

Banach-Saks polinomu ise, P de bir Banach-Saks polinomudur.

Teorem 1.4
peR, seN 2< s < pves bir ¢ift say1, F ve F' Banach orgiileri, P ve () ise
E’ den F’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Asagidaki

kosullarin saglandigini varsayalim:
1. E, p-konveks bir Banach orgiisti,
2. F Banach orgiisii bir zayif birimle birlikte sira siirekli norma sahip,
3. F' sira siirekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 < P < @ ve @ bir Banach-Saks polinomu ise, P de bir

Banach-Saks polinomudur.

Boliimiin son kisminda ise, Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlari i¢in bulunan yeni sonuclara yer verilmigtir.

E ve F Riesz uzaylar1, T' : E — F bir operator olmak tizere, eger |T'| := T v (=T)



varsa, T'nin modili vardir denir ve [T ile gosterilir. Burada |T'|, L(E, F)’ de
{T,—T} kiimesinin supremumudur. [3, Theorem 1.14| ve [3, Theorem 5.7|" de
sirasiyla, T' operatorii ve T' kompakt operatoriiniin hangi kosullar altinda bir
modiile sahip oldugu ve bu modiiliin nasil tanimli oldugu ispatlanmistir. Buradan
hareketle, tezin dordiincii boliimiinde, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar i¢in modil tanimi yapilmig ve ardindan, yukarida bahsedilen bu
teoremlerin regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlara karsilik gelen

formlar: sirasiyla asagidaki gibi ifade edilmistir:

Teorem 1.5

1 < s € N, E bir Banach orgiisii, ' bir vektor orgiisii, P : £ — F regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve her x € E* i¢in sup {|Py| : Jy| < x}
degeri F’de var olsun. O zaman P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomunun modiilii vardir ve her x € E7 i¢in
[Pl (x) = sup{[Py| : |y| < =}

saglanir.

Teorem 1.6

1<peR, s<p, 1<seN, E p-konveks bir Banach orgiisii, ' bir AM-uzay1
ve P : EE — F kompakt, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
olsun. O zaman P’nin modiili |P| vardir ve kompakt pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal bir polinomdur. Ayrica, her x € E* i¢in,
[Pl (x) = sup{[Py| : |y| < =}

olur. Dahasi F' Dedekind tam ve E' Banach ¢rgiisiit M = 1 sabiti ile s-konveks ise,
E’ den F’ ye tiim kompakt regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin

vektor uzay: regiiler norm ile birlikte bir Banach orgiisiidiir.

Bolim sonunda ise, (zayif) kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlar i¢in bulunan yeni sonuglara yer verilmistir.

N. Dunford ve P. J. Pettis [13|, Ly (1)’ den yine kendisine tanimli olan bir zayif
kompakt operatoriin, zayif yakinsak dizileri norm yakinsak dizilere génderdigini
ispatlamigtir. Buradan hareketle A. Grothendieck [20]|, bu 6zellige sahip olan
her operatorii Dunford-Pettis operatorii olarak adlandirmigtir. Dunford-Pettis
operatorleri i¢in ilk dominasyon sonuglar1 Aliprantis ve Burkinshaw |[2]

tarafindan verilmigtir. Buna goére Aliprantis ve Burkinshaw [2]|, pozitif



Dunford-Pettis operatorlerinin dominasyon problemiyle ilgili olarak agagidaki

teoremi kanitlamigtir:

Teorem 1.7
E bir AM-uzay1, F' bir Banach orgiisii ve S,T : E — F pozitif operatorleri
icin 0 < S < T saglansin. Eger T' bir Dunford-Pettis operator ise, S’ de bir

Dunford-Pettis operatordiir.

Daha sonra ise Kalton ve Saab [26] tarafindan bu sonuglar geligtirilmistir. Kalton
ve Saab [26], £ ve F Banach orgiileri ve F' sira siirekli norma sahip olmak
tizere, T : E — F bir pozitif Dunford-Pettis operator ve 0 < S < T ise, S’
nin de bir Dunford-Pettis operator oldugunu ispatlamistir. Bunlara ek olarak,
Haid [21] tarafindan farkli kogullar altinda pozitif operatorler igin, Dunford-Pettis
dominasyon problemi ¢oziilmiistiir. Bunun yaninda Dunford-Pettis dominasyon
problemiyle ilgili olarak verilen diger bir 6nemli sonug ise agagidaki gibidir |3,
Theorem 5.89).

Teorem 1.8
S,T : E — F Banach orgiileri arasinda iki pozitif operator ve 0 < S < T olsun.
Eger E zayif dizisel siirekli 6rgii islemlerine sahip ve T" bir Dunford-Pettis operator

ise, S de bir Dunford-Pettis operatordiir.

Tezin beginci boliimiinde 6nce, Dunford-Pettis polinomu tanimlanmis ve ardindan
yukarida ifade edilen Teorem 1.8 in, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlarina kargilik gelen formu asagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 1.9

1 < s e N, E, F Banach orgiileri, P ve (Q ise 0 < P < (@ olacak sekilde £’ den
F’ ye porzitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger F Banach
orgiisii zayif dizisel siirekli orgii islemlerine sahip ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ise, P pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Daha sonra ise, Aliprantis ve Burkinshaw’in [2|, Teorem 1.7 ile ifade edilen
teoreminin pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarina karsilik gelen

formu agagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 1.10
1 < s € N, E,F Banach orgiileri, £ AM-uzay1 ve P,Q)Q : E — F pozitif

s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar: i¢cin 0 < P < @ olsun. Eger @



pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis

polinomudur.

Ardindan, gerekli 6n sonuglar verildikten sonra, Kalton ve Saab’in [26], yukarida
ifade edilen, pozitif operatorler i¢in yapilmig olan Dunford-Pettis dominasyon
probleminin, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarina kargilik gelen

formu asagidaki gibi verilmistir:

Teorem 1.11

1<peR,s<p, 1<seN, EveF Banach orgiileri, F' sira siirekli norma sahip,
E p-konveks, E ve E(, Schur ozelligine sahip, 0 < P < ) : £ — F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve ) bir Dunford-Pettis polinomu
olsun. O zaman P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir

Dunford-Pettis polinomudur.

Boéliim sonunda ise, Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar

i¢in elde edilen yeni sonuclara yer verilmistir.

X ve Y Banach uzay1 olmak iizere eger, X uzaymda z, — 0 ve Y uzaymda
y, — 0 olmast limy (Tx,) = 0 olmasim gerektiriyorsa, T operatdriine zayif
Dunford-Pettis o;groztér denir. Aliprantis ve Burkinshaw [2] ile Kalton ve Saab’in
[26] ¢aligmalar1, zayif Dunford-Pettis operatorlerle ilgili yapilmig olan en 6nemli
galigmalardandir. Aliprantis ve Burkinshaw’in [2] zayif Dunford-Pettis operatorii

ile ilgili olarak vermisg oldugu temel sonuclardan biri agagidaki gibidir:

Teorem 1.12
E Banach orgiisii ve S, T : E — FE pozitif operatorler i¢cin 0 < S < T saglansin.

Eger T kompakt ise,
1. S% kompakt bir operatordiir (S? kompakt olmak zorunda degildir);

2. 5% bir Dunford-Pettis operatordiir ve zayif kompakttir (S boyle olmak

zorunda degildir);

3. S bir zayif Dunford-Pettis operatoriidiir.

Buna ek olarak, Kalton ve Saab [26], zayif Dunford-Pettis operatorlerinin

dominasyon problemiyle ilgili olarak asagidaki teoremi kanitlamigtir:

Teorem 1.13
E ve F Banach orgiileri ve T': E — F' bir pozitif zayif Dunford-Pettis operatorii



olsun. Eger 0 < S < T ise, S de bir zayif Dunford-Pettis operatoriidiir.

Bu teoremler, bu tezde porzitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlarla ilgili olarak kullanilan temel sonuglardir.

Tezin altinci boliimiinde, 6nce zayif Dunford-Pettis polinom tanimi verilmis
ve ardindan pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarla ilgili olarak elde edilen yeni teoremleri ispatlamak icin gerekli
olan 6n sonuglar kamtlanmigtir. Daha sonra, Kalton ve Saab’mn [26] pozitif
zaylf Dunford-Pettis operatorlerin dominasyon problemiyle ilgili olarak yukarida
ifade edilmig olan teoreminin, zayif Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlar igin olan formu, asagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 1.14

1 <peR s <p 1< s e Nves bir tek say1, £ p-konveks bir Banach
orgiisii, F' Banach orgiisii, I/ ve E(,) Schur ozelligine sahip ve @@ : E — F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayif Dunford-Pettis polinomu olsun.
Eger 0 < P < Q ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir

zay1lf Dunford-Pettis polinomudur.

Buna ek olarak, Aliprantis ve Burkinshaw’in 2|, zayif Dunford-Pettis operatorii
ile ilgili olarak yukarida ifade edilmig olan sonucunun da, s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlar i¢in olan formu, asagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 1.15

1 <peR s<p 1< seN,FE pkonveks bir Banach orgiisii, &/ ve E(y
Schur 6zelligine sahip, @, P : E — K, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar ve 0 < P < @ olsun. Eger () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu kompakt ise,

1. S2P kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur (S, P
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt olmak zorunda
degildir);

2. S5 P Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomdur (P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

aym Ozelliklere sahip olmak zorunda degildir);

3. P, pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir

polinomdur.



Boliimiin son kisminda ise, zayif Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlar i¢in elde edilen sonuglara yer verilmigtir.

E ve F Banach orgiileri ve T' : E — F bir operator olsun. Eger F de,
T operatoriiniin (x,,) vektorleri tarafindan gerilen [(z,)] alt uzayr iizerindeki
kisitlanigi bir izomorfizm olacak gekilde, hi¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin
(x,,) dizisi yoksa, T" operatoriine bir ayrik kesin singtiler operatordiir denir. Ayrik
kesin singiiler operatorlerin simfi Herndndez ve Rodriguez-Salinas [22] tarafindan
tamtildi. Operatorlerin bu smnifi, kesin singiiler (veya Kato) operatorlerinin
bir genellegtirmesi, Banach fonksiyon orgiilerinin orgii yapisim1 kargilagtirmada
kullanilan yararli bir aragtir [19]. Bununla beraber, Flores ve Hernandez [14, 16,
23| ayrik kesin singiiler operatorlerin birgok 6zelligi {izerine ¢aligmalar yapmigtir.
Flores ve Hernandez [14], ayrik kesin singiiler operatorler i¢in dominasyon

problemini agagidaki gibi ¢ozmiigtiir:

Teorem 1.16
E ve F Banach orgiileri ve 0 < S < T : E — F iki pozitif operator olsun. Eger F
tizerindeki norm sira siirekli ve 7" ayrik kesin singiiler operator ise, R de bir ayrik

kesin singiiler operatordiir.

Bu teorem, ayrik kesin singiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar igin,

bu calismada ispatlanan dominasyon teoreminde kullanilan énemli bir sonugtur.

Tezin yedinci boéliimiinde, ayrik kesin singiiler polinom tamimi yapilmig ve
gerekli on sonuglar kanitlanmigtir. Ardindan, Flores ve Hernandez’in [14],
yukarida ifade edilen, ayrik kesin singiiler operatorler igin vermis oldugu
dominasyon probleminin, s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in olan

formu, asagidaki gibi verilmigtir:

Teorem 1.17

1<peR, s<p, 1< seNves bir tek say1, F' Banach orgiisii, £ p-konveks bir
Banach orgiisii, P ve Q ise 0 < P < ) : E — F olmak {izere, iki pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinom olsun. Eger F' sira siirekli bir norma sahip ve )
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinom

ise, P polinomu da bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Bunlara ek olarak, boliim sonunda regiiler ayrik kesin singiiler s-homojen

ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuclar verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde iizerinde ¢aligilan konularla ilgili olarak gerekli olan bazi temel tanim

ve teoremler hakkinda kisaca bilgi verilmigtir.

Tanim 2.1
E ve F vektor uzaylar: ve s > 1 bir tam say1 olsun. Eger her z € E i¢in P (z) =
¢ (x,...,x) olacak sekilde s-lineer bir ¢ : E* — F fonksiyonu varsa, P : E — F

fonksiyonuna bir s-homojen polinom denir.

¢ : E* — F s-lineer bir fonksiyon olmak tizere eger, her x1, ..., x5 € E ve {1, ..., s}

nin her ¢ permiitasyonu igin,

O (T1,..,%5) = (%(1), ---,xa(s))

oluyorsa, ¢ s-lineer fonksiyonuna simetriktir denir. Bununla birlikte, verilen
P : E — F s-homojen polinomu i¢in, P (z) = ¢ (x,...,x) olacak sekilde tek
bir simetrik s-lineer ¢ fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona da P yi {ireten fonksiyon

denir.

x ve y bir vektor Orgiisiiniin iki eleman1 olmak tizere, eger |z| A |y| = 0 oluyorsa,
x ve y ayriktir denir ve x L y ile gosterilir. Bununla beraber bir vektor orgiistinde
w L vvewu L wise, her A\,p € R i¢in u L (A + pw) dir. E ve F vektor
orgiileri ve P : E — F' s-homojen bir polinom olmak iizere, eger = 1 y kosulunu
saglayan her z,y € F ig¢in, P (z +y) = P(x) + P (y) oluyorsa, P polinomuna
ortogonal toplamsaldir denir. Ayrica her 0 < xq, ...,z igin @ (21, ...,z5) = 0 ise,
P s-homojen ortogonal toplamsal polinomu pozitif olarak adlandirihir ve 0 < P
seklinde gosterilir. Eger s-homojen ortogonal toplamsal P polinomu, pozitif iki
s-homojen ortogonal toplamsal polinomun fark: seklinde ifade edilebiliyorsa, P
polinomuna regiilerdir denir. &2 (°F, F), E’ den F’ ye tiim regiiler s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarin uzayi olarak tamimlanir. Bu uzay iizerindeki
kismi siralama bagmtisi, 7 — S > 0 < T > S seklinde tanimhidir ve bu bagmti

ile Z; (°E, F) bir sirali vektor uzayidir. Bunlara ek olarak, regiiler s-homojen



ortogonal toplamsal bir P polinomu i¢in, P nin regiiler normu,
|P], :==nf{[Q :0< Qe Z{CE F),|P(x) < Qlz]) (ze€E)}

seklinde tanimlanir.

P : E — F s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve U(E) := {x €
E : |z| < 1}, E normlu vektor orgiisiiniin kapali birim topu olmak iizere, eger
P(U(E)), F’ de (zayif) goreli kompakt ise, P’ ye (zayif) kompakttir denir ve
ayrica | P| := sup, < [ P(x)| < o oluyorsa, P s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu sinirhdir denir.

E bir Banach érgiisii olmak iizere eger, ¥, — 0 olmasi |z, — 0 olmasimi
gerektiriyorsa, E’ ye zayif dizisel siirekli 6rgii iglemlerine sahiptir denir. £/ Banach
uzaymda (z,,) bir dizi olsun. Eger her f € E' icin R’ de, her ne zaman Al_{rolcf(xn)
varsa, (x,) bir zayif Cauchy dizisi olarak isimlendirilir. Ayrica E' Banach uzayinda
her ne zaman her zayif Cauchy dizisi, yine E’ deki bir vektore zayif yakinsarsa,
E Banach uzayma zayif dizisel tamdir denir. £ Banach uzayinda z, — 0 olmasi
|,]| — 0 olmasimi gerektiriyorsa, E’ ye Schur ozelligine sahiptir denir. Bununla
beraber, E bir vektor 6rgiisii olmak tizere, E’ nin her bostan farkli {isten sinirh
alt kiimesinin supremumu varsa E’ ye Dedekind tamdir denir. £ bir Banach
orgiisii olmak tizere eger, inf, z, = 0 olan E i¢indeki her azalan (z,) ag1 i¢in,
lim, [|z,]| = O oluyorsa, E’ ye sira siirekli norma sahiptir veya sira stireklidir
denir. E bir vektor orgiisii ve B,, e € ET tarafindan tiretilen bir bant olmak tizere

eger, B, = E oluyorsa e elemanina zayif birim denir.

(x,) dizisi E vektor orglisiindeki bir dizi olsun. Eger 0 < a € E herhangi bir
eleman olmak iizere, her ne zaman her £ > 0 i¢in, her n = ng i¢in, |z, — z| < ca
olacak gekilde ng € N varsa, E’ deki (z,) dizisi bir z € E elemanima a-diizgiin
yakinsaktir denir.( Baz1 kaynaklarda bu yakimsaklik goreli diizgiin yakinsak olarak
da isimlendirilir.) Bununla beraber, a-diizgiin bir Cauchy dizisi de benzer gekilde
tanmimlanir. Dahas1 0 < a € E herhangi bir eleman olmak iizere, eger E’ deki
her a-diizgiin Cauchy dizisi a-diizgiin yakinsiyorsa, E’ ye diizgiin tamdir denir.

Bununlara ek olarak, her Banach orgiisii diizgiin tam bir vektor orgiisiidiir.

E, sonlu bir dlgii uzay1 (€2, %, u) tizerinde sira siirekli norma sahip bir Banach
fonksiyon uzay1 olsun. A < FE bir alt kiime olmak {izere, eger her ¢ > 0 igin;
pu(B) < § olan her B € ¥ ve her f € A i¢in, |fxg|r < € olacak gekilde § > 0

varsa, A’ ya diizgiin integrallenebilirdir (eg-integrallenebilir) denir.

E bir Banach orgiisii olsun. 1 < p < o olmak {izere, £ Banach orgiisiiniin normu
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p-toplamsal ise, yani; * A y = 0 olan her x,y € E* icin ||z + y|? = |z|? +
|ly|? saglaniyorsa E ye bir soyut L,-uzay1 dir denir. Ozel olarak, soyut L;-uzay1
AL-uzay1 olarak isimlendirilir. Benzer sekilde F Banach orgiisiiniin normu bir
M-norm ise, yani; eger x A y = 0 olmasi ||z v y| = maz{|z|,|y|} olmasmi
gerektiriyorsa, E’ ye bir soyut M-uzay: dir denir. Ayrica soyut M-uzay1 AM-uzay1

olarak da bilinmektedir.

r ve y, E Banach orgiisiiniin herhangi iki elemam olsun. (z?+ yz)% ve
o Jal? )% gibi ifadelere, E Banach orgiisiinde anlam verebilmek i¢in
fonksiyonel hesap kullanilir. Buna gore, [34, Theorem 1.d.1| (ayrica bakinz [9])’
den, R™ den R’ ye tiim siirekli homojen fonksiyonlar1 (f : R" — R fonksiyonu
herhangi bir x1,z9,...,x, ve A > 0 i¢in eger, f(Azy,...,Ax,) = Af(21,...,2,)
oluyorsa f ye homojen fonksiyon denir.) , £ den E’ ye tek tiirlii genisletilebilir.
Bu konuyla ilgili ayrintili bilgilere Lindenstrauss ve Tzafriri'nin [34] kitabindan

ulagilabilir.

n

E Banach 6rgiisii ve 1 < p < o0 olmak tizere, E’ de (z;);_, € E vektorlerinin her

(2 \mp) <M (Z \x>

i=1
esitsizligini saglayacak sekilde M < oo sabiti varsa, E’ ye p-konvekstir denir.

secimi i¢in,

B =
S

Tanim 2.2

E Banach orgiisii, 1 < p € R olsun. F, iizerinde @ toplama ve = skalerle ¢arpma
iglemleri z,y € E ve a € R olmak tizere, x ® y := (zF + yp)% Ve ax 1 = ary
seklinde tanimlansin. E {izerindeki orijinal siralama ve yukarida tanimlanan yeni
toplama ve ¢arpma iglemleriyle yine bir vektor 6rgiisiidiir. Elde edilen yeni vektor
orgiisit B,y = (E,®, <) seklinde tanimlanir ve £’ nin p-konkavlagtirilmasi
olarak isimlendirilir. (Burada x @ y fonksiyonel hesap ile tammhdir ve ¢ € R ve

p > 0 igin 7, |t[Psign ¢ anlamina gelmektedir).

Eger E Banach orgiisti ve 1 < p < o0 ise, E,) vektor orgiisii lizerinde,
|2, := inf {2 ui|” : |z| = w1 ® ... ®up;us, ..cupn € ET 0 € N}
i=1
bir yar1 normdur.

Kusraeva'nin [30] agagida verilen sonucu, bu ¢aligmada siklikla kullanilan énemli

sonuclardan biridir.
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Lemma 2.3

E’ den E, iizerine 1, bir sira izomorfizmi vardir dyle ki; her z,y € F icin
Lz <y <= 1,(x) <1,(y);
2.2 Ly=1,(z+y) =1,(x) D(y);

3. zp(oz%x) = a #1,(x), ozel olarak, 1,(—x) = —1,(2);

4 p(la]) = lp(2)];

5. 1p((a7 +47)7) = 1,(x) @ 1,(y) dir.

Bununla beraber fonksiyonel hesap kullanilarak, £’ den E(,)’ ye, diizgiin tam £
vektor orgiisliniin kanonik s-morfizmi ®;, f : R® — R pozitif homojen siirekli

fonksiyonu f (t1,...,ts) := (tl.m.ts)% seklinde taniml olmak {izere,

(1, ey Ts) = T Og v Os Ts = f(x1, ..., Ts)

kurali ile tanmimlanir [30].

Bununla beraber Kusraeva [30|, kanonik s-morfizmin tagidigi ozelliklerle ilgili

olarak agsagidaki lemmay1 vermistir:
Lemma 2.4
Her 2 < s e N icin,

1. ®g multilineer, simetrik ve pozitif;

2. Oy ortosimetrik, yani eger 1 < 7,5 < s baz indeks cifti icin z;Lx; ise,

1 O ... 05 xs = 0 dur.

3. ®s orgl s-morfizmdir; yani her xq, ..., x5 € E i¢in |z1 O ... Oy x| = |21]| O
. O || dir.

4. Her z € E igin 15(z) = 2 O |z| Os ... O || dir.

Js + B — E(, E vektor orgiistiniin s. dereceden kanonik polinomu olarak
adlandirihir ve 35 : # — 2°© = 2 @, ... Os ¢ (z € F) formiiliiyle tanimlanir.

Dikkat edilirse, 25 ve j5, ET tizerinde birbirlerine denktirler [30].

Kusraeva’nin [30] agagida verilen sonucu, bu ¢aligmada siklikla kullanilan énemli

bir sonugtur.

Lemma 2.5

Eger I/, M sabitiyle bir p-konveks Banach orgiisii, s € N ve s < p ise, E(,) bir
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1
p/s-konveks Banach orgiisiidiir ve her z € E igin, e |z |1°<] ws(x) |o<|| = ||°

dir. Dahasi ¢, , E” den Ey) iizerine bir homeomorfizmidir.

Ote yandan, bircok E ve F uzay1 icin, £’ den F’ ye s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarimin pek ¢ok temsili yapilmigtir [39, 37, 10, 7, 25, 28|.
Ornegin Sundaresan [39], P : L? — R icin, her n-homojen ortogonal toplamsal

polinomunun temsilini g € L»— olmak iizere,

P(f) = ff"gdu (f e I7)

olarak vermigtir.

Bu ¢aligmada Kusraevamin [30], regiiler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlar i¢in vermis oldugu asagidaki temsil kullanilmigtir:

Teorem 2.6

E ve F vektor orgiileri, F diizglin tam, 1 < s € N olsun. £’ den F’ ye her
regiiler s-homojen ortogonal toplamsal P polinomu, S, E(,’ den F” ye regiiler
lineer bir operator olmak tizere, P = Soy, seklinde tek tiirlii temsil edilir. Buna
ck olarak, P « S karsilik getirmesi, & (°E, F) ve Z£" (E(S),F ) sirali vektor
uzaylar1 arasinda bir izomorfizmdir. Eger dahasi, E ve F' Banach orgiileri ve F,
0 < M eR sabiti ile s-konveks ise, |P|, < |S], < M*|P|, dir.

Bunlara ek olarak, her zayif birime sahip sira siirekli £ Banach orgiisii igin,
(Q, %, ) olasihk uzayi, Li(2,%, 1)’ in (genelde kapali olmayan) bir sira ideali
I, I tizerinde bir 6rgii normu ||||; ve E ile (I, ||||;) arasinda bir 1 sira izometrisi
vardir 6yle ki; I dan Ly (2,3, 1)’ e olan dogal gémme || f |[1<]| f |7 ile siireklidir
[38, Theorem 1.2.7] veya [34, Theorem 1.b.14].

Asgagidaki Lemma 2.7 [17, Lemma 2.1] (veya ispat1 i¢in bkz. [15, Lemma 3.3])
Banach-Saks pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon

probleminin kanitinda kullanilan 6nemli bir sonuctur.

Lemma 2.7
E, sira siirekli norma ve bir zayif birime sahip, bundan dolayr da bir (€, 3, u)
olasilik uzay1 icin, L;(92, %, 1) iginde bir sira ideal olarak temsil edilebilen bir

Banach orgiisii olsun. O zaman,

(a) E’ nin smurh bir alt kiimesinin diizgiin integrallenebilir olmasi igin gerek ve

yeter kosul L-zayif kompakt olmasidir,
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(b) E’ de norm smirli bir (g,), dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul diizgiin integrallenebilir ve ||||;-yakimsak olmasidir.

Son olarak vektor orgiileri, Banach orgiileri ve Banach orgiileri iizerindeki
pozitif operatorlerle ilgili daha fazla bilgiye, Aliprantis ve Burkinshaw [3] ile
Meyer-Nieberg’in [36] kitaplarindan ulagilabilir.

Bu calismada operatorler lineer anlasilacaktir.
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3. BANACH-SAKS POLINOMLARI

Bu boliimde o6ncelikle, Banach-Saks polinom tamimi yapilmis ve ardindan
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin Banach-Saks dominasyon
problemini ispatlamak icin gerekli 6n sonuclar verilmistir. Ardindan, pozitif
Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar igin dominasyon
problemi ispatlanmigtir. Boliim sonunda ise, pozitif Banach-Saks s-homojen

ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuclara yer verilmistir.

Banach-Saks polinom tanimi agagidaki gibi verilmigtir:

Tanim 3.1
1 < s e N, E ve I' Banach uzaylar1 ve P : £ — F' bir s-homojen polinom

olmak iizere eger, F iginde siurh her (z,) dizisinin, P(z,,) Cesaro yakinsak (

N

yani (i > P(xnk)> F’ nin normuna gore yakinsak) olacak sekilde bir (x,, )
k=1 N

alt dizisi varsa, P s-homojen polinomuna Banach-Saks polinomu denir.

Pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon

problemini ispatlamak i¢in gerekli olan 6n sonuglar agagida verilmigtir:

Onerme 3.2
Eger 1 <r < g€ R ve E, g-konveks bir Banach orgiisii ise, £(,)” de bir Banach

orgiistidiir.

Kanat. |34, Proposition 1.d.5] yada [32, Remark 3.4.14| nedeniyle E, g-konveks
bir Banach orgiisii ise, £ ayni zamanda r-konvekstir. Dahasi eger F, r-konveks

bir Banach &rgiisii ise, E(,)" de bir Banach orgiisiidiir [8, Proposition 5.

Onerme 3.3
2 < s € N ve F bir Banach orgiisii olmak {izere, her x € F i¢in, s ¢ift bir dogal

sayl ise, Js(x) = ts (Jz|) ve s tek bir dogal say1 ise, j5 (z) = ¢ (x) dur.

Kanit. 2 < s € N ve s ¢ift bir dogal say1 olsun. Buna gore 2™ Lz~ oldugundan,
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[30, Lemma 2-(1,2)| ve [30, Lemma 1-(2)]" den;

elde edilir.

Diger taraftan 2 < s € N ve s, tek bir dogal say1 olsun. Buna gore x* Lz~

oldugundan ve Lemma 2.4-(1,2)" den;

= (2" Qs . Os2T) B (— (27 Oy ... O 7))
=Js (2%) @ (=25 (27))
=15 (z7) @ (=5 (27))

elde edilir. Dolayisyla Lemma 2.3-(2,3)” den,
Ls (a:*) &) (—Ls (x’)) = 1 (x*) YR (—x’) =15(z7 —x7) =15 ()

bulunur.

Onerme 3.4
1<peR,s<p,1<seN, F bir Banach orgiisii, E bir p-konveks Banach orgiisii
olsun. Eger S : E(,) — I porzitif operatorii Banach-Saks ise, buna karsiik gelen

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal () : £ — F' polinomu da Banach-Saks tir.

Kant. S : E — F, pozitif bir Banach-Saks operatéri, (x,) € E siirl herhangi
bir dizi ve g, := J (,,) seklinde taniml olsun. Onerme 3.2 den, E p-konveks bir
Banach orgiisii oldugundan, E,’ de bir Banach orgiisiidiir. Ayrica, 2 < s € N

olmak iizere, Onerme 3.3 ve Lemma 2.3-(4)" den,

175 (@n)ll = lles (zal)lls = Tles (@a)llly = lles (za)ll4
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elde edilir. Bu egitlik géz oniine almarak, [30, Lemma 3| den de, (y,) € E
dizisinin smirh oldugu agikga goriiliir. Bununla beraber, S bir Banach-Saks
operatér oldugundan, y, = s (x,) € E(s) sirh dizisinin S(y,,) Cesaro yakimsak

olacak gekilde bir (y,,) alt dizisi vardir. Yani [30, Theorem 3|" den yararlanarak;

1 1 1
N’;Synk = N’;SOJS (xnk) = N};Q(xnk)

dizisi /" nin normuna gore yakinsaktir. Dolayisiyla () pozitif s-homejen ortogonal
toplamsal polinomu da Banach-Saks tir. Bununla beraber s = 1 i¢in E(;) = E ve

her z € E igin j5(x) = = oldugundan 6nermenin ispati agiktir.

Onerme 3.5

1<peR, s <p 1<seNves bir tek say;, F' bir Banach orgiisii, &/ bir
p-konveks Banach oOrgiisii olsun. Eger, () : E — F pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu Banach-Saks ise, bu polinoma karsilik gelen pozitif S : E) —

F operatorii de Banach-Saks tir.

Kanat. Onerme 3.3’ den anlagildigi iizere, 2 < s € N ve s tek bir dogal say1 ise, her
x € Figin, g5 (x) = 15 (z) dir. Dolayisiyla Teorem 2.6’ dan, her x € FE igin, Q) pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu Q(z) = Sojs(x) = Sois(x) seklinde
ifade edilebilir. Bununla beraber Onerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach érgiisii
oldugundan, E,’ de bir Banach orgiistidiir. (y,) € E(s) herhangi bir simrh dizi
olsun. Lemma 2.3 den, ¢s bir sira izomorfizm oldugundan, y, = ¢4 (z,) olacak
sekilde bir (z,) € E dizisi her zaman vardir. Dahasi Lemma 2.5’ den, (z,) €
E dizisinin de simirh bir dizi oldugu agikca goriiliir. Dolayisiyla, () pozitif bir
Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinom oldugundan, (z,) dizisinin

(Qxy, ) Cesaro yakinsak olacak sekilde bir (x,, ) alt dizisi vardir. Yani,

1 & 1 & 1
N};ank = N};SOJS (xnk) = Nkz::lsynk

dizisi F’ nin normuna gore yakinsaktir. O halde S bir Banach-Saks operatordiir.
Bununla beraber s = 1 i¢in, £y = E ve her x € E icin j5(z) = x oldugundan

Oonermenin ispat1 agiktir.

Onerme 3.6

peR, seN 2<s < pves bir ¢ift sayr, £ bir p-konveks Banach orgiisii, F
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bir zayif birimle birlikte sira siirekli norma sahip bir Banach orgiisii ve F' de
sira stirekli bir norma sahip olsun. Eger, Q) : E — F' pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu Banach-Saks ise, bu polinoma karsilik gelen S : E) — F

pozitif operatorii de Banach-Saks tir.

Kanit. Onerme 3.2" den, E p-konveks bir Banach érgiisii oldugundan, E(s)’ nin
de bir Banach o6rgiisii ve Onerme 3.3’ den, 2 < s € N ve s bir cift dogal say
oldugunda, her z € F igin j, (z) = ¢ (|z|) oldugu bilinmektedir. Bununla beraber
[38, Theorem 1.2.7| (veya [34, Theorem 1.b.14])’ den, F' Banach orgusi, (€2, %, p)
bir olasilik uzayi olmak tizere, i : F' < Lj(€Q,3, u) igermesi ile, Ly (2, %, 1)

uzayimnin bir sira ideali olarak temsil edilebilir.

(yn) € E(s) herhangi bir sinirhi dizi olsun. Lemma 2.3’ den, ¢, bir sira izomorfizm
oldugundan, ¢, (x,) = |y,| olacak sekilde bir (x,) € E* dizisi vardir. Dolayisiyla
Lemma 2.5 den, (x,) dizisinin de sinirh bir dizi oldugu agiktir. Dahasi Teorem
2.6" dan, (x,) € E* igin,

S(‘ynD = Sots (xn> = SO]S (ib’n) = Q (.Tn)

dir. Bu esitlikten yararlanarak, @) pozitif, Banach-Saks s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom oldugundan, (z,) € E* dizisinin (Qz,,) Cesaro yakinsak

olacak gekilde bir (z,,) alt dizisi vardir. Yani,

E;ank = E};SO]S (xn,) = E};SOLS (xn,) = E;S (1Yn,|)

dizisi, I deki norma gore bir x € F' ye yakinsaktir. Dahasi Cesaro toplanabilirlik
regiiler bir toplanabilirlik metotu oldugu i¢in, [12] den, (nj) nin tiim alt dizileri

igin de bu durum gecerlidir.

Bunlara ek olarak, t,, := %ZS (|Yn,|) seklinde tanimlansin. (¢,,) dizisi /' Banach
k=1
orgiisiinde yakinsak ve smirli bir dizi oldugundan, |17, Lemma 2.1| (veya ispati

i¢in bkz. [15, Lemma 3.3])’ den, (t,,) dizisi diizgilin integrallenebilirdir. Ayrica,

Cm 1= %ZS (Yn, ) seklinde tanimli olmak tizere,
k=1

1 & 1 ¢
EZ ynk < EZ ’ynk

oldugundan, (c,,) dizisi de diizgiin integrallenebilirdir. Dolayisiyla, (n;) nin tiim
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alt dizileri i¢in de diizgiin integrallenebilir olma durumu gegerlidir.

(Syn, ), alt dizisi F Banach érgiisiinde smurh, F ve F sira siirekli normlara sahip
oldugundan, [3, Theorem 4.25|" den, (Sy,,), alt dizisinin bir zayif Cauchy alt
dizisi vardir. Bu alt dizi <5’ynki>A ile temsil edilmek tizere, L (2,3, 1) uzayi
zaylf dizisel tam oldugundan, (Synkz) alt dizisi L; (2, %, u) uzaymnda zayif
yakinsaktir. O halde [40] dan, (Synk> “alt dizisinin Ly (2, X, 1) deki norma gore,
fe L (Q,%, n) ye yakinsayan, Cesaro yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu alt dizi
de (Synk/_ ) ile temsil edilsin. Dahasi,
it ) ¢

1 1 &
185 ()] < 5 (e )
mtzl " mtzl B
ve
1 m
—ZS(ynk_ ) —x, wz€F
mtzl B

oldugundan |f| < x ve dolayisiyla f € F' dir.

Sonug olarak Lemma 2.7’ den,

1 m
—>'S (ynkt)
mi4
sinirhi alt dizisi F Banach orgiisiinde yakinsaktir. O halde S operatorii bir

Banach-Saks operatordiir.

Yukarida verilen 6nermeleri kullanarak, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlar i¢in Banach-Saks dominasyon problemi agagidaki gibi ispatlanmigtir:

Teorem 3.7

1<peR,s<p 1<seNves bir tek say1i, £ p-konveks bir Banach orgiisii,
F' sira stirekli norma sahip bir Banach orgiisii, P ve () ise £’ den F’ ye pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger, 0 < P < @) ve @) bir

Banach-Saks polinomu ise, P de bir Banach-Saks polinomudur.

Kamit. Teorem 2.6 dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarinin S;, Sy : E) — F pozitif operatérler olmak iizere, () = Si07,
ve P = S50, seklinde tek tiirli temsil edilebildigi ve 0 < P < Q) ise, 0 < 55 < 5|
oldugu bilinmektedir. Ayrica Onerme 3.2’ den, E(s) bir Banach orgiistidiir. O halde
Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinom ise,

Onerme 3.5° den, S; porzitif operatérii de bir Banach-Saks operatéordiir. O halde
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[38, Corollary 7.2.3] (veya [18, Corollary 3.3])" den, Sy pozitif operatoriiniin bir
Banach-Saks operatér oldugu aciktir. Dolayisiyla Onerme 3.4° den, P pozitif

s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomdur.

Teorem 3.8
peR, seN, 2 < s < pve s bir ¢ift say;, £ ve F' Banach orgiileri, P ve @) ise
E’ den F’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Asagidaki

kogullarin saglandigini varsayalim:
1. E, p-konveks bir Banach orgiisti,
2. F' Banach orgiisii bir zayif birimle birlikte sira siirekli norma sahip,
3. F' sira siirekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 < P < @ ve () bir Banach-Saks polinomu ise, P de bir

Banach-Saks polinomudur.

Kanit. Teorem 2.6 dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar1, Ss, 51 : E) — F pozitif operatorler olmak tizere, () = Sio0, ve
P = S50, seklinde tek tiirlii temsil edilebilir ve 0 < S, < S, dir. Ayrica Onerme
3.2" den, E(, bir Banach orgiistidiir. O halde () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomu ise, Onerme 3.6 dan, S; pozitif
operatorii de bir Banach-Saks operatoriidiir. O halde [38, Corollary 7.2.3| (veya
[18, Corollary 3.3])" den, Sy pozitif operatoriiniin bir Banach-Saks operatorii
oldugu aciktir. Dolayisiyla Onerme 3.4° den, P pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomudur.

Bu bélimde son olarak, pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuclar verilmistir:

Teorem 3.9

1<peR,s<p1l<seNves bir tek say1, E bir p-konveks Banach orgiisii,
P ve @ ise, £’ den E(,’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
olsun. Bu durumda 0 < P < @ ve ) bir Banach-Saks polinomu ise, S3 P de bir

Banach-Saks polinomudur.

Kamit. Teorem 2.6 dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar1 S5, 51 : E) — E) pozitif operatorler olmak iizere, () = 510,
ve P = 550) seklinde tek tiirlii temsil edilebilir ve dahast 0 < Sy < 5
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dir. Onerme 3.2’ den, E( bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Onerme 3.5" den,
@ pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomu
oldugundan, Sy pozitif operatorii de bir Banach-Saks operatoriidiir. Dolayisiyla
|38, Corollary 7.2.2] (veya |18, Corollary 3.2]) den, S3 pozitif operatorii de
bir Banach-Saks operatériidiir. Dolayisiyla Onerme 3.4 ve Teorem 2.6° dan,
S207, = S5 (S2075) = SuP pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da

bir Banach-Saks polinomudur.

Teorem 3.10
pe R, seN, 2< s < pve s bir ¢ift say1, F bir Banach orgiisti, P ve @) ise £’
den E(,)’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Asagidaki

kogullarin saglandigini varsayalim:
1. E, p-konveks bir Banach orgiisti,
2. E(, Banach orgiisii bir zayif birimle birlikte sira siirekli norma sahip,
3. EES) sira siirekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 < P < @ ve ) bir Banach-Saks polinomu ise, S;P de bir

Banach-Saks polinomudur.

Kanit. Teorem 2.6 dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarmin S, 51 : E) — E(s pozitif operatorler olmak iizere, Q) = S0,
ve P = 550)s seklinde tek tiirli temsil edilebildigi bilinmektedir. Dahasi 0 <
Sy < S, dir. Onerme 3.6’ dan, @ pozitif s-homojen polinomu bir Banach-Saks
polinomu oldugundan, S; pozitif operatérii de bir Banach-Saks operatoriidiir.
Dolaywsiyla [38, Corollary 7.2.2] (veya [18, Corollary 3.2]) den, S3 pozitif
operatorii de bir Banach-Saks operatoriidiir. Dahasi Onerme 3.4 ve Teorem 2.6’
dan, S30), = S5 (S20)s) = SoP pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da bir Banach-Saks polinomudur.
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4. KOMPAKT POLINOMLAR

Bu boliimde oncelikle regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar igin
modiil tanimi verilmig ve ardindan regiiler (kompakt) s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarin modiiliintin varhgiyla ilgili olarak iki tane teorem
ispatlanmigtir. Boliimiin son kisminda ise, kompakt regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuclara yer verilmistir.

Buna gore, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in modiil tanimi
asagidaki gibidir:
Tanim 4.1

1 < s e N, Eve F vektor orgiileri, () : F — F regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal bir polinom olmak iizere eger,

Q:=Q Vv (-Q)

varsa, () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun modiilii vardir denir
ve |Q| ile gosterilir. Bagka bir deyisle |Q|, &2 (°E, F) de, {Q, —Q} kiimesinin

supremumudur.

Agagida ifade ve ispat edilen Teorem 4.2 ve Teorem 4.5 ile, bir regiiler (kompakt)
s-homojen ortogonal toplamsal polinomun hangi kosullar altinda modiiliiniin

oldugu ve bu modiiliin nasil ifade edildigi verilmistir.

Teorem 4.2

1 < s € N, E bir Banach orgiisii, F' bir vektor orgiisii, P : E — F' regiler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve her x € E* i¢in sup {|Py| : |y| < x}
degeri F'’de var olsun. O zaman P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomunun modiilii vardir ve her z € E* igin
[Pl (z) = sup {|Py| : |y| <z}

saglanir.
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Kanat. Teorem 2.6” dan, P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
S : B — F regiiler bir operator olmak iizere, P = Soy, seklinde tek tiirlii temsil
edilebildigi bilinmektedir. 2 < s € N ve t := 5, (y) seklinde tanimh olmak iizere,
Lemma 2.4-(3)’ den;

12s W) = 25 [yl = s ly| = |t]

ve her x € £ i¢in, Lemma 2.3’ den;
sup {|Pyl : |yl < @} =sup {|Sozs(y)] : |yl < @} =sup {|St|: ;" |t < 2}

elde edilir. Bununla beraber x € E* i¢in, k € E(J; ) olmak fizere, k := 1,0 = jsx

seklinde tanimlansin. O halde Lemma 2.3’ den, 25 bir sira izomorfizm oldugundan,

sup {|St| : o' [t] < x} = sup {|St] : [t| < k}

olur. Dolaysiyla her k € E(J;) icin F” de, sup {|St| : |t| < k} vardir. O halde |3,

Theorem 1.14]" den, S regiiler operatoriiniin modiilii vardir ve her k € E(J; ) i¢in,

S| (k) = sup{[5t] : [t] < k}
dir. Buradan hareketle her x € E* i¢in,
S| (k) = [S]ogs (x) = sup{| Py : [y] < x}

dir. Bununla beraber Teorem 2.6" dan, P < S karsilik getirmesi Z] (°FE, F)
ve L7 (E(S),F ) sirali vektor uzaylari arasinda bir izomorfizm oldugundan, S
regiiler operatoriiniin modilii varsa, P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun da modiilii vardir ve bu modiil S operatoriiniin modiiliine kargilik
gelen bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomdur. Dolayisiyla her
x € ET icin,

[Pl (x) = |5](25(x)) = sup {| Pyl : [y] < x}

dir. Bununla beraber s = 1 i¢in, j,(xz) = = ve E4y = E oldugundan teoremin

ispat1 aciktar.

Lemma 4.3
1 <peR, s <p 2< s e N veFE bir Banach 6rgiisii olsun. Bu durumda

agsagidakiler saglanmaktadir:
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1. Eger E, 0 < M € R sabitiyle p-konveks bir Banach orgiisii ise,

1W(U(E)) € U(E) € 1.(MU(E))

2. 1,(U(E)) € 3s(U(E) n EY)® (=3, (U(E) n ET))
3. Eger s tek bir dogal say ise, 15(U(F)) = 35s(U(F)),

4. Eger s ¢ift bir dogal say1 ise,
7s(U(E)) < 1(U(E))
dir.

Kanat. Lemma 2.5" den 1,(U(E)) < U(E(y)) < 1s(MU(E)) oldugu hemen goriiliir.

Diger taraftan, x € U(F) olsun. E bir Banach orgiisii ve 0 < z, 27 < |z
oldugundan, |z*||, |z~ | < |||z|| = |z| olur. Dolaywsiyla %, 2~ € (U(E) n E*) dur.
O halde Lemma 2.3-(2,3)" den,

15(1) = 1,(2" —27) = 0,(27) @ (—1s(27)) € 1 (U(E) n ET) @ (—15(U(E) n ET))

oldugu goriiliir. Bunlara ek olarak, 2, ve j, nin tamimlarindan, her x € E7 igin,

15(x) = 75(z) oldugu anlagilmaktadir. Dolaysiyla € U(FE) olmak iizere,
15(7) €1, (U(E) n ET) @ (—1s(U(E) 0 ET)) = 35(U(E) n ET) @ (=35 (U(E) n E7))

olur.

Bunlara ek olarak eger, s tek bir dogal say1 ise, Onerme 3.3’ den her z € E icin,
15(2) = g5(x) oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla 15(U(E)) = 35(U(E)) dir.

Son olarak Onerme 3.3’ den, s cift bir dogal say1 olmak iizere, her z € F icin
Js(x) = 15(|z|) dir. Dolayisiyla, eger x € U(F) ise, j5(x) = 15(|x|) € 15(U(F)) olur.

Onerme 4.4

1 <peR s<pl<seNveFE 0< M e R sabitiyle p-konveks
bir Banach orgiisii, F' bir Banach orgiisii ve () : E — F regiiler s-homojen
ortogonal toplamsal bir polinom olsun. () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun (zayif) kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul @, regiiler

s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karsilik gelen S : E) — F regiiler
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operatoriiniin de (zayif) kompakt olmasidir.

Kamit. Varsayalm ki, S : E,) — F regiiler operatorii kompakt ve s ¢ift bir dogal
say1 olsun. Onerme 3.2’ den E(,) bir Banach érgiisiidiir. Ayrica S(U(E(s))) (zayif)

goreli kompakttir. Bununla beraber Lemma 4.3-(1,4)’ den yararlanarak,
SI(U(E)) = 51,(U(E) < S(U(E))

oldugu hemen goriiliir. Dolayisiyla Q(U(FE)) = S(ys(U(F))) de (zayif) goreli
kompakt olacagindan, () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da

(zayif) kompakt olur.

Simdi de S regiiler operatorii (zayif) kompakt, 2 < s € N ve s tek bir dogal say1
olsun. Bu durumda S(U(E(y)) (zayif) goreli kompakttir. Onerme 3.3” den her
x € F igin y5(z) = t5(x) oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla Lemma 4.3-(1,3) den,

S(s(U(E))) = S (U(E))) = S(U(E))

elde edilir. O halde S (zayif) kompakt bir operator oldugundan, @ = Sojs = Sou,

regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da (zayif) kompaktir.

Tersine, varsayalim ki ) regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu (zayif)
kompakt olsun. O halde Q(U(FE)) = S(ys(U(E))) (zayif) goreli kompakttir. Eger
2 < s € N ve s tek bir dogal say1 ise, Onerme 3.3’ den, her x € E icin j,(x) = 1,(x)

oldugundan, Lemma 2.3-(3) ve Lemma 4.3-(1,3)’ den yararlanarak,
U(E(s) < ts(MU(E)) = M® =14, (U(E)) = M*® = 3,(U(E))
elde edilir. Dolayisiyla
S(U(E)) = M*S(3:(U(E))) = M*Q(U(E))

olur. Buradan da S regiiler operatoriiniin de (zayif) kompakt oldugu anlagilr.

Eger s ¢ift bir dogal say1 ve () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
(zayif) kompakt ise, Lemma 4.3-(1,2) ve Lemma 2.3-(3)’ den,

U(E(s)) € 1s(MU(E)) = M (U(E)) € M*+(35(U(E)nET)®(—15(U(E)nE™)))
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elde edilir. Dolayisiyla
S(U(Ew)) € M*(SGs(U(E) n ET) = S(3:(U(E) n ET)))

olur. O halde S()5(U(E) n EY)) < Ss(UE)) ve S(s(U(E))) (zayf)
goreli kompakt oldugundan, S(7s(U(E) n E*)) de (zayif) goreli kompakt olur.
Dolayisiyla S(U(E())) de (zayif) géreli kompakt oldugundan, S regiiler operatorii
de (zayif) kompakt olur. Ayrica s = 1 icin j5(x) = = ve E3) = E oldugundan

onermenin ispati aciktir.

Teorem 4.5

1<peR, s<p 1<seN,FE p-konveks bir Banach orgiisii, F' bir AM-uzay1
ve P : EE — F kompakt, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
olsun. O zaman P’nin modiili |P| vardir ve kompakt pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal bir polinomdur. Ayrica, her x € E* igin,
[Pl (z) = sup{|Py| : |y <z}

olur. Dahasi F' Dedekind tam ve E' Banach ¢rgiisiit M = 1 sabiti ile s-konveks ise,
E’ den F’ ye tiim kompakt regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin

vektor uzayi regiiler norm ile birlikte bir Banach orgiisiidiir.

Kanat. Teorem 2.6” dan, P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
S : B — F regiiler bir operator olmak iizere, P = Soj, seklinde tek tiirli temsil
edilir. Ayrica Onerme 3.2° den E(s)’ nin bir Banach ¢rgiisii oldugu bilinmektedir.
Bununla beraber Onerme 4.4’ den, P kompakt bir regiiler s-homojen ortogonal
toplamsal polinom oldugundan, S regiiler operatorii de kompakt olur. Buna gore
[3, Theorem 5.7]" den, S kompakt operatoriiniin |S| modilii vardir ve |S| de

kompakt bir operatordiir. Dahasi her & € E(J; ) icin,
S| (k) = sup {|5t] : |t| < k}

saglanmaktadir.

Bununla beraber eger dikkat edilirse, her x € E* igin, F’ de sup {|Py| : |y| < =}

vardir. Gergekten 2 < s e N, ¢ := 7, (y) olmak tizere

17s W) = Js Y| = ts|y| = |t]
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ve Lemma 2.3’ den, her x € £ i¢in,

sup {|Py| : |yl < o} =sup {[Soss(y)] : [yl <z} =sup {|St] : 17" [t] <z}

olur. Bununla beraber, x € E* i¢in, k € Eé) olmak iizere, k := 1,x = jsx seklinde

tanimlansin. O halde Lemma 2.3 den, 1, bir sira izomorfizm oldugundan,
sup {[St] : o [t < w} = sup {|5t] : 1] < k}

olur. O halde her z € E* i¢in, F” de, sup {| Py| : |y| < x} vardir. Buradan hareketle
Teorem 4.2’ den, P kompakt regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun

| P| modiilii vardir ! ve her z € E* i¢in,

|P|(z) = sup{|Py| : |y| <z}

saglanir. Bununla beraber Onerme 4.4’ den, |S| kompakt bir operator oldugundan,
| P| modiilii de kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur.

Ayrica s = 1 icin j5(x) = = ve Eqy = E oldugundan teoremin ispati aciktir.

E ve F Banach orgiileri teoremde verilen 6zelliklere sahip olsun. Bu durumda
Ky (CE,F), E’ den F” ye tiim kompakt regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarin vektor uzayini temsil etmek tizere, bu uzayin regiiler norm ile birlikte
bir Banach érgiisii oldugunu gosterelim. K (*E, F) vektor uzay1 bir sira vektor
uzayridir (QQ < P gerek ve yeter kogul 0 < P — Q). Yukarida her P kompakt
regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu ig¢in, |P| modiiliiniin var ve
kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinom oldugu gosterildi.
Dolayisiyla K (°E, F') uzay1 bir vektor érgusiidiir. Ayrica regiiler norm K, (°F, F)
uzay1 tizerinde bir 6rgii normudur. (@,,) kompakt regiiler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarin bir Cauchy dizisi olsun. O zaman her € > 0 i¢in m,n > ng
oldugunda, |@,, — Qn, |, < € olacak sekilde bir ng sayis1 mevcuttur. Ayrica Teorem
2.6" dan, her n ic¢in, @), regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarinin
Sn @ Es) — F lineer, regiiler operatorler olmak iizere (), = 5,05 olacak sekilde

tek tiirli temsil edilir ve dahasi her € > 0 i¢cin m, n > ng oldugunda,

S — S, <€

!Teorem 2.6’ dan, P <> S karsilik getirmesi 22 (°E, F') ve L" (E(S F ) sirali vektor uzaylar:
arasinda bir izomorfizm oldugundan, P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
modilii |P| vardir ve |P|, |S| pozitif operatoriine kargi gelen pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinomdur.
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olacak sekilde bir ny sayist vardir. Bununla beraber Onerme 4.4’ den, S,
operatorleri de kompakttir. Dahasi, F' Dedekind tam oldugundan Ly(FE, F) =
L.(E,F) dir [3]. Dolaysiyla [3, Teorem 4.74] den, Ly(E, F') regiiler norm ile
bir Dedekind tam Banach orgiisii oldugundan, (.S,) regiiler operatorler dizisi bir
regiiler operatore regiiler norm ile yakinsaktir. Ayrica [3, Teorem 5.7]” den, (S,)
kompakt operatorler dizisi bir kompakt operatore regiiler norm ile yakinsaktir. O
halde (.S,,) kompakt, regiiler operatorler dizisi bir S kompakt, regiiler operatoriine
regiiler norm ile yakinsaktir. Dolayisiyla Teorem 2.6 ve Onerme 4.4’ den, (Q,)
dizisi de S kompakt regiiler lineer operatoriine karsi gelen, @) := Soj, kompakt
regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna regiiler norm ile yakinsaktir.

O zaman K (°E, F') uzay regiiler norm ile birlikte bir Banach orgiisiidiir.

Teorem 4.6, Teorem 4.8, Sonu¢ 4.9 ve Teorem 4.10" da tanimlanmig olan .S;,
1 = 1,2,3 pozitif operatorleri, Teorem 2.6 uyarinca, ); = S;0)s olacak sekilde
Qi, 1 = 1,2, 3 porzitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna kargilik gelen

operatorleri temsil etmektedir.

Agagida (zayif) kompakt, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla

ilgili elde edilen yeni sonuclara yer verilmigtir.

Teorem 4.6

1<peR,s<p 1<seNvekFE pkonveks bir Banach orgiisii, Q1,Q> :
E — E) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger, 0 <
Q2 < @, ve @1, s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, S5 pozitif
operatoriine kargilik gelen S5Q. pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da kompakttir.

Kanat. Onerme 3.2° den E(s bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan,
51,5 @ B — E) pozitif operatorler olmak iizere, Q; = Sjoy, i = 1,2 ve
0 < S, < S dir. Dahas1 Onerme 4.4’ den, S; operatorii de kompakttir. O
halde [3, Theorem 5.13|" den, S; pozitif operatérii de kompakttir. Dolayisiyla
Onerme 4.4" den, Sj0j, = S2Q, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da kompakttir.

Teorem 4.7
I1<peR,s<p 1<seN,E pkonveks bir Banach orgiisti, £, AL-uzay,
F sira siirekli norma sahip bir Banach orgiisii olsun. Eger, @) : £ — F regiiler

s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, () polinomunun kompakt
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bir modiliu vardir.

Kanat. Teorem 2.6" ya gore, () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu,
S 1 B — F regiiler bir operator olmak iizere, () = Soj, seklinde tek tiirlii
temsil edilir. S operatori regiiler bir operatér oldugu i¢in ayni zamanda sira
siirh bir operatérdiir [3]. Ayrica Onerme 4.4” den, S operatérii de kompakttir.
Dolayisiyla [3, Teorem 5.9]" dan, S operatorii kompakt bir modiile sahiptir. O
halde Teorem 2.6’ dan, @) regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
modili vardir ve bu modiil S operatoriiniin modiililne karsihik gelen pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomdur. Dolayisiyla Onerme 4.4’ den, @

regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun |¢)| modiilii de kompakttur.

Teorem 4.8

1 <peR,s<p 1<seNveG Banach orgiisii, £ p-konveks bir Banach
orgiisi, ya EES) yada G sira siirekli norma sahip olsun. Eger @ = E — L,
ve ()2 = F — G pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarinin her biri,
kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar tarafindan domine

ediliyorsa, Ss()1 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da kompakttir.

Kanit. Onerme 3.2” den E(s) Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6" dan, S; :
E — Ei ve Sy @ E) — G pozitif operatorler olmak iizere, @1 = S0y,
Q2 = 9550)s seklinde tek tiirlii temsil edilir. @y ve ()2 pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlari, kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar tarafindan domine edildigine gére, Teorem 2.6 ve Onerme 4.4’ den, S
ve Sy operatorleri de,

E) = Eg) =

kompakt pozitif operatorler tarafindan domine edilmektedir. O halde |3, Theorem
5.15]" den, SyS; pozitif operatérii de kompakttir. Dolayisiyla Teorem 2.6 ve
Onerme 4.4’ den, (S251)05, = S2Q; pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da kompakttir.

Sonug 4.9

1<peR,s<p,1<seN, F p-konveks bir Banach ¢rgiisii, ya EES) vada E(y sira
stirekli norma sahip olsunlar. Eger, Q1 = E — E) pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinom
tarafindan domine ediliyorsa, S7(); pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da kompakttir.
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Kanit. Onerme 3.2” den E(,) Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, S; :
Ey — E( pozitif bir operator olmak iizere, 1 = S10), seklinde temsil edilir. @,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt bir pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinom tarafindan domine ediliyorsa, Onerme 4.4 ve Teorem
2.6’ dan, S pozitif operatorii de kompakt bir pozitif operator tarafindan domine
edilir. Dolaysiyla |3, Corollary 5.16] dan, S? pozitif operatorii de kompakttir.
O halde Onerme 4.4’ den, S?0j5, = S1Q; pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da kompakttir.

Teorem 4.10

1 <peR, s<p 1< se N, H Banach orgiisii, £ p-konveks bir Banach
orgiisii olmak tizere, @ = E — Ey, i = 1,2 ve Q3 = E — H pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger her bir Q;, i = 1,2,3
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal bir polinom tarafindan domine ediliyorsa, (53S5557) pozitif
operatoriine karsi gelen (S35,0)1) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da kompakttir.

Kanit. Onerme 3.2" den E(s bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan,
51,52 1 By — E), S3 : By — H porzitif operatérler olmak iizere, ¢ = 1,2,3
icin, Q; = S;0)s seklinde tek tiirlii temsil edilir. Her bir Q;, ¢ = 1,2, 3 pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom tarafindan domine edildigine gore, Oneme 4.4 ve Teorem
2.6’ dan,

By > Ey) 3 By 3 H

ve S;, 1 = 1,2,3 pozitif operatorleri de kompakt pozitif operatorler tarafindan
domine edilir. Dolayisiyla [3, Theorem 5.14|" den, S35,S5; pozitif operatorii de
kompakttir. O halde Onerme 4.4’ den, (S535,51) 075 = (535:Q1) pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da kompakttir.

Boliimiin son teoremi ise pozitif zayif kompakt polinomlarla ilgilidir.

Teorem 4.11

1<peR,s<p,1<seNveFE p-konveks bir Banach orgiisii Q1, Q2 : £ — L)
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger, 0 < @y < Q4
ve @1, s-homojen ortogonal toplamsal polinomu zayif kompakt ise, S7 pozitif

operatoriine kargilik gelen S5(Q)2 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
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da zayif kompakttir.

Kanat. Onerme 3.2° den E(s bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan,
51,9 1 B — E) pozitif operatorler olmak iizere, Q; = Sjoy, i = 1,2 ve
0 < S, < S dir. Dahas1 Onerme 4.4’ den, S; operatorii de zayif kompakttir.
O halde [3, Theorem 5.32| (veya bkz. [1])’ den, S3 pozitif operatorii de zayif
kompakttir. Dolayisiyla Onerme 4.4 ve Teorem 2.6’ dan, S207, = S»Qy pozitif

s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayif kompakttir.
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5. DUNFORD-PETTIS POLINOMLARI

Bu boliimde ilk olarak, Dunford-Pettis polinom tanimi yapilmig ve ardindan
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin Dunford-Pettis dominasyon
problemini ispatlamak igin gerekli 6n sonuglar verilmigtir. Daha sonra ise,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin Dunford-Pettis dominasyon
problemi i¢in {i¢ farkli teorem ispatlanmigtir. Boliim sonunda ise, pozitif
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen diger

yeni sonugclara yer verilmigtir.

Buna gore, Dunford-Pettis s-homojen polinom tanimi asagidaki gibi verilmistir:

Tanim 5.1
1 < se N, E, F' Banach uzaylari, P : E — F bir s-homojen polinom olmak iizere,
eger £ Banach orgiisiinde z,, > 0 olmas1 | P (z,)| — 0 olmasm gerektiriyorsa, P

s-homojen polinomuna Dunford-Pettis polinomu denir.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon

problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin ilki agagidaki gibidir:

Teorem 5.2

1 < s e N, E, F Banach orgiileri, P ve ) ise 0 < P < @) olacak gekilde £’ den
F’ ye porzitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eger F Banach
orgiisii zayif dizisel siirekli 6rgii islemlerine sahip ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ise, P pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kamit. E Banach orgiisiinde, z, — 0 olsun. O halde E Banach orgiisii, zayif
dizisel siirekli orgii islemlerine sahip oldugundan, E’ de |z,| = 0 dir. Bununla
beraber, () s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinom
oldugu igin,

|Q (|zn])| — 0

dir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlarinin Sy, Sy : E) — F pozitif operatérler olmak iizere, P = Sj0y,
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ve () = S07, seklinde tek tiirlii temsil edilebildigi ve 0 < 57 < S5 oldugu
bilinmektedir. Dolayisiyla,

[P (n)| = [(S1095) (2n)] < St 1gs (wn)| < 52| (2n)| = 52095 (J2a]) = Q (ln])

ve F' bir Banach orgiisii oldugundan,
0 < [[Pxn)]| < [Q (Jzn])]

dir. Dolayisiyla || P(z,,)|| — 0 dir. O halde P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da bir Dunford-Pettis polinomdur.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon

problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin ikincisi ise agagidaki gibidir:

Teorem 5.3

1 < s € N, E,F Banach orgiileri, £ AM-uzay1 ve P,Q)Q : E — F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar: i¢cin 0 < P < @ olsun. Eger @
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis

polinomudur.

Kanat. |3, Theorem 4.31|" den, E bir AM-uzay: ise, zayif dizisel siirekli 6rgii
islemlerine sahip oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla bu teoremin geri kalan ispati

Teorem 5.2 ile aynidir.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon
problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin {i¢linciisii i¢in gerekli olan 6n

sonuclar agagidaki gibi verilmistir:

Onerme 5.4
1<peR,s<p 1<seN,E pkonveks bir Banach orgiisii, &' ve E(,) Schur
ozelligine sahip olsun. Bu durumda E de z,, — 0 olmas icin gerek ve yeter kosul

Ey de g5 (25) 5 0 olmasidir.

Kanit. E de z,, = 0 olsun. Onerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach 6rgiisii

oldugundan, E(,)’ de bir Banach érgiisiidiir. Ayrica Onerme 3.3 ve Lemma 2.3-(4)’
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den, 2 < s € N i¢in,

75 (@n)ll = lles (zal)lls = Tles (@a)llly = lles (a)ll4 (5.1)

esitligi yazilabilir. Ayrica E de x, — 0 ve E Banach orgiisii Schur 6zelligine
sahip oldugundan, |z,| — 0 olur. O halde (5.1) esitliginden ve Lemma 2.5 den,
175 (z5)], — 0 elde edilir. Dolaysiyla E(y)’ de, 75 (z,) = 0 olur.

Tersine By’ de, 75 (zn) % 0 olsun. E(s) Banach orgiisii Schur ozelligine sahip
oldugundan, |y, ()], — 0 dir. Dolayisiyla (5.1) esitliginden ve Lemma 2.5” den,
|2,|| = 0 olur. O halde E’ de x,, — 0 dur.

Ayrica s = 1 icin B3y = E ve her x € E i¢in 51(x) = 2 oldugundan 6nermenin

ispat1 agiktir.

Eger Onerme 5.4’ de, 2 < s € N olmak iizere j, yerine ¢, almirsa, yine benzer bir

ispatla asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.5
1<peR,s<p 2<seN,E pkonveks bir Banach orgiisii, &' ve E(,) Schur
ozelligine sahip olsun. Bu durumda E’ de z,, > 0 olmas icin gerek ve yeter kosul

Ey de 1, (25) 5 0 olmasidir.

Onerme 5.6

I1<peR,s<p 1<seN, EvelF Banach orgiileri, /' p-konveks, I/ ve Ey)
Schur 6zelligine sahip olmak iizere, eger pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
Q@ : E — F polinomu bir Dunford-Pettis polinom ise, () polinomuna kargilik gelen

S1 pozitif operatorii de bir Dunford-Pettis operatordiir.

Kanat. Teorem 2.6" dan, ) : EF — F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu, S; : E) — F pozitif bir operator olmak tizere, Q = Sj0ys seklinde
tek tiirli temsil edilir. Varsayalim ki 2 < s € N 6nermedeki kogullar1 saglayan
bir ¢ift dogal say1 ve E(’ de y, — 0 olsun. Onerme 3.3 den 2 < s € N ve s
¢ift bir dogal say1 ise, her x € F i¢in j5 () = ¢s(|z]) dir. Ayrica Lemma 2.3’
den, t; : E — E( bir sira izomorfizm oldugundan, her n icin, s (2,) = ¥,
olacak sekilde bir (x,) € E vardir. Dolayisiyla Sonug 5.5” den, E’ de z,, — 0
olur. Bununla beraber S; : E(,) — [ pozitif bir operator ve I bir Banach orgiisii

oldugundan, her n i¢in;

1S1(Yn)| < S1(|ynl)
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ve

[51(es (@)l = 191 ()| < [S1(gn Dl = 15105 (@)l = 1Qzn)[ (5:2)

dir. Bununla beraber () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir
Dunford-Pettis polinom oldugundan, ||Q(z,)| — 0 dir. Dolayisiyla (5.2)
esitsizliginden |[|S1(y,)] — O olur. O halde S; pozitif operatérii de bir

Dunford-Pettis operatordiir.

Varsayalim ki 2 < s € N 6nermedeki kosgullar saglayan bir tek dogal say1 ve Ey)’
de y,, = 0 olsun. Bu durumda Onerme 3.3’ den, 2 < s € N ve s tek bir dogal say1
olmak fizere, her x € E i¢in ), (x) = ts (z) dir. Lemma 2.3’ den, ¢, : E — E,) bir
sira izomorfizm oldugundan, her n i¢in, ¢ (x,) = y, olacak sekilde bir (z,) € E
vardir. Dolayisiyla Onerme 5.4’ den, £’ de z,, — 0 olur. O halde @ s-homojen

polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ve

1Q (@) = 15105 (@) | = [S1 ()]

oldugundan, [Si(y,)| — 0 elde edilir. Boylece S; pozitif operatérii de bir

Dunford-Pettis operatorii olur.

Ayrica s = 1 icin B3y = E ve her x € E i¢in 1(x) = 2 oldugundan 6nermenin

ispat1 aciktar.

Onerme 5.7

1<peR, s<p 1<seN, EveF Banach orgiileri, ¥ p-konveks, E ve
E(s) Schur 6zelligine sahip olmak iizere, eger S, : K,y — F' pozitif operatorii bir
Dunford-Pettis operatorii ise, buna kargilik gelen () : E — F pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kanat. Teorem 2.6" dan, @) : EF — F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu, S; : K, — F pozitif bir operatér olmak tizere, () = S10), seklinde tek
tiirlii temsil edilir. Varsayalim ki £’ de z,, — 0 olsun. O halde Onerme 5.4’ den,
Es de g, () 5 0 olur. S; pozitif lineer operatorii bir Dunford-Pettis operatorii
olduguna gore, |Q (z,)| = [S1(ys (zn)]| — 0 dir. O halde @ = Syo0ys pozitif

s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin dominasyon

problemiyle ilgili olarak ispatlanan son teorem ise agagidaki gibidir:
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Teorem 5.8

1<peR,s<p 1<seN, EveF Banach orgiileri, I sira siirekli norma sahip,
E p-konveks, E ve E(, Schur ozelligine sahip, 0 < P < ) : £ — F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve ) bir Dunford-Pettis polinomu
olsun. O zaman P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir

Dunford-Pettis polinomudur.

Kanit. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E de
bir Banach 6rgiisii olur. Teorem 2.6’ dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarim Sy, S, : E,) — F pozitif operatorler olmak tizere, P =
S109s ve () = S50)s olacak geklinde tek tiirli temsil edilebildigi bilinmektedir.
Dahast 0 < S; < S, dir. Dolayisiyla Onerme 5.6° dan, @ pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinom ise, S5 pozitif operatori
de bir Dunford-Pettis operatordiir. O halde [26, Theorem 4.4| den, S; pozitif
operatorii de bir Dunford-Pettis operator diir. Dolayisiyla Onerme 5.7’ den, S;
operatoriine karsilik gelen P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da

bir Dunford-Pettis polinomdur.

Teorem 2.6° dan, E ve F vektor orgileri, £ diizgin tam ve 1 < s € N
icin, P,Q : K — F regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarm,
S1,5 @ E) — F regiiler operatorler olmak iizere, Q = Sioys ve P = S50,
seklinde tek tiirlii temsil edilebildigi bilinmektedir. Teorem 5.9 ve Teorem 5.10’
da tanimlanan ) ve P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar: i¢in de
bu temsil gegerlidir. Buna gore Teorem 5.9 ve Teorem 5.10° daki Sy operatorii, P
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karsilik gelen pozitif operatori

temsil etmektedir.

Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in elde edilen

yeni sonuclar, Teorem 5.9 ve Teorem 5.10 ile agagidaki gibi ifade edilmigtir:

Teorem 5.9

1 <peR s < p 1 < s e N FE pkonveks bir Banach orgiisii, £ ve
E(s Schur ozelligine sahip ve P, Q) : E — L) pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar olsun. Eger 0 < P < @ ve @ bir Dunford-Pettis polinomu
ise, S P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis

polinomudur.

Kamit. Teorem 2.6’ dan, 0 < Sy < Sy @ E(5) — E(,) dir. Ayrica Onerme 3.2’ den, E

p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E(,’ de bir Banach orgiistidiir. Bununla
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beraber Onerme 5.6° dan, @ pozitif s-homojen polinomu bir Dunford-Pettis
polinomu oldugundan, S; pozitif operatoriide bir Dunford-Pettis operatorii olur.
Dolayisiyla [26, Corollary 4.7] den, S2 pozitif operatériide bir Dunford-Pettis
operatordiir. O halde Onerme 5.7’ den, S20j, = S P pozitif s-homojen polinomu

da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Teorem 5.10

1 <peR, s<p, 1< seN,FE pkonveks bir Banach orgiisii, £ ve E(, Schur
ozelligine sahip, 0 < P < @ : E — E,) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar olsun. Eger @ bir Dunford-Pettis polinomu ise, S3P pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kamit. Teorem 2.6’ dan, 0 < Sy < Sy @ E(5) — E(,) dir. Ayrica Onerme 3.2’ den, E
p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E(,’ de bir Banach orgiistidiir. Bununla
beraber Onerme 5.6’ dan, @ pozitif s-homojen polinomu bir Dunford-Pettis
polinom oldugundan, S; pozitif operatorii de bir Dunford-Pettis operatorii diir.
Dolayisiyla |2, Theorem 3.1|" den, S; pozitif operatoriide bir Dunford-Pettis
operatordiir. O halde Onerme 5.7 den, S50, = S2P pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.
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6. ZAYIF DUNFORD-PETTIS POLINOMLARI

Bu béliimde oncelikle zayif Dunford-Pettis polinom tanimi ve daha sonra
pozitif, zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili
olan teoremleri kanitlamak igin gerekli 6n sonuglar verildi. Ardindan pozitif
zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in dominasyon
problemi, 1 < s € N ve s tek bir say1 olmak iizere, ispatlandi. Boliim sonunda
ise pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili

olarak elde edilen yeni sonuglara yer verildi.

Tanim 6.1

1 < seN, E ve F Banach uzaylar1 ve P : E — F', s-homojen bir polinom olmak

iizere, £ Banach uzayinda z,, % 0 ve F' uzaymnda y, > 0 iken, limy, (Pz,) = 0
n—0o0

oluyorsa, P s-homojen polinomuna zayif Dunford-Pettis polinomu denir.

Teorem 2.6 dan, E ve F vektor orgiileri, £ diizgiin tam ve 1 < s € N igin,
Q,P : E — F regiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar, Si,Ss :
Eyy — F regiiler operatorler olmak iizere, () = Sioj, ve P = S30), seklinde
tek tiirlii temsil edilebildigi bilinmektedir. Buna gére Onerme 6.2 ve Onerme
6.3 deki S; operatorii, () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna
kargilik gelen pozitif operatorii ve Teorem 6.6° daki S, operatorii de, P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karsilik gelen pozitif operatorii temsil

etmektedir.

Asgagida pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin zayif Dunford-Pettis

dominasyon problemini kanitlamak i¢in gerekli 6n sonuglar verilmistir.

Onerme 6.2

1<peR, s<p, 1<seN,FE pkonveks bir Banach orgiisii, /' Banach orgiisii,
E ve E4) Schur ozelligine sahip olsun. Eger regiiler S; : E(,) — F operatorii bir
zay1f Dunford-Pettis operatorii ise, bu operatore karsilik gelen ) : E — F' regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir zayif Dunford-Pettis polinomu

olur.
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Kanat. Onerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, B de
bir Banach orgiisiidiir. Varsayahm ki, £ Banach orgiisiinde =, — 0 ve F'
uzaymda gy, —> 0 olsun. O halde Onerme 5.4 den, E(y Banach orgiistinde
9s(x,) > 0 olur. Buradan S; operatérii bir zayif Dunford-Pettis operatdr
oldugundan, limy,, (S1(ss(z,))) = limy, (Q(z,)) = 0 elde edilir. Dolaysiyla
Q regiiler s—hg?nogjen ortogonal toplgggoal polinomu da bir zayif Dunford-Pettis

polinomdur.

Onerme 6.3

1<peR,s<p,1<seNvesbir tek dogal say1, F p-konveks bir Banach orgiisii,
F Banach orgiisii, ' ve E(,) Schur 6zelligine sahip olsun. Eger Q) : & — F regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayif Dunford-Pettis polinomu ise,
bu polinoma karsihk gelen regiiler S : E) — [ operatorii de bir zayif

Dunford-Pettis operatoriidiir.

Kanat. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E()’ de bir
Banach orgiisiidiir. Varsayalim ki, £, Banach orgiisiinde ¢, % 0 ve F' uzaymda
y; 0 olsun. Onerme 3.3’ den, 2 < s € N ve s bir tek dogal say1 olmak fizere,
her z € E i¢in js (z) = ts (x) oldugu bilinmektedir. Ayrica Lemma 2.3’ den,
bir sira izomorfizm oldugundan, her n igin, ¢, = j5 (z,) = ts (x,) olacak sekilde
E Banach orgiisiinde bir (x,,) dizisi vardir. Dolayisiyla Onerme 5.4” den, E’ de
z, — 0 dir. Bununla beraber ) bir zayif Dunford-Pettis polinomu oldugundan ,

lim y,,(S1 (ta)) = limy,(S1(5s (2a))) = limy, (Q (za)) = 0

n—o0

dir. O halde regiiler S; operatorii de bir zayif Dunford-Pettis operatoriidiir. Ayrica
s = 1 olmak {izere, her z € E i¢in, j1(z) = x ve Ey) = E olacagindan 6nermenin

ispat1 ispat aciktir.

Teorem 6.4

1 <peR s <p 1< s e N ves bir tek sayr, £ p-konveks bir Banach
orgiisii, F' Banach orgiisii, I/ ve E(,) Schur ozelligine sahip ve @@ : E — F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayif Dunford-Pettis polinomu olsun.
Eger 0 < P < Q ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir

zay1lf Dunford-Pettis polinomudur.

Kanat. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E()’ de bir
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Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarinin Sy, S; : E,) — F pozitif operatérler olmak tizere, () =
S107s ve P = S50), olacak sekilde tek tiirli temsil edilebildigi ve 0 < Sy < 5
oldugu bilinmektedir. () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayif
Dunford-Pettis polinom oldugundan, Onerme 6.3’ den, S; pozitif operatoriide bir
zay1f Dunford-Pettis operator olur. Dolayisiyla |26, Theorem 4.5|” den, Sy pozitif
operatorii de bir zayif Dunford-Pettis operatordiir. O halde Onerme 6.2” den,
P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir zayif Dunford-Pettis

polinom olur.

Asagida pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla

ilgili olarak elde edilen diger yeni sonuglar verilmigtir.

Teorem 6.5

1<peR,s<p, 1<seN,FE pkonveks bir Banach orgiisii, /' Banach orgiisii,
E ve E(,) Schur ozelligine sahip ve @, P : E — F pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar: i¢in 0 < P < @ saglansin. Eger ) polinomu kompakt
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayif Dunford-Pettis

polinomudur.

Kanat. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, Ey
de bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve @ pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlariin Sy, 5, : E) — F pozitif operatérler olmak
lizere, ) = S10ys ve P = 550js olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebildigi ve
0 < S, < S; oldugu bilinmektedir. Ayrica Onerme 4.4’ den, @ pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir kompakt polinom oldugundan, buna karsilik
gelen Sy pozitif operatorii de kompakttir. O halde [2, Theorem 2.3|” den, Sy pozitif
operatoriiniin de bir zayif Dunford-Pettis operator oldugu goriiliir. Dolayisiyla
Onerme 6.2’ den, S, pozitif operatoriine karsilik gelen, P pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu da, bir zayif Dunford-Pettis polinomu olur.

Teorem 6.6

1 <pelR, s<p 1< seN, E pkonveks bir Banach orgiisii, £ ve E
Schur 6zelligine sahip, @, P : E — E,) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar ve 0 < P < @ olsun. Eger () pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu kompakt ise,

1. S2P kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur (S, P
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pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt olmak zorunda
degildir);
2. S5 P Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomdur (P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

aym Ozelliklere sahip olmak zorunda degildir);

3. P, pozitif zayif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir

polinomdur.

Kanit. Onerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E()’ de bir
Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6” dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarmm, 51,5y @ Ey — E,) pozitif operatorler olmak iizere,
Q = S109s ve P = S50, olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebildigi ve 0 < S, < 5
oldugu bilinmektedir. Ayrica Onerme 4.4’ den, @) pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom oldugundan, buna karsilik gelen S
pozitif operatorii de kompakttir. Bununla beraber [2, Theorem 2.5-(1)]" den,
S3 pozitif operatorii de bir kompakt operator olur. O halde Onerme 4.4’ den,
S3 : Ey) — E) pozitif kompakt operatoriine karsihk gelen S3o), = S3P
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da kompakttir. Bunlara ek
olarak, [2, Theorem 2.5-(1)|]" den, S3 pozitif operatorii kompakt olmak zorunda
olmadigindan, Onerme 4.4° den, S,P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da kompakt olmak zorunda degildir.

Bununla beraber [2, Theorem 2.5-(2)]" den, S; porzitif operatorii kompakt
oldugundan, S? pozitif operatorii de Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir operator
olur. Dolayisiyla Onerme 5.7° den, S? pozitif Dunford-Pettis operatoriine karsilik
gelen S70), = S»P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
Dunford-Pettis polinomdur. Ayrica Onerme 4.4’ den, S2 pozitif zayif kompakt
operatoriine kargilik gelen S207, = SoP pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da bir zayif kompakt polinomdur. Bununla beraber |2, Theorem 2.5-(2)]’
den, Sy pozitif operatorii Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir operatér olmak
zorunda degildir. Dolayisiyla Onerme 5.6 ve Onerme 4.4’ den, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir polinom

olmak zorunda degildir.

Bunlara ek olarak, [2, Theorem 2.5-(3)]" den, Sy pozitif operatérii de bir
zayif Dunford-Pettis operatér olur. O halde Onerme 6.2° den, S, pozitif,
zaylf Dunford-Pettis operatoriine karsilik gelen P pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu bir zayif Dunford-Pettis polinomdur.
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Teorem 6.7

1<peR, s<p 1<seN,FE pkonveks bir Banach orgiisii, F' sira stirekli
norma sahip bir Banach ¢rgiisii, E' ve E(,) Schur ozelligine sahip, Q, P : £ —
F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve 0 < P < (@ olsun.
Eger @) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayif kompakt ve Dunford-Pettis bir

polinomdur.

Kanat. Onerme 3.2° den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, B’
de bir Banach oOrgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve @) pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlariin Sy, 5, : E) — F' pozitif operatorler olmak
lizere, ) = S10)s ve P = 550 olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebilir ve
0 < S, < Sy dir. Bununla beraber Onerme 4.4’ den, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom oldugundan, buna karsilik gelen .S}
pozitif operatorii de kompakttir. Dolayisiyla |2, Theorem 2.6] dan, Sy pozitif
operatorii Dunford-Pettis ve zayif kompakt bir operatér olur. O halde Onerme 4.4
ve Onerme 5.7’ den, S, operatériine kargilik gelen P pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu da zayif kompakt ve Dunford-Pettis bir polinomdur.

Teorem 6.8

1 <peR s <p 1< s e N E pkonveks bir Banach orgiisii, Eés) sira
stirekli norma sahip, E ve E(, Schur ozelligine sahip, @) : E — E) pozitif,
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom olsun. Bu durumda
() pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakttir. ( ve boylece bu
durumda eger, P : E' — FE(, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
ve 0 < P < (@ ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da

kompakttir.)

Kanit. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E’ de
bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomunun S; : E) — FE(,) pozitif lineer operator olmak iizere,
() = S10j, olacak sekilde tek tiirli temsil edilebilir. Bununla beraber E(,) Banach
orgiisii Schur 6zelligine sahip oldugundan [44, Theorem 2| den, E, sira siirekli bir
norma sahiptir. Ayrica Onerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu bir Dunford-Pettis polinom oldugundan, buna karsilik gelen Sy pozitif
operatorii de bir Dunford-Pettis operatordiir. Dolayisiyla [2, Theorem 2.7|” den,
Sy pozitif operatérii kompakttir. O halde Onerme 4.4’ den de, Q pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu kompakttir.
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Bunlara ek olarak Teorem 2.6’ dan, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun, Sy : E) — E) pozitif bir operatér olmak iizere, P = S0,
seklinde temsil edilir ve 0 < S, < S; dir. Ayrica Onerme 4.4’ den, @ pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir kompakt polinom oldugundan, buna
kargilik gelen Sy pozitif operatorii de kompakttir. Dolayisiyla [2, Theorem 2.7]’
den, S, porzitif operatérii kompakt bir operatordiir. O halde Onerme 4.4” den, S,
pozitif kompakt operatoriine karsi gelen P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da kompakttir.

Teorem 6.9

1<peR, s<p 1<seN, F pkonveks bir Banach orgiisii, /' Banach orgiisti,
EES) sira stirekli norma sahip, E ve E(,) Schur 6zelligine sahip, Q) : £ — F' pozitif,
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom olsun. Bu durumda
@ pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakttir. ( ve boylece eger,
P : E — F s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve 0 < P < @ ise,
P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayif kompakt ve zayif

Dunford Pettis bir polinomdur.)

Kanit. Onerme 3.2” den, E p-konveks bir Banach 6rgiisii oldugundan, B’ de
bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6" dan, () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomunun S; : E) — [ pozitif lineer operatér olmak iizere,
() = S0y, olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebilir. Bununla beraber E(,) Banach
orgiisii Schur 6zelligine sahip oldugundan [44, Theorem 2| den, E, sira siirekli bir
norma sahiptir. Ayrica Onerme 5.6’ dan, @ pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu bir Dunford-Pettis polinom oldugundan, buna karsilik gelen Sy pozitif
operatorii de bir Dunford-Pettis operatordiir. Dolayisyla |2, Theorem 2.8’ den, S;
pozitif operatorii kompakttir. O halde Onerme 4.4’ den de, Q pozitif s-homojen

ortogonal toplamsal polinomu kompakttir.

Bunlara ek olarak Teorem 2.6’ dan, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun Sy : Ey) — F pozitif lineer operator olmak iizere, P = 5307,
seklinde temsil edilebildigi ve 0 < P < @ oldugundan 0 < Sy < 57 oldugu
bilinmektedir. Bununla beraber Onerme 4.4’ den, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom oldugundan, buna karsilik gelen S}
pozitif operatorii de kompakttir. Dolayisiyla [2, Theorem 2.8|” den, Sy pozitif
operatorii zayif kompakt ve zayif Dunford-Pettis bir operatordiir. Dolayisiyla
Onerme 4.4 ve Onerme 6.2” den, S, pozitif operatériine kars: gelen P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayif kompakt ve zayif Dunford

Pettis bir polinomdur.
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7. AYRIK KESIN SINGULER POLINOMLAR

Bu boliimde oOncelikle, ayrik kesin singiiler polinom tanimi yapilmig ve
ardindan pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin ayrik kesin singiiler
dominasyon problemini ispatlamak icin gerekli 6én sonuglar verilmistir. Daha
sonra ise, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarin ayrik kesin singiiler
dominasyon problemi ispatlanmigtir. Boliim sonunda ise, ayrik kesin singiiler
regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen diger yeni

sonuclara yer verilmigtir.

Tanim 7.1

1 < s € N, E, F sirasiyla Banach orgiisii ve Banach uzay1 ve @) : E —
F s-homojen bir polinom olsun. Eger E de, ) s-homojen polinomunun (z,)
vektorleri tarafindan gerilen [(x,,)] alt uzay1 lizerindeki kisitlanigi bir izomorfizm
olacak gekilde, hi¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin (z,) dizisi yoksa, @

s-homojen polinomuna bir ayrik kesin singiiler polinomdur denir.

Onerme 3.3” den, 2 < s € N ve s bir cift say1 ise, her x € E icin, 5, (z) = ¢ |7

oldugu bilindigine gore,

Q (x) = Soys (x) = Sous (|z[)

oldugu aciktir. Burada @) regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
hig biri sifir olmayan (z,) ayrik vektorleri tarafindan gerilen [(x,)] alt uzay:
tizerindeki kisitlanisy, ¢ (|2])” nin [(z,)] alt uzay: iizerindeki kisitlaniginin bire
bir olmamasindan dolay1, bir izomorfizm olmayacaktir. Dolayisiyla () regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu 2 < s € N ve s bir ¢ift say1 olmak

tizere, her zaman bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Onerme 7.2
E Banach orgiisii ve 2 < s € N olmak tizere, (z,,) dizisinin E’ de hig biri sifir
olmayan ayrik vektorlerin bir dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (¢4 (z,))

dizisinin de E|,)’ de hi¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin bir dizisi olmasidir.
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Kamit. Lemma 2.3’ den, 25 bir sira izomorfizm oldugundan Onermenin ispati

agiktir.

Onerme 7.3
2 < s € N ve (z,) dizisi £ Banach orgiisiinde, hi¢ biri sifir olmayan ayrik

vektorlerin bir dizisi ve ¢ (x;) = y; ise, ts [(x:)] = [(v:)] dir.

Kanit. Varsayalim ki ¢ € ¢ [(x;)] olsun. O halde o;, € R/{0},k = 1,...,n olmak

uzere,

t =1 (@i + .o+ Qg x5,)

dir. Ayrica (x,) dizisi E’ de hig¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin bir dizisi
oldugundan, 8, € R ve i # j i¢in, fx; L Az; dir. Dolayisiyla Lemma 2.3-(2,3)’

den,

s (i + oo+, xy)) = s (i Tiy) @ oo D s, 4,)
= afl * g (I“) @..D ogfn * Ls(xz‘n)

S S
=y * Y @ ... @ain * Y

elde edilir. O halde ¢ € [(y;)] dir.

Tersine , eger t € [(y;)] ise, Lemma 2.3-(2,3)" den, f;, € R/{0},k = 1,...,n olmak

lizere,

t = (B i) ® - ® (Bi,, * ¥i)
= (Bi, * s (23,)) © .. © (i, * ts (23,))
= ls (ﬁix“) D...D L (5;:%)
= 1 (5;1331-1 + ...+ @iﬂ?zn)

elde edilir. Dolayisiyla t € ¢4 [(x;)] dir. O halde ¢ [(2;)] = [(v;)] dir.

Lemma 7.4

1<peR, s<p 1<seN,sbir tek say1, F' Banach orgiisii, ¥ p-konveks bir
Banach orgiisii ve () = E — F bir regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinom
olsun. ) regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomumun bir ayrik kesin
singiiler polinom olmasi i¢in gerek ve yeter kosul () regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal polinomuna karsilik gelen, S : E(,) — I regiiler operatoriiniin de bir
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ayrik kesin singiiler operator olmasidir.

Kanat. Varsayalim ki () regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir
ayrik kesin singiiler polinom olmasin. O halde E’ de hig¢ biri sifir olmayan ayrik
vektorlerin bir (z,,) dizisi vardir dyle ki; @) regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun (z,) vektorleri tarafindan gerilen [(x,)] alt uzayi iizerindeki
kisitlamigt bir izomorfizmdir. Bununla beraber Onerme 3.2” den E(s)’ nin bir
Banach orgiisii ve Onerme 3.3’ den de, 2 < s € N ve s bir tek say1 olmak
iizere, her € E i¢in j,(7) = 2,(z) oldugu bilinmektedir. Dahasi Onerme 7.2’
den, 2 < s € N, s bir tek say1 ve ¢, (z,,) = ¥, olmak iizere, (y,) dizisi de, E
de hic¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin bir dizisidir. Ayrica Onerme 7.3 den,
2 < s € N ve s tek sayisi igin, ¢ [(z;)] = [(y;)] dir. O halde Teorem 2.6’ dan,

2 < s e N ve s bir tek say1 olmak iizere,

Q [(z1= S0 @)1= S0s [[@a1= S liwn)

elde edilir. Dolayisiyla S |[(,)] de bir izomorfizmdir. O halde S operatorii bir

ayrik kesin singiiler operator degildir.

Tersine S regiiler operatorii bir ayrik kesin singiiler operator olmasin. Bu durumda
E()’ de hi¢ biri sifir olmayan ayrik vektorlerin bir (y,,) dizisi vardir oyle ki; S
operatoriiniin [(y,)] alt uzay: tizerindeki kisitlamsi bir izomorfizmdir. ¢4 bir sira
izomorfizm oldugundan, her n i¢in, ¢s (z,,) = y, olacak sekilde z,, € E vardir. O
halde Onerme 7.2’ den, ¢, (2,,) = y, olmak iizere, (1,) dizisi de E de hig biri sifir
olmayan ayrik vektorlerin bir dizisidir. Dahast Onerme 7.3’ den, v, [(2;)] = [(v:)]

dir. O halde Teorem 2.6” dan, 2 < s € N ve s bir tek say1 olmak iizere,

Q l1@n1= S0ts [[@1=5 liwn)]

olur. Ayrica Lemma 2.5’ den, ¢y nin bir homeomorfizm oldugu bilinmektedir.
Dolayisiyla @ |j(z,)] de bir izomorfizm oldugundan, @ regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu da bir ayrik kesin singiiler polinom degildir.

Ayrica s = 1 olmak iizere, her x € E i¢in, 51(x) = = ve E3) = E oldugundan

lemmanin ispati agiktir.

Teorem 7.5
1<peR, s<p, 1< seNves bir tek say1, F' Banach orgiisii, £ p-konveks bir

Banach orgiisii, P ve Q ise 0 < P < ) : E — F olmak {izere, iki pozitif s-homojen
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ortogonal toplamsal polinom olsun. Eger F' sira siirekli bir norma sahip ve @)
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinom

ise, P polinomu da bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Kanat. Onerme 3.2° den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, Ey
de bir Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve @ pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlariin Sy, 5, : E) — F pozitif operatérler olmak
lizere, ) = S10js ve P = S550js olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebildigi ve
0 < Sy < 57 oldugu bilinmektedir. O halde Lemma 7.4’ den, pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinom oldugundan, Sy
pozitif operatorii de bir ayrik kesin singiiler operatordiir. Dolayisiyla [14, Theorem
1.1)" den, Sy pozitif operatorii de bir ayrik kesin singiiler operatordiir. Sonug olarak
Lemma 7.4’ den, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir ayrik

kesin singiiler polinomdur.

Teorem 7.6’ daki S, operatérii Teorem 2.6 geregince, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomuna karsilik gelen pozitif operatorii temsil
etmektedir.
Teorem 7.6
1<peR,s<p, 1< seNves bir tek say1, £ p-konveks bir Banach orgiisii, P ve
Qise, 0 < P <

polinomlar olsun. Eger @) pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir

Q : E — E,) olmak iizere, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

ayrik kesin singiiler polinom ise, S P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Kanat. Onerme 3.2° den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E(s’ de bir
Banach orgiisiidiir. Ayrica Teorem 2.6’ dan, P ve () pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarmm Sy, S, : E) — E(,) pozitif operatorler olmak {izere,
@ = S109s ve P = Sy07, olacak sekilde tek tiirlii temsil edilebildigi ve 0 < .Sy < 5
oldugu bilinmektedir. Bununla beraber Lemma 7.4" den, () pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinom oldugundan, S
operatorii de bir bir ayrik kesin singiiler operatordiir. O halde, [14, Theorem 1.2]’
den de, S7 pozitif operatorii de bir ayrik kesin singiiler operatér olur. Dolayisiyla
Lemma 7.4" den, S207, = SoP pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

bir ayrik kesin singiiler polinomdur.
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Onerme 7.7

1<peR, s<p 1<seN,sbir tek sayl, £ p-konveks bir Banach orgiisti,
F Banach orgiisii ve Q, P = E — F regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar olsun. Eger () ve P regiiler s-homojen otogonal toplamsal polinomlar
ayrik kesin singiiler polinomlar ise, () + P regiiler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomu da bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Kamit. Teorem 2.6 dan, P ve () regiiller s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarmin Sy, 5, : Ey — F regiiler operatorler olmak iizere, Q@ = S0,
ve P = Sy0js olacak gekilde tek tiirlii temsil edilebildigi bilinmektedir. Ayrica
Onerme 3.2° den, E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, E’ de bir
Banach orgiisiidiir. Bununla beraber Lemma 7.4” den, S; ve Sy operatdrlerinin
birer regiiler ayrik kesin singiiler, operator oldugu anlagilmaktadir. Dolayisyla
|23, Proposition 2|" den, S; + Sy regiiler operatorii de bir ayrik kesin singiiler
operatordiir. O halde Lemma 7.4" den, @) + P regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinomdur.

Onerme 7.8

1<peR, s<p 1<seNves bir tek say1, £ p-konveks bir Banach orgiisii,
F ve Z Banach orgiileri olsun. Eger Q = E — F' ayrik kesin singiiler, regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve T' : F' — Z regiiler sinirhi bir
operator ise T'() bir ayrik kesin singiiler, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomdur.

Kanit. Teorem 2.6 dan, S := E) — I regiiler bir operatér olmak iizere,
Q = Soj, olacak sekilde tek tiirlii temsil edilir. Ayrica Onerme 3.2’ den,
E p-konveks bir Banach orgiisii oldugundan, £’ de bir Banach orgiisiidiir.
Bununla beraber Lemma 7.4’ den, ) polinomu bir ayrik kesin singiiler polinom
oldugundan, S operatorii de bir ayrik kesin singiiler operatérdiir. Dolayisiyla [23,
Proposition 3|" den, T'S regiiler operatorii de bir ayrik kesin singiiler operatordiir.
O halde Lemma 7.4 den, (T'S)oys = T(So0ys) = TQ regiiler s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu bir ayrik kesin singiiler polinomdur.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Pozitif operatorler i¢in dominasyon problemleri uzun yillardir iizerinde ¢aligilan
popiiler konulardan biridir. Bununla beraber pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar i¢in dominasyon problemleri tizerine yapilmig tek bir
galigma mevcuttur [30]. Kusraeva [30] bu g¢aligmasinda, kompakt ve zayif
kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in dominasyon
problemlerini incelemistir. Bu tez calismasi ise, pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarin gesitli dominasyon problemleri iizerine yapilmig olan ikinci

bir caligma niteligindedir.

Bu c¢alisma yapilirken, pozitif operatorler igin yapilmis olan dominasyon
problemlerinden ilham alinmig ve regiiler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar igin Kusraeva’nmin [30] vermis oldugu temsil kullanilmigtir. Bununla
beraber yapilan bu tez c¢alismasinda, pozitif operatorlerin  dominasyon
problemleriyle ilgili verilen bazi1 sonuglarin, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar i¢in olan kargiligi verilmistir. Buna gore tezin iigiincii boliimiinde,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in, Banach-Saks dominasyon
problemi, tezin beginci béliimiinde Dunford-Pettis dominasyon problemi, tezin
altinc1 boliimiinde zayif-Dunford Pettis dominasyon problemi ve son olarak tezin
yedinci boliimiinde ayrik kesin singiiler dominasyon problemleri ¢oziilmiis ve elde
edilen gesitli yeni sonuglara yer verilmistir. Tezin dérdiincii boliimiinde ise, regiiler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar i¢in modiil tanimi verilerek, bununla
ilgili elde edilen yeni sonuglar verilmigtir. Ayrica boliim sonunda ise, (zayif)
kompakt, regiiler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar icin elde edilen ¢esitli

yeni sonugclara yer verilmigtir.

Ileriye yonelik olarak, pozitif operatorler icin yapilmis olan cesitli dominasyon
problemleri g6z oniine alindigt zaman [4, 5, 27, 31, 35| AM-kompakt,
Radon-Nikodym, Narrow, Asplund s-homojen polinomu tanimlar1 yapilarak,

bunlar i¢in de dominasyon problemleri incelenebilir.
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