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POZİTİF POLİNOMLAR İÇİN DOMİNASYON PROBLEMLERİ

ÖZET

Bu çalışma sekiz bölümden oluşmaktadır. Çalışmanın birinci bölümünde çalışma
konusuyla ilgili olarak tarihsel bilgilerle birlikte, konuya hazırlayıcı bilgilere yer
verilmiştir. İkinci bölümde ise, konuyla ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Bu tez çalışmasında, pozitif operatörler için daha önceden yapılmış olan
bazı dominasyon problemlerinden ilham alınarak, pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar için çeşitli dominasyon problemleri incelenmiş ve yeni
sonuçlar elde edilmiştir.

Bu çalışmanın üçüncü bölümünde, Banach-Saks polinom tanımı yapılmış ve
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için Banach-Saks dominasyon
problemi çözülmüştür. Ardından pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarıyla ilgili elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Dördüncü bölümde ise, regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için
modül tanımı yapılmış ve ardından regüler s-homojen ortogonal toplamsal bir
polinomun hangi koşullar altında modülünün olduğu ve bu modülün nasıl tanımlı
olduğunu belirleyen bir teorem ispatlanmıştır. Daha sonra, hangi koşullar altında
bir kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomun kompakt bir
modüle sahip olduğu ve bu modülün nasıl tanımlandığı ispatlanmıştır. Bölüm
sonunda ise, (zayıf) kompakt operatörler için verilmiş olan çeşitli sonuçlardan
yararlanarak, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için yeni sonuçlar
elde edilmiştir.

Çalışmanın beşinci bölümünde, Dunford-Pettis polinomu tanımı verilmiş ve
pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemi için üç farklı teorem ispatlanmıştır. Bölüm sonunda ise, pozitif
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için elde edilen yeni
sonuçlara yer verilmiştir.

Altıncı bölümde, zayıf Dunford-Pettis polinomu tanımlanmış ve 1 ď s P N ve s
tek sayı olmak üzere, pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal
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polinomlar için dominasyon problemi ispatlanmıştır. Bölüm sonunda, pozitif zayıf
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için elde edilen yeni
sonuçlar verilmiştir.

Yedinci bölümde, ayrık kesin singüler polinom tanımı verilerek, pozitif ayrık
kesin singüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için dominasyon
problemi incelenmiştir. Bölüm sonunda ise, regüler ayrık kesin singüler s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlar için bulunan yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Son olarak sekizinci bölümde, bu tez çalışmasından elde edilen sonuçlara ve
önerilere yer verilmiştir.

Anahtar Kelimeler : Dominasyon problemi, regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinom, Banach-Saks polinom, modül, kompakt regüler s-homojen
ortogonal toplamsal polinom, Dunford-Pettis polinom, zayıf Dunford-Pettis
polinom, ayrık kesin singüler polinom.
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DOMINATION PROBLEMS FOR POSITIVE POLYNOMIALS

SUMMARY

This study consists of eight chapters. The first chapter is the introduction
chapter containing preliminary information and historical information regarding
the subject. The second chapter contains basic definitions and theorems that are
related to the subject.

In this thesis, various domination problems for positive s-homogenous orthogonal
additive polynomials are investigated and new results are obtained, inspired by
some previous domination problems for positive operators.

In the third chapter, Banach-Saks polynomial is defined and the Banach-Saks
domination problem solved for positive s-homogenous orthogonal addition
polynomials. Then, new results are obtained about positive Banach-Saks
s-homogenous orthogonal additive polynomials.

In the fourth chapter, a modulus is defined for regular s-homogenous orthogonal
additive polynomials and then a theorem, determining the conditions under which
a regular s-homogenous orthogonal additive polynomial has modulus and how
this modulus is defined, is proved. Later, it has been proven that under which
conditions a compact regular s-homogenous orthogonal additive polynomial has a
compact modulus and that how this modulus has been defined. At the end of the
chapter, new results have been obtained for positive s-homogenous orthogonal
additive polynomials through taking the advantage of the various results given
for (weak) compact operators.

In the fifth chapter, the definition of Dunford-Pettis polynomial is given and
three different theorems have been proved for the domination problem of the
positive Dunford-Pettis s-homogeneous orthogonal additive polynomials. At the
end of the chapter, new results obtained for positive Dunford-Pettis s-homogenous
orthogonal additive polynomials are presented.

In the sixth chapter, the weak Dunford-Pettis polynomial is defined and
the domination problem has been proved for positive weak Dunford-Pettis
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s-homogenous orthogonal additive polynomials with 1 ď s P N and s is an odd
number. At the end of the chapter, new results are obtained for positive weak
Dunford-Pettis s-homogenous orthogonal additive polynomials.

In the seventh chapter, the domination problem for positive disjointly strictly
singular s-homogenous orthogonal additive polynomials is investigated by giving
definite disjointly strictly singular polynomials. At the end of the chapter, new
results for regular disjointly strictly singular s-homogenous orthogonal additive
polynomials are given.

Finally, in the eighth chapter, the conclusions and recommendations for this
thesis are given.

Key Words : Domination problem, regular s-homogenous orthogonally
additative polynomial, Banach-Saks polynomial, modulus, compact regular
s-homogenous orthogonally additative polynomial, Dunford-Pettis polynomial,
weak Dunford-Pettis polynomial, disjointly strictly singular polynomial.
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SEMBOL LİSTESİ

E
1 : E’nin norm duali

E` : E’nin (pozitif) konisi
Epsq : E’nin s-konkavlaştırılması
Es : E ˆ E ˆ ...ˆ E (s tane bileşenli kartezyen çarpım)
Be : e P E` vektörü tarafından üretilen bant
UpEq : E’nin kapalı birim topu
Pr

0 p
sE,F q : E’den F ’ye tüm regüler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomların uzayı
L r pE,F q : E’den F ’ye regüler operatörler
Lb pE,F q : E’den F ’ye sıra sınırlı operatörler
Kr

0 p
sE,F q , : E’den F ’ye kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomlar
L1pΩ,Σ, µq : pΩ,Σ, µq ölçü uzayı üzerindeki mutlak integrallenebilir

fonksiyonlar uzayı
| x | : x vektörünün mutlak değeri veya modülü
x` : x vektörünün pozitif kısmı
x´ : x vektörünün negatif kısmı
K : diklik sembolü
s : s. dereceden kanonik polinom
xn

w
Ñ x : Zayıf yakınsaklık
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1. GİRİŞ

Zengin yapısı nedeniyle s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar sınıfı,
araştırmacıların dikkatini çeken önemli konulardan biridir. Bu polinomlara
duyulan ilgi Sundaresan’a [39] dayanmaktadır. Bununla beraber s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlar üzerine yapılmış pek çok çalışma mevcuttur
[7, 24, 28, 29, 30, 33, 37, 41].

E ve F Banach örgüleri ve T de bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal P :

E Ñ F polinomunun sağladığı bir özellik olsun. Ayrıca P P T pE,F q gösterimi
de P polinomunun T özelliğine sahip olduğunu göstersin. Dominasyon problemi
şu şekildedir: 0 ď Q ď P ve P P T pE,F q ise Q P T pE,F q olur mu? Pozitif
operatörler için de dominasyon problemi aynı şekilde tanımlanmaktadır. Pozitif
operatörler için dominasyon problemleri uzun yıllardır yaygın olarak incelenen
bir konudur. Dodds ve Fremlin’nin [11] kompakt operatörler, Kalton ve Saab’ın
[26]Dunford-Pettis operatörler ve Wickstead’ın [42] zayıf kompakt operatörler
için çözmüş olduğu dominasyon problemleri en önemli dominasyon problemleri
arasındadır. Ayrıca Dodds-Fremlin-Wickstead Teoremi de bu konuyla ilgili olarak
verilmiş önemli sonuçlardan biridir [11, 30, 43].

Son yıllarda, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için dominasyon
problemleri, çalışılmaya yeni başlanan konulardan biridir. Bu konuyla ilgili
olarak yapılan ilk ve tek çalışma Kusraeva’ya [30] aittir. Kusraeva [30],
Dodds-Fremlin-Wickstead Teoremi’nin ve Wickstead’ın [42] zayıf kompakt
operatörlerin dominasyon problemiyle ilgili olarak vermiş olduğu teoremin,
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için, karşılık gelen formunu vermiştir.

Bu tez çalışmasında pozitif operatörler için yapılmış olan bazı dominasyon
problemlerinden esinlenerek, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
için bazı dominasyon problemleri ele alınmıştır. Bu çalışmada, sırasıyla,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için Banach-Saks dominasyon
problemi, regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için modül tanımı ve
sonuçları, Dunford-Pettis dominasyon problemi, zayıf Dunford-Pettis dominasyon
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problemi ve son olarak da ayrık kesin singüler dominasyon problemiyle ilgili elde
edilen sonuçların yanı sıra, Banach-Saks, (zayıf) kompakt, Dunford-Pettis, zayıf
Dunford-Pettis ve ayrık kesin singüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
için elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Öte yandan birçok E ve F uzayı için, E’den F ’ye s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarının pek çok temsili yapılmıştır [7, 10, 25, 28, 37, 39]. Bu çalışmada
Kusraeva’ nın [30], regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için vermiş
olduğu temsil kullanılmıştır. Bu temsili kısaca açıklayacak olursak, E ve F vektör
örgüleri, E düzgün tam, 1 ď s P N, P : E Ñ F regüler s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom ve S : Epsq Ñ F regüler lineer bir operatör olmak
üzere, P “ Sos şeklinde tek türlü temsil edilebilir. Buna ek olarak, P Ø S

karşılık getirmesi, Pr
0 p

sE,F q ve L r
`

Epsq, F
˘

sıralı vektör uzayları arasında
bir izomorfizmdir. Dahası, eğer E ve F Banach örgüleri ve E, 0 ă M P R
sabiti ile s-konveks ise, }P }r ď }S}r ď M s }P }r olur [30]. Burada bahsi geçen
s : E Ñ Epsq, E vektör örgüsünün s. dereceden kanonik polinomu olarak
adlandırılır ve s : x Ñ xsd :“ x ds ... ds x px P Eq formülüyle tanımlanır.
Ayrıca regüler P polinomu için, P nin regüler normu,

}P }r :“ inf t}Q} : 0 ď Q P Pr
0 p

sE,F q , |P pxq| ď Qp|x|q px P Equ

şeklinde tanımlıdır [30] .

E ve F Banach uzayları ve T : E Ñ F bir operatör olmak üzere eğer, E

içinde sınırlı her pxnq dizisinin, T pxnk
q Cesàro yakınsak ( yani

ˆ

1
N

N
ř

k“1

T pxnk
q

˙

N
F nin normuna göre yakınsak) olacak şekilde bir pxnk

q alt dizisi varsa, T
operatörüne Banach-Saks operatörü denir. Banach-Saks operatörleri Beauzamy
[6] tarafından tanımlanmıştır. Flores ve Tradacete [18, 38], Banach-Saks
operatörleriyle ilgili olarak, E bir Banach örgüsü ve 0 ď R ď T : E Ñ E

pozitif operatörler olmak üzere eğer, T bir Banach-Saks operatör ise, R2 nin
de bir Banach-Saks olduğunu göstermiştir. Ayrıca Flores ve Tradacete [18, 38]
Banach-Saks operatörleri için dominasyon problemini de çözerek, E ve F Banach
örgüleri ve F sıra sürekli norma sahip olmak üzere eğer, 0 ď R ď T :

E Ñ F ve T Banach-Saks ise, R nin de bir Banach-Saks operatörü olduğunu
ispatlamıştır. Flores ve Tradacete’nin [18, 38] bu sonuçları, Flores ve Ruiz’in
[17] sonuçlarının bir genelleştirilmesidir. Yapılan bu çalışmalardan ilham alınarak
tezin üçüncü bölümünde, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
için Banach-Saks dominasyon problemi ele alınmıştır. Öncelikle Banach-Saks
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polinomunun tanımı verilip, ardından pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomların Banach-Saks dominasyon probleminin ispatında kullanılmak üzere
çeşitli önermeler ispatlandı. Bu önermelerden iki tanesi ise, çözülen diğer
dominasyon problemlerinde de sıklıkla kullanıldığı için oldukça önemli bir yere
sahiptir:

Önerme 1.1

Eğer 1 ď r ď q P R ve E, q-konveks bir Banach örgüsü ise, Eprq’ de bir Banach
örgüsüdür.

Önerme 1.2

2 ď s P N ve E bir Banach örgüsü olmak üzere, her x P E için, s çift ise
s pxq “ ιs p|x|q ve s tek ise s pxq “ ιs pxq dır.

Bu bölümde Flores ve Tradacete’nin [18, 38], Banach-Saks operatörlerinin
dominasyon problemiyle ilgili olarak yukarıda verdiği sonucun, pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlara karşılık gelen formu Teorem 1.3 ve Teorem 1.4
ile aşağıdaki gibi ifade edilmiştir:

Teorem 1.3

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü,
F sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü, P ve Q ise E’ den F ’ ye pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer, 0 ď P ď Q ve Q bir
Banach-Saks polinomu ise, P de bir Banach-Saks polinomudur.

Teorem 1.4

p P R, s P N, 2 ď s ď p ve s bir çift sayı, E ve F Banach örgüleri, P ve Q ise
E’ den F ’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Aşağıdaki
koşulların sağlandığını varsayalım:

1. E, p-konveks bir Banach örgüsü,

2. F Banach örgüsü bir zayıf birimle birlikte sıra sürekli norma sahip,

3. F 1 sıra sürekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 ď P ď Q ve Q bir Banach-Saks polinomu ise, P de bir
Banach-Saks polinomudur.

Bölümün son kısmında ise, Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal
polinomları için bulunan yeni sonuçlara yer verilmiştir.

E ve F Riesz uzayları, T : E Ñ F bir operatör olmak üzere, eğer |T | :“ T _p´T q
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varsa, T ’nin modülü vardır denir ve |T | ile gösterilir. Burada |T |, LpE,F q’ de
tT,´T u kümesinin supremumudur. [3, Theorem 1.14] ve [3, Theorem 5.7]’ de
sırasıyla, T operatörü ve T kompakt operatörünün hangi koşullar altında bir
modüle sahip olduğu ve bu modülün nasıl tanımlı olduğu ispatlanmıştır. Buradan
hareketle, tezin dördüncü bölümünde, regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için modül tanımı yapılmış ve ardından, yukarıda bahsedilen bu
teoremlerin regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlara karşılık gelen
formları sırasıyla aşağıdaki gibi ifade edilmiştir:

Teorem 1.5

1 ď s P N, E bir Banach örgüsü, F bir vektör örgüsü, P : E Ñ F regüler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve her x P E` için sup t|Py| : |y| ď xu

değeri F ’de var olsun. O zaman P regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun modülü vardır ve her x P E` için

|P | pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

sağlanır.

Teorem 1.6

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F bir AM -uzayı
ve P : E Ñ F kompakt, regüler s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
olsun. O zaman P ’nin modülü |P | vardır ve kompakt pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinomdur. Ayrıca, her x P E` için,

|P | pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

olur. Dahası F Dedekind tam ve E Banach örgüsüM “ 1 sabiti ile s-konveks ise,
E’ den F ’ ye tüm kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomların
vektör uzayı regüler norm ile birlikte bir Banach örgüsüdür.

Bölüm sonunda ise, (zayıf) kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için bulunan yeni sonuçlara yer verilmiştir.

N. Dunford ve P. J. Pettis [13], L1 pµq’ den yine kendisine tanımlı olan bir zayıf
kompakt operatörün, zayıf yakınsak dizileri norm yakınsak dizilere gönderdiğini
ispatlamıştır. Buradan hareketle A. Grothendieck [20], bu özelliğe sahip olan
her operatörü Dunford-Pettis operatörü olarak adlandırmıştır. Dunford-Pettis
operatörleri için ilk dominasyon sonuçları Aliprantis ve Burkinshaw [2]
tarafından verilmiştir. Buna göre Aliprantis ve Burkinshaw [2], pozitif
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Dunford-Pettis operatörlerinin dominasyon problemiyle ilgili olarak aşağıdaki
teoremi kanıtlamıştır:

Teorem 1.7

E bir AM -uzayı, F bir Banach örgüsü ve S, T : E Ñ F pozitif operatörleri
için 0 ď S ď T sağlansın. Eğer T bir Dunford-Pettis operatör ise, S’ de bir
Dunford-Pettis operatördür.

Daha sonra ise Kalton ve Saab [26] tarafından bu sonuçlar geliştirilmiştir. Kalton
ve Saab [26], E ve F Banach örgüleri ve F sıra sürekli norma sahip olmak
üzere, T : E Ñ F bir pozitif Dunford-Pettis operatör ve 0 ď S ď T ise, S’
nin de bir Dunford-Pettis operatör olduğunu ispatlamıştır. Bunlara ek olarak,
Haid [21] tarafından farklı koşullar altında pozitif operatörler için, Dunford-Pettis
dominasyon problemi çözülmüştür. Bunun yanında Dunford-Pettis dominasyon
problemiyle ilgili olarak verilen diğer bir önemli sonuç ise aşağıdaki gibidir [3,
Theorem 5.89].

Teorem 1.8

S, T : E Ñ F Banach örgüleri arasında iki pozitif operatör ve 0 ď S ď T olsun.
Eğer E zayıf dizisel sürekli örgü işlemlerine sahip ve T bir Dunford-Pettis operatör
ise, S de bir Dunford-Pettis operatördür.

Tezin beşinci bölümünde önce, Dunford-Pettis polinomu tanımlanmış ve ardından
yukarıda ifade edilen Teorem 1.8’ in, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarına karşılık gelen formu aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.9

1 ď s P N, E,F Banach örgüleri, P ve Q ise 0 ď P ď Q olacak şekilde E’ den
F ’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer E Banach
örgüsü zayıf dizisel sürekli örgü işlemlerine sahip ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ise, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Daha sonra ise, Aliprantis ve Burkinshaw’ın [2], Teorem 1.7 ile ifade edilen
teoreminin pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarına karşılık gelen
formu aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.10

1 ď s P N, E,F Banach örgüleri, E AM -uzayı ve P,Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomları için 0 ď P ď Q olsun. Eğer Q
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pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis
polinomudur.

Ardından, gerekli ön sonuçlar verildikten sonra, Kalton ve Saab’ın [26], yukarıda
ifade edilen, pozitif operatörler için yapılmış olan Dunford-Pettis dominasyon
probleminin, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarına karşılık gelen
formu aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.11

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E ve F Banach örgüleri, F sıra sürekli norma sahip,
E p-konveks, E ve Epsq Schur özelliğine sahip, 0 ď P ď Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve Q bir Dunford-Pettis polinomu
olsun. O zaman P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
Dunford-Pettis polinomudur.

Bölüm sonunda ise, Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
için elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

X ve Y Banach uzayı olmak üzere eğer, X uzayında xn
w
Ñ 0 ve Y´ uzayında

y´n
w
Ñ 0 olması lim

nÑ8
y1npTxnq “ 0 olmasını gerektiriyorsa, T operatörüne zayıf

Dunford-Pettis operatör denir. Aliprantis ve Burkinshaw [2] ile Kalton ve Saab’ın
[26] çalışmaları, zayıf Dunford-Pettis operatörlerle ilgili yapılmış olan en önemli
çalışmalardandır. Aliprantis ve Burkinshaw’ın [2] zayıf Dunford-Pettis operatörü
ile ilgili olarak vermiş olduğu temel sonuçlardan biri aşağıdaki gibidir:

Teorem 1.12

E Banach örgüsü ve S, T : E Ñ E pozitif operatörler için 0 ď S ď T sağlansın.
Eğer T kompakt ise,

1. S3 kompakt bir operatördür (S2 kompakt olmak zorunda değildir);

2. S2 bir Dunford-Pettis operatördür ve zayıf kompakttır (S böyle olmak
zorunda değildir);

3. S bir zayıf Dunford-Pettis operatörüdür.

Buna ek olarak, Kalton ve Saab [26], zayıf Dunford-Pettis operatörlerinin
dominasyon problemiyle ilgili olarak aşağıdaki teoremi kanıtlamıştır:

Teorem 1.13

E ve F Banach örgüleri ve T : E Ñ F bir pozitif zayıf Dunford-Pettis operatörü
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olsun. Eğer 0 ď S ď T ise, S de bir zayıf Dunford-Pettis operatörüdür.

Bu teoremler, bu tezde pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarla ilgili olarak kullanılan temel sonuçlardır.

Tezin altıncı bölümünde, önce zayıf Dunford-Pettis polinom tanımı verilmiş
ve ardından pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarla ilgili olarak elde edilen yeni teoremleri ispatlamak için gerekli
olan ön sonuçlar kanıtlanmıştır. Daha sonra, Kalton ve Saab’ın [26] pozitif
zayıf Dunford-Pettis operatörlerin dominasyon problemiyle ilgili olarak yukarıda
ifade edilmiş olan teoreminin, zayıf Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar için olan formu, aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.14

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach
örgüsü, F Banach örgüsü, E ve Epsq Schur özelliğine sahip ve Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayıf Dunford-Pettis polinomu olsun.
Eğer 0 ď P ď Q ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
zayıf Dunford-Pettis polinomudur.

Buna ek olarak, Aliprantis ve Burkinshaw’ın [2], zayıf Dunford-Pettis operatörü
ile ilgili olarak yukarıda ifade edilmiş olan sonucunun da, s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar için olan formu, aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.15

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve Epsq
Schur özelliğine sahip, Q,P : E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar ve 0 ď P ď Q olsun. Eğer Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu kompakt ise,

1. S2
2P kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur (S2P

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt olmak zorunda
değildir);

2. S2P Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomdur (P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
aynı özelliklere sahip olmak zorunda değildir);

3. P , pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir
polinomdur.
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Bölümün son kısmında ise, zayıf Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar için elde edilen sonuçlara yer verilmiştir.

E ve F Banach örgüleri ve T : E Ñ F bir operatör olsun. Eğer E de,
T operatörünün pxnq vektörleri tarafından gerilen rpxnqs alt uzayı üzerindeki
kısıtlanışı bir izomorfizm olacak şekilde, hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin
pxnq dizisi yoksa, T operatörüne bir ayrık kesin singüler operatördür denir. Ayrık
kesin singüler operatörlerin sınıfı Hernández ve Rodríguez-Salinas [22] tarafından
tanıtıldı. Operatörlerin bu sınıfı, kesin singüler (veya Kato) operatörlerinin
bir genelleştirmesi, Banach fonksiyon örgülerinin örgü yapısını karşılaştırmada
kullanılan yararlı bir araçtır [19]. Bununla beraber, Flores ve Hernandez [14, 16,
23] ayrık kesin singüler operatörlerin birçok özelliği üzerine çalışmalar yapmıştır.
Flores ve Hernandez [14], ayrık kesin singüler operatörler için dominasyon
problemini aşağıdaki gibi çözmüştür:

Teorem 1.16

E ve F Banach örgüleri ve 0 ď S ď T : E Ñ F iki pozitif operatör olsun. Eğer F
üzerindeki norm sıra sürekli ve T ayrık kesin singüler operatör ise, R de bir ayrık
kesin singüler operatördür.

Bu teorem, ayrık kesin singüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için,
bu çalışmada ispatlanan dominasyon teoreminde kullanılan önemli bir sonuçtur.

Tezin yedinci bölümünde, ayrık kesin singüler polinom tanımı yapılmış ve
gerekli ön sonuçlar kanıtlanmıştır. Ardından, Flores ve Hernandez’in [14],
yukarıda ifade edilen, ayrık kesin singüler operatörler için vermiş olduğu
dominasyon probleminin, s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için olan
formu, aşağıdaki gibi verilmiştir:

Teorem 1.17

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, F Banach örgüsü, E p-konveks bir
Banach örgüsü, P ve Q ise 0 ď P ď Q : E Ñ F olmak üzere, iki pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinom olsun. Eğer F sıra sürekli bir norma sahip ve Q
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinom
ise, P polinomu da bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Bunlara ek olarak, bölüm sonunda regüler ayrık kesin singüler s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuçlar verilmiştir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde üzerinde çalışılan konularla ilgili olarak gerekli olan bazı temel tanım
ve teoremler hakkında kısaca bilgi verilmiştir.

Tanım 2.1

E ve F vektör uzayları ve s ě 1 bir tam sayı olsun. Eğer her x P E için P pxq “
ϕ px, ..., xq olacak şekilde s-lineer bir ϕ : Es Ñ F fonksiyonu varsa, P : E Ñ F

fonksiyonuna bir s-homojen polinom denir.

ϕ : Es Ñ F s-lineer bir fonksiyon olmak üzere eğer, her x1, ..., xs P E ve t1, ..., su
nin her σ permütasyonu için,

ϕ px1, ..., xsq “ ϕ
`

xσp1q, ..., xσpsq
˘

oluyorsa, ϕ s-lineer fonksiyonuna simetriktir denir. Bununla birlikte, verilen
P : E Ñ F s-homojen polinomu için, P pxq “ ϕ px, ..., xq olacak şekilde tek
bir simetrik s-lineer ϕ fonksiyonu vardır. Bu fonksiyona da P yi üreten fonksiyon
denir.

x ve y bir vektör örgüsünün iki elemanı olmak üzere, eğer |x| ^ |y| “ 0 oluyorsa,
x ve y ayrıktır denir ve x K y ile gösterilir. Bununla beraber bir vektör örgüsünde
u K v ve u K w ise, her λ, µ P R için u K pλv ` µwq dir. E ve F vektör
örgüleri ve P : E Ñ F s-homojen bir polinom olmak üzere, eğer x K y koşulunu
sağlayan her x, y P E için, P px` yq “ P pxq ` P pyq oluyorsa, P polinomuna
ortogonal toplamsaldır denir. Ayrıca her 0 ď x1, ..., xs için ϕ px1, ..., xsq ě 0 ise,
P s-homojen ortogonal toplamsal polinomu pozitif olarak adlandırılır ve 0 ď P

şeklinde gösterilir. Eğer s-homojen ortogonal toplamsal P polinomu, pozitif iki
s-homojen ortogonal toplamsal polinomun farkı şeklinde ifade edilebiliyorsa, P
polinomuna regülerdir denir. Pr

0 p
sE,F q, E’ den F ’ ye tüm regüler s-homojen

ortogonal toplamsal polinomların uzayı olarak tanımlanır. Bu uzay üzerindeki
kısmi sıralama bağıntısı, T ´ S ě 0 ô T ě S şeklinde tanımlıdır ve bu bağıntı
ile Pr

0 p
sE,F q bir sıralı vektör uzayıdır. Bunlara ek olarak, regüler s-homojen
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ortogonal toplamsal bir P polinomu için, P nin regüler normu,

}P }r :“ inf t}Q} : 0 ď Q P Pr
0 p

sE,F q , |P pxq| ď Qp|x|q px P Equ

şeklinde tanımlanır.

P : E ÝÑ F s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve UpEq :“ tx P

E : }x} ď 1u, E normlu vektör örgüsünün kapalı birim topu olmak üzere, eğer
P pUpEqq, F ’ de (zayıf) göreli kompakt ise, P ’ ye (zayıf) kompakttır denir ve
ayrıca }P } :“ sup}x}ď1 }P pxq} ă 8 oluyorsa, P s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu sınırlıdır denir.

E bir Banach örgüsü olmak üzere eğer, xn
w
Ñ 0 olması |xn|

w
Ñ 0 olmasını

gerektiriyorsa, E’ ye zayıf dizisel sürekli örgü işlemlerine sahiptir denir. E Banach
uzayında pxnq bir dizi olsun. Eğer her f P E

1 için R’ de, her ne zaman lim
nÑ8

fpxnq

varsa, pxnq bir zayıf Cauchy dizisi olarak isimlendirilir. Ayrıca E Banach uzayında
her ne zaman her zayıf Cauchy dizisi, yine E’ deki bir vektöre zayıf yakınsarsa,
E Banach uzayına zayıf dizisel tamdır denir. E Banach uzayında xn

w
Ñ 0 olması

}xn} Ñ 0 olmasını gerektiriyorsa, E’ ye Schur özelliğine sahiptir denir. Bununla
beraber, E bir vektör örgüsü olmak üzere, E’ nin her boştan farklı üsten sınırlı
alt kümesinin supremumu varsa E’ ye Dedekind tamdır denir. E bir Banach
örgüsü olmak üzere eğer, infα xα “ 0 olan E içindeki her azalan pxαq ağı için,
limα }xα} “ 0 oluyorsa, E’ ye sıra sürekli norma sahiptir veya sıra süreklidir
denir. E bir vektör örgüsü ve Be, e P E` tarafından üretilen bir bant olmak üzere
eğer, Be “ E oluyorsa e elemanına zayıf birim denir.

pxnq dizisi E vektör örgüsündeki bir dizi olsun. Eğer 0 ď a P E herhangi bir
eleman olmak üzere, her ne zaman her ε ą 0 için, her n ě n0 için, |xn ´ x| ď εa

olacak şekilde n0 P N varsa, E’ deki pxnq dizisi bir x P E elemanına a-düzgün
yakınsaktır denir.( Bazı kaynaklarda bu yakınsaklık göreli düzgün yakınsak olarak
da isimlendirilir.) Bununla beraber, a-düzgün bir Cauchy dizisi de benzer şekilde
tanımlanır. Dahası 0 ď a P E herhangi bir eleman olmak üzere, eğer E’ deki
her a-düzgün Cauchy dizisi a-düzgün yakınsıyorsa, E’ ye düzgün tamdır denir.
Bununlara ek olarak, her Banach örgüsü düzgün tam bir vektör örgüsüdür.

E, sonlu bir ölçü uzayı pΩ,Σ, µq üzerinde sıra sürekli norma sahip bir Banach
fonksiyon uzayı olsun. A Ă E bir alt küme olmak üzere, eğer her ε ą 0 için;
µpBq ă δ olan her B P Σ ve her f P A için, }fχB}E ă ε olacak şekilde δ ą 0

varsa, A’ ya düzgün integrallenebilirdir (eş-integrallenebilir) denir.

E bir Banach örgüsü olsun. 1 ď p ă 8 olmak üzere, E Banach örgüsünün normu
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p-toplamsal ise, yani; x ^ y “ 0 olan her x, y P E` için }x ` y}p “ }x}p `

}y}p sağlanıyorsa E ye bir soyut Lp-uzayı dır denir. Özel olarak, soyut L1-uzayı
AL-uzayı olarak isimlendirilir. Benzer şekilde E Banach örgüsünün normu bir
M -norm ise, yani; eğer x ^ y “ 0 olması }x _ y} “ maxt}x}, }y}u olmasını
gerektiriyorsa, E’ ye bir soyutM -uzayı dır denir. Ayrıca soyutM -uzayı AM -uzayı
olarak da bilinmektedir.

x ve y, E Banach örgüsünün herhangi iki elemanı olsun. px2 ` y2q
1
2 ve

p
řn
i“1 |xi|

p
q
1
p gibi ifadelere, E Banach örgüsünde anlam verebilmek için

fonksiyonel hesap kullanılır. Buna göre, [34, Theorem 1.d.1] (ayrıca bakınız [9])’
den, Rn’ den R’ ye tüm sürekli homojen fonksiyonları (f : Rn Ñ R fonksiyonu
herhangi bir x1, x2, ..., xn ve λ ě 0 için eğer, fpλx1, ..., λxnq “ λfpx1, ..., xnq

oluyorsa f ye homojen fonksiyon denir.) , En’ den E’ ye tek türlü genişletilebilir.
Bu konuyla ilgili ayrıntılı bilgilere Lindenstrauss ve Tzafriri’nin [34] kitabından
ulaşılabilir.

E Banach örgüsü ve 1 ď p ă 8 olmak üzere, E’ de pxiq
n
i“1 P E vektörlerinin her

seçimi için,
›

›

›

›

›

›

˜

n
ÿ

i“1

|xi|
p

¸
1
p

›

›

›

›

›

›

ďM

˜

n
ÿ

i“1

}xi}
p

¸
1
p

eşitsizliğini sağlayacak şekilde M ă 8 sabiti varsa, E’ ye p-konvekstir denir.

Tanım 2.2

E Banach örgüsü, 1 ď p P R olsun. E, üzerinde ‘ toplama ve ˚ skalerle çarpma
işlemleri x, y P E ve α P R olmak üzere, x ‘ y :“ pxp ` ypq

1
p ve α ˚ x :“ α

1
px

şeklinde tanımlansın. E üzerindeki orijinal sıralama ve yukarıda tanımlanan yeni
toplama ve çarpma işlemleriyle yine bir vektör örgüsüdür. Elde edilen yeni vektör
örgüsü Eppq :“ pE,‘, ˚,ďq şeklinde tanımlanır ve E’ nin p-konkavlaştırılması
olarak isimlendirilir. (Burada x ‘ y fonksiyonel hesap ile tanımlıdır ve t P R ve
p ą 0 için tp, |t|psign t anlamına gelmektedir).

Eğer E Banach örgüsü ve 1 ď p ă 8 ise, Eppq vektör örgüsü üzerinde,

}x}
ppq :“ inf

#

n
ÿ

i“1

}ui}
p : |x| “ u1 ‘ ...‘ un;u1, ...un P E

`, n P N

+

bir yarı normdur.

Kusraeva’nın [30] aşağıda verilen sonucu, bu çalışmada sıklıkla kullanılan önemli
sonuçlardan biridir.
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Lemma 2.3

E’ den Eppq üzerine ıp bir sıra izomorfizmi vardır öyle ki; her x, y P E için

1. x ď y ðñ ıppxq ď ıppyq;

2. x K y ñ ıppx` yq “ ıppxq ‘ ıppyq;

3. ıppα
1
pxq “ α ˚ ıppxq, özel olarak, ıpp´xq “ ´ıppxq;

4. ıpp|x|q “ |ıppxq|;

5. ıpppxp ` ypq
1
p q “ ıppxq ‘ ıppyq dir.

Bununla beraber fonksiyonel hesap kullanılarak, Es’ den Epsq’ ye, düzgün tam E

vektör örgüsünün kanonik s-morfizmi ds, f : Rs ÝÑ R pozitif homojen sürekli
fonksiyonu f pt1, ..., tsq :“ pt1.....tsq

1
s şeklinde tanımlı olmak üzere,

px1, ..., xsq ÞÑ x1 ds ...ds xs :“ fpx1, ..., xsq

kuralı ile tanımlanır [30].

Bununla beraber Kusraeva [30], kanonik s-morfizmin taşıdığı özelliklerle ilgili
olarak aşağıdaki lemmayı vermiştir:

Lemma 2.4

Her 2 ď s P N için,

1. ds multilineer, simetrik ve pozitif;

2. ds ortosimetrik, yani eğer 1 ď i, j ď s bazı indeks çifti için xiKxj ise,
x1 ds ...ds xs “ 0 dır.

3. ds örgü s-morfizmdir; yani her x1, ..., xs P E için |x1 ds ... ds xs| “ |x1| ds

...ds |xs| dir.

4. Her x P E için ıspxq “ xds |x| ds ...ds |x| dir.

s : E Ñ Epsq, E vektör örgüsünün s. dereceden kanonik polinomu olarak
adlandırılır ve s : x Ñ xsd :“ x ds ... ds x px P Eq formülüyle tanımlanır.
Dikkat edilirse, ıs ve s, E` üzerinde birbirlerine denktirler [30].

Kusraeva’nın [30] aşağıda verilen sonucu, bu çalışmada sıklıkla kullanılan önemli
bir sonuçtur.

Lemma 2.5

Eğer E, M sabitiyle bir p-konveks Banach örgüsü, s P N ve s ď p ise, Epsq bir
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p{s-konveks Banach örgüsüdür ve her x P E için,
1

M s
‖ x ‖sď‖ ıspxq ‖psqď‖ x ‖s

dır. Dahası ıs , E’ den Epsq üzerine bir homeomorfizmidir.

Öte yandan, birçok E ve F uzayı için, E’ den F ’ ye s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarının pek çok temsili yapılmıştır [39, 37, 10, 7, 25, 28].
Örneğin Sundaresan [39], P : Lp Ñ R için, her n-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun temsilini g P L

p
p´n olmak üzere,

P pfq “

ż

fngdµ pf P Lpq

olarak vermiştir.

Bu çalışmada Kusraeva’nın [30], regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için vermiş olduğu aşağıdaki temsil kullanılmıştır:

Teorem 2.6

E ve F vektör örgüleri, E düzgün tam, 1 ď s P N olsun. E’ den F ’ ye her
regüler s-homojen ortogonal toplamsal P polinomu, S, Epsq’ den F ’ ye regüler
lineer bir operatör olmak üzere, P “ Sos şeklinde tek türlü temsil edilir. Buna
ek olarak, P Ø S karşılık getirmesi, Pr

0 p
sE,F q ve L r

`

Epsq, F
˘

sıralı vektör
uzayları arasında bir izomorfizmdir. Eğer dahası, E ve F Banach örgüleri ve E,
0 ăM P R sabiti ile s-konveks ise, }P }r ď }S}r ďM s }P }r dir.

Bunlara ek olarak, her zayıf birime sahip sıra sürekli E Banach örgüsü için,
pΩ,Σ, µq olasılık uzayı, L1pΩ,Σ, µq’ in (genelde kapalı olmayan) bir sıra ideali
I, I üzerinde bir örgü normu ‖‖I ve E ile pI, ‖‖Iq arasında bir ψ1 sıra izometrisi
vardır öyle ki; I dan L1pΩ,Σ, µq’ e olan doğal gömme ‖ f ‖1ď‖ f ‖I ile süreklidir
[38, Theorem 1.2.7] veya [34, Theorem 1.b.14].

Aşağıdaki Lemma 2.7 [17, Lemma 2.1] (veya ispatı için bkz. [15, Lemma 3.3])
Banach-Saks pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
probleminin kanıtında kullanılan önemli bir sonuçtur.

Lemma 2.7

E, sıra sürekli norma ve bir zayıf birime sahip, bundan dolayı da bir pΩ,Σ, µq
olasılık uzayı için, L1pΩ,Σ, µq içinde bir sıra ideal olarak temsil edilebilen bir
Banach örgüsü olsun. O zaman,

(a) E’ nin sınırlı bir alt kümesinin düzgün integrallenebilir olması için gerek ve
yeter koşul L-zayıf kompakt olmasıdır,
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(b) E’ de norm sınırlı bir pgnqn dizisinin yakınsak olması için gerek ve yeter
koşul düzgün integrallenebilir ve ‖‖1-yakınsak olmasıdır.

Son olarak vektör örgüleri, Banach örgüleri ve Banach örgüleri üzerindeki
pozitif operatörlerle ilgili daha fazla bilgiye, Aliprantis ve Burkinshaw [3] ile
Meyer-Nieberg’in [36] kitaplarından ulaşılabilir.

Bu çalışmada operatörler lineer anlaşılacaktır.
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3. BANACH-SAKS POLİNOMLARI

Bu bölümde öncelikle, Banach-Saks polinom tanımı yapılmış ve ardından
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların Banach-Saks dominasyon
problemini ispatlamak için gerekli ön sonuçlar verilmiştir. Ardından, pozitif
Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için dominasyon
problemi ispatlanmıştır. Bölüm sonunda ise, pozitif Banach-Saks s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Banach-Saks polinom tanımı aşağıdaki gibi verilmiştir:

Tanım 3.1

1 ď s P N, E ve F Banach uzayları ve P : E Ñ F bir s-homojen polinom
olmak üzere eğer, E içinde sınırlı her pxnq dizisinin, P pxnk

q Cesàro yakınsak (

yani
ˆ

1
N

N
ř

k“1

P pxnk
q

˙

N

F ’ nin normuna göre yakınsak) olacak şekilde bir pxnk
q

alt dizisi varsa, P s-homojen polinomuna Banach-Saks polinomu denir.

Pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemini ispatlamak için gerekli olan ön sonuçlar aşağıda verilmiştir:

Önerme 3.2

Eğer 1 ď r ď q P R ve E, q-konveks bir Banach örgüsü ise, Eprq’ de bir Banach
örgüsüdür.

Kanıt. [34, Proposition 1.d.5] yada [32, Remark 3.4.14] nedeniyle E, q-konveks
bir Banach örgüsü ise, E aynı zamanda r-konvekstir. Dahası eğer E, r-konveks
bir Banach örgüsü ise, Eprq’ de bir Banach örgüsüdür [8, Proposition 5].

Önerme 3.3

2 ď s P N ve E bir Banach örgüsü olmak üzere, her x P E için, s çift bir doğal
sayı ise, spxq “ ιs p|x|q ve s tek bir doğal sayı ise, s pxq “ ιs pxq dır.

Kanıt. 2 ď s P N ve s çift bir doğal sayı olsun. Buna göre x`Kx´ olduğundan,
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[30, Lemma 2-(1,2)] ve [30, Lemma 1-(2)]’ den;

s pxq “ s
`

x` ´ x´
˘

“
`

x` ´ x´
˘

ds ...ds
`

x` ´ x´
˘

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

s tane
“
`

x` ds ...ds x`
˘

‘
`

x´ ds ...ds x´
˘

“ s
`

x`
˘

‘ s
`

x´
˘

“ ιs
`

x`
˘

‘ ιs
`

x´
˘

“ ιs
`

x` ` x´
˘

“ ιs p|x|q

elde edilir.

Diğer taraftan 2 ď s P N ve s, tek bir doğal sayı olsun. Buna göre x`Kx´

olduğundan ve Lemma 2.4-(1,2)’ den;

s pxq “ s
`

x` ´ x´
˘

“
`

x` ´ x´
˘

ds ...ds
`

x` ´ x´
˘

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

s tane
“
`

x` ds ...ds x`
˘

‘
`

´
`

x´ ds ...ds x´
˘˘

“ s
`

x`
˘

‘
`

´s
`

x´
˘˘

“ ιs
`

x`
˘

‘
`

´ιs
`

x´
˘˘

elde edilir. Dolayısyla Lemma 2.3-(2,3)’ den,

ιs
`

x`
˘

‘
`

´ιs
`

x´
˘˘

“ ιs
`

x`
˘

‘ ιs
`

´x´
˘

“ ιspx
`
´ x´q “ ιs pxq

bulunur.

Önerme 3.4

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, F bir Banach örgüsü, E bir p-konveks Banach örgüsü
olsun. Eğer S : Epsq Ñ F pozitif operatörü Banach-Saks ise, buna karşılık gelen
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal Q : E Ñ F polinomu da Banach-Saks tır.

Kanıt. S : Epsq Ñ F , pozitif bir Banach-Saks operatörü, pxnq P E sınırlı herhangi
bir dizi ve yn :“ s pxnq şeklinde tanımlı olsun. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir
Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür. Ayrıca, 2 ď s P N
olmak üzere, Önerme 3.3 ve Lemma 2.3-(4)’ den,

}s pxnq}s “ }ιs p|xn|q}s “ }|ιs pxnq|}s “ }ιs pxnq}s
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elde edilir. Bu eşitlik göz önüne alınarak, [30, Lemma 3]’ den de, pynq P Epsq

dizisinin sınırlı olduğu açıkça görülür. Bununla beraber, S bir Banach-Saks
operatör olduğundan, yn “ s pxnq P Epsq sınırlı dizisinin Spynk

q Cesàro yakınsak
olacak şekilde bir pynk

q alt dizisi vardır. Yani [30, Theorem 3]’ den yararlanarak;

1

N

N
ÿ

k“1

Synk
“

1

N

N
ÿ

k“1

Sos pxnk
q “

1

N

N
ÿ

k“1

Q pxnk
q

dizisi F ’ nin normuna göre yakınsaktır. Dolayısıyla Q pozitif s-homejen ortogonal
toplamsal polinomu da Banach-Saks tır. Bununla beraber s “ 1 için Ep1q “ E ve
her x P E için spxq “ x olduğundan önermenin ispatı açıktır.

Önerme 3.5

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, F bir Banach örgüsü, E bir
p-konveks Banach örgüsü olsun. Eğer, Q : E Ñ F pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu Banach-Saks ise, bu polinoma karşılık gelen pozitif S : Epsq Ñ

F operatörü de Banach-Saks tır.

Kanıt. Önerme 3.3’ den anlaşıldığı üzere, 2 ď s P N ve s tek bir doğal sayı ise, her
x P E için, s pxq “ ιs pxq dir. Dolayısıyla Teorem 2.6’ dan, her x P E için,Q pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu Qpxq “ Sospxq “ Soιspxq şeklinde
ifade edilebilir. Bununla beraber Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü
olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür. pynq P Epsq herhangi bir sınırlı dizi
olsun. Lemma 2.3’ den, ιs bir sıra izomorfizm olduğundan, yn “ ιs pxnq olacak
şekilde bir pxnq P E dizisi her zaman vardır. Dahası Lemma 2.5’ den, pxnq P
E dizisinin de sınırlı bir dizi olduğu açıkça görülür. Dolayısıyla, Q pozitif bir
Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal polinom olduğundan, pxnq dizisinin
pQxnk

q Cesàro yakınsak olacak şekilde bir pxnk
q alt dizisi vardır. Yani,

1

N

N
ÿ

k“1

Qxnk
“

1

N

N
ÿ

k“1

Sos pxnk
q “

1

N

N
ÿ

k“1

Synk

dizisi F ’ nin normuna göre yakınsaktır. O halde S bir Banach-Saks operatördür.
Bununla beraber s “ 1 için, Ep1q “ E ve her x P E için spxq “ x olduğundan
önermenin ispatı açıktır.

Önerme 3.6

p P R, s P N, 2 ď s ď p ve s bir çift sayı, E bir p-konveks Banach örgüsü, F
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bir zayıf birimle birlikte sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü ve F 1 de
sıra sürekli bir norma sahip olsun. Eğer, Q : E Ñ F pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu Banach-Saks ise, bu polinoma karşılık gelen S : Epsq Ñ F

pozitif operatörü de Banach-Saks tır.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ nin
de bir Banach örgüsü ve Önerme 3.3’ den, 2 ď s P N ve s bir çift doğal sayı
olduğunda, her x P E için s pxq “ ιs p|x|q olduğu bilinmektedir. Bununla beraber
[38, Theorem 1.2.7] (veya [34, Theorem 1.b.14])’ den, F Banach örgüsü, pΩ,Σ, µq
bir olasılık uzayı olmak üzere, i : F ãÑ L1 pΩ,Σ, µq içermesi ile, L1 pΩ,Σ, µq

uzayının bir sıra ideali olarak temsil edilebilir.

pynq P Epsq herhangi bir sınırlı dizi olsun. Lemma 2.3’ den, ιs bir sıra izomorfizm
olduğundan, ιs pxnq “ |yn| olacak şekilde bir pxnq P E` dizisi vardır. Dolayısıyla
Lemma 2.5’ den, pxnq dizisinin de sınırlı bir dizi olduğu açıktır. Dahası Teorem
2.6’ dan, pxnq P E` için,

S p|yn|q “ Soιs pxnq “ Sos pxnq “ Q pxnq

dir. Bu eşitlikten yararlanarak, Q pozitif, Banach-Saks s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom olduğundan, pxnq P E` dizisinin pQxnk

q Cesàro yakınsak
olacak şekilde bir pxnk

q alt dizisi vardır. Yani,

1

m

m
ÿ

k“1

Qxnk
“

1

m

m
ÿ

k“1

Sos pxnk
q “

1

m

m
ÿ

k“1

Soιs pxnk
q “

1

m

m
ÿ

k“1

S p|ynk
|q

dizisi, F ’ deki norma göre bir x P F ye yakınsaktır. Dahası Cesàro toplanabilirlik
regüler bir toplanabilirlik metotu olduğu için, [12] den, pnkq nın tüm alt dizileri
için de bu durum geçerlidir.

Bunlara ek olarak, tm :“ 1
m

m
ÿ

k“1

S p|ynk
|q şeklinde tanımlansın. ptmq dizisi F Banach

örgüsünde yakınsak ve sınırlı bir dizi olduğundan, [17, Lemma 2.1] (veya ispatı
için bkz. [15, Lemma 3.3])’ den, ptmq dizisi düzgün integrallenebilirdir. Ayrıca,

cm :“ 1
m

m
ÿ

k“1

S pynk
q şeklinde tanımlı olmak üzere,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

m

m
ÿ

k“1

S pynk
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

m

m
ÿ

k“1

S p|ynk
|q

olduğundan, pcmq dizisi de düzgün integrallenebilirdir. Dolayısıyla, pnkq nın tüm
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alt dizileri için de düzgün integrallenebilir olma durumu geçerlidir.

pSynk
qk alt dizisi F Banach örgüsünde sınırlı, F ve F 1 sıra sürekli normlara sahip

olduğundan, [3, Theorem 4.25]’ den, pSynk
qk alt dizisinin bir zayıf Cauchy alt

dizisi vardır. Bu alt dizi
´

Synki

¯

i
ile temsil edilmek üzere, L1 pΩ,Σ, µq uzayı

zayıf dizisel tam olduğundan,
´

Synki

¯

i
alt dizisi L1 pΩ,Σ, µq uzayında zayıf

yakınsaktır. O halde [40] dan,
´

Synki

¯

i
alt dizisinin L1 pΩ,Σ, µq’ deki norma göre,

f P L1 pΩ,Σ, µq ye yakınsayan, Cesàro yakınsak bir alt dizisi vardır. Bu alt dizi
de

´

Synkit

¯

t
ile temsil edilsin. Dahası,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

m

m
ÿ

t“1

S
´

ynkit

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

m

m
ÿ

t“1

S
´
ˇ

ˇ

ˇ
ynkit

ˇ

ˇ

ˇ

¯

ve
1

m

m
ÿ

t“1

S
´ˇ

ˇ

ˇ
ynkit

ˇ

ˇ

ˇ

¯

Ñ x, x P F

olduğundan |f | ď x ve dolayısıyla f P F dir.

Sonuç olarak Lemma 2.7’ den,

1

m

m
ÿ

t“1

S
´

ynkit

¯

sınırlı alt dizisi F Banach örgüsünde yakınsaktır. O halde S operatörü bir
Banach-Saks operatördür.

Yukarıda verilen önermeleri kullanarak, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için Banach-Saks dominasyon problemi aşağıdaki gibi ispatlanmıştır:

Teorem 3.7

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü,
F sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü, P ve Q ise E’ den F ’ ye pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer, 0 ď P ď Q ve Q bir
Banach-Saks polinomu ise, P de bir Banach-Saks polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarının S2, S1 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak üzere, Q “ S1os

ve P “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilebildiği ve 0 ď P ď Q ise, 0 ď S2 ď S1

olduğu bilinmektedir. Ayrıca Önerme 3.2’ den, Epsq bir Banach örgüsüdür. O halde
Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinom ise,
Önerme 3.5’ den, S1 pozitif operatörü de bir Banach-Saks operatördür. O halde
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[38, Corollary 7.2.3] (veya [18, Corollary 3.3])’ den, S2 pozitif operatörünün bir
Banach-Saks operatör olduğu açıktır. Dolayısıyla Önerme 3.4’ den, P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomdur.

Teorem 3.8

p P R, s P N, 2 ď s ď p ve s bir çift sayı, E ve F Banach örgüleri, P ve Q ise
E’ den F ’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Aşağıdaki
koşulların sağlandığını varsayalım:

1. E, p-konveks bir Banach örgüsü,

2. F Banach örgüsü bir zayıf birimle birlikte sıra sürekli norma sahip,

3. F 1 sıra sürekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 ď P ď Q ve Q bir Banach-Saks polinomu ise, P de bir
Banach-Saks polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomları, S2, S1 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak üzere, Q “ S1os ve
P “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilebilir ve 0 ď S2 ď S1 dir. Ayrıca Önerme
3.2’ den, Epsq bir Banach örgüsüdür. O halde Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomu ise, Önerme 3.6’ dan, S1 pozitif
operatörü de bir Banach-Saks operatörüdür. O halde [38, Corollary 7.2.3] (veya
[18, Corollary 3.3])’ den, S2 pozitif operatörünün bir Banach-Saks operatörü
olduğu açıktır. Dolayısıyla Önerme 3.4’ den, P pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomudur.

Bu bölümde son olarak, pozitif Banach-Saks s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuçlar verilmiştir:

Teorem 3.9

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E bir p-konveks Banach örgüsü,
P ve Q ise, E’ den Epsq’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar
olsun. Bu durumda 0 ď P ď Q ve Q bir Banach-Saks polinomu ise, S2P de bir
Banach-Saks polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomları S2, S1 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere, Q “ S1os

ve P “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilebilir ve dahası 0 ď S2 ď S1
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dir. Önerme 3.2’ den, Epsq bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Önerme 3.5’ den,
Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Banach-Saks polinomu
olduğundan, S1 pozitif operatörü de bir Banach-Saks operatörüdür. Dolayısıyla
[38, Corollary 7.2.2] (veya [18, Corollary 3.2])’ den, S2

2 pozitif operatörü de
bir Banach-Saks operatörüdür. Dolayısıyla Önerme 3.4 ve Teorem 2.6’ dan,
S2

2os “ S2 pS2osq “ S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da
bir Banach-Saks polinomudur.

Teorem 3.10

p P R, s P N, 2 ď s ď p ve s bir çift sayı, E bir Banach örgüsü, P ve Q ise E’
den Epsq’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Aşağıdaki
koşulların sağlandığını varsayalım:

1. E, p-konveks bir Banach örgüsü,

2. Epsq Banach örgüsü bir zayıf birimle birlikte sıra sürekli norma sahip,

3. E 1

psq sıra sürekli bir norma sahip olsun.

Bu durumda, 0 ď P ď Q ve Q bir Banach-Saks polinomu ise, S2P de bir
Banach-Saks polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarının S2, S1 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere, Q “ S1os

ve P “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilebildiği bilinmektedir. Dahası 0 ď

S2 ď S1 dir. Önerme 3.6’ dan, Q pozitif s-homojen polinomu bir Banach-Saks
polinomu olduğundan, S1 pozitif operatörü de bir Banach-Saks operatörüdür.
Dolayısıyla [38, Corollary 7.2.2] (veya [18, Corollary 3.2])’ den, S2

2 pozitif
operatörü de bir Banach-Saks operatörüdür. Dahası Önerme 3.4 ve Teorem 2.6’
dan, S2

2os “ S2 pS2osq “ S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
da bir Banach-Saks polinomudur.
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4. KOMPAKT POLİNOMLAR

Bu bölümde öncelikle regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için
modül tanımı verilmiş ve ardından regüler (kompakt) s-homojen ortogonal
toplamsal polinomların modülünün varlığıyla ilgili olarak iki tane teorem
ispatlanmıştır. Bölümün son kısmında ise, kompakt regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Buna göre, regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için modül tanımı
aşağıdaki gibidir:

Tanım 4.1

1 ď s P N, E ve F vektör örgüleri, Q : E Ñ F regüler s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom olmak üzere eğer,

|Q| :“ Q_ p´Qq

varsa,Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun modülü vardır denir
ve |Q| ile gösterilir. Başka bir deyişle |Q|, Pr

0 p
sE,F q de, tQ,´Qu kümesinin

supremumudur.

Aşağıda ifade ve ispat edilen Teorem 4.2 ve Teorem 4.5 ile, bir regüler (kompakt)
s-homojen ortogonal toplamsal polinomun hangi koşullar altında modülünün
olduğu ve bu modülün nasıl ifade edildiği verilmiştir.

Teorem 4.2

1 ď s P N, E bir Banach örgüsü, F bir vektör örgüsü, P : E Ñ F regüler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve her x P E` için sup t|Py| : |y| ď xu

değeri F ’de var olsun. O zaman P regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun modülü vardır ve her x P E` için

|P | pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

sağlanır.
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Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
S : Epsq Ñ F regüler bir operatör olmak üzere, P “ Sos şeklinde tek türlü temsil
edilebildiği bilinmektedir. 2 ď s P N ve t :“ s pyq şeklinde tanımlı olmak üzere,
Lemma 2.4-(3)’ den;

|s pyq| “ s |y| “ ιs |y| “ |t|

ve her x P E` için, Lemma 2.3’ den;

sup t|Py| : |y| ď xu= sup t|Sospyq| : |y| ď xu = sup
 

|St| : ι´1
s |t| ď x

(

elde edilir. Bununla beraber x P E` için, k P E`
psq olmak üzere, k :“ ısx “ sx

şeklinde tanımlansın. O halde Lemma 2.3’ den, ıs bir sıra izomorfizm olduğundan,

sup
 

|St| : ι´1
s |t| ď x

(

“ sup t|St| : |t| ď ku

olur. Dolayısıyla her k P E`
psq için F ’ de, sup t|St| : |t| ď ku vardır. O halde [3,

Theorem 1.14]’ den, S regüler operatörünün modülü vardır ve her k P E`
psq için,

|S| pkq “ sup t|St| : |t| ď ku

dir. Buradan hareketle her x P E` için,

|S| pkq “ |S| os pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

dir. Bununla beraber Teorem 2.6’ dan, P Ø S karşılık getirmesi Pr
0 p

sE,F q

ve Lr
`

Epsq, F
˘

sıralı vektör uzayları arasında bir izomorfizm olduğundan, S
regüler operatörünün modülü varsa, P regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun da modülü vardır ve bu modül S operatörünün modülüne karşılık
gelen bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomdur. Dolayısıyla her
x P E` için,

|P | pxq “ |S|pspxqq “ sup t|Py| : |y| ď xu

dır. Bununla beraber s “ 1 için, spxq “ x ve Ep1q “ E olduğundan teoremin
ispatı açıktır.

Lemma 4.3

1 ď p P R, s ď p, 2 ď s P N ve E bir Banach örgüsü olsun. Bu durumda
aşağıdakiler sağlanmaktadır:
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1. Eğer E, 0 ăM P R sabitiyle p-konveks bir Banach örgüsü ise,

ıspUpEqq Ď UpEpsqq Ď ıspMUpEqq

2. ıspUpEqq Ď spUpEq X E
`q ‘ p´spUpEq X E

`qq

3. Eğer s tek bir doğal sayı ise, ıspUpEqq “ spUpEqq,

4. Eğer s çift bir doğal sayı ise,

spUpEqq Ď ıspUpEqq

dir.

Kanıt. Lemma 2.5’ den ıspUpEqq Ď UpEpsqq Ď ıspMUpEqq olduğu hemen görülür.

Diğer taraftan, x P UpEq olsun. E bir Banach örgüsü ve 0 ď x`, x´ ď |x|

olduğundan, }x`}, }x´} ď }|x|} “ }x} olur. Dolayısıyla x`, x´ P pUpEqXE`q dır.
O halde Lemma 2.3-(2,3)’ den,

ıspxq “ ıspx
`
´ x´q “ ıspx

`
q ‘ p´ıspx

´
qq P ıspUpEq X E

`
q ‘ p´ıspUpEq X E

`
qq

olduğu görülür. Bunlara ek olarak, ıs ve s nin tanımlarından, her x P E` için,
ıspxq “ spxq olduğu anlaşılmaktadır. Dolayısıyla x P UpEq olmak üzere,

ıspxq P ıspUpEqXE
`
q‘ p´ıspUpEqXE

`
qq “ spUpEqXE

`
q‘ p´spUpEqXE

`
qq

olur.

Bunlara ek olarak eğer, s tek bir doğal sayı ise, Önerme 3.3’ den her x P E için,
ıspxq “ spxq olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla ıspUpEqq “ spUpEqq dir.

Son olarak Önerme 3.3’ den, s çift bir doğal sayı olmak üzere, her x P E için
spxq “ ısp|x|q dir. Dolayısıyla, eğer x P UpEq ise, spxq “ ısp|x|q P ıspUpEqq olur.

Önerme 4.4

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve E, 0 ă M P R sabitiyle p-konveks
bir Banach örgüsü, F bir Banach örgüsü ve Q : E Ñ F regüler s-homojen
ortogonal toplamsal bir polinom olsun. Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun (zayıf) kompakt olması için gerek ve yeter koşul Q, regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karşılık gelen S : Epsq Ñ F regüler
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operatörünün de (zayıf) kompakt olmasıdır.

Kanıt. Varsayalım ki, S : Epsq Ñ F regüler operatörü kompakt ve s çift bir doğal
sayı olsun. Önerme 3.2’ den Epsq bir Banach örgüsüdür. Ayrıca SpUpEpsqqq (zayıf)
göreli kompakttır. Bununla beraber Lemma 4.3-(1,4)’ den yararlanarak,

SspUpEqq Ď SιspUpEqq Ď SpUpEpsqqq

olduğu hemen görülür. Dolayısıyla QpUpEqq “ SpspUpEqqq de (zayıf) göreli
kompakt olacağından, Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da
(zayıf) kompakt olur.

Şimdi de S regüler operatörü (zayıf) kompakt, 2 ď s P N ve s tek bir doğal sayı
olsun. Bu durumda SpUpEpsqqq (zayıf) göreli kompakttır. Önerme 3.3’ den her
x P E için spxq “ ιspxq olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla Lemma 4.3-(1,3)’ den,

SpspUpEqqq “ SpıspUpEqqq Ď SpUpEpsqqq

elde edilir. O halde S (zayıf) kompakt bir operatör olduğundan, Q “ Sos “ Soıs

regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da (zayıf) kompaktır.

Tersine, varsayalım ki Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu (zayıf)
kompakt olsun. O halde QpUpEqq “ SpspUpEqqq (zayıf) göreli kompakttır. Eğer
2 ď s P N ve s tek bir doğal sayı ise, Önerme 3.3’ den, her x P E için spxq “ ιspxq

olduğundan, Lemma 2.3-(3) ve Lemma 4.3-(1,3)’ den yararlanarak,

UpEpsqq Ď ıspMUpEqq “M s
˚ ıspUpEqq “M s

˚ spUpEqq

elde edilir. Dolayısıyla

SpUpEpsqqq ĎM sSpspUpEqqq “M sQpUpEqq

olur. Buradan da S regüler operatörünün de (zayıf) kompakt olduğu anlaşılır.

Eğer s çift bir doğal sayı ve Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
(zayıf) kompakt ise, Lemma 4.3-(1,2) ve Lemma 2.3-(3)’ den,

UpEpsqq Ď ıspMUpEqq “M s
˚ıspUpEqq ĎM s

˚pspUpEqXE
`
q‘p´spUpEqXE

`
qqq
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elde edilir. Dolayısıyla

SpUpEpsqqq ĎM s
pSpspUpEq X E

`
q ´ SpspUpEq X E

`
qqq

olur. O halde SpspUpEq X E`qq Ď SpspUpEqq ve SpspUpEqqq (zayıf)
göreli kompakt olduğundan, SpspUpEq X E`qq de (zayıf) göreli kompakt olur.
Dolayısıyla SpUpEpsqqq de (zayıf) göreli kompakt olduğundan, S regüler operatörü
de (zayıf) kompakt olur. Ayrıca s “ 1 için spxq “ x ve Ep1q “ E olduğundan
önermenin ispatı açıktır.

Teorem 4.5

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F bir AM -uzayı
ve P : E Ñ F kompakt, regüler s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
olsun. O zaman P ’nin modülü |P | vardır ve kompakt pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinomdur. Ayrıca, her x P E` için,

|P | pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

olur. Dahası F Dedekind tam ve E Banach örgüsüM “ 1 sabiti ile s-konveks ise,
E’ den F ’ ye tüm kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomların
vektör uzayı regüler norm ile birlikte bir Banach örgüsüdür.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
S : Epsq Ñ F regüler bir operatör olmak üzere, P “ Sos şeklinde tek türlü temsil
edilir. Ayrıca Önerme 3.2’ den Epsq’ nin bir Banach örgüsü olduğu bilinmektedir.
Bununla beraber Önerme 4.4’ den, P kompakt bir regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinom olduğundan, S regüler operatörü de kompakt olur. Buna göre
[3, Theorem 5.7]’ den, S kompakt operatörünün |S| modülü vardır ve |S| de
kompakt bir operatördür. Dahası her k P E`

psq için,

|S| pkq “ sup t|St| : |t| ď ku

sağlanmaktadır.

Bununla beraber eğer dikkat edilirse, her x P E` için, F ’ de sup t|Py| : |y| ď xu

vardır. Gerçekten 2 ď s P N, t :“ s pyq olmak üzere

|s pyq| “ s |y| “ ιs |y| “ |t|
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ve Lemma 2.3’ den, her x P E` için,

sup t|Py| : |y| ď xu= sup t|Sospyq| : |y| ď xu = sup
 

|St| : ι´1
s |t| ď x

(

olur. Bununla beraber, x P E` için, k P E`
psq olmak üzere, k :“ ιsx “ sx şeklinde

tanımlansın. O halde Lemma 2.3’ den, ıs bir sıra izomorfizm olduğundan,

sup
 

|St| : ι´1
s |t| ď x

(

“ sup t|St| : |t| ď ku

olur. O halde her x P E` için, F ’ de, sup t|Py| : |y| ď xu vardır. Buradan hareketle
Teorem 4.2’ den, P kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
|P | modülü vardır 1 ve her x P E` için,

|P | pxq “ sup t|Py| : |y| ď xu

sağlanır. Bununla beraber Önerme 4.4’ den, |S| kompakt bir operatör olduğundan,
|P | modülü de kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur.
Ayrıca s “ 1 için spxq “ x ve Ep1q “ E olduğundan teoremin ispatı açıktır.

E ve F Banach örgüleri teoremde verilen özelliklere sahip olsun. Bu durumda
Kr

0 p
sE,F q , E’ den F ’ ye tüm kompakt regüler s-homojen ortogonal toplamsal

polinomların vektör uzayını temsil etmek üzere, bu uzayın regüler norm ile birlikte
bir Banach örgüsü olduğunu gösterelim. Kr

0 p
sE,F q vektör uzayı bir sıra vektör

uzayıdır (Q ď P gerek ve yeter koşul 0 ď P ´ Q). Yukarıda her P kompakt
regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu için, |P | modülünün var ve
kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinom olduğu gösterildi.
Dolayısıyla Kr

0 p
sE,F q uzayı bir vektör örgüsüdür. Ayrıca regüler norm Kr

0 p
sE,F q

uzayı üzerinde bir örgü normudur. pQnq kompakt regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomların bir Cauchy dizisi olsun. O zaman her ε ą 0 için m,n ą n0

olduğunda, }Qn ´Qm}r ă ε olacak şekilde bir n0 sayısı mevcuttur. Ayrıca Teorem
2.6’ dan, her n için, Qn regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarının
Sn : Epsq Ñ F lineer, regüler operatörler olmak üzere Qn “ Snos olacak şekilde
tek türlü temsil edilir ve dahası her ε ą 0 için m,n ą n0 olduğunda,

}Sn ´ Sm}r ă ε

1Teorem 2.6’ dan, P Ø S karşılık getirmesi Pr
0 psE,F q ve Lr

`

Epsq, F
˘

sıralı vektör uzayları
arasında bir izomorfizm olduğundan, P regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
modülü |P | vardır ve |P |, |S| pozitif operatörüne karşı gelen pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinomdur.
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olacak şekilde bir n0 sayısı vardır. Bununla beraber Önerme 4.4’ den, Sn
operatörleri de kompakttır. Dahası, F Dedekind tam olduğundan LbpE,F q “
LrpE,F q dır [3]. Dolayısıyla [3, Teorem 4.74]’ den, LbpE,F q regüler norm ile
bir Dedekind tam Banach örgüsü olduğundan, pSnq regüler operatörler dizisi bir
regüler operatöre regüler norm ile yakınsaktır. Ayrıca [3, Teorem 5.7]’ den, pSnq
kompakt operatörler dizisi bir kompakt operatöre regüler norm ile yakınsaktır. O
halde pSnq kompakt, regüler operatörler dizisi bir S kompakt, regüler operatörüne
regüler norm ile yakınsaktır. Dolayısıyla Teorem 2.6 ve Önerme 4.4’ den, pQnq

dizisi de S kompakt regüler lineer operatörüne karşı gelen, Q :“ Sos kompakt
regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna regüler norm ile yakınsaktır.
O zaman Kr

0 p
sE,F q uzayı regüler norm ile birlikte bir Banach örgüsüdür.

Teorem 4.6, Teorem 4.8, Sonuç 4.9 ve Teorem 4.10’ da tanımlanmış olan Si,
i “ 1, 2, 3 pozitif operatörleri, Teorem 2.6 uyarınca, Qi “ Sios olacak şekilde
Qi, i “ 1, 2, 3 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karşılık gelen
operatörleri temsil etmektedir.

Aşağıda (zayıf) kompakt, regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla
ilgili elde edilen yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Teorem 4.6

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve E p-konveks bir Banach örgüsü, Q1, Q2 :

E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer, 0 ď

Q2 ď Q1 ve Q1, s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, S3
2 pozitif

operatörüne karşılık gelen S2
2Q2 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da kompakttır.

Kanıt. Önerme 3.2’ den Epsq bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan,
S1, S2 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere, Qi “ Sios i “ 1, 2 ve
0 ď S2 ď S1 dir. Dahası Önerme 4.4’ den, S1 operatörü de kompakttır. O
halde [3, Theorem 5.13]’ den, S3

2 pozitif operatörü de kompakttır. Dolayısıyla
Önerme 4.4’ den, S3

2os “ S2
2Q2 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu

da kompakttır.

Teorem 4.7

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, Epsq AL-uzayı,
F sıra sürekli norma sahip bir Banach örgüsü olsun. Eğer, Q : E Ñ F regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, Q polinomunun kompakt
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bir modülü vardır.

Kanıt. Teorem 2.6’ ya göre, Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu,
S : Epsq Ñ F regüler bir operatör olmak üzere, Q “ Sos şeklinde tek türlü
temsil edilir. S operatörü regüler bir operatör olduğu için aynı zamanda sıra
sınırlı bir operatördür [3]. Ayrıca Önerme 4.4’ den, S operatörü de kompakttır.
Dolayısıyla [3, Teorem 5.9]’ dan, S operatörü kompakt bir modüle sahiptir. O
halde Teorem 2.6’ dan, Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
modülü vardır ve bu modül S operatörünün modülüne karşılık gelen pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomdur. Dolayısıyla Önerme 4.4’ den, Q
regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun |Q| modülü de kompakttır.

Teorem 4.8

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve G Banach örgüsü, E p-konveks bir Banach
örgüsü, ya E

1

psq yada G sıra sürekli norma sahip olsun. Eğer Q1 “ E Ñ Epsq

ve Q2 “ E Ñ G pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarının her biri,
kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar tarafından domine
ediliyorsa, S2Q1 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da kompakttır.

Kanıt. Önerme 3.2’ den Epsq Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, S1 :

Epsq Ñ Epsq ve S2 : Epsq Ñ G pozitif operatörler olmak üzere, Q1 “ S1os,
Q2 “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilir. Q1 ve Q2 pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomları, kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar tarafından domine edildiğine göre, Teorem 2.6 ve Önerme 4.4’ den, S1

ve S2 operatörleri de,
Epsq

s1
Ñ Epsq

s2
Ñ G

kompakt pozitif operatörler tarafından domine edilmektedir. O halde [3, Theorem
5.15]’ den, S2S1 pozitif operatörü de kompakttır. Dolayısıyla Teorem 2.6 ve
Önerme 4.4’ den, pS2S1q os “ S2Q1 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da kompakttır.

Sonuç 4.9

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, ya E 1

psq yada Epsq sıra
sürekli norma sahip olsunlar. Eğer, Q1 “ E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinom
tarafından domine ediliyorsa, S1Q1 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da kompakttır.
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Kanıt. Önerme 3.2’ den Epsq Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, S1 :

Epsq Ñ Epsq pozitif bir operatör olmak üzere, Q1 “ S1os şeklinde temsil edilir. Q1

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt bir pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinom tarafından domine ediliyorsa, Önerme 4.4 ve Teorem
2.6’ dan, S pozitif operatörü de kompakt bir pozitif operatör tarafından domine
edilir. Dolayısıyla [3, Corollary 5.16]’ dan, S2

1 pozitif operatörü de kompakttır.
O halde Önerme 4.4’ den, S2

1os “ S1Q1 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da kompakttır.

Teorem 4.10

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, H Banach örgüsü, E p-konveks bir Banach
örgüsü olmak üzere, Qi “ E Ñ Epsq, i “ 1, 2 ve Q3 “ E Ñ H pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer her bir Qi, i “ 1, 2, 3

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal bir polinom tarafından domine ediliyorsa, pS3S2S1q pozitif
operatörüne karşı gelen pS3S2Q1q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
da kompakttır.

Kanıt. Önerme 3.2’ den Epsq bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan,
S1, S2 : Epsq Ñ Epsq, S3 : Epsq Ñ H pozitif operatörler olmak üzere, i “ 1, 2, 3

için, Qi “ Sios şeklinde tek türlü temsil edilir. Her bir Qi, i “ 1, 2, 3 pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu, kompakt pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal bir polinom tarafindan domine edildiğine göre, Öneme 4.4 ve Teorem
2.6’ dan,

Epsq
S1
Ñ Epsq

S2
Ñ Epsq

S3
Ñ H

ve Si, i “ 1, 2, 3 pozitif operatörleri de kompakt pozitif operatörler tarafindan
domine edilir. Dolayısıyla [3, Theorem 5.14]’ den, S3S2S1 pozitif operatörü de
kompakttır. O halde Önerme 4.4’ den, pS3S2S1q os “ pS3S2Q1q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da kompakttır.

Bölümün son teoremi ise pozitif zayıf kompakt polinomlarla ilgilidir.

Teorem 4.11

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve E p-konveks bir Banach örgüsü Q1, Q2 : E Ñ Epsq

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer, 0 ď Q2 ď Q1

ve Q1, s-homojen ortogonal toplamsal polinomu zayıf kompakt ise, S2
2 pozitif

operatörüne karşılık gelen S2Q2 pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
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da zayıf kompakttır.

Kanıt. Önerme 3.2’ den Epsq bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan,
S1, S2 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere, Qi “ Sios i “ 1, 2 ve
0 ď S2 ď S1 dir. Dahası Önerme 4.4’ den, S1 operatörü de zayıf kompakttır.
O halde [3, Theorem 5.32] (veya bkz. [1])’ den, S2

2 pozitif operatörü de zayıf
kompakttır. Dolayısıyla Önerme 4.4 ve Teorem 2.6’ dan, S2

2os “ S2Q2 pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayıf kompakttır.
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5. DUNFORD-PETTİS POLİNOMLARI

Bu bölümde ilk olarak, Dunford-Pettis polinom tanımı yapılmış ve ardından
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların Dunford-Pettis dominasyon
problemini ispatlamak için gerekli ön sonuçlar verilmiştir. Daha sonra ise,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların Dunford-Pettis dominasyon
problemi için üç farklı teorem ispatlanmıştır. Bölüm sonunda ise, pozitif
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen diğer
yeni sonuçlara yer verilmiştir.

Buna göre, Dunford-Pettis s-homojen polinom tanımı aşağıdaki gibi verilmiştir:

Tanım 5.1

1 ď s P N, E,F Banach uzayları, P : E Ñ F bir s-homojen polinom olmak üzere,
eğer E Banach örgüsünde xn

w
Ñ 0 olması }P pxnq} Ñ 0 olmasını gerektiriyorsa, P

s-homojen polinomuna Dunford-Pettis polinomu denir.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin ilki aşağıdaki gibidir:

Teorem 5.2

1 ď s P N, E,F Banach örgüleri, P ve Q ise 0 ď P ď Q olacak şekilde E’ den
F ’ ye pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar olsun. Eğer E Banach
örgüsü zayıf dizisel sürekli örgü işlemlerine sahip ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ise, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kanıt. E Banach örgüsünde, xn
w
Ñ 0 olsun. O halde E Banach örgüsü, zayıf

dizisel sürekli örgü işlemlerine sahip olduğundan, E’ de |xn|
w
Ñ 0 dır. Bununla

beraber, Q s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinom
olduğu için,

}Q p|xn|q} Ñ 0

dır. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak üzere, P “ S1os
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ve Q “ S2os şeklinde tek türlü temsil edilebildiği ve 0 ď S1 ď S2 olduğu
bilinmektedir. Dolayısıyla,

|P pxnq| “ |pS1osq pxnq| ď S1 |s pxnq| ď S2 |s pxnq| “ S2os p|xn|q “ Q p|xn|q

ve F bir Banach örgüsü olduğundan,

0 ď }P pxnq} ď }Q p|xn|q}

dır. Dolayısıyla }P pxnq} Ñ 0 dır. O halde P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da bir Dunford-Pettis polinomdur.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin ikincisi ise aşağıdaki gibidir:

Teorem 5.3

1 ď s P N, E,F Banach örgüleri, E AM -uzayı ve P,Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomları için 0 ď P ď Q olsun. Eğer Q
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinomu
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis
polinomudur.

Kanıt. [3, Theorem 4.31]’ den, E bir AM -uzayı ise, zayıf dizisel sürekli örgü
işlemlerine sahip olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla bu teoremin geri kalan ispatı
Teorem 5.2 ile aynıdır.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemiyle ilgili olarak ispatlanan teoremlerin üçüncüsü için gerekli olan ön
sonuçlar aşağıdaki gibi verilmiştir:

Önerme 5.4

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve Epsq Schur
özelliğine sahip olsun. Bu durumda E de xn

w
Ñ 0 olması için gerek ve yeter koşul

Epsq’ de s pxnq
w
Ñ 0 olmasıdır.

Kanıt. E de xn
w
Ñ 0 olsun. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü

olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Önerme 3.3 ve Lemma 2.3-(4)’
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den, 2 ď s P N için,

}s pxnq}s “ }ιs p|xn|q}s “ }|ιs pxnq|}s “ }ιs pxnq}s (5.1)

eşitliği yazılabilir. Ayrıca E de xn
w
Ñ 0 ve E Banach örgüsü Schur özelliğine

sahip olduğundan, }xn} Ñ 0 olur. O halde (5.1) eşitliğinden ve Lemma 2.5’ den,
}s pxnq}s Ñ 0 elde edilir. Dolayısıyla Epsq’ de, s pxnq

w
Ñ 0 olur.

Tersine Epsq’ de, s pxnq
w
Ñ 0 olsun. Epsq Banach örgüsü Schur özelliğine sahip

olduğundan, }s pxnq}s Ñ 0 dır. Dolayısıyla (5.1) eşitliğinden ve Lemma 2.5’ den,
}xn} Ñ 0 olur. O halde E’ de xn

w
Ñ 0 dır.

Ayrıca s “ 1 için Ep1q “ E ve her x P E için 1pxq “ x olduğundan önermenin
ispatı açıktır.

Eğer Önerme 5.4’ de, 2 ď s P N olmak üzere s yerine ιs alınırsa, yine benzer bir
ispatla aşağıdaki sonuç elde edilir:

Sonuç 5.5

1 ď p P R, s ď p, 2 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve Epsq Schur
özelliğine sahip olsun. Bu durumda E’ de xn

w
Ñ 0 olması için gerek ve yeter koşul

Epsq’ de ıs pxnq
w
Ñ 0 olmasıdır.

Önerme 5.6

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E ve F Banach örgüleri, E p-konveks, E ve Epsq
Schur özelliğine sahip olmak üzere, eğer pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
Q : E Ñ F polinomu bir Dunford-Pettis polinom ise, Q polinomuna karşılık gelen
S1 pozitif operatörü de bir Dunford-Pettis operatördür.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, Q : E Ñ F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu, S1 : Epsq Ñ F pozitif bir operatör olmak üzere, Q “ S1os şeklinde
tek türlü temsil edilir. Varsayalım ki 2 ď s P N önermedeki koşulları sağlayan
bir çift doğal sayı ve Epsq’ de yn

w
Ñ 0 olsun. Önerme 3.3’ den 2 ď s P N ve s

çift bir doğal sayı ise, her x P E için s pxq “ ιs p|x|q dir. Ayrıca Lemma 2.3’
den, ιs : E Ñ Epsq bir sıra izomorfizm olduğundan, her n için, ιs pxnq “ yn

olacak şekilde bir pxnq P E vardır. Dolayısıyla Sonuç 5.5’ den, E’ de xn
w
Ñ 0

olur. Bununla beraber S1 : Epsq Ñ F pozitif bir operatör ve F bir Banach örgüsü
olduğundan, her n için;

|S1pynq| ď S1p|yn|q
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ve
}S1pιs pxnq} “ }S1pynq} ď }S1p|yn|q} “ }S1ps pxnq} “ }Qpxnq} (5.2)

dir. Bununla beraber Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir
Dunford-Pettis polinom olduğundan, }Qpxnq} Ñ 0 dır. Dolayısıyla (5.2)
eşitsizliğinden }S1pynq} Ñ 0 olur. O halde S1 pozitif operatörü de bir
Dunford-Pettis operatördür.

Varsayalım ki 2 ď s P N önermedeki koşulları sağlayan bir tek doğal sayı ve Epsq’
de yn

w
Ñ 0 olsun. Bu durumda Önerme 3.3’ den, 2 ď s P N ve s tek bir doğal sayı

olmak üzere, her x P E için s pxq “ ιs pxq dır. Lemma 2.3’ den, ιs : E Ñ Epsq bir
sıra izomorfizm olduğundan, her n için, ιs pxnq “ yn olacak şekilde bir pxnq P E
vardır. Dolayısıyla Önerme 5.4’ den, E’ de xn

w
Ñ 0 olur. O halde Q s-homojen

polinomu bir Dunford-Pettis polinomu ve

}Q pxnq} “ }S1ps pxnq} “ }S1pynq}

olduğundan, }S1pynq} Ñ 0 elde edilir. Böylece S1 pozitif operatörü de bir
Dunford-Pettis operatörü olur.

Ayrıca s “ 1 için Ep1q “ E ve her x P E için 1pxq “ x olduğundan önermenin
ispatı açıktır.

Önerme 5.7

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E ve F Banach örgüleri, E p-konveks, E ve
Epsq Schur özelliğine sahip olmak üzere, eğer S1 : Epsq Ñ F pozitif operatörü bir
Dunford-Pettis operatörü ise, buna karşılık gelen Q : E Ñ F pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, Q : E Ñ F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu, S1 : Epsq Ñ F pozitif bir operatör olmak üzere, Q “ S1os şeklinde tek
türlü temsil edilir. Varsayalım ki E’ de xn

w
Ñ 0 olsun. O halde Önerme 5.4’ den,

Epsq’ de s pxnq
w
Ñ 0 olur. S1 pozitif lineer operatörü bir Dunford-Pettis operatörü

olduğuna göre, }Q pxnq} “ }S1ps pxnq} Ñ 0 dır. O halde Q “ S1os pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Pozitif Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomların dominasyon
problemiyle ilgili olarak ispatlanan son teorem ise aşağıdaki gibidir:
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Teorem 5.8

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E ve F Banach örgüleri, F sıra sürekli norma sahip,
E p-konveks, E ve Epsq Schur özelliğine sahip, 0 ď P ď Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve Q bir Dunford-Pettis polinomu
olsun. O zaman P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
Dunford-Pettis polinomudur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de
bir Banach örgüsü olur. Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak üzere, P “
S1os ve Q “ S2os olacak şeklinde tek türlü temsil edilebildiği bilinmektedir.
Dahası 0 ď S1 ď S2 dir. Dolayısıyla Önerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir Dunford-Pettis polinom ise, S2 pozitif operatörü
de bir Dunford-Pettis operatördür. O halde [26, Theorem 4.4]’ den, S1 pozitif
operatörü de bir Dunford-Pettis operatör dür. Dolayısıyla Önerme 5.7’ den, S1

operatörüne karşılık gelen P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da
bir Dunford-Pettis polinomdur.

Teorem 2.6’ dan, E ve F vektör örgüleri, E düzgün tam ve 1 ď s P N
için, P,Q : Epsq Ñ F regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomların,
S1, S2 : Epsq Ñ F regüler operatörler olmak üzere, Q “ S1os ve P “ S2os

şeklinde tek türlü temsil edilebildiği bilinmektedir. Teorem 5.9 ve Teorem 5.10’
da tanımlanan Q ve P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomları için de
bu temsil geçerlidir. Buna göre Teorem 5.9 ve Teorem 5.10’ daki S2 operatörü, P
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karşılık gelen pozitif operatörü
temsil etmektedir.

Dunford-Pettis pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için elde edilen
yeni sonuçlar, Teorem 5.9 ve Teorem 5.10 ile aşağıdaki gibi ifade edilmiştir:

Teorem 5.9

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve
Epsq Schur özelliğine sahip ve P,Q : E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar olsun. Eğer 0 ď P ď Q ve Q bir Dunford-Pettis polinomu
ise, S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis
polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, 0 ď S2 ď S1 : Epsq Ñ Epsq dir. Ayrıca Önerme 3.2’ den, E
p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür. Bununla
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beraber Önerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen polinomu bir Dunford-Pettis
polinomu olduğundan, S1 pozitif operatörüde bir Dunford-Pettis operatörü olur.
Dolayısıyla [26, Corollary 4.7]’ den, S2

2 pozitif operatörüde bir Dunford-Pettis
operatördür. O halde Önerme 5.7’ den, S2

2os “ S2P pozitif s-homojen polinomu
da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Teorem 5.10

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve Epsq Schur
özelliğine sahip, 0 ď P ď Q : E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar olsun. Eğer Q bir Dunford-Pettis polinomu ise, S2

2P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, 0 ď S2 ď S1 : Epsq Ñ Epsq dir. Ayrıca Önerme 3.2’ den, E
p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür. Bununla
beraber Önerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen polinomu bir Dunford-Pettis
polinom olduğundan, S1 pozitif operatörü de bir Dunford-Pettis operatörü dür.
Dolayısıyla [2, Theorem 3.1]’ den, S3

2 pozitif operatörüde bir Dunford-Pettis
operatördür. O halde Önerme 5.7’ den, S3

2os “ S2
2P pozitif s-homojen ortogonal

toplamsal polinomu da bir Dunford-Pettis polinomudur.
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6. ZAYIF DUNFORD-PETTİS POLİNOMLARI

Bu bölümde öncelikle zayıf Dunford-Pettis polinom tanımı ve daha sonra
pozitif, zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili
olan teoremleri kanıtlamak için gerekli ön sonuçlar verildi. Ardından pozitif
zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için dominasyon
problemi, 1 ď s P N ve s tek bir sayı olmak üzere, ispatlandı. Bölüm sonunda
ise pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili
olarak elde edilen yeni sonuçlara yer verildi.

Tanım 6.1

1 ď s P N, E ve F Banach uzayları ve P : E Ñ F , s-homojen bir polinom olmak
üzere, E Banach uzayında xn

w
Ñ 0 ve F 1 uzayında y1n

w
Ñ 0 iken, lim

nÑ8
y
1

n pPxnq “ 0

oluyorsa, P s-homojen polinomuna zayıf Dunford-Pettis polinomu denir.

Teorem 2.6’ dan, E ve F vektör örgüleri, E düzgün tam ve 1 ď s P N için,
Q,P : E Ñ F regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar, S1, S2 :

Epsq Ñ F regüler operatörler olmak üzere, Q “ S1os ve P “ S2os şeklinde
tek türlü temsil edilebildiği bilinmektedir. Buna göre Önerme 6.2 ve Önerme
6.3’ deki S1 operatörü, Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna
karşılık gelen pozitif operatörü ve Teorem 6.6’ daki S2 operatörü de, P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomuna karşılık gelen pozitif operatörü temsil
etmektedir.

Aşağıda pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların zayıf Dunford-Pettis
dominasyon problemini kanıtlamak için gerekli ön sonuçlar verilmiştir.

Önerme 6.2

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F Banach örgüsü,
E ve Epsq Schur özelliğine sahip olsun. Eğer regüler S1 : Epsq Ñ F operatörü bir
zayıf Dunford-Pettis operatörü ise, bu operatöre karşılık gelen Q : E Ñ F regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir zayıf Dunford-Pettis polinomu
olur.
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Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de
bir Banach örgüsüdür. Varsayalım ki, E Banach örgüsünde xn

w
Ñ 0 ve F

1

uzayında y
1

n
w
Ñ 0 olsun. O halde Önerme 5.4’ den, Epsq Banach örgüsünde

spxnq
w
Ñ 0 olur. Buradan S1 operatörü bir zayıf Dunford-Pettis operatör

olduğundan, lim
nÑ8

y
1

n pS1pspxnqqq “ lim
nÑ8

y
1

npQpxnqq “ 0 elde edilir. Dolayısıyla
Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir zayıf Dunford-Pettis
polinomdur.

Önerme 6.3

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek doğal sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü,
F Banach örgüsü, E ve Epsq Schur özelliğine sahip olsun. Eğer Q : E Ñ F regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayıf Dunford-Pettis polinomu ise,
bu polinoma karşılık gelen regüler S1 : Epsq Ñ F operatörü de bir zayıf
Dunford-Pettis operatörüdür.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir
Banach örgüsüdür. Varsayalım ki, Epsq Banach örgüsünde tn

w
Ñ 0 ve F 1 uzayında

y
1

n
w
Ñ 0 olsun. Önerme 3.3’ den, 2 ď s P N ve s bir tek doğal sayı olmak üzere,

her x P E için s pxq “ ιs pxq olduğu bilinmektedir. Ayrıca Lemma 2.3’ den, ıs
bir sıra izomorfizm olduğundan, her n için, tn “ s pxnq “ ιs pxnq olacak şekilde
E Banach örgüsünde bir pxnq dizisi vardır. Dolayısıyla Önerme 5.4’ den, E’ de
xn

w
Ñ 0 dır. Bununla beraber Q bir zayıf Dunford-Pettis polinomu olduğundan ,

lim
nÑ8

y´npS1 ptnqq “ lim
nÑ8

y´npS1ps pxnqqq “ lim
nÑ8

y´npQ pxnqq “ 0

dır. O halde regüler S1 operatörü de bir zayıf Dunford-Pettis operatörüdür. Ayrıca
s “ 1 olmak üzere, her x P E için, 1pxq “ x ve Ep1q “ E olacağından önermenin
ispatı ispat açıktır.

Teorem 6.4

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach
örgüsü, F Banach örgüsü, E ve Epsq Schur özelliğine sahip ve Q : E Ñ F pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayıf Dunford-Pettis polinomu olsun.
Eğer 0 ď P ď Q ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
zayıf Dunford-Pettis polinomudur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir

39



Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak üzere, Q “
S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği ve 0 ď S2 ď S1

olduğu bilinmektedir. Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayıf
Dunford-Pettis polinom olduğundan, Önerme 6.3’ den, S1 pozitif operatörüde bir
zayıf Dunford-Pettis operatör olur. Dolayısıyla [26, Theorem 4.5]’ den, S2 pozitif
operatörü de bir zayıf Dunford-Pettis operatördür. O halde Önerme 6.2’ den,
P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir zayıf Dunford-Pettis
polinom olur.

Aşağıda pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla
ilgili olarak elde edilen diğer yeni sonuçlar verilmiştir.

Teorem 6.5

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F Banach örgüsü,
E ve Epsq Schur özelliğine sahip ve Q,P : E Ñ F pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomları için 0 ď P ď Q sağlansın. Eğer Q polinomu kompakt
ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir zayıf Dunford-Pettis
polinomudur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’
de bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak
üzere, Q “ S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği ve
0 ď S2 ď S1 olduğu bilinmektedir. Ayrıca Önerme 4.4’ den, Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir kompakt polinom olduğundan, buna karşılık
gelen S1 pozitif operatörü de kompakttır. O halde [2, Theorem 2.3]’ den, S2 pozitif
operatörünün de bir zayıf Dunford-Pettis operatör olduğu görülür. Dolayısıyla
Önerme 6.2’ den, S2 pozitif operatörüne karşılık gelen, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da, bir zayıf Dunford-Pettis polinomu olur.

Teorem 6.6

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E ve Epsq
Schur özelliğine sahip, Q,P : E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar ve 0 ď P ď Q olsun. Eğer Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu kompakt ise,

1. S2
2P kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinomdur (S2P
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pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt olmak zorunda
değildir);

2. S2P Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomdur (P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
aynı özelliklere sahip olmak zorunda değildir);

3. P , pozitif zayıf Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir
polinomdur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir
Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarının, S1, S2 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere,
Q “ S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği ve 0 ď S2 ď S1

olduğu bilinmektedir. Ayrıca Önerme 4.4’ den, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom olduğundan, buna karşılık gelen S1

pozitif operatörü de kompakttır. Bununla beraber [2, Theorem 2.5-(1)]’ den,
S3

2 pozitif operatörü de bir kompakt operatör olur. O halde Önerme 4.4’ den,
S3

2 : Epsq Ñ Epsq pozitif kompakt operatörüne karşılık gelen S3
2os “ S2

2P

pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da kompakttır. Bunlara ek
olarak, [2, Theorem 2.5-(1)]’ den, S2

2 pozitif operatörü kompakt olmak zorunda
olmadığından, Önerme 4.4’ den, S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da kompakt olmak zorunda değildir.

Bununla beraber [2, Theorem 2.5-(2)]’ den, S1 pozitif operatörü kompakt
olduğundan, S2

2 pozitif operatörü de Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir operatör
olur. Dolayısıyla Önerme 5.7’ den, S2

2 pozitif Dunford-Pettis operatörüne karşılık
gelen S2

2os “ S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir
Dunford-Pettis polinomdur. Ayrıca Önerme 4.4’ den, S2

2 pozitif zayıf kompakt
operatörüne karşılık gelen S2

2os “ S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da bir zayıf kompakt polinomdur. Bununla beraber [2, Theorem 2.5-(2)]’
den, S2 pozitif operatörü Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir operatör olmak
zorunda değildir. Dolayısıyla Önerme 5.6 ve Önerme 4.4’ den, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu da Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir polinom
olmak zorunda değildir.

Bunlara ek olarak, [2, Theorem 2.5-(3)]’ den, S2 pozitif operatörü de bir
zayıf Dunford-Pettis operatör olur. O halde Önerme 6.2’ den, S2 pozitif,
zayıf Dunford-Pettis operatörüne karşılık gelen P pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir zayıf Dunford-Pettis polinomdur.

41



Teorem 6.7

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F sıra sürekli
norma sahip bir Banach örgüsü, E ve Epsq Schur özelliğine sahip, Q,P : E Ñ

F pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar ve 0 ď P ď Q olsun.
Eğer Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakt ise, P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayıf kompakt ve Dunford-Pettis bir
polinomdur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’
de bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak
üzere, Q “ S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebilir ve
0 ď S2 ď S1 dir. Bununla beraber Önerme 4.4’ den,Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom olduğundan, buna karşılık gelen S1

pozitif operatörü de kompakttır. Dolayısıyla [2, Theorem 2.6]’ dan, S2 pozitif
operatörü Dunford-Pettis ve zayıf kompakt bir operatör olur. O halde Önerme 4.4
ve Önerme 5.7’ den, S2 operatörüne karşılık gelen P pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu da zayıf kompakt ve Dunford-Pettis bir polinomdur.

Teorem 6.8

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, E 1

psq sıra
sürekli norma sahip, E ve Epsq Schur özelliğine sahip, Q : E Ñ Epsq pozitif,
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom olsun. Bu durumda
Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakttır. ( ve böylece bu
durumda eğer, P : E Ñ Epsq pozitif s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom
ve 0 ď P ď Q ise, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da
kompakttır.)

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de
bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomunun S1 : Epsq Ñ Epsq pozitif lineer operatör olmak üzere,
Q “ S1os olacak şekilde tek türlü temsil edilebilir. Bununla beraber Epsq Banach
örgüsü Schur özelliğine sahip olduğundan [44, Theorem 2]’ den, Epsq sıra sürekli bir
norma sahiptir. Ayrıca Önerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu bir Dunford-Pettis polinom olduğundan, buna karşılık gelen S1 pozitif
operatörü de bir Dunford-Pettis operatördür. Dolayısıyla [2, Theorem 2.7]’ den,
S1 pozitif operatörü kompakttır. O halde Önerme 4.4’ den de, Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu kompakttır.
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Bunlara ek olarak Teorem 2.6’ dan, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun, S2 : Epsq Ñ Epsq pozitif bir operatör olmak üzere, P “ S2os

şeklinde temsil edilir ve 0 ď S2 ď S1 dir. Ayrıca Önerme 4.4’ den, Q pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir kompakt polinom olduğundan, buna
karşılık gelen S1 pozitif operatörü de kompakttır. Dolayısıyla [2, Theorem 2.7]’
den, S2 pozitif operatörü kompakt bir operatördür. O halde Önerme 4.4’ den, S2

pozitif kompakt operatörüne karşı gelen P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da kompakttır.

Teorem 6.9

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, E p-konveks bir Banach örgüsü, F Banach örgüsü,
E
1

psq sıra sürekli norma sahip, E ve Epsq Schur özelliğine sahip, Q : E Ñ F pozitif,
Dunford-Pettis s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom olsun. Bu durumda
Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu kompakttır. ( ve böylece eğer,
P : E Ñ F s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve 0 ď P ď Q ise,
P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayıf kompakt ve zayıf
Dunford Pettis bir polinomdur.)

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de
bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomunun S1 : Epsq Ñ F pozitif lineer operatör olmak üzere,
Q “ S1os olacak şekilde tek türlü temsil edilebilir. Bununla beraber Epsq Banach
örgüsü Schur özelliğine sahip olduğundan [44, Theorem 2]’ den, Epsq sıra sürekli bir
norma sahiptir. Ayrıca Önerme 5.6’ dan, Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu bir Dunford-Pettis polinom olduğundan, buna karşılık gelen S1 pozitif
operatörü de bir Dunford-Pettis operatördür. Dolayısyla [2, Theorem 2.8]’ den, S1

pozitif operatörü kompakttır. O halde Önerme 4.4’ den de, Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu kompakttır.

Bunlara ek olarak Teorem 2.6’ dan, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun S2 : Epsq Ñ F pozitif lineer operatör olmak üzere, P “ S2os

şeklinde temsil edilebildiği ve 0 ď P ď Q olduğundan 0 ď S2 ď S1 olduğu
bilinmektedir. Bununla beraber Önerme 4.4’ den, Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir kompakt polinom olduğundan, buna karşılık gelen S1

pozitif operatörü de kompakttır. Dolayısıyla [2, Theorem 2.8]’ den, S2 pozitif
operatörü zayıf kompakt ve zayıf Dunford-Pettis bir operatördür. Dolayısıyla
Önerme 4.4 ve Önerme 6.2’ den, S2 pozitif operatörüne karşı gelen P pozitif
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da zayıf kompakt ve zayıf Dunford
Pettis bir polinomdur.

43



7. AYRIK KESİN SİNGÜLER POLİNOMLAR

Bu bölümde öncelikle, ayrık kesin singüler polinom tanımı yapılmış ve
ardından pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların ayrık kesin singüler
dominasyon problemini ispatlamak için gerekli ön sonuçlar verilmiştir. Daha
sonra ise, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomların ayrık kesin singüler
dominasyon problemi ispatlanmıştır. Bölüm sonunda ise, ayrık kesin singüler
regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlarla ilgili elde edilen diğer yeni
sonuçlara yer verilmiştir.

Tanım 7.1

1 ď s P N, E, F sırasıyla Banach örgüsü ve Banach uzayı ve Q : E Ñ

F s-homojen bir polinom olsun. Eğer E de, Q s-homojen polinomunun pxnq
vektörleri tarafından gerilen rpxnqs alt uzayı üzerindeki kısıtlanışı bir izomorfizm
olacak şekilde, hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin pxnq dizisi yoksa, Q
s-homojen polinomuna bir ayrık kesin singüler polinomdur denir.

Önerme 3.3’ den, 2 ď s P N ve s bir çift sayı ise, her x P E için, s pxq “ ιs |x|

olduğu bilindiğine göre,

Q pxq “ Sos pxq “ Soιs p|x|q

olduğu açıktır. Burada Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomunun
hiç biri sıfır olmayan pxnq ayrık vektörleri tarafından gerilen rpxnqs alt uzayı
üzerindeki kısıtlanışı, ιs p|x|q’ nin rpxnqs alt uzayı üzerindeki kısıtlanışının bire
bir olmamasından dolayı, bir izomorfizm olmayacaktır. Dolayısıyla Q regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomu 2 ď s P N ve s bir çift sayı olmak
üzere, her zaman bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Önerme 7.2

E Banach örgüsü ve 2 ď s P N olmak üzere, pxnq dizisinin E’ de hiç biri sıfır
olmayan ayrık vektörlerin bir dizisi olması için gerek ve yeter koşul pιs pxnqq
dizisinin de Epsq’ de hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin bir dizisi olmasıdır.
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Kanıt. Lemma 2.3’ den, ıs bir sıra izomorfizm olduğundan önermenin ispatı
açıktır.

Önerme 7.3

2 ď s P N ve px
i
q dizisi E Banach örgüsünde, hiç biri sıfır olmayan ayrık

vektörlerin bir dizisi ve ιs pxiq “ yi ise, ιs rpxiqs “ rpyiqs dir.

Kanıt. Varsayalım ki t P ιs rpxiqs olsun. O halde αik P R{ t0u , k “ 1, ..., n olmak
üzere,

t “ ιs pαi1xi1 ` ...` αinxinq

dir. Ayrıca pxnq dizisi E’ de hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin bir dizisi
olduğundan, β, λ P R ve i ‰ j için, βxi K λxj dir. Dolayısıyla Lemma 2.3-(2,3)’
den,

ιs pαi1xi1 ` ...` αinxinq “ ιs pαi1xi1q ‘ ...‘ ιspαinxinq

“ αsi1 ˚ ιs
`

xi1q ‘ ...‘ α
s
in ˚ ιspxin

˘

“ αsi1 ˚ yi1 ‘ ...‘ α
s
in ˚ yin

elde edilir. O halde t P rpyiqs dir.

Tersine , eğer t P rpyiqs ise, Lemma 2.3-(2,3)’ den, βik P R{ t0u , k “ 1, ..., n olmak
üzere,

t “ pβi1 ˚ yi1q ‘ ...‘ pβin ˚ yinq

“ pβi1 ˚ ιs pxi1qq ‘ ...‘ pβin ˚ ιs pxinqq

“ ιs

´

β
1
s
i1
xi1

¯

‘ ...‘ ιs

´

β
1
s
in
xin

¯

“ ιs

´

β
1
s
i1
xi1 ` ...` β

1
s
in
xin

¯

elde edilir. Dolayısıyla t P ιs rpxiqs dir. O halde ιs rpxiqs “ rpyiqs dir.

Lemma 7.4

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, s bir tek sayı, F Banach örgüsü, E p-konveks bir
Banach örgüsü veQ “ E Ñ F bir regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinom
olsun. Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomumun bir ayrık kesin
singüler polinom olması için gerek ve yeter koşul Q regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomuna karşılık gelen, S : Epsq Ñ F regüler operatörünün de bir
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ayrık kesin singüler operatör olmasıdır.

Kanıt. Varsayalım ki Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir
ayrık kesin singüler polinom olmasın. O halde E’ de hiç biri sıfır olmayan ayrık
vektörlerin bir pxnq dizisi vardır öyle ki; Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomunun pxnq vektörleri tarafından gerilen rpxnqs alt uzayı üzerindeki
kısıtlanışı bir izomorfizmdir. Bununla beraber Önerme 3.2’ den Epsq’ nin bir
Banach örgüsü ve Önerme 3.3’ den de, 2 ď s P N ve s bir tek sayı olmak
üzere, her x P E için spxq “ ıspxq olduğu bilinmektedir. Dahası Önerme 7.2’
den, 2 ď s P N, s bir tek sayı ve ιs pxnq “ yn olmak üzere, pynq dizisi de, Epsq
de hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin bir dizisidir. Ayrıca Önerme 7.3’ den,
2 ď s P N ve s tek sayısı için, ιs rpxiqs “ rpyiqs dir. O halde Teorem 2.6’ dan,
2 ď s P N ve s bir tek sayı olmak üzere,

Q |rpxnqs“ Sos |rpxnqs“ Soιs |rpxnqs“ S |rpynqs

elde edilir. Dolayısıyla S |rpynqs de bir izomorfizmdir. O halde S operatörü bir
ayrık kesin singüler operatör değildir.

Tersine S regüler operatörü bir ayrık kesin singüler operatör olmasın. Bu durumda
Epsq’ de hiç biri sıfır olmayan ayrık vektörlerin bir pynq dizisi vardır öyle ki; S
operatörünün rpynqs alt uzayı üzerindeki kısıtlanışı bir izomorfizmdir. ιs bir sıra
izomorfizm olduğundan, her n için, ιs pxnq “ yn olacak şekilde xn P E vardır. O
halde Önerme 7.2’ den, ιs pxnq “ yn olmak üzere, pxnq dizisi de E de hiç biri sıfır
olmayan ayrık vektörlerin bir dizisidir. Dahası Önerme 7.3’ den, ιs rpxiqs “ rpyiqs
dir. O halde Teorem 2.6’ dan, 2 ď s P N ve s bir tek sayı olmak üzere,

Q |rpxnqs“ Soιs |rpxnqs“ S |rpynqs

olur. Ayrıca Lemma 2.5’ den, ιs nin bir homeomorfizm olduğu bilinmektedir.
Dolayısıyla Q |rpxnqs de bir izomorfizm olduğundan, Q regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu da bir ayrık kesin singüler polinom değildir.

Ayrıca s “ 1 olmak üzere, her x P E için, 1pxq “ x ve Ep1q “ E olduğundan
lemmanın ispatı açıktır.

Teorem 7.5

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, F Banach örgüsü, E p-konveks bir
Banach örgüsü, P ve Q ise 0 ď P ď Q : E Ñ F olmak üzere, iki pozitif s-homojen
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ortogonal toplamsal polinom olsun. Eğer F sıra sürekli bir norma sahip ve Q
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinom
ise, P polinomu da bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’
de bir Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F pozitif operatörler olmak
üzere, Q “ S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği ve
0 ď S2 ď S1 olduğu bilinmektedir. O halde Lemma 7.4’ den, pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinom olduğundan, S1

pozitif operatörü de bir ayrık kesin singüler operatördür. Dolayısıyla [14, Theorem
1.1]’ den, S2 pozitif operatörü de bir ayrık kesin singüler operatördür. Sonuç olarak
Lemma 7.4’ den, P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu da bir ayrık
kesin singüler polinomdur.

Teorem 7.6’ daki S2 operatörü Teorem 2.6 gereğince, P pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomuna karşılık gelen pozitif operatörü temsil
etmektedir.

Teorem 7.6

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü, P ve
Q ise, 0 ď P ď Q : E Ñ Epsq olmak üzere, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar olsun. Eğer Q pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu bir
ayrık kesin singüler polinom ise, S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Kanıt. Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir
Banach örgüsüdür. Ayrıca Teorem 2.6’ dan, P ve Q pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ Epsq pozitif operatörler olmak üzere,
Q “ S1os ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği ve 0 ď S2 ď S1

olduğu bilinmektedir. Bununla beraber Lemma 7.4’ den, Q pozitif s-homojen
ortogonal toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinom olduğundan, S1

operatörü de bir bir ayrık kesin singüler operatördür. O halde, [14, Theorem 1.2]’
den de, S2

2 pozitif operatörü de bir ayrık kesin singüler operatör olur. Dolayısıyla
Lemma 7.4’ den, S2

2os “ S2P pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomu
bir ayrık kesin singüler polinomdur.
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Önerme 7.7

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N, s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü,
F Banach örgüsü ve Q,P “ E Ñ F regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar olsun. Eğer Q ve P regüler s-homojen otogonal toplamsal polinomları
ayrık kesin singüler polinomlar ise, Q`P regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomu da bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, P ve Q regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlarının S1, S2 : Epsq Ñ F regüler operatörler olmak üzere, Q “ S1os

ve P “ S2os olacak şekilde tek türlü temsil edilebildiği bilinmektedir. Ayrıca
Önerme 3.2’ den, E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir
Banach örgüsüdür. Bununla beraber Lemma 7.4’ den, S1 ve S2 operatörlerinin
birer regüler ayrık kesin singüler, operatör olduğu anlaşılmaktadır. Dolayısyla
[23, Proposition 2]’ den, S1 ` S2 regüler operatörü de bir ayrık kesin singüler
operatördür. O halde Lemma 7.4’ den, Q ` P regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinomdur.

Önerme 7.8

1 ď p P R, s ď p, 1 ď s P N ve s bir tek sayı, E p-konveks bir Banach örgüsü,
F ve Z Banach örgüleri olsun. Eğer Q “ E Ñ F ayrık kesin singüler, regüler
s-homojen ortogonal toplamsal bir polinom ve T : F Ñ Z regüler sınırlı bir
operatör ise TQ bir ayrık kesin singüler, regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomdur.

Kanıt. Teorem 2.6’ dan, S :“ Epsq Ñ F regüler bir operatör olmak üzere,
Q “ Sos olacak şekilde tek türlü temsil edilir. Ayrıca Önerme 3.2’ den,
E p-konveks bir Banach örgüsü olduğundan, Epsq’ de bir Banach örgüsüdür.
Bununla beraber Lemma 7.4’ den, Q polinomu bir ayrık kesin singüler polinom
olduğundan, S operatörü de bir ayrık kesin singüler operatördür. Dolayısıyla [23,
Proposition 3]’ den, TS regüler operatörü de bir ayrık kesin singüler operatördür.
O halde Lemma 7.4’ den, pTSqos “ T pSosq “ TQ regüler s-homojen ortogonal
toplamsal polinomu bir ayrık kesin singüler polinomdur.
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8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Pozitif operatörler için dominasyon problemleri uzun yıllardır üzerinde çalışılan
popüler konulardan biridir. Bununla beraber pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomlar için dominasyon problemleri üzerine yapılmış tek bir
çalışma mevcuttur [30]. Kusraeva [30] bu çalışmasında, kompakt ve zayıf
kompakt pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için dominasyon
problemlerini incelemiştir. Bu tez çalışması ise, pozitif s-homojen ortogonal
toplamsal polinomların çeşitli dominasyon problemleri üzerine yapılmış olan ikinci
bir çalışma niteliğindedir.

Bu çalışma yapılırken, pozitif operatörler için yapılmış olan dominasyon
problemlerinden ilham alınmış ve regüler s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için Kusraeva’nın [30] vermiş olduğu temsil kullanılmıştır. Bununla
beraber yapılan bu tez çalışmasında, pozitif operatörlerin dominasyon
problemleriyle ilgili verilen bazı sonuçların, pozitif s-homojen ortogonal toplamsal
polinomlar için olan karşılığı verilmiştir. Buna göre tezin üçüncü bölümünde,
pozitif s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için, Banach-Saks dominasyon
problemi, tezin beşinci bölümünde Dunford-Pettis dominasyon problemi, tezin
altıncı bölümünde zayıf-Dunford Pettis dominasyon problemi ve son olarak tezin
yedinci bölümünde ayrık kesin singüler dominasyon problemleri çözülmüş ve elde
edilen çeşitli yeni sonuçlara yer verilmiştir. Tezin dördüncü bölümünde ise, regüler
s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için modül tanımı verilerek, bununla
ilgili elde edilen yeni sonuçlar verilmiştir. Ayrıca bölüm sonunda ise, (zayıf)
kompakt, regüler s-homojen ortogonal toplamsal polinomlar için elde edilen çeşitli
yeni sonuçlara yer verilmiştir.

İleriye yönelik olarak, pozitif operatörler için yapılmış olan çeşitli dominasyon
problemleri göz önüne alındığı zaman [4, 5, 27, 31, 35] AM-kompakt,
Radon-Nikodým, Narrow, Asplund s-homojen polinomu tanımları yapılarak,
bunlar için de dominasyon problemleri incelenebilir.
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[37] Pérez-Garćıa, D. and Villanueva, I., 2005. Orthogonally additive
polynomials on spaces of continuous functions, J. Math. Anal. Appl., 306,
No. 1, 97-105.

[38] Pérez, P. T., 2010. Factorization and domination properties of operators
on Banach lattices, PhD. Thesis, Universidad Complutense de Madrid.

[39] Sundaresan, K., 1991. Geometry of spaces of homogeneous polynomials on
Banach lattices, in: Applied Geometry and Discrete Mathematics. DIMACS
Ser. Discrete Math. Theoret. Comput. Sci., Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 4, 571–586.

[40] Szlenk, W., 1965. Sur les suites faiblement convergentes dans l’espace L,
(French), Studia Math., 25, 337-341.

[41] Toumi M. A., 2010. Orthogonally additive polynomials on Dedekind
σ-complete vector lattices, Math. Proc. R. Ir. Acd., 110A, No. 1, 83-94.

[42] Wickstead, A. W., 1981. Extremal structure of cones of operators, Quart.
J. Math. Oxford Ser., (2), 32, No. 126, 239–253.

[43] Wickstead, A. W., 1996. Converses for the Dodds–Fremlin and
Kalton–Saab theorems, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 120, No. 1,
175-179.

[44] Wnuk, W., 1989. Some characterizations of Banach lattices with Schur
property, Congress on Functional Analysis (Madrid, 1988), Rev. Mat. Univ.
Complut. Madrid, 2, suppl., 217-224.

53



ÖZGEÇMİŞ

Tuğçen Selmanoğulları 30 Mart 1982 yılında Lefkoşa’da doğdu. İlkokul, ortaokul
ve lise eğitimini Lefkoşa’da tamamladı. Ardından Mimar Sinan Üniversitesi
Matematik Bölümü’nden 2003 yılında mezun olduktan sonra, 2005 yılında
Mimar Sinan Güzel Sanatlar Üniversitesi Matematik Bölümü’nde yüksek lisansını
tamamladı. 2006 yılında aynı üniversitede Matematik Bölümü’nde doktora
eğitimine ve 2007 yılında ise araştırma görevlisi olarak burada çalışmaya başladı.
Halen bu bölümde araştırma görevlisi olarak çalışmaya devam etmektedir.

54


