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�Ç�NDEK�LER

SEMBOL L�STES�

kb : b-boyutlu a�n uzay
V (f1, f2, . . . , fs) : f1, . . . , fs polinomlar�n�n olu³turdu§u a�n varyete
I(V ) : V varyetesinin tan�mlay�c� ideali
k[x1, x2, . . . , xb]/I(V ) : V varyetesinin koordinat halkas�
f∗ : f polinomunun en küçük dereceli homojen bile³eni
I∗ : I idealinin te§et konisi
⟨n1, n2, . . . , nb⟩ : n1, n2, . . . , nb taraf�ndan üretilmi³ yar�grup
m(S) : S'nin katl�l�§�
F (S) : S'nin Frobenius say�s�
G(S) : S'nin bo³luk noktalar�n�n kümesi
g(S) : S'nin bo³luk noktalar�n�n say�s�
µ(I) : I idealinin minimal üreteç kümesinin kardinalitesi
H(R, n) : R halkas�n�n Hilbert fonksiyonu
HilbR(t) : R halkas�n�n Hilbert serisi
Ap(S, n) : S'nin n'ye göre Apery kümesi
PF (S) : S'nin pseudo-Frobenius elemanlar�
T (S) : S'nin torsiyon elemanlar�n�n kümesi
ord(s) : s'nin mertebesi
tord(s) : s'nin torsiyon mertebesi
grm(R) : R halkas�n�n ili³kili dereceli halkas�
Hk = ⟨α + k⟩ : k ile ötelenmi³ yar�grup
{Hk}k∈N : H nümerik yar�grubuna ba§l� ötelenmi³ aile
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Bölüm 1

G�R��

Bu tezde çal�³aca§�m�z temel nesneler nümerik yar�gruplard�r. n1, n2, . . . , nb arala-
r�nda asal olmak üzere,

S = ⟨n1, n2, . . . , nb⟩ =

{
b∑

i=1

aini, ai ∈ Z≥0

}
bir nümerik yar�grup ve

k[[S]] = k[[ts|s ∈ S]] = k[[tn1 , · · · , tnb ]] ⊆ k[[t]]

ise S nümerik yar�grubuna kar³�l�k gelen yerel halkad�r. Bir (R,m) yerel halkas�n�n
Hilbert fonksiyonu, o halkan�n ilgili dereceli halkas�n�n, bir ba³ka de§i³le

grm(R) = R/m⊕m/m2 ⊕m2/m3 ⊕ ...

dereceli halkas�n�n Hilbert fonksiyonudur. Bir yar�grubun düzenlilik indeksi ile
grm(k[[t

n1 , tn2 , · · · , tnb ]]) halkas�n�n Hilbert fonksiyonunun n1 de§erine e³it olmaya
ba³lad�§� noktay� kastediyoruz ve i(S) ile gösteriyoruz. Benzer biçimde, bir (R,m) ye-
rel halkas�n�n düzenlilik indeksi ile de grm(R) halkas�n�n Hilbert fonksiyonunun halka-
n�n katl�l�§�na e³it olmaya ba³lad�§� noktay� tan�ml�yoruz ve i(R) ile gösteriyoruz. Do-
lay�s�yla, S = ⟨n1, n2, . . . , nb⟩ yar�grunun düzenlilik indeksi veya R = k[[tn1 , · · · , tnb ]]
halkas�n�n düzenlilik indeksi ayn� de§i³mezi göstermektedir.

Soru. Arf kapan�³� ayn� olan halkalar�n düzenlilik indekslerine ili³kin Arslan ve Sertöz
taraf�ndan öne sürülen ve düzenlilik indeksinin tekillli§in bir ölçüsü olarak de§erlen-
dirilmesi �krine dayanan san�ya odaklan�yoruz:

2. bölümde tezde kullanaca§�m�z temel cebirsel altyap�y� verece§iz. Dereceli halka,
Hilbert fonksiyonu, Cohen-Macaulay, Gorenstein ve tam kesi³im halkas� gibi kulla-
naca§�m�z temel kavramlar� tan�ml�yoruz.

3. bölümde nümerik yar�gruplar ile ilgili temel tan�mlar� ve literatürü verece§iz.
Apery kümesi, Apery tablosu gibi nümerik gruplar� çal�³mak için gerekli araçlar
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BÖLÜM 1. G�R��

yan�nda, Arf yar�grubu ve Arf kapan�³� kavramlar�n� da tan�mlayaca§�z.

4. S1 ⊆ S2 iken çe³itli durumlarda yar�gruplar�n düzenlilik indeksinin nas�l de§i³ti-
§ine ili³kin sonuçlar veriyoruz. Arslan ve Sertöz'ün san�s�n�n genelde do§ru olmad�-
§�n� bir kar³� örnek ile gösteriyoruz. Ayr�ca, ötelenmi³ yar�grup ailelerinde düzenlilik
indeksinin nas�l de§i³ti§ine ili³kin önemli bir sonuç sunuyoruz.
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Bölüm 2

COHEN-MACAULAY HALKALAR
VE H�LBERT FONKS�YONU

Bu bölümde tezde kullanaca§�m�z temel cebirsel tan�mlar� verece§iz.

2.1 Cohen-Macaulay Halkalar�

Tan�m 2.1.1 [3] R bir de§i³meli halka olsun. {a1, · · · , an} ⊆ R kümesi ³u iki ko³ulu

sa§l�yorsa {a1, · · · , an} kümesine düzenli dizi denir:

i) R ̸= ⟨a1, · · · , an⟩R
ii) a1, R'de s�f�r bölen de§ildir ve her j ∈ {2, · · ·n} için aj, R/⟨a1, · · · aj−1⟩'de s�f�r

bölen de§ildir.

Tan�m 2.1.2 [3] R bir Noetherian halka ve I, R'nin bir ideali olsun. I içindeki

herhangi bir maksimal düzenli dizinin uzunlu§una I idealinin derinli§i denir.

Tan�m 2.1.3 [3] R bir halka ve P, R'nin bir asal ideali olsun. Pl ⊊ · · · ⊊ P1 ⊊
P0 = P kesin artan idealler zincirlerinin l uzunlu§unun supremumuna P idealinin

yüksekli§i denir. Ayr�ca R'nin herhangi bir I ideali için I'y� kapsayan asal ideallerin

yüksekliklerinin in�mumuna I'n�n yüksekli§i denir.

Not 2.1.4 R bir halka, I R'nin bir ideali ve µ(I) I'n�n minimal üreteç kümesinin

eleman say�s� olmak üzere ;

derinlik(I) ≤ yükseklik(I) ≤ µ(I)

olur.
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BÖLÜM 2. COHEN-MACAULAY HALKALAR VE H�LBERT FONKS�YONU

Tan�m 2.1.5 [3] R Noetherian bir halka olsun. E§er R'nin her I ideali için

derinlik(I)= yükseklik(I)

oluyorsa R'ye Cohen-Macaulay halkas� denir.

A³a§�daki teorem sayesinde, yukar�daki e³itli§in sadece maksimal ideallerde sa§lan-

d�§�n� kontrol ederek halkan�n Cohen-Macaulay oldu§unu söyleyebiliriz:

Teorem 2.1.6 [11] R Noetherian bir halka olsun. A³a§�dakiler denktir:

a) R Cohen-Macaulay bir halkad�r.

b) R'nin her m maksimal ideali için, derinlik(m) = ykseklik(m).

c) R'nin her p asal ideali için, derinlik(p) = ykseklik(p).

d) R'nin her I ideali için, derinlik(I) = ykseklik(I).

2.2 Gorenstein Halkalar

Özel Cohen-Macaulay halkalar olan Gorenstein halkalar� da bu tezde ilginece§imiz

önemli cebirsel nesnelerdir.

Tan�m 2.2.1 [35] (R,m) d boyutlu bir yerel halka ve I, R'nin bir m-primary ideali

olsun. I'n�n herhangi bir d elemanl� üreteç kümesine (R,m)'nin parametreler sistemi

denir.

Tan�m 2.2.2 [3] Bir öz ideal, kendisini kapsayan iki öz idealin kesi³imi olarak yaz�-

lam�yorsa, o ideale indirgenemez denir.

Tan�m 2.2.3 [35] (R,m) bir yerel halka olsun. E§er R'nin her parametreler sistemi

bir indirgenemez ideal üretiyorsa R'ye Gorenstein denir.

Özel bir Gorenstein halkas� olan tam kesi³im halkas�n�n tan�m�n� da verelim.

Tan�m 2.2.4 [34] Bir (R,m) yerel halkas�, bir düzenli yerel halkan�n düzenli dizi ile

bölüm halkas� olarak verilebiliyorsa, o halkaya tam kesi³im halkas� denir.

Noetherian yerel halkalar, a³a§�daki kapsama ili³kisine sahiptir:

Tam kesi³im halkalar� ⊂ Gorenstein halkalar� ⊂ Cohen-Macaulay halkalar�

4



BÖLÜM 2. COHEN-MACAULAY HALKALAR VE H�LBERT FONKS�YONU

2.3 Dereceli Halkalar, Hilbert Fonksiyonu ve Düzenlilik �ndeksi

Tan�m 2.3.1 [22] R bir halka olsun. E§er R halkas�

R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ · · ·

olacak ³ekilde Ri de§i³meli gruplar�n�n direkt toplam� ³eklinde yaz�labiliyor ve her

i, j ≥ 0 için RiRj ⊆ Ri+j oluyorsa, R'ye dereceli halka denir. Ri gruplar�n�n eleman-

lar�na R'nin derecesi i olan homojen elemanlar� denir. Homojen elemanlar taraf�ndan

üretilen ideale ise homojen ideal denir.

Her f ∈ R eleman� f = f0+f1+ · · · , fi ∈ Ri ³eklinde tek türlü yaz�labilir. Buradaki

fi'lere, f'nin homojen bile³enleri denir.

Tan�m 2.3.2 [22]

R = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕ · · ·

bir dereceli halka olsun. E§er M modülü

M =
∞⊕
−∞

Mi

olacak ³ekilde RiMj ⊆ Mi+j ko³ulunu sa§layan Abelyan gruplar�n direkt toplam�

³eklinde yaz�labiliyorsa M 'ye R üzerinde dereceli modül denir.

Tan�m 2.3.3 [22]M , k[x1, · · · , xn] üzerinde sonlu üretilmi³ bir dereceli modül olsun.

HM(i) := dimkMi

nümerik fonksiyonuna M 'nin Hilbert fonksiyonu denir.

Bir (R,m) yerel halkas�n�n Hilbert fonksiyonunu tan�mlamak için onunla bir dereceli

halka ili³kilendirilir. R'nin maksimal ideal m'ye göre ili³kili dereceli halkas� olarak

adland�r�lan ve grm(R) ile gösterilen bu halka

grm(R) = R/m⊕m/m2 ⊕m2/m3 ⊕ ...

biçiminde tan�mlan�r. Böylece, (R,m) yerel halkas�n�n Hilbert fonksiyonunu, bu ili³-
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BÖLÜM 2. COHEN-MACAULAY HALKALAR VE H�LBERT FONKS�YONU

kili dereceli halkan�n Hilbert fonksiyonu olarak tan�mlar�z:

HR(i) = Hgrm(R)(i) = dimR/mm
i/mi+1 = dimkm

i/mi+1

Bu tezde Krull boyutu 1 olan (R,m) yerel halkalar�na odaklanaca§�z. Bu durumda,

yeterince büyük i de§erleri için HR(i) = e olur ve e, R'nin katl�l�§�d�r. Bu da düzen-

lilik indeksi tan�m�n� yapmam�z� mümkün k�lar.

Tan�m 2.3.4 [18] (R,m) boyutu 1 ve katl�l�§� e olan yerel halka olsun.

i(R) = Min{i |HR(i) = e}

say�s�na R'nin düzenlilik indeksi denir.

Krull boyutu 1 olan (R,m) yerel halkalar� ile ilgili herhangi bir soruyu çal�³mak için

ba³vurabilece§imiz temel nesneler tekterimli e§riler veya nümerik yar�gruplard�r. Dü-

zenlilik indeksi problemine odaklanmak için de bu nesnelerden yararlanaca§�m�zdan,

bu nesneleri ve yerel halkalar ile ili³kilerini anlamam�z gerekir.
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Bölüm 3

TEKTER�ML� E�R�LER VE

NÜMER�K YARIGRUPLAR

Bu bölümde tekterimli e§rileri, nümerik yar�gruplar� ve Krull boyutu 1 olan (R,m)

yerel halkalar� ile ili³kilerini inceleyip, nümerik yar�gruplara ili³kin detayl� bir litera-

tür verece§iz.

3.1 Tekterimli E§riler

Temel geometrik nesnelerimiz� a�n uzaydaki bir boyutlu özel e§riler olan tekterimli

e§rilerdir.

Tan�m 3.1.1 [19] k bir cisim ve n bir pozitif do§al say� olmak üzere

kb = {(a1, · · · , ab) | a1, · · · , ab ∈ k}

kümesine k cismi üzerinde tan�ml� n-boyutlu a�n uzay denir.

Tan�m 3.1.2 [19] k bir cisim ve f1, · · · , fs ∈ k[x1, · · · , xn] olmak üzere,

{(a1, · · · , an) ∈ kn | ∀ 1 ≤ i ≤ s, fi(a1, · · · , an) = 0}

kümesine f1, · · · , fs taraf�ndan belirlenen a�n varyete denir.

Tan�m 3.1.3 [19] V ⊆ kn bir a�n varyete olmak üzere

I(V ) = {f ∈ k[x1, · · · , xn] | ∀(a1, · · · , an) ∈ V, f(a1, · · · , an) = 0}

7



BÖLÜM 3. TEKTER�ML� E�R�LER VE NÜMER�K YARIGRUPLAR

kümesi bir idealdir ve bu ideale V'nin tan�mlay�c� ideali denir.

Tan�m 3.1.4 [19] k[x1, · · · , xn]/I(V ) halkas�na V varyetesinin koordinat halkas� de-

nir.

Tan�m 3.1.5 [19] kb a�n uzay�nda, n1 < ... < nb pozitif tamsay�lar olmak üzere

x1 = tn1 , x2 = tn2 , ..., xb = tnb

parametrizasyonu ile verilen e§riye tekterimli e§ri denir.

3.2 Nümerik Yar�gruplar

Her tek terimli e§ri bir nümerik yar�gruba kar³�l�k gelir. Bu bize geometri ile aritmetik

aras�nda gidip gelme olana§� sunar. Bu ili³kiyi görmek için s�ras�yla yar�grup, monoid

ve nümerik yar�grup kavramlar�n� tan�mlayal�m.

Tan�m 3.2.1 [37] S bo³tan farkl� bir küme ve "+" S kümesi üzerinde birle³meli bir

ikili i³lem olsun. Bu durumda (S,+) ikilisine yar�grup denir. E§er her s ∈ S için

0+s = s+0 = s olacak ³ekilde bir 0 ∈ S eleman� varsa (S,+) ikilisine monoid denir.

Tan�m 3.2.2 [37] S ⊆ N bir yar�grup olsun. E§er

� 0 ∈ S

� S'nin tümleyeni, (Sc), sonlu

ko³ullar� sa§lan�yorsa, S'ye nümerik yar�grup denir.

Tan�m 3.2.3 [37] A = {n1, · · · , nb} ⊆ N ve OBEB(A) = 1 olsun.

⟨A⟩ = {λ1n1 + · · ·+ λbnb | λ1, · · · , λb ∈ N}

kümesi bir nümerik yar�gruptur. Bu yar�gruba A'n�n üretti§i nümerik yar�grup denir

ve ⟨n1, · · · , nb⟩ ile gösterilir.

Teorem 3.2.4 [37] M ̸= {0}, N'nin bir alt monoidi olsun. O zaman M bir nümerik

yar�gruba izomorftur.

Tan�m 3.2.5 S = ⟨n1, · · · , nb⟩ nümerik yar�grubunun üreteçleri, her

1 ≤ i ≤ b için ni /∈ ⟨n1, · · · , ni−1, ni+1, · · · , nb⟩ ko³ulunu sa§l�yorsa,

{n1, · · · , nb} kümesine S'nin minimal üreteç kümesi denir.
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BÖLÜM 3. TEKTER�ML� E�R�LER VE NÜMER�K YARIGRUPLAR

Lemma 3.2.6 [37] S bir nümerik yar�grup ve S∗ = S−{0} olsun. O zaman S∗\(S∗+

S∗) kümesi S'nin bir üreteç kümesidir. Ayr�ca, S'nin her üreteç kümesi S∗ \ (S∗+S∗)

kümesini kapsar.

Kan�t. s ∈ S∗ olsun. E§er s /∈ S∗ \ (S∗ + S∗) ise s = x + y olacak ³ekilde x, y ∈ S∗

vard�r ve x, y < s olur. Bu prosedürü ardarda uygulayarak sonlu ad�m sonunda

s = s1 + · · ·+ sn olacak ³ekilde s1, · · · , sn ∈ S∗ \ (S∗ + S∗) elemanlar�n� elde ederiz.

Bu yüzden S∗ \ (S∗ + S∗), S'nin bir üreteç kümesidir. A, S'nin bir üreteç kümesi

olsun. x ∈ S∗ \ (S∗ + S∗) alal�m. x = λ1s1 + · · ·+ λnsn olacak ³ekilde s1, · · · , sn ∈ A

ve λ1, · · · , λn ∈ N vard�r. x /∈ S∗ + S∗ oldu§undan x = si olacak ³ekilde bir i vard�r.

Yani x ∈ A olur. Sonuç olarak S∗ \ (S∗ + S∗) ⊆ A olur.

□

3.3 Nümerik Yar�gruba Kar³�l�k Gelen Yerel Halka

Yukar�daki tan�mlar� kullanarak, x1 = tn1 , x2 = tn2 , ..., xb = tnb parametrizasyonu ile

verilen tekterimli C e§risine S = ⟨n1, · · · , nb⟩ nümerik yar�grubunun kar³�l�k geldi-

§ini söyleyebiliriz. Dahas�, a³a§�da gösterildi§i üzere S'ye kar³�l�k gelen bir de yerel

halka vard�r. Dolay�s�yla, nümerik yar�gruplar geometrik, aritmetik ve cebirsel olarak

çal�³�labilir.

Tan�m 3.3.1 [18] S = ⟨n1, · · ·nb⟩ bir nümerik yar�grup olsun.

k[[S]] = k[[ts|s ∈ S]] = k[[tn1 , · · · , tnb ]] ⊆ k[[t]]

biçiminde tan�mlanan yerel halkaya S nümerik yar�grubuna kar³�l�k gelen yerel halka

denir.

Burada k[[S]] bir yerel taml�k bölgesidir ve m = ⟨tn1 , · · · , tnb⟩ maksimal idealdir.

Ayr�ca, C tekterimli e§risi için I(C) tan�mlay�c� ideal ve I(C)∗ te§et konisinin ta-

n�mlay�c� ideali olmak üzere (f∗ ile f 'nin en dü³ük dereceli homojen bile³enini göste-

rirsek, I(V )∗ ideali, her f ∈ I(V ) için elde edilen f∗ homojen elemanlar�n�n üretti§i

idealdir), a³a§�daki izomor6�zma elde edilir:

grm(k[[t
n1 , tn2 , ..., tnb ]]) ∼= k[x1, x2, ..., xb]/I(C)∗

9
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Tan�m 3.3.2 S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubunun düzenlilik indeksi,

k[[tn1 , · · · , tnb ]] yerel halkas�n�n düzenlilik indeksi olarak tan�mlan�r.

Böylece, grm(k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]]) ∼= k[x1, x2, ..., xb]/I(C)∗ izomor�smas� nedeniyle,

S'nin düzenlilik indeksi grm(k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]]) veya

k[x1, x2, ..., xb]/I(C)∗ halkalar�n�n Hilbert fonksiyonlar�n�n n1 de§erini almaya ba³la-

d�klar� indekstir.

3.4 Apery Kümesi

Tan�m 3.4.1 [37] S bir nümerik yar�grup ve n ∈ S∗ olsun.

Ap(S, n) = {s ∈ S | s− n /∈ S}

kümesine S'nin n'ye göre Apery kümesi denir.

Bu tan�m�n do§rudan bir sonucu a³a§�daki lemmad�r.

Lemma 3.4.2 S bir nümerik yar�grup ve n ∈ S∗ olsun. O zaman

her i ∈ {0, · · · , n − 1} için w(i), S'nin mod n'ye göre i'ye denk en küçük eleman�

olmak üzere

Ap(S, n) = {0 = w(0), · · · , w(n− 1)}

olur.

Bu lemma, nümerik yar�gruptaki her eleman�n Apery kümesindeki elemanlara n'nin

katlar�n�n eklenmesiyle elde edilebilece§i sonucunu verir.

Lemma 3.4.3 [37] S bir nümerik yar�grup ve n ∈ S∗ olsun. O zaman her s ∈ S için

s = kn+ w olacak ³ekilde (k, w) ∈ N× Ap(S, n) vard�r.

Apery kümesini kullanarak minimal üreteç kümesinin biricik ve sonlu oldu§unu gös-

terebiliriz.

Teorem 3.4.4 [37] Her nümerik yar�grubun tek bir minimal üreteç kümesi vard�r

ve bu küme sonludur.

Kan�t. Lemma 3.4.3'ün bir sonucu olarak ⟨Ap(S, n)∪{n}⟩ = S ve Lemma 3.2.6'den

S∗\(S∗+S∗), S'nin minimal üreteç kümesidir. Ayr�ca S∗\(S∗+S∗) ⊆ Ap(S, n)∪{n}
oldu§undan S∗ \ (S∗ + S∗) kümesi sonludur.

10
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□

Minimal üreteç say�s�n�n biricik olmas�, a³a§�daki tan�mlar� yapmam�z� mümkün k�-

lar.

Tan�m 3.4.5 [37] S bir nümerik yar�grup ve n1 < · · · < nb olmak üzere {n1, · · · , nb}
S'nin minimal üreteç kümesi olsun. Bu durumda n1'e S'nin katl�l�§�, b'ye de S'nin

gömülü³ boyutu denir. S�ras�yla, m(S) ve µ(S) ile gösterilir.

Tan�m 3.4.6 [37] S bir nümerik yar�grup olsun. N \ S kümesine S'nin bo³luk nok-

talar� kümesi denir ve G(S) ile gösterilir. Bu kümenin kardinalitesine de S'nin cinsi

(genus) denir ve g(S) ile gösterilir. S'de olmayan en büyük do§al say�ya ise S'nin

Frobenius say�s� denir ve F (S) ile gösterilir. (Bir ba³ka deyi³le, F (S) = max(G(S))

olur.) Her n do§al say�s� için x + n ∈ S olacak ³ekildeki en küçük x ∈ S eleman�na

S'nin kondüktörü denir.

Gömülü³ boyutu ikiden büyük olan herhangi bir nümerik yar�grubun Frobenius say�s�

ve cinsi için bilinen genel bir formül yoktur. Ancak herhangi bir n ∈ S∗ için Ap(S, n)

biliniyorsa bu de§i³mezleri hesaplamak kolayd�r.

Teorem 3.4.7 [37] S bir nümerik yar�grup ve n ∈ S∗ olsun. O zaman,

i) F (S) = maksAp(S, n)− n

ii) g(S) =
1

n

∑
w∈Ap(S,n)w − n− 1

2

Kan�t. i) Apery kümesinin tan�m�ndan dolay� maxAp(S, n) − n /∈ S olur. F =

maksAp(S, n) − n diyelim. E§er x > F ise x + n > maksAp(S, n) olur. w(i) ≡
x + n mod n olacak ³ekilde i ∈ {0, · · · , n − 1} vard�r. w(i) < x + n oldu§undan

x = w(i) + kn olacak ³ekilde k > 0 vard�r. O zaman x − n = w(i) + (k − 1)n ∈ S

olur ve bu yüzden F (S) = F = maksAp(S, n)− n olur.

ii) Her w(i) ∈ Ap(S, n) eleman� w(i) = kin + i , i ∈ {0, ·, n − 1}, ki ∈ N formunda

yaz�labilir. Bir ba³ka deyi³le,

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1) = k1n+ 1, · · · , kn−1 + (n− 1)}

11
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olur. x ≡ w(i)mod n için x ∈ S ↔ w(i) ≤ x oldu§undan,

g(S) = k1 + · · · kn−1

=
1

n
[(k1n+ 1) + (k2n+ 2) + · · · (kn−1n+ (n− 1))]− n− 1

2

=
1

n

∑
w∈Ap(S,n)

w − n− 1

2

□

S = ⟨a, b⟩ , a < b durumunda Ap(S, a) = 0, b, 2b, · · · , (a− 1)b oldu§undan gömü-

lü³ boyutu iki olan nümerik yar�gruplar�n Frobenius say�s� ve cinsinin formülünü

verebiliriz:

Sonuç 3.4.8 i) F (⟨a, b⟩) = ab− a− b

ii) g(⟨a, b⟩) = ab− a− b+ 1

2

S bir nümerik yar�grubu için s ∈ S ise F (S) − s /∈ S olur. Bunun sonucu olarak,

yar�grupta yer alan ve Frobenius say�s�ndan küçük olan her elemana kar³�l�k en az

bir bo³luk oldu§undan, a³a§�daki e³itsizli§i elde ederiz.

Lemma 3.4.9 [37] Bir S nümerik yar�grubunda

g(S) ≥ F (S) + 1

2

e³itsizli§i sa§lan�r.

Tan�m 3.4.10 [37] S bir nümerik yar�grup ve x ∈ G(S) olsun. E§er her s ∈ S∗ için

x+ s ∈ S oluyorsa x'e S'nin pseudo-Frobenius say�s� denir. S'nin pseudo-Frobenius

say�lar�n�n kümesi PF (S) ile gösterilir. Bu kümenin kardinalitesine S'nin tipi denir

ve t(S) ile gösterilir.

Tan�m 3.4.11 [18] S bir nümerik yar�grup olsun. a, b ∈ S için,

a ≤S b ⇐⇒ b− a ∈ S

³eklinde tan�mlanan ba§�nt� bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r.

12
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Teorem 3.4.12 [37] S bir nümerik yar�grup olsun. O zaman,

i) PF (S) kümesi Z \ S kümesinin ≤S k�smi s�ralamas� alt�nda maksimal olan

elemanlar�n�n olu³turdu§u kümedir ve Maksimaller≤S
Z \ S ile gösterilir.

ii) x ∈ Z \ S ⇐⇒ f − x ∈ S olacak ³ekilde f ∈ PF (S) vard�r.

Benzer biçimde tan�mlananMinimaller≤S
S∗ kümesinin S'nin minimal üreteç sistemi

oldu§unu kolayca görebiliriz.

Teorem 3.4.13 [37] S bir nümerik yar�grup ve n ∈ S∗ olsun. O halde

PF (S) = {w − n|w ∈ Maksimaller≤S
Ap(S, n)}

olur.

Kan�t. x ∈ PF (S) olsun. O zaman x /∈ S ve x + n ∈ S olur. Bir ba³ka deyi³le,

x+ n ∈ Ap(S, n) olur. x+ n ≤S w olacak ³ekilde w ∈ Ap(S, n) olsun.

=⇒ w − (x+ n) = w − x− n ∈ S

=⇒ w − x− n = s olacak ³ekildes ∈ S vard�r.

=⇒ w − n = x+ s

=⇒ w − n /∈ S ve x ∈ PF (S) oldu§undan s = 0

=⇒ w − n = x

=⇒ w = x+ n

Bir ba³ka deyi³le, PF (S) ⊆ {w−n|w ∈ Maksimaller≤S
Ap(S, n)} olur. Tersine, w ∈

Maksimaller≤S
Ap(S, n) olsun. O zaman w−n /∈ S olur. w−n+s /∈ S olacak ³ekilde

s ∈ S∗ eleman� var olsun. w + s ∈ S ve w + s− n /∈ S oldu§undan w + s ∈ Ap(S, n)

olur. Bu durumda w ≤S w+ s olur ve bu da w ∈ Maksimaller≤S
Ap(S, n) olmas� ile

çeli³ir. O zaman her s ∈ S∗ için w − n+ s ∈ S olur. Yani w − n ∈ PF (S) olur.

Sonuç olarak, {w − n|w ∈ Maksimaller≤S
Ap(S, n)} ⊆ PF (S) olur ve buradan

PF (S) = {w − n|w ∈ Maksimaller≤S
Ap(S, n)} olur.

□

Sonuç 3.4.14 Bir S nümerik yar�grubu için t(S) ≤ m(s)− 1 olur.

13
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Gömülü³ boyutu 2 olan nümerik yar�gruplar için t(S) = 1 oldu§unu biliyoruz. µ(S) =

3 durumunda ise t(S) = 1 veya t(S) = 2 olur. Ancak, µ(S) > 3 için t(S)'in bir üst

s�n�r� yoktur.

Örnek 3.4.15 S =< s, s + 3, s + 3n + 1, s + 3n + 2 > , n ≥ 2 , 3 ≥ 3n + 2 ve

s = r(3n+ 2) + 3 olsun. Bu durumda t(S) = 2n+ 3 olur.

Tan�m 3.4.16 [37] S nümerik yar�grubu için

N(S) = {s ∈ S | s < F (S)}

kümesini tan�mlayal�m ve bu kümenin kardinalitesini de n(S) ile gösterelim. Bu küme

S'yi tamamen belirler ve ayr�ca n(S) + g(S) = F (S) + 1 olur.

E§er x /∈ S ise x ≤S f olacak ³ekilde f ∈ PF (S) vard�r. fx = min{f ∈ PF (S)|f −
x ∈ S} ³eklinde tan�mlayal�m.

O zaman ϕ : G(S) → PF (S) × N(S) , x 7→ (fx, fx − x) ³eklinde tan�mlanan ϕ

fonksiyonu birebirdir. Buradan g(S) için a³a§�daki s�n�r� elde ederiz.

Teorem 3.4.17 [37] S bir nümerik yar�grup olsun. O halde

g(S) ≤ t(S)n(S)

olur.

Bu e³itsizlik F (S) + 1 ≤ (t(S) + 1)n(S) e³itsizli§ine denktir.

3.4.1 Arf Nümerik Yar�gruplar

Bir sonraki bölümde Arf kapan�³lar� ayn� olan halkalar üzerine bir san�ya kar³�t örnek

verirken Arf nümerik yar�gruplar�n� kullanaca§�z.

Tan�m 3.4.18 [37] S nümerik yar�grubunda, x ≥ y ≥ z ko³ulunu sa§layan her

x, y, z ∈ S için x+ y − z ∈ S oluyorsa, S'ye Arf nümerik yar�grup denir.

Teorem 3.4.19 [37] Bir S nümerik yar�grubu ve x ∈ S∗ için

S Arf nümerik yar�gruptur ⇐⇒ S ′ = (x+ S) ∪ {0} Arf nümerik yar�gruptur.
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Sonuç 3.4.20 Bir S nümerik yar�grubu ve x ∈ S∗ için S'nin bir Arf nümerik ya-

r�grup olmas� için gerek ve yeter ko³ul S = {0, x1, x1 + x2, · · · , x1 + · · ·+ xn,→} ve

her i ∈ {1, · · · , n} için xi ∈ {xi+1, xi+1 + xi+2, · · · , xi+1 + · · ·xn,→} olacak ³ekilde

x1, · · · , xn pozitif do§al say�lar�n�n var olmas�d�r.

Teorem 3.4.21 [37] Sonlu say�da Arf nümerik yar�grubun kesi³imi yine bir Arf nü-

merik yar�grup olur.

S bir nümerik yar�grup olsun. N \ S sonlu oldu§undan S'yi kapsayan Arf nümerik

yar�gruplar�n kümesi de sonludur ve bu nümerik yar�gruplar�n kesi³imi yine bir Arf

nümerik yar�grup olur.

Tan�m 3.4.22 [37] S bir nümerik yar�grubunu kapsayan Arf nümerik yar�gruplar�n

kesi³imine S'nin Arf kapan�³� denir ve Arf(S) ile gösterilir.

Lemma 3.4.23 [37] S, N'nin bir alt monoidi olsun. O zaman

S ′ = {x+ y − z | x, y, z ∈ S, x ≥ y ≥ z}

kümesi N'nin bir alt monoididir ve S ⊆ S ′ olur.

Kan�t. x ∈ S olsun. x + x − x = x ∈ S ′ oldu§undan S ⊆ S ′ olur. a, b ∈ S ′ olsun.

a = x1 + y1 − z1 ve b = x2 + y2 − z2 , x1 ≥ y1 ≥ z1 , x2 ≥ y2 ≥ z2 olacak ³ekilde

x1, x2, y1, y2, z1, z2 ∈ S ′ elemanlar� vard�r. Bu durumda, a + b = (x1 + x2) + (y1 +

y2)− (z1 + z2) ve (x1 + x2) ≥ (y1 + y2) ≥ (z1 + z2) oldu§u için a+ b ∈ S ′ olur.

□

S bir nümerik yar�grup olmak üzere

i) S0 = S

ii) Sn+1 = (Sn)′

³eklinde tan�mlayal�m.

Teorem 3.4.24 [37] Her S nümerik yar�grubu için Sk = Arf(S) olacak ³ekilde

k ∈ N vard�r.
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Kan�t. n üzerinden tümevar�m uygulayal�m. Her n ∈ N için Sn ⊆ Arf(S) oldu§u

aç�kt�r ve Lemma'dan dolay�

S ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ · · · ⊆ Sn ⊆ · · ·

dizisi vard�r ve bu dizi bir yerde sabitlenir. Yani Sk = Sk+1 olacak ³ekilde bir k ∈ N
vard�r. Sk = Sk+1 oldu§undan Sk bir Arf nümerik yar�gruptur. Ayr�ca Sk, S'yi

kapsayan en küçük Arf nümerik yar�grup oldu§undan Arf(S) = Sk olur.

□

Arf kapan�³�n�n bu karakterizasyonu kullan�larak a³a§�daki Lemma ve Teorem ara-

c�l�§� ile Arf kapan�³� için bir algoritma verilebilir.

Lemma 3.4.25 [37] m, r1, · · · , rp, n ∈ N ve OBEB(m, r1, · · · , rp) = 1 olsun. O

zaman

m+ < m, r1, · · · , rp >n⊆ Arf(m,m+ r1, · · · ,m+ rp)

olur.

Teorem 3.4.26 [37] m, r1, · · · , rp ∈ N ve OBEB(m, r1, · · · , rp) = 1 olsun. O halde

Arf(m,m+ r1, · · · ,m+ rp) = (m+ Arf(m, r1, · · · , rp)) ∪ {0}

olur.

Sonuç 3.4.27 m, r1, · · · , rp ∈ N ve OBEB(m, r1, · · · , rp) = 1 olsun. O zaman;

F (Arf(m,m+ r1, · · · ,m+ rp)) = m+ F (Arf(m, r1, · · · , rp))

olur.

Böylece, Arf kapan�³�n� hesaplamak için ³u algoritmay� verebiliriz:

T ⊆ N \ {0} ve OBEB(T ) = 1 olsun.

i) A1 = T

ii) An+1 = {x−min An | x ∈ An} ∪ {min An}
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OBEB(T ) = 1 oldu§undan, Öklid algoritmas� q = min {k ∈ N | 1 ∈ Ak} olacak

³ekilde bir q say�s�n�n varl�§�n� garanti eder ve

Arf(T ) = {0,min A1,min A1 +minA2, · · · ,min A1 + · · ·+minAq−1,→}

biçiminde yaz�labilir.

Hat�rlatma 3.4.28 Bu algoritman�n, Arf'�n bu kavramlar� ve teoriyi üretti§i ma-

kalesinde de§i³tirilmi³ Jacobi algoritmas� olarak verildi§ini belirtmek gerekir [1], [2].

Örnek 3.4.29 S = ⟨10, 32, 41⟩ olsun.

A1 = {10, 32, 41} min A1 = 10

A2 = {10, 22, 31} min A2 = 10

A3 = {10, 12, 21} min A3 = 10

A4 = {10, 2, 11} min A4 = 2

A5 = {8, 2, 9} min A5 = 2

A6 = {6, 2, 7} min A6 = 2

A7 = {4, 2, 5} min A7 = 2

A8 = {2, 2, 3} min A8 = 2

A9 = {1, 2} min A9 = 1

O zaman, Arf(S) = {0, 10, 20, 30, 32, 34, 36, 38, 40,→} olur.

3.4.2 Simetrik ve pseudo-Simetrik Nümerik Yar�gruplar

Tan�m 3.4.30 [37] Bir S nümerik yar�grubu kendisinden farkl� iki nümerik yar�gru-

bun kesi³imi ³eklinde yaz�lam�yorsa S'ye indirgenemez denir.

Lemma 3.4.31 [37] E§er S, N'den farkl� bir nümerik yar�grup ise,

S ∪ {F (S)} de bir nümerik yar�gruptur.

Kan�t. N\S sonlu oldu§undan N\(S∪F (S)) sonludur. a, b ∈ S∪{F (S)} olsun. E§er
a, b ∈ S ise, a+ b ∈ S oldu§u aç�kt�r. O zaman, a = F (S), b ∈ S alal�m. Bu durumda

a + b ≥ F (S) olur ve bu yüzden a + b ∈ S ∪ {F (S)} olur. O halde, S ∪ {F (S)} bir
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nümerik yar�gruptur.

□

Teorem 3.4.32 [37] Bir S nümerik yar�grubu için a³a§�dakiler denktir.

i) S indirgenemezdir.

ii) S, Frobenius say�s� F (S) olan nümerik yar�gruplar�n kümesinde maksimaldir.

iii) S, F (S)'i içermeyen nümerik yar�gruplar kümesinde maksimaldir

Kan�t. (i) =⇒ (ii) T bir nümerik yar�grup, S ⊆ T ve F (T ) = F (S) olsun. O zaman

S = (S ∪ {F (S)}) ∩ T olur. S indirgenemez oldu§undan S = T olur.

(ii) =⇒ (iii) T bir nümerik yar�grup, S ⊆ T ve F (S) /∈ T olsun. O zaman T ′ =

T ∪{F (S)+1, F (S)+2, · · · ,→} ³eklinde tan�mlanan nümerik yar�grup için, S ⊆ T ′

ve F (S) = F (T ) olur. Yani S = T ′ ve bu yüzden S = T olur.

(ii) =⇒ (iii) S1, S2 birer nümerik yar�grup, S ⫋ S1 ve S ⫋ S2 olsun. O zaman

hipotezden dolay� F (S) ∈ S1 ve F (S) ∈ S2 olur. Bir ba³ka deyi³le, F (S) ∈ S

çeli³kisini elde ederiz.

□

Tan�m 3.4.33 [37] Bir S nümerik yar�grubu indirgenemez ve F (S) tek say� ise S'e

simetrik denir. E§er S indirgenemez ve F (S) çift say� ise S'e pseudo-Simetrik denir.

Simetrik ve pseudo-simetrik yar�gruplar ³u ³ekilde karakterize edilebilir:

Teorem 3.4.34 [37] S bir nümerik yar�grup olsun.

i) S simetriktir ⇐⇒ F (S) tek say� ve x ∈ G(S) =⇒ F (S)− x ∈ S

ii) S pseudo-Simetriktir ⇐⇒ F (S) çift say� ve x ∈ G(S) =⇒ F (S) − x ∈

S veya x =
F (S)

2

Bu, nümerik yar�gruplar�n bo³luk say�s�na dayanan ³u karakterizasyonu verir:

Sonuç 3.4.35 [37] S bir nümerik yar�grup olsun.
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i) S simetrik ⇐⇒ g(S) =
F (S) + 1

2

ii) S pseudo-Simetrik ⇐⇒ g(S) =
F (S) + 2

2

Böylece, bir S nümerik yar�grubu için g(S) ≥ F (S) + 1

2
oldu§undan, indirgenemez

nümerik yar�gruplar mümkün olan en az bo³luk noktas�na sahip nümerik yar�grup-

lard�r.

Lemma 3.4.36 [37] S nümerik yar�grubu için n ∈ S∗ olsun. E§er x, y ∈ S için

x+ y ∈ Ap(S, n) ise {x, y} ⊆ Ap(S, n) olur.

Teorem 3.4.37 [37] Bir S nümerik yar�grubu için n ∈ S∗ ve Ap(S, n) = {a0 = 0 <

a1 < · · · < an−1} ise

S simetriktir ⇐⇒ ∀ i ∈ {0, · · ·n− 1} için ai + an−1−i = an−1

Kan�t. (=⇒) an−1−n = F (S) oldu§unu biliyoruz.an−1 /∈ S ve S simetrik oldu§undan

F (S)− (ai − n) = an−1 − ai ∈ S olur. Bu durumda, yukar�daki Lemma'dan, an−1 =

ai + aj olacak ³ekilde aj ∈ Ap(S, n) vard�r ve a0 < a1 < a2 < · · · < an−1 oldu§undan

aj = an−1−i olmal�d�r.

(⇐=) Hipotezden Maksimaller≤S
Ap(S, n) = {an−1} olur ve bu yüzden PF (S) =

{F (S)} = Maksimaller≤S
G(S) olur. Dolay�s�yla, x ∈ G(S) ise F (S)− x ∈ S olur.

E§er F (S) çift say� ise F (S)
2

∈ G(S) ve bu yüzden F (S)− F (S)
2

= F (S)
2

∈ (S) çeli³kisini

elde ederiz. O halde, F (S) tek say�d�r ve bunun sonucunda S simetriktir.

□

Sonuç 3.4.38 Bir S nümerik yar�grubu için a³a§�dakiler denktir.

i) S simetriktir.

ii) PF (S) = {F (S)}

iii) t(S) = 1

Sonuç 3.4.39 Bir S nümerik yar�grubu ve n ∈ S∗ için

Ssimetriktir ⇐⇒ Maksimaller≤S
Ap(S, n) = {F (S) + n}
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Örnek 3.4.40 S = ⟨a, b⟩ ve OBEB(a, b) = 1 olsun.

Ap(S) = {0, b, 2b, · · · , (a− 1)b}

oldu§undan her i ∈ 0, · · · , a− 1 için ib+ (a− 1− i) = (a− 1)b olur ve bu yüzden S

simetriktir. Yani gömülü³ boyutu 2 olan tüm nümerik yar�gruplar simetriktir.

Kunz'un simetrik gruplar�, Gorenstein halkalar ile ba§layan ³u önemli sonucu bu

örne§i geometrik olarak çok daha kolay ifade etmemizi sa§lar.

Teorem 3.4.41 [32] S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubunun simetrik olmas� için gerek ve

yeter ko³ul k[[tn1 , · · · , tnb ]] halkas�n�n Gorenstein olmas�d�r.

Örnek 3.3'teki S = ⟨a, b⟩ yar�grubuna kar³�l�k gelen tek terimli e§ri iki boyutlu uzayda

tek üreteçle tan�mland�§�ndan tam kesi³im e§risidir. Dolay�s�yla, k[[ta, tb]] halkas�

tam kesi³im halkas�d�r. Her tam kesi³im halkas� Gorenstein oldu§undan, Kunz'un

karakterizasyonundan S = ⟨a, b⟩ yar�grubu simetriktir.

3.4.3 Apery Tablosu

Apery tablosu verilen bir yar�gruba ait tüm bilgileri bar�nd�r�r. Bir yar�gruba kar³�-

l�k gelen yerel halkan�n Hilbert fonksiyonunu, düzenlilik indeksini ve ili³kili dereceli

halkan�n Cohen-Macaulay olup olmad�§�n� bu tablodan okuyabiliriz. Tabloyu tan�m-

lamadan önce baz� tan�mlar� verelim.

Tan�m 3.4.42 [18] S bir nümerik yar�grup olsun.H ̸= ∅ içinH+S ⊆ S ve d+H ⊆ S

olacak ³ekilde d ∈ S varsa H'ye S'nin göreli ideali denir. E§er H ⊆ S ise H'ye S'nin

ideali denir.

Tan�m 3.4.43 [22] M = S \ {0} idealine S'nin maksimal ideali denir.

Tan�m 3.4.44 [12] S bir nümerik yar�grup, L ve H ,S'nin birer göreli ideali olsun.

Bu durumda;

L+H = {l + h|l ∈ L, h ∈ H}

kümesi de bir göreli idealdir. Ayr�ca z ∈ Z için

z + S = {z + s|s ∈ S}
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kümesi de bir göreli idealdir ve bu göreli ideale z taraf�ndan üretilmi³ temel göreli

ideal denir.

Benzer ³ekilde z1, · · · , zn ∈ Z için {z1, · · · , zn} taraf�ndan üretilen göreli ideal (z1 +

S)∪· · ·∪ (zn+S) ³eklinde tan�mlan�r ve (z1, · · · , zn)+S ile gösterilir. Böylece, S'nin

maksimal ideali M 'nin, S'nin minimal üreteç kümesi tarafndan üretilmi³ göreli bir

ideal oldu§unu söyleyebiliriz.

S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubuna kar³�l�k gelen halka R = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] ve m =

⟨tn1 , · · · , tnb⟩ bu halkan�n maksimal ideali ise, derece ile verilen ν de§erlemesi için

ν(R) = S, ν(m) = M = S \ {0} ve her pozitif i tamsay�s� için ν(mi) = iM =

M + ...+M olur.

Tan�m 3.4.45 [18] S bir nümerik yar�grup ve M , S'nin maksimal ideali ise , e +

nM = (n+ 1)M ko³ulunu sa§layan en küçük n tamsay�s�na indirgeme say�s� denir.

Hat�rlatma 3.4.46 Yukar�daki de§erleme ile e+nM = (n+1)M ko³ulunu sa§layan

en küçük n tamsay�s�n�n tn1mn = mn+1 ko³ulunu sa§layan en küçük n tamsay�s�n�n

ayn� oldu§unu görürüz. Bu say�dan sonra mi/mi+1 ile mi+1/mi+2 izomor�k olaca§�n-

dan Hilbert fonksiyonu sabitlenir. Dolay�s�yla, düzenlilik indeksi ile indirgeme say�s�

e³ittir.

Böylece, S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubuna kar³�l�k gelen halka R = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] ve

m = ⟨tn1 , · · · , tnb⟩ olmak üzere, a³a§�daki e³itlikleri kullanabiliriz:

i) e = n1 = dimk(R/tn1R) = |S \ (n1 + S)|

ii) b = dimk(m/m2) = |M \ 2M |

iii) r = min{r ∈ N | mr+1 = xmr} = min{r | (r + 1)M = n1 + rM}

iv) δ = dimk(R/R) = g(S) (δ, R'n�n tekillik derecesi olarak adland�r�l�r).

v) HR(n) = µ(mn) = λ(mn/mn+1) = | nM \ (n+ 1)M |

Tan�m 3.4.47 [18] S = ⟨n1, · · ·nb⟩ bir nümerik yar�grup ve s ∈ S olsun. Tüm

s = r1n1 + ... + rbnb temsilleri aras�nda
∑b

i=1 ri maksimum olacak ³ekildeki s =

r1n1+...+rbnb temsiline s'nin maksimal gösterili³i denir ve
∑b

i=1 ri'ye s'nin mertebesi

(order) denir ve ord(s) ile gösterilir.
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E§er s = r1n1 + ... + rbnb bir maksimal gösterili³ ise, her r′i ≤ ri olacak ³ekildeki

s′ = r′1n1 + ...+ r′bnb toplam� bir maksimal gösterili³tir.

Ayr�ca s = r1n1 + ...+ rbnb ∈ Ap(S) ise her r′i ≤ ri olacak ³ekildeki s′ = r′1n1 + ...+

r′bnb ∈ Ap(S) olur. (Ap(S) ile Ap(S, n1) kümesini kastediyoruz.)

Tan�m 3.4.48 [18] S bir nümerik yar�grup ve s ∈ S olsun. E§er ord(s+ cn1) >

ord(s) + c olacak ³ekilde 0 ̸= c ∈ N varsa s'ye torsiyon eleman denir. S'nin torsiyon

elemanlar�n�n kümesi

T := {s ∈ S | ∃c > 0 ; ord(s+ cn1) > ord(s) + c}

ile gösterilir. s'nin torsiyon mertebesi tord(s) = min{c > 0|ord(s+cn1) > ord(s)+c}
³eklinde tan�mlan�r.

�imdi Apery tablosunu tan�mlayabiliriz.

Tan�m 3.4.49 [18] S bir nümerik yar�grup ve M , S'nin maksimal ideali olsun. Her

n ∈ N için

Ap(nM) = {wn,0 = ne, ..., wn,i, ..., wn,e−1}

olmak üzere

Ap(S) w0,0 w0,1 ... w0,i ... w0,e−1

Ap(M) w1,0 w1,1 ... w1,i ... w1,e−1

...
...

...
...

...
...

...

Ap(nM) wn,0 wn,1 ... wn,i ... wn,e−1

...
...

...
...

...
...

...

Ap(rM) wr,0 wr,1 ... wr,i ... wr,e−1

tablosuna M 'nin Apery Tablosu denir.

Örnek 3.4.50 S = ⟨8, 19, 29⟩ nümerik yar�grubunun Apery tablosu

Ap(S) 0 57 58 19 76 29 38 87

Ap(M) 8 57 58 19 76 29 38 87

Ap(2M) 16 57 58 27 76 37 38 87

Ap(3M) 24 57 66 35 76 45 46 87

Ap(4M) 32 65 74 43 76 53 54 95

Ap(5M) 40 73 82 51 84 61 62 95
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Tan�m 3.4.51 [18] E = {w0, · · · , wm} ⊆ Z olsun. E§er w0 ≤ · · · ≤ wm ise buna

bir merdiven diyece§iz. Verilen bir merdivenin L = {wi, · · ·wi+k} altkümesi için

wi−1 < wi = · · · = wi+k < wi+k+1 oluyorsa L'ye k uzunluklu bir düzleme denir. Bu

durumda i indeksine bu düzlemenin ba³lang�c�, i + k indeksine de bu düzlemenin

biti³i denir ve s�ras� ile s(L) ve e(L) ile gösterilir. Bir L düzlemesi için e§er s(L) ≥ 1

ise L'ye gerçek düzleme denir. Verilen L ve L′ düzlemeleri için e§er s(L) < s(L′) ise

L < L′ denir. L0 < · · ·Ll(E) E'deki düzlemeler olsun. O zaman her 0 ≤ j ≤ l(E) için

i) sj(E) = e(Lj), ej(E) = e(Lj)

ii) cj(E) = sj − ej−1

iii) kj(E) = ej − sj

say�lar�n� tan�mlayal�m. Bu notasyonla, her 1 ≤ i ≤ e − 1 için M 'nin Apery tab-

losunun her bir sütununu, Ωi = {wn,i}0≤n≤r, bir merdiven olarak dü³ünelim. Bu

durumda,

i) li = l(Ωi) : Ωi sütunundaki do§ru düzleme say�s�

ii) di = eli(Ω
i): son düzlemenin biti³i

iii) bij = ej−1(Ω
i) ve cij = cj(Ω

i)

say�lar�n� tan�mlayal�m.

grm(R)'in Cohen-Macaulay olmas� için gerek ve yeter ³art torsiyon eleman�n�n olma-

mas�d�r. Bunu da Apery tablosunda sütunlarda hiç gerçek düzleme olmamas� olarak

okuyabiliriz. Bir ba³ka deyi³le, her 1 ≤ i ≤ e − 1 için li = 0 ve di = bi olmas�-

d�r. Ayr�ca e§er grm(R) Cohen-Macaulay ise R'nin düzenlilik indeksi, Ap(S)'deki

elemanlar�n mertebelerinin en büyü§üdür. Benzer ³ekilde grm(R)'in Gorensteinli§i

de Apery tablosundan kontrol edilebilir. grm(R)'in Gorenstein olmas� için gerek ve

yeter ³art grm(R) Cohen-Macaulay , S simetrik ve S'nin M -saf olmas�d�r. Ap(S) =

{w0 < · · · < we−1} ve S simetrik olsun. Bu durumda S'nin M -saf olmas� için gerek

ve yeter ko³ul her i = 0, · · · e− 1 için ord(wi) + ord(we−1−i) = ord(we−1) olmas�d�r.

Bu da Apery tablosunda bi + be−1−i = be−1 olmas�d�r. Bu da Apery tablosunda ilk

düzlemelerin sonunda bir tür simetri olmas� demektir.

Örnek 3.4.52 S = ⟨n1, n2⟩ , OBEB(n1, n2) = 1 ve n1 < n2 olsun. Bu durumda
M 'nin Ap(S)'deki elemanlar� artan s�rayla dizerek olu³turdu§umuz Apery tablosu
a³a§�daki gibidir.
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Ap(S) 0 n2 ... kn2 ... (n1 − 1)n2

Ap(M) n1 n2 ... kn2 ... (n1 − 1)n2

...
...

...
...

...
...

...

Ap(kM) kn1 n2 + (k − 1)n1 ... kn2 ... (n1 − 1)n2

Ap((k+1)M) (k + 1)n1 n2 + kn1 ... kn2 + n1 ... (n1 − 1)n2

...
...

...
...

...
...

...

Ap(rM) (n1 − 1)n1 n2 + (n1 − 2)n1 ... kn2 + (n1 − k − 1)n1 ... (n1 − 1)n2

Tablodan S'nin düzenlilik indeksi r(S) = n1 − 1 oldu§unu görebiliriz.

Ap(S)'deki en büyük eleman (n1 − 1)n2 oldu§undan F (S) = (n1 − 1)n2 − n1 olur ve

biliyoruz ki g(S) =
n1n2 − n1 − n2 + 1

2
. O zaman, g(S) =

F (S)

2
olur ve bu yüzden

S simetrik ve R = k[[tn1 , tn2 ]] Gorenstein olur. Ayr�ca Apery tablosunda hiç gerçek

düzleme olmad�§� için grm(R) Cohen-Macaulay olur. Yine, Apery Tablosundan her

i için bi = i olur ve bu yüzden bi + be−i−1 = i + e − 1 − i = e − 1 = be−1 olur.

Yani S, M -pure olur. Sonuç olarak, S simetrik, M -pure ve grm(R) Cohen-Macaulay

oldu§undan, grm(R) Gorensteindir.

24



Bölüm 4

DÜZENL�L�K �NDEKS�NE �L��K�N

SONUÇLAR

Bu bölümde, bir S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubununu düzenlilik indeksinin, bir ba³ka de-

yi³le yar�gruba kar³�l�k gelen halka olan R = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] halkas�n�n Hilbert

fonksiyonunun n1 olmaya ba³lad�§� indeksin nas�l de§i³ti§ine ili³kin elde etti§imiz

sonuçlar� sunaca§�z.

4.1 S1 ⊂ S2 Durumunda �ndeksin De§i³imi

Öncelikle, Arf kapan�³� ayn� olan halkalar�n düzenlilik indekslerine ili³kin Arslan ve

Sertöz taraf�ndan öne sürülen san�y� an�msatal�m:

Soru. [9] R ⊆ S ⊆ k[[t]] yerel halkalar�n�n Arf kapan�³lar� e³it ise, i(S) ≤ i(R) midir?

Bu san�n�n temel motivasyonu, Arf halkalar�n�n düzenlilik indekslerinin 1 olmas� ve

Arf kapan�³�n�n bir anlamda kar³�l�k gelen yar�gruptaki bo³luklar�n doldurulmas� ile

elde edilmesi dü³üncesidir. Bu, do§al olarak bo³luklar dolduruldukça düzenlilik in-

deksi azal�r m� sorusunu sormam�z� te³vik eder.

S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubuna kar³�l�k gelen halka R = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] olmak üzere,

R'nin m maksimal idealinin indirgeme say�s�n� tn1mn = mn+1 ko³ulunu sa§layan en

küçük n olarak tan�mlam�³t�k ve bunun düzenlilik indeksine e³it oldu§unu görmü³-

tük. Esas�nda bu minimal inidirgeme kavram�n�n yar�gruba kar³�l�k gelen halkalara

uygulanm�³ hali idi. �ndirgeme say�s�na ili³kin literatürdeki baz� önemli sonuçlar�

vermek için öncelikle genel tan�m�n� verelim.
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Tan�m 4.1.2 (R,m), d boyutlu bir yerel halka olsun.
√
I = m ko³ulunu sa§layan I

ideali için JIn = In+1 ko³ulunu sa§layan bir J ideali varsa, J 'ye I'n�n bir indirgemesi

denir ve bu ko³ulu sa§layan en küçük n say�s�na I'n�n J 'ye göre indirgeme say�s� denir.

I'n�n indirgemelerinden kapsama ili³kisi alt�nda en küçüklerine minimal indirgeme

ve bunlar�n aras�ndaki en küçük indirgeme say�s�na I'n�n indirgeme say�s� denir ve

r(I) ile gösterilir.

R/m cisminin sonsuz olmas�n�n her I'n�n d eleman ile üretilen bir minimal indirge-

mesinin varl�§�n� garanti etti§ini belirtelim. Rossi, 1 boyutlu Cohen-Macaulay (R,m)

halkas� için, katl�l�§� e(I) ile verilen bir I idealinin, r(I) ≤ e(I)− 1 e³itsizli§ini sa§-

lad�§�n� göstermi³tir [38]. Sally ise d boyutlu Cohen-Macaulay (R,m) halkas�n�n m

ideali için r(m) ≤ d!e(R) − 1 e³itsizli§ini vermi³tir [39]. Vasconcelos, bunu genel-

le³tirerek d boyutlu Cohen-Macaulay (R,m) halkas�n�n herhangi bir I ideali için

r(I) ≤ de(I)− 2d+ 1 e³itsizli§ini vermi³tir [41].

S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubu ile çal�³�rken kar³�l�k gelen halka k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] olmak

üzere, m = ⟨tn1 , tn2 , ..., tnb⟩ idealinin minimal indirgeme ideali ⟨tn1⟩ olur. Bu du-

rumda, yukar�daki üç e³itsizlik de r(m) ≤ n1 − 1 verir. Bir ba³ka deyi³le, i(S) =

i(R) = r(m) ≤ n1 − 1 olur.

Bir önceki bölümde, n1 < n2 olmak üzere S1 = ⟨n1, n2⟩ yar�grubunun düzenlilik

indeksinin n1− 1 oldu§unu göstermi³tik. Bu durumda, yukar�daki e³itsizlikten, n1 <

n2 < n3 < · · · < nd olmak üzere S2 = ⟨n1, n2, n3, ..., nd⟩ yar�grubunun indeksi

i(S2) ≤ i(S1) = n1 − 1 ko³ulunu sa§lar.

Lemma 4.1.3 [5] n1 < n2 < n3 < · · · < nd olmak üzere S1 = ⟨n1, n2⟩ ve S2 =

⟨n1, n2, n3, ..., nd⟩ olsun. Bu durumda i(S2) ≤ i(S1) olur.

Kan�t. N = ⟨n1, n2, n3, ..., nd⟩ \ {0} ise n1 + (n1 − 1)N ⊆ n1N aç�k oldu§undan,

n1N ⊆ n1 + (n1 − 1)N oldu§unu göstermemiz yeterlidir.

a2n2 + a3n3 + · · · + adnd ∈ n1N olsun. O halde, a2 + a3 + · · · + ad ≥ n1 ve a2n2 +

a3n3 · · · + adnd − n1 ≥ n1n2 − n1 > F ((n1 − 1)M) = (n1 − 1)n2 − n1 oldu§undan

a2n2 + a3n3 · · ·+ adnd − n1 ∈ (n1 − 1)N olur ve ispat tamamlan�r.

□

A³a§daki örnekleri inceleyerek yeni sorular sorabiliriz.
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Örnek 4.1.4

Nümerik yar�grup Düzenlilik indeksi

⟨10, 23, 37⟩ 6

⟨10, 11, 23, 37⟩ 9

⟨10, 23, 24, 37⟩ 3

⟨10, 23, 37, 44⟩ 5

Birinci ve ikinci sat�rdaki örnekler, eklenen say� n1 ile n2 aras�nda ise indeksin arta-

bilece§ini gösteriyor.

O halde ³u soruyu sorabiliriz:

Soru. S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩ ve n1 < n2 < m olsun. Bu du-

rumda i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

Örnek 4.1.6 S1 = ⟨11, 23, 36⟩ ve S2 = ⟨11, 23, 24, 36⟩ olsun. Bu durumda i(S1) =

4 < i(S2) = 5 oldu§undan yukar�daki sorunun yan�t� olumsuzdur.

Ancak, bu soruyu ³öyle s�n�rland�r�rsak, hala aç�kt�r.

Soru. S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩, n1 < n2 < m ve n1 ≤ 10 olsun.

Bu durumda, i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

�u sorunun da hala aç�k oldu§unu belirtelim:

Soru. S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩ ve n1 < n2 < · · · < nd < m olsun.

Bu durumda i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

Yeni bir eleman eklendi§inde indeksin artmad�§� baz� durumlar� karakterize edelim.

Teorem 4.1.9 [5] S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩ ve n1 < n2 < m

olsun. i(S1) = r ve M = S1 − {0} için F (rM) ≤ rn2 + m − n1 olsun. O zaman

i(S2) ≤ i(S1) olur.

Kan�t. M = S1 − {0} ve N = S2 − {0} oldu§undan F (rN) ≤ F (rM) olur. x ∈
(r + 1)N alal�m. x− n1 ≥ rn2 +m− n1 = F (rM) oldu§undan

x− n1 ∈ rM ⊆ rN olur ve n1 + rN = (r + 1)N elde ederiz.

Dolay�s�yla, i(S2) ≤ r = i(S1) olur.
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□

Lemma 4.1.10 [5] S = ⟨n1, ..., nd⟩ ve i(S) = r olsun. O zaman F (rM) ≤ rnd − n1

olur.

Kan�t. Her n ∈ N∗ için nM \ (n + 1)M ⊆ Ap(nM) oldu§unu biliyoruz. |rM \ (r +
1)M | = n1 ve |Ap(rM)| = n1 oldu§undan Ap(rM) = rM \ (r + 1)M olur. O zaman

x ∈ Ap(rM) ise ord(x)'in alabilece§i maksimum de§er r'dir ve bu yüzden x ≤ rnd

olur. Dolay�s�yla, F (rM) = maksimum Ap(rM)− n1 ≤ rnd − n1

□

Hat�rlatma 4.1.11 F (S) ≤ F (M) ≤ F (2M) ≤ · · · ≤ F (rM) ≤ rnd − n1 oldu§un-

dan, bu Lemma S'nin Frobenius say�s� için de bir s�n�r verir. S = ⟨n1, n2⟩ için bu

s�n�r rnd − n1 = (n1 − 1)n2 − n1 = n1n2 − n1 − n2 Frobenius say�s�d�r.

Bu s�n�r� kullanarak, a³a§�daki Teorem'i elde ederiz.

Teorem 4.1.12 [5] E§er S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩, n1 < n2 < m

ve m > r(nd − n2) ise i(S2) ≤ i(S1) olur.

Kan�t. i(S1) = r olsun. Bir ba³ka deyi³ler, n1 + rM = (r+1)M olsun. x ∈ (r+1)N

alal�m. x ≥ rn2 +m ise x− n1 ≥ rn2 +m− n1 olur. m > r(nd − n2) oldu§undan,

x− n1 > rn2 + rnd − rn2 − n1 = rnd − n1

elde ederiz ve Lemma 4.1.10'dan x− n1 > F (rM) ve ⇒ x− n1 ∈ rM ⊆ rN olur ve

n1 + rN = (r + 1)N oldu§undan i(S2) ≤ r = i(S1) elde ederiz.

□

S = ⟨n1, · · ·nb⟩ yar�grubuna kar³�l�k gelen halka R = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] olmak üzere

grm(R) Cohen-Macaulay oldu§u durumda, Apery kümesindeki mertebesi en büyük

olan eleman�n mertebesi ayn� zamanda indeksi verdi§inden, ³u soruyu sorduk:

28



BÖLÜM 4. DÜZENL�L�K �NDEKS�NE �L��K�N SONUÇLAR

Soru. S1 = ⟨n1, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩, n1 < n2 < m,

R1 = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb ]] ve R2 = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb , tm]] halkalar�n�n ili³kili dereceli

halkalar� ( grm(R1) ve grm(R2)) Cohen-Macaulay ise i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

Örnek 4.1.14 S1 = ⟨11, 23, 36⟩ ve S2 = ⟨11, 23, 24, 36⟩ nümerik yar�gruplar�n�n

Apery tablolar�

Ap(S1) 0 23 46 36 59 82 72 95 118 108 131

Ap(M) 11 23 46 36 59 82 72 95 118 108 131

Ap(2M) 22 34 46 47 59 82 72 95 118 108 131

Ap(3M) 33 45 57 58 70 82 83 95 118 108 131

Ap(4M) 44 56 68 69 81 93 94 106 118 119 131

Ap(S2) 0 23 24 36 48 60 72 84 96 108 120

Ap(N) 11 23 24 36 48 60 72 84 96 108 120

Ap(2N) 22 34 35 47 48 60 72 84 96 108 120

Ap(3N) 33 45 46 58 59 71 72 84 96 108 120

Ap(4N) 44 56 57 69 70 82 83 95 96 108 120

Ap(5N) 55 67 68 80 81 93 94 106 107 119 120

Birinci tabloda mertebesi 4, ikinci tabloda mertebesi 5 olan elemanlar�n bulunmas�

nedeniyle R1 = k[[t11, t23, t36]] ve R2 = k[[t11, t23, t24, t36]] halkalar�n�n ili³kili dere-

celi halkalar� Cohen-Macaulay olur. Fakat indeks artt�§�ndan, yukar�daki sorunun

yan�t� olumsuzdur. Ayr�ca,bu tablodan her w(i) ∈ Ap(S1) ve w′(i) ∈ Ap(S2) için

ord(w′(i)) ≤ ord(w(i)) olmad�§�n� da görürüz. ordS1(w(10)) = ordS1(131) = 4 ancak

ordS2(w
′(10)) = ordS2(120) = 5

Bu soruda, S1 = ⟨n1, ..., nd⟩ yar�grubu için simetrik olma ko³ulu koyarsak a³a§�daki

teoremi elde ederiz.

Teorem 4.1.15 S1 = ⟨n1, ..., nd⟩ simetrik bir nümerik yar�grup,

S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩, n1 < · · · < nd < m ve R2 = k[[tn1 , tn2 , ..., tnb , tm]] halkas�n�n

ili³kili dereceli halkas� Cohen-Macaulay olsun.

O zaman i(S2) ≤ i(S1) olur.

Kan�t. w′ = b2n2 + · · ·+ bdnd + km ∈ Ap(S2) olsun.

O zaman b2n2 + · · · + bdnd ∈ Ap(S2) ve b2n2 + · · · + bdnd − n1 /∈ S2 oldu§undan

29



BÖLÜM 4. DÜZENL�L�K �NDEKS�NE �L��K�N SONUÇLAR

b2n2+· · ·+bdnd−n1 /∈ S1 olur ve bu yüzden b2n2+· · ·+bdnd ∈ Ap(S1) olur. Simetriklik

ko³ulu Maksimaller≤S
Ap(S1) kümesinin tek elemanl� olmas�d�r. Bu nedenle, (b2 +

k2)n2 · · · + (bd + kd)nd = w = Max≤S
Ap(S1) olacak ³ekilde k2, · · · , kd ∈ N vard�r.

w − n1 = F (S1) ≥ F (S2) oldu§undan w > w′ olur. O halde,

b2n2 + · · ·+ bdnd + km < (b2 + k2)n2 + · · · (bd + kd)nd

km < k2n2 + · · ·+ kdnd < (k2 + · · ·+ kd)nd

Buradan k < k2 + · · ·+ kd e³itsizli§ini elde ederiz. Bu durumda

ord(w′) = (b2 + · · ·+ bd) + k < (b2 + · · ·+ bd) + (k2 + · · ·+ kd)

= (b2 + k2) + · · · (bd + kd) ≤ ord(w)

R2 halkas�n�n ili³kili dereceli halkas� Cohen-Macaulay oldu§undan S2'nin düzenlilik

indeksi, Ap(S2)'deki elemanlar�n mertebelerinin en büyü§üdür. Bu nedenle i(S2) ≤
i(S1) olur.

□

Bölümün ba³�nda verdi§imiz san�y� [9] nümerik yar�gruplara s�n�rlayarak do§ru ol-

mad�§�n� gösterelim:

Soru. S1 = ⟨n1, ...nd⟩, S2 = ⟨n1, ...nd,m⟩ ve Arf(S1) = Arf(S2) olsun. Bu durumda

i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

Örnek 4.1.17 S1 = ⟨19, 51, 96⟩ ve S2 = ⟨19, 51, 64, 96⟩ olsun. S1 = ⟨19, 51, 96⟩
yar�grubunun Arf kapan�³�n� hesaplayal�m:

A1 = {19, 51, 96} min A1 = 19

A2 = {19, 32, 77} min A2 = 19

A3 = {19, 13, 58} min A3 = 13

A4 = {6, 13, 45} min A4 = 6

A5 = {6, 7, 39} min A5 = 6

A6 = {6, 1, 33} min A6 = 1

30



BÖLÜM 4. DÜZENL�L�K �NDEKS�NE �L��K�N SONUÇLAR

S2 = ⟨19, 51, 64, 96⟩ yar�grubunun Arf kapan�³�n� hesaplayal�m:

A1 = {19, 51, 64, 96} min A1 = 19

A2 = {19, 32, 45, 77} min A2 = 19

A3 = {19, 13, 26, 58} min A3 = 13

A4 = {6, 13, 13, 45} min A4 = 6

A5 = {6, 7, 7, 39} min A5 = 6

A6 = {6, 1, 1, 33} min A6 = 1

O zaman, Arf(S1) = Arf(S2) = {0, 19, 38, 51, 57, 63, 64,→} olur. Ancak, i(S1) =

7 < i(S2) = 9 oldu§undan sorunun yan�t� olumsuzdur.

4.2 Ötelenmi³ Nümerik Yar�gruplar

Bu bölümde ötelenmi³ nümerik yar�grup aileleri için indeksin nas�l de§i³ti§ini göste-

rece§iz.

Tan�m 4.2.1 [36] S = ⟨r1, · · · , rk⟩ bir nümerik monoid ve d = OBEB(r1, · · · , rk)
olsun. Bu durumda T =

r1
d
, · · · , rk

d
olmak üzere S'nin Frobenius say�s� F (S) =

dF (T ) ³eklinde tan�mlan�r.

a ∈ S eleman� için a = z1r1 + · · · + zkrk olsun. Burada −→z = (z1, · · · zk) vektörüne
z'nin faktorizasyonu denir ve |−→z | = z1 + · · · + zk'ya bu faktorizasyonun uzunlu§u

denir. s'nin tüm faktorizasyonlar�n�n kümesini ZS(s) ve s'nin faktorizasyonlar�n�n

uzunluklar�n�n kümesini de Lm(s) ile gösterece§iz.

Teorem 4.2.2 [36] S = ⟨r1, · · · , rk⟩ bir nümerik monoid olsun ve m : S → Z≥0,

her s ∈ S eleman�n� en k�sa faktorizasyon uzunlu§una götürsün. Bu durumda her

s > rk−1rk için,

m(s+ rk) = m(s) + 1

olur.

n > r2k ve OBEB(n, d) = 1 olmak üzere Mn = ⟨n, n + r1, · · · , n + rk⟩ nümerik

yar�grubu olsun.
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Teorem 4.2.3 [36] n > r2k ve dn ∈ S olsun. O zaman,

Ap(Mn) = {i+mS(i).n | i ∈ Ap(S, dn)}

olur. Ayr�ca her i ∈ Ap(S, dn) için LMn(i+mS(i).n) = {mS(i)} olur.

Teorem 4.2.4 [36] S =< r1, · · · , rk > ve n > r2k için Ap(S, dn) = {a0, · · · , an−1} ,

ai =

di di ∈ S

di+ dn di /∈ S

formundad�r.

Lemma 4.2.5 S =< r1, · · · , rk > bir nümerik monoid olsun. E§er n > r2k ise dn−
drk > F (S) olur.

Kan�t.

F (S) ≤ d(
rk
d

rk−1

d
− rk

d
− rk−1

d
)

≤ r2k
d

− 2rk

< n− rk

< dn− drk

□

Teorem 4.2.6 S = ⟨r1, · · · , rk⟩ nümerik monoid, d = OBEB(r1, · · · rk) = d , n > r2k
ve OBEB(d, n) = 1 olsun.

a1n1+ · · ·+ aknk 7→ a1(n1+ rk)+ · · ·+ ak−1(nk−1+ rk−1)+ (ak + d)(nk + rk) ³eklinde

tan�mlanan

ϕ : Ap(Mn) → Ap(Mn+rk)

fonksiyonu birebirdir. Ayr�ca

ϕ(Maksimaller≤Mn
Ap(Mn)) = Maksimaller≤Mn+rk

Ap(Mn+rk)

olur.
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Kan�t. ϕ
′
: Ap(S, dn) → AP (S, dn + drk) , ϕ(i) = i + drk fonksiyonu yard�m�yla

ϕ(i +mS(i).n) = i + drk +mS(i + drk)(n + rk) ³eklinde tan�mlayal�m. a ∈ Ap(Mn)

için a = a1n1 + · · ·+ aknk = i+mS(i).n , a1 + · · ·+ ak = mS(i) olsun.

ϕ(a) = i+ drk +ms(i+ drk).(n+ rk)

= i+mS(i)n+mS(i)rk + d(n+ 2rk)

= a1n1 + · · ·+ aknk + (a1 + · · ·+ ak)rk + d(n+ 2rk)

= a1(n1 + rk) + · · ·+ ak−1(nk−1 + rk−1) + (ak + d)(nk + rk)

ϕ′ birebir oldu§undan ϕ birebirdir. b /∈ Im(ϕ) ve b ∈ Max≤Mn+rk
Ap(Mn+rk) olsun.

ϕ, Apery kümelerindeki di+ dn'e kar³�l�k gelen elemanlarla di+ dn+ drk'ye kar³�l�k

gelen elemanlar aras�nda birebir e³le³me sa§lad�§� için b = di +mS(di)(n + rk) for-

munda olmal�d�r. b /∈ Im(ϕ) oldu§undan di − drk /∈ S olmal�d�r. Lemma 4.2.5'den

dolay� di− drk < dn− drk olur. O zaman di+ drk ∈ Ap(S, dn+ drk) olur.

c = di+ drk +mS(di+ drk)(n+ rk) olsun.

c − b = drk + d(n + rk) = drk + mS(drk)(n + rk) ∈ Ap(Mn+rk) oldu§undan b /∈
Maksimaller≤Mn+rk

Ap(Mn+rk) olur.

a ≤Mn a′ , a, a′ ∈ Ap(Mn) olsun. O zaman ai ≤ a′i olacak ³ekilde a = a2n2+· · ·+aknk

, a′ = a′2n2 + · · · + a′knk gösterili³leri vard�r. O zaman ϕ(a) = a2(n2 + rk) + · · · +
ak−1(nk−1+rk)+ak(nk+rk) , ϕ(a′) = a′2(n2+rk)+ · · ·+a′k−1(nk−1+rk)+a′k(nk+rk)

ve bu yüzden ϕ(a) ≤Mn ϕ(a′) olur.

Bir ba³ka deyi³le,

ϕ(Maksimaller≤Mn
Ap(Mn)) = Maksimaller≤Mn+rk

Ap(Mn+rk)

olur.

□

Sonuç 4.2.7 n > r2k olacak ³ekildeki yeterince büyün n için

i(Mn) + d = i(Mn+rk)
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Kan�t. Yeterince büyük n için G(Mn) ve G(Mn+rk) Cohen-Macaulay oldu§undan

i(Mn) ve i(Mn+rk) Apery kümelerindeki maksimal elemanlar�n mertebelerinin en

büyü§üne e³ittir. Bu durumda e§er i(Mn) = r = ord(w) ise i(Mn+rk) = ord(ϕ(w)) =

r + d olur.

□

Sonuç 4.2.8 n > r2k için

t(Mn) = t(Mn + rk)

olur. Özel olarak, Mn simetriktir ancak ve ancak Mn+rk simetriktir.

Kan�t. type(Mn) = |Maksimaller≤Mn
Ap(Mn)| = |Maksimaller≤Mn+rk

Ap(Mn+rk)| =
type(Mn + rk)

□

Sonuç 4.2.9 n > r2k için,

i(Mn) =
F (Mn+rk)− F (Mn)− d(nk + rk) + rk)

rk

Kan�t. F (Mn) = w − n olacak ³ekilde w ∈ Maksimaller≤Mn
Ap(Mn) vard�r. Bu

durumda F (Mn+rk) = ϕ(w)− (n+ rk) oldu§u için yukar�daki e³itli§i elde ederiz.

□

Örnek 4.2.10 S =< 6, 10, 14 > olsun.

n > r2k = 142 = 196 ko³uluna uygun olmas� için M293 =< 293, 299, 303, 307 > ve

M307 =< 307, 313, 317, 321 > nümerik yar�gruplar�n� inceleyelim.

Max≤M293
Ap(M293) = {13177, 13181, 13189, 13193}

Max≤M307
Ap(M307) = {14421, 14425, 14433, 14437}
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Ap(Mn) = {i+mS(i).n | i ∈ Ap(S, dn)} oldu§u için Apery kümelerindeki her elemana

kar³�l�k gelen Ap(S, 586) ve Ap(S, 614) kümelerindeki elemanlar s�ras�yla ;

{578, 582, 590, 594} ve {606, 610, 618, 622} olur.

Buradan da aç�kça görebiliriz ki ϕ
′
(578) = 606 , ϕ

′
(582) = 610 , ϕ

′
(590) = 618 ,

ϕ
′
(594) = 622 olur ve bu yüzden;

ϕ(13177) = 14421 , ϕ(13181) = 14425 , ϕ(13189) = 14433 ve ϕ(13193) = 14437 olur.
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Bölüm 5

SONUÇ

Bu tezde nümerik yar�gruplar�n düzenlilik indekslerinin nas�l de§i³ti§ine odakland�k.

S1 ⊂ S2 iken çe³itli durumlarda yar�gruplar�n düzenlilik indeksinin nas�l de§i³ti§ine

ili³kin sonuçlar elde ettik ve Arf kapan�³� ayn� olan halkalar�n düzenlilik indekslerine

ili³kin Arslan ve Sertöz taraf�ndan öne sürülen bir san�ya kar³�t örnek sunduk. Ayr�ca,

ötelenmi³ yar�grup ailelerinde düzenlilik indeksinin nas�l de§i³ti§ine ili³kin sonuçlar

da elde ettik.

S1 ⊂ S2 iken ³u iki temel durumun hala aç�k oldu§unu vurgulayal�m:

Soru. S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩ ve n1 < n2 < · · · < nd < m olsun.

Bu durumda i(S2) ≤ i(S1) olur mu?

Soru. S1 = ⟨n1, n2, ..., nd⟩, S2 = ⟨n1, n2, ..., nd,m⟩, n1 < n2 < m ve n1 ≤ 10 olsun.

Bu durumda, i(S2) ≤ i(S1) olur mu?
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