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ONSOZ
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UZAKTAN ALGILAMA VERILERINE
FONKSIYONEL VERI ANALIZI YAKLASIMININ UYGULANMASI

OZET

Son zamanlarda modern bilimin gelismesi ve 6zellikle de verilerin siirekli zamanda
Olciilme egiliminin artmasiyla Fonksiyonel Veri Analizi (FVA) istatistikte Onem
kazanmistir.  Klasik istatistikte vektor uzaylari iizerinde tanimlanan diskriminant
analizi, temel bilesenler analizi, regresyon analizi gibi siniflama, boyut indirgeme ve
modelleme amaclariyla kullanilan pek ¢cok yontem fonksiyonel duruma uyarlanmugtir.
FVA, bir siireklilik tizerinde tanimlanan ya da siirekli yapiya sahip olan degiskenlerin
analizi ile ilgilenir. Bu nedenle, FVA kemometri, tip ve ¢evrebilim gibi alanlarda bir
spektrum {iizerinde tanimlanan ya da goriintii olarak kaydedilen verilerin analizinde
onemli yere sahiptir.  Ozellikle cevrebilimde, uydulardan elde edilen goriintii
verilerinin analiz edilmesi karada toprak kullanimi, sudaki kirlilik ya da mineral orani
gibi pek ¢ok konuda daha ucuz ve hizli bir sekilde bilgi sahibi olmamizi saglar.

Bu caligmanin amaci, FVA yaklagimin1 6nermek, Fonksiyonel Dogrusal Regresyon
Modellerini (FDRM) uzaktan algilama verileri iizerinde Ispanya’nin Cadiz bolgesinde
bulunan Guadalquivir nehir agzinda biriken kati madde oraninin tahmin edilmesi
icin uygulamak ve cesitli FDRM ile klasik istatistiksel modellerden elde edilen
sonuclart uygulamali olarak karsilastirmaktir.  Ayrica, uygulama sonuclarinin
desteklenmesi amaciyla bir simiilasyon c¢alismasi tasarlamak ve bu sekilde en iyi
tahmin performansin gosteren modelleri belirlemek amaglanmaktadir.

Bu amac¢ dogrultusunda calismanin izleyen boliimiinde, fonksiyonel veri analizi
konusunda literatiir taramasi yapilarak bu alandaki calismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, fonksiyonel veri analizi genel cercevesi ile aciklanmis, fonksiyonel
degiskenler icin betimsel istatistiklerin hesabi ve kesifsel veri analizi konu-
larina deginilerek kesikli bir degiskeni fonksiyonel degiskene doniistiirmek icin
kullanilabilecek yontemler tanitilmigtir.

Uciincii boliimde, 6nemli bir boyut indirgeme yontemi olan temel bilesenler analizinin
cok degiskenli analizden fonksiyonel veri analizine uyarlanmasi ve teorik alt yapisi ele
alinmistir.

Dordiincii boliimde, yanit degigkenin skaler oldugu durumda kullanilabilecek FDRM
kapsamli olarak agiklanmisgtir.

Besinci boliimde, uygulamada kullanilan uydu verilerinin ve skaler yanit vektoriinii
olusturan kati madde orami degerlerinin nasil elde edildigi anlatilmig, kati madde
oraninin uydu verilerinden tahmin edilmesi i¢in bazi klasik istatistiksel yontemler ve
fonksiyonel yontemler kullanilarak elde edilen sonuclar karsilastirilmistir.

Altinc1 boliimde, uygulamadan elde edilen sonuclarin desteklenmesi ve kullanilan
fonksiyonel modellerin tahmin performansinin kargilastirilabilmesi icin tasarlanan
simiilasyon caligsmasi anlatilmis ve sonuglar verilmisir.

xiil



Calismanin son boliimiinde ise elde edilen sonuclar genel olarak yorumlanmus,
literatiirde yapilan calismalarla karsilastirllmis ve ileriye yonelik Onerilerde
bulunulmustur.

Anahtar kelimeler: Fonksiyonel veri analizi, fonksiyonel dogrusal regresyon
modelleri, fonksiyonel temel bilesenler regresyon, fonksiyonel kismi en kiiciik kareler
regresyon, uzaktan algilama verileri.
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A FUNCTIONAL DATA ANALYSIS APPROACH
TO REMOTE SENSING DATA

SUMMARY

Functional Data Analysis (FDA) is a statistical field which has gained importance due
to the progress in modern science, mainly in the ability to measure in continous time
results of an experiment and the possibility to record them. Many methods such as
discriminant analysis, principal components analysis and regression analysis that are
used on vector spaces for classification, dimension reduction and modelling have been
adapted to the functional case. FDA is concerned on variables that are defined on a
continuum or that have continous structure. Therefore, FDA has an important role in
the analysis of spectral data sets and images that are mostly recorded in the fields of
chemometry, medicine and ecology. Especially in ecology, the analysis of images that
are recorded in satellite sensors inform us in a fast and economical way about the use
of land, the crop production in land, the water pollution and the amount of minerals
include the water.

The aim of this study is to propose the use of FDA approach and to predict the amount
of Total Suspended Solids (TSS) in the estuary of Guadalquivir river in Cadiz on
remote sensing data by using different Functional Linear Regression Models (FLRM).
Besides, it is purposed to compare the results obtained from various FLRMs and
classical statistical methods practically, to design a simulation study in order to support
findings and to determine the best prediction model.

In accordance with this purpose, the following chapter reviews the studies on this area
and the literature on FDA.

In the second chapter, the general framework of FDA is explained, descriptive statistics
and exploratory data analysis for functional variables are handled and the methods
which can be used to convert a discrete variable to a functional variable are presented.

In the third chapter, the theoretical background of the extension of principal component
analysis from multivariate case to the functional case is explained.

In the fourth chapter, FLRM for the case of scalar response is explained
comprehensively.

In the fifth chapter, the acquisition of the satellite images and in-situ data are explained
in detail. In order to estimate the amount of TSS on satellite data, some classical
statistical models and functional models are used and their results are compared.

In the sixth chapter, a simulation study is designed to support findings and to measure
the performance of the FLRMs and later its results are presented.

As to final chapter, the results obtained are discussed and compared to the results of
the studies in the literature and prospective suggestions are made.
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Key Words: Functional data analysis, functional linear regression models, functional
principal components regression, functional partial least squares regression, remote
sensing data.
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1 GIRIS

Modern bilimin gelismesiyle, son zamanlarda tip, ekonomi ve doga bilimleri gibi pek
cok alanda biiyiik veri tabanlar ile ¢alismak daha yayginlik kazanmistir. Genis veri
setlerinin analizi, var olan istatistiksel yontemlerin gelistirilmesini gerektirmektedir.
Fonksiyonel veri analizi (FVA), c¢ok degiskenli istatistiksel analiz yOntemlerinin
vektorler yerine egrilerin analizi ile ilgilenen bir uzantisidir. FVA zaman, uzay ya
da belli bir siireklilik itizerinde tanimlanan verilerin analiz edilmesinde Oonemli bir
yaklasimdir. Bundan dolayi, biomedikal bilim ve biyoinformatik alanlarinda onem
kazanmistir (Wu ve Miiller, 2010; Escabias ve dig., 2012). Ullah ve Finch (2013)’e
gore, 2005-2010 yillar1 arasinda FVA yaklasimi kullanan yayinlanmis makalelerin
yiizde 21’1 biyomedikal bilim ile ilgilidir. Literatiirde biyomekanik, manyetik rezonans
goriintiileme (Magnetic Resonance Imaging, MRI) ve gen profilleri ¢aligmalarini
iceren pek cok FVA uygulamasi mevcuttur (Ullah ve Finch, 2013; Ramsay, 2000;
Viviani ve dig., 2005; Miiller ve dig., 2008).

Cok degiskenli veri analizinden farkli olarak FVA, veriyi iireten siirecin diizgiin oldugu
varsayimi altinda bir dizi gozlem noktalarini tek bir gozlem olarak ele alir. Bir
fonksiyonun diizgiin olmasi, belli bir dereceye kadar tiirevlenebilir oldugu anlamina
gelir. FVA, fonksiyonlarda ya da onlarin tiirevlerinde sakli olan ve geleneksel
istatistiksel yontemler araciligiyla elde edilmesi miimkiin olmayan ek bilgiyi ortaya
cikarmaya yarar (Levitin ve dig., 2007). Fonksiyonel veri analizinin temel
amaclar1 sunlardir: Veriyi ileri analizlere uygun sekilde tanitmak, veriye ait 6nemli
karakteristikler ortaya ¢ikacak sekilde verinin gorsellestirilmesi, verideki oriintii ve
degisimin caligilmasi, bir yanit ya da bagimli degiskendeki degisimin bagimsiz
degiskenlere ait bilgiler kullanilarak aciklanmasi, aym1 ya da farkli fonksiyonlar
iceren iki ya da daha fazla sayida veri setinin ortak tekrar kiimeleri agisindan
kargilastirilmasi. Bu baglamda, ¢ok degiskenli istatistiksel analizden fonksiyonel veri

analizine uyarlanan baz1 yontemler fonksiyonel betimsel istatistik, fonksiyonel temel



bilesenler analizi, fonksiyonel dogrusal modeller ve fonksiyonel kanonik korelasyon

analizidir (Ramsay ve Silverman, 2005).

Zamana baglh tekrarli ol¢ciimlerden olusan gozlem yapisindan dolayi fonksiyonel
veri analizi ¢ok degiskenli bir yontem olan boylamsal (longitudional) analiz ile
karistirilabilmektedir. Her iki yontemin de ilgilendigi veri yapisi benzer gibi goriilse

de, gercekte birbirinden oldukca farklidir.

Boylamsal veri analizi her bir birey i¢in farkli zamanlarda toplanan az sayida
tekrarli 6lctimlerle ilgilenir. Fonksiyonel veri analizi ise degisik zaman noktalarindan
olabilecegi gibi, farkli frekanslardan ya da herhangi bir siireklilik iizerinden toplanan
cok sayida tekrarli Ol¢iimlerin analizi ile ilgilenir. Bunun yanisira, uzlamsal veri
parametrik bir modelde rassal vektor olarak ele alinirken, fonksiyonel veri az sayida
yapisal varsayim gerektirdiginden nonparametrik ya da semiparametrik yontemler
gerektiren, kesikli zaman noktalarinda gozlemlenen diizgiin bir siire¢ olarak ele alinir
(Davidian ve dig., 2004). FVA ve boylamsal veri analizi yontemlerinin detayli olarak

karsilagtirilmasi Rice (2004)’ 1 ve Hall ve dig. (2006)’1n ¢alismalarinda bulunabilir.

Fonksiyonlarin 6nemi ve klasik ve modern matematiksel analiz yontemleri arasindaki

farklar Dieudonné (1960) tarafindan su sekilde aciklanmustir:

"Bir f fonksiyonelinin tek basina degisen bir obje olmasi genis bir fonksiyonel uzayda
tek bir nokta olarak diisiiniiliip degiskenlik gostermesi demektir. Aslinda analizin
klasik ve modern icerigi arasindaki fark sudur: Klasik matematikte f(x) yazildiginda,
f sabit ve x de degisken olarak goriintiilenir. Ancak bugiinlerde hem f hem de x
degisken olarak ele alinmaktadir. (hatta bazen sabit olan x, degiskenlik gosteren nesne

ise f olmaktadir)."

Fonksiyonel veri analizinin 6nemi 60’1 yilarda belirtilmis olmasina ragmen,
fonksiyonlarin rassal gozlemler olarak ele alindigir ilk makaleler 80’li yillarda
basilmistir (Dauxois ve dig., 1982; Ramsay, 1982; Besse ve Ramsay, 1986). Ramsay
(1982) istatistiksel igerikleri fonksiyonel veriye uyarlayarak verinin fonksiyonel
analitik goriinimiinii agiklamis, Besse ve Ramsay (1986) veri seti fonksiyonlardan
olustugunda temel bilesenler analizi icin yeni bir yontem Onermistir. Stokastik
bir siirecten gelen rassal bir fonksiyonun bagimsiz gozlemleri oldugu varsayilan

egrilerden olugan bir 6rneklem ortalamasinin kestirimi i¢in bir yaklasim 1991 yilinda



Rice ve Silverman (1991) tarafindan tanimlanmistir. Bunu takiben, fonksiyonel
veri analizi kavrami ilk kez Ramsay ve Dalzell (1991)’in dogrusal modelleme ve
temel bilesenler analizi gibi klasik istatistiksel yOntemleri sonsuz boyutlu uzaya
uyguladig1 calismasinda Onerilmigtir. Daha sonra Silverman (1996) fonksiyonel
durumda temel bilesenler analizi i¢in diizgiinlestirme parametresine bagli bir yaklagim
onermigstir. Manteiga ve Vieu (2007) ve Shang (2014)’de ifade edildigi iizere temel
bilesenler analizi ve dogrusal regresyon modelleri klasik istatistikten fonksiyonel
veriye uyarlanan ilk yontemlerdir. Fonksiyonel temel bilesenler analizi (FTBA)
fMRI verilerinin analizinden ucak yoriingelerinin hesaplanmasina kadar pek ¢ok veri
seti iizerinde genis bir uygulama alami bulmustur (Viviani ve dig., 2005; Nicol,
2013). Shang (2014)’m caligmasinda FTBA iizerine genis bir literatiir taramasi

bulunmaktadir.

Degiskenlerden en az birinin fonksiyonel oldugu durumda iki degisken arasindaki
iligkinin agiklanabilmesi i¢in fonksiyonel dogrusal regresyon modelleri (FDRM)
onerilmistir. Bu modeller ilk olarak hem yanit hem aciklayici degiskenin fonksiyonel
yapida olmasi durumu i¢in gelistirilmis (Ramsay ve Dalzell, 1991), daha sonralar
ise aciklayicit degiskenin fonksiyonel yanit degiskeninin skaler oldugu durum ve
yanit degiskeninin fonksiyonel, aciklayici degiskenlerin skaler oldugu durumlara
uyarlanmigtir (Cardot ve dig., 1999; James, 2002). Herleyen siirecte ikili yanit
degiskenini fonksiyonel aciklayici degiskenlerden tahmin etmek icin kullanilan
fonksiyonel lojistik regresyon modelleri gelistirilmistir (Escabias ve dig., 2004; Miiller
ve Stadtmiiller, 2005). Coklu baglantidan ve biiyiikk boyutluluktan kaynaklanan
problemleri engellemek i¢in fonksiyonel lojistik regresyonun temel bilesenler analizi
ile birlikte kullanimi Onerilmistir Escabias ve dig. (2005). Lojistik regresyonun
fonksiyonel veri lizerinde degisik uygulamalart Ratcliffe ve dig. (2002); Miiller
ve Stadtmiiller (2005); Aguilera (2008)’in ¢aligmalarinda bulunabilir. Fonksiyonel
lojistik regresyon modelleri daha sonra Genellestirilmis Dogrusal Regresyon
Modellerine (GDRM) genisletilmistir (James, 2002; Miiller ve Stadtmiiller, 2005).
Cuevas ve dig. (2004) fonksiyonel veriler icin ANOVA testi onermistir. Fonksiyonel
veri analizi yaklagimi degisik alanlarda, insan parmaklarinin giiciiniin analizi (Ramsay
ve dig., 1995), dudak hareketlerinin analizi (Ramsay ve dig., 1996), el yazilarinin

analizi (Ramsay, 2000), kisisel biiylime egrilerinin analizi, iklim degisimi, kriminoloji,



Cizelge 1.1: Cok Degiskenli ve Fonksiyonel Veri Ig¢in Dogrusal ve Parametrik

Olmayan Modeller
Veri Tiirii Dogrusal Modeller Parametrik Olmayan Modeller
X eR? X eR?
Cok Degiskenli Y =ag +):57:1an1-~|—8 Y =r(Xy,...X,)+€
C = {r dogrusal} C = {r siirekli}
x €F=L*T) x €F=L*T)
Fonksiyonel Y= [pt)x(t)dt+e¢ Y=r(x)+e€
C={xr~ [rpt)x(t)dt e R} C = {rsiirekli}

tilketim mallar1 indeksi ve kalca ve diz eklemlerinin analizi (Ramsay ve Silverman,
2002, 2005), sanatgilarin miizik performanslarinin analizi (Almansa ve Delicado,

2009) ve ugus trafiginin analizi (Nicol, 2013) gibi pek cok farkli amagla uygulanmistir.

Fonksiyonel modeller klasik istatistikte oldugu gibi parametrik ve parametrik olmayan
modeller olmak iizere ikiye ayrilir.  Fakat tanimli olduklari uzay bakimindan
fonksiyonel modellerin yapist klasik istatistiksel modellerin yapisindan oldukca
farklidir.  Bir egri ile kategorik yamit degiskeni arasindaki iligkinin parametrik
olmayan cekirdek yontemler araciligiyla aragtirilmasi problemi, fonksiyonel veri ile
nonparametrik analizi birlestirerek Ferraty ve Vieu (2003) tarafindan onerilen yeni
yaklagimin temelini olusturmustur. Parametrik olmayan bu yeni yaklasim egrilerin
denetimli ve denetimsiz olarak siniflandirilmasinda kullanilmigtir. Parametrik omayan
yontemlerin kemometri, konugsma tanimlama ve elektrik tiikketimi gibi pek ¢ok alanda

farkli uygulamalar1 bulunmaktadir (Ferraty ve Vieu, 2006).

Regresyon modellerinin genel bi¢imini géz Oniine alalim:

Y=r(X)+e.

X, R vektor uzay tizerinde taniml rassal degigkenleri, x = x(¢), t € T = (t1,t,) ise
stnirl1 bir fonksiyonel uzay olan L?(T) iizerinde tanimli fonksiyonel degskenleri ifade
etmek lizere ¢cok de8iskenli ve fonksiyonel veri i¢in, parametrik ve parametrik olmayan

modeller arasindaki ayrim Tablo (1.1)’deki gibi 6zetlenebilir.



Fonksiyonel veri analizinde bir bagska 6nemli konu da aykir1 degerlerin belirlenmesidir.
Febrero ve dig. (2007, 2008) tarafindan derinlik dlciilerine dayanan farkli aykir1 deger
belirleme yontemleri gelistirilmistir. Bunun yanisira, saglam aykir1 deger belirleme

yontemleri de Onerilmistir (Sawant ve dig., 2012).

Yakin zamanda FVA yaklagimi ile ilgili farkli literatiir calismalar1 yaymlanmigtir
(Cuevas, 2014; Wang ve dig., 2016; Morris, 2014; Reiss ve dig., 2016). Cuevas
(2014) fonksiyonel veri icin istatistiksel c¢ikarimlarin teorisi, regresyon, siniflama
ve boyut indirgeme konularinda kismi bir literatiir incelemesi yapmustir.  Bu
calismalardan Wang ve dig. (2016) FVA'nin zamanla gelisimini ele alirken, Morris
(2014) fonksiyonel regresyon iizerine, Reiss ve dig. (2016) ise 0zel olarak skaler yanit
degiskenli fonksiyonel modeller iizerine kapsaml literatiir calismalar1 yapmigslardir.
Konunun popiilerliginin artmasiyla birlikte Statistica Sinica, issue 14, 3 (2004),
Computational Statistics, 22, 3 (2007), Computational Statistics & Data Analysis,
51, 10 (2007) ve Journal of Multivariate Analysis, 101, 2 (2010) gibi pek cok
dergi bu alanda calismalar yapan Davidian ve dig. (2004); Manteiga ve Vieu
(2007); Valderrama (2007) ve Ferraty (2010)’nin onsozleri ile fonksiyonel veri
analizi konusunda 6zel sayilar c¢cikarmiglardir. Son zamanlarda, fonksiyonel veri
analizi kavrami ulusal literatiiriimiizde de dnem kazanmaya baglamistir (Keser, 2010,
2007; Giindiiz, 2012; Sozen, 2014, Ozgomak ve Giindiiz, 2014). Keser (2010)
ve Sozen (2014) Ege ve Karadeniz Bolgelerine ait yagis verilerini fonksiyonel
temel bilesenler analizini kullanarak analiz etmistir. Giindiiz (2012)’{in ¢alismasinda
fonksiyonel kanonik korelasyon analizi Borsa Degisim Indeksinin hesaplanmas: icin
kullanilmigtir.  Ulusal caligmalar daha cok Fonksiyonel Temel Bilesenler Analizi
ve Fonksiyonel Kanonik Korelasyon Analizi iizerinde yogunlagsmistir.  Heniiz,
fonksiyonel veri analizinin farkli dallar1 iizerine yogunlasan calismalar ulusal

literatiirde bulunmamaktadir.



2 FONKSIYONEL VERI ANALIZININ GENEL
CERCEVESI

Klasik istatistiksel analiz nokta olarak tanimlanan gozlemlerle ilgilenir. Ancak,
fonksiyonel veri analizi gercel fonksiyonlar seklinde tanimlanan gozlemlerle ilgilenir.
Fonksiyonel veri 6érneklemi, bir T kiimesi iizerinde tanimh 1, X2, ..., Xy ile gosterilen
N adet fonksiyondan olugur. Fonksiyonel veri analizinde drneklem uzay1 vektor uzayi
degil, sonsuz boyutlu bir fonksiyonel uzaydir. Orneklem uzaymin sonsuz boyutlu
olmasindan dolayr FVA istatistiksel teorinin yeni bir brangi olarak goriilmektedir

(Cuevas, 2014).

2.1 Fonksiyonel Verinin Yapisi

Cizelge 1.1°de de goriildiigii lizere ¢ok degiskenli ve fonksiyonel modeller arasindaki
en onemli ayrim degiskenin tanimli oldugu uzaydir. Bir y fonksiyonel degiskeni
metrik ya da semi-metrik olan bir F fonksiyon uzayinda degerler alan bir rassal
degiskendir. Fonksiyonel bir veri seti x ile aym dagilimdan gelen ¢;,(j = 1,...,n)
argiiman degerlerine sahip X1, x2,..., Xy ya da x1(¢), x2(t), ..., xn(t) olarak gosterilen
N adet fonksiyonel degiskenden olusur (Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente, 2012;
Ferraty ve Vieu, 2006). ¢; argiiman degerleri tiim 6l¢lim noktalari i¢in ayni olabilecegi

gibi kayittan kayida degisiklik de gosterebilmektedir (Ramsay ve Silverman, 2005).

Fonksiyonel veri setinin tanimi g6z Oniinde bulundurularak t¢,7,...,1, kesikli
noktalarinda degerler alan herhangi bir {x(z) : ¢+ > 0} siireci, fonksiyonel veri olarak
adlandirilabilir. Ancak bu sekilde tanimlanan her kesikli siire¢ her zaman fonksiyonel
yapida degildir. Cuevas (2014)’a gore boyle bir siireci fonksiyonel olarak ele almanin

iki nedeni vardir:



"Birincisi argiimanlarin ¢ok sik araliklarla gozlenme olasiligi (en azindan teorik
olarak) ve limitte sabit bir ¢ degeri igin x(¢) nin gézlenmesidir. Ikincisi onu yaklagik

olarak temsil edecek fonksiyonel modelin se¢imidir."

Fonksiyonel veri setinin bazi 6zellikleri su sekilde siralanabilir (Ramsay ve Silverman,

2002):

e Fonksiyonel veri kesikli noktalarda gozlenmis olsa bile, icerik olarak siirekli

tanimlanmistir.

e Fonksiyonel veri setine ait bir gozlem nokta olarak degil, tiim bir fonksiyon
olarak gozlenir. Fonksiyonel veri setini olusturan gdzlemlerin birbirinden bagimsiz
oldugu varsayimi olmasina ragmen, ayn1 fonksiyonel veriyi olusturan gézlemlerin

bagimsizligina yonelik bir varsayim soz konusu degildir.

e Fonksiyonel veri zamanin fonksiyonlarindan olusur. Zaman c¢ok degiskenli

analizdeki gibi ayr1 bir degigken olarak ele alinmaz.

e Fonksiyonel veri diizgiin olarak gozlenmemis olsa bile, fonksiyonel veriyi

modellemek i¢in diizgiinliik gereklidir.

Klasik veri analizinde oldugu gibi, ortalamanin ve standart sapmanin Kestirilmesi
ve aykirt de8er analizi fonksiyonel veri analizi i¢in de Onemli adimlardir. Ancak
bu durumda verinin fonksiyonel yapisindan 6tiirii ortalamanin ve standart sapmanin

hesabi1 cok degiskenli duruma gore biraz daha zordur.

2.2 Fonksiyonel Kesifsel Veri Analizi

Fonksiyonel bir 6rnekleme ait ortalama, standart sapma, varyans ve derinlik gibi diger
ozet istatistikler cok degiskenli duruma benzer sekilde hesaplanir. Aralarindaki en
onemli fark fonksiyonel durumda bu istatistikler tekrarlar iizerinden nokta bazl olarak

hesaplanir ve sonug artik skaler bir deger degil bir fonksiyondur.



2.2.1 Ortalama, Varyans ve Kovaryans Fonksiyonlar:

L?(T) uzayinda tamimli karesi integrallenebilir rassal bir y = y(¢), t € T = [t1,1,]
fonksiyonunu ele alalim. Bir fonksiyonun karesinin integrallenebilir olmasi1 (2.1) ile

verilen 0zelligin gerceklenmesini gerektirir.

Ellx|? =E /T 22(1)dt < . @.1)

Karesi integrallenebilen fonksiyonlardan olusan bir kitleye ait iki 6nemli kitle
parametresi ortalama fonksiyonu ve varyans fonksiyonudur. Bu fonksiyonlar sirasiyla

(2.2) ve (2.3) esitliklerindeki gibi tanimlanir.

Hy () = E[x ()], (2.2)

Vary (1) = 02(1) = E [ (1) — p(0))?] 2.3)

Fonksiyonel bir veri seti icin kovaryans fonksiyonu, farkli argiiman degerleri
arasindaki kayitlarin bagimsizhi§i hakkinda bilgi verir. Fonksiyonel bir kitleye ait

t,s € T argiiman degerleri i¢in kovaryans fonksiyonu (2.4) esitliginden bulunur.

Covy (t,5) = cy(t,s) =E[(2 (1) — py (1)) (x(s) — py (5))]- (2.4)

Kitleye ait korelasyon fonksiyonu ise (2.3) ve (2.4) esitlikleri araciligiyla su sekilde

hesaplanir:

Cory (1,5) = 1y (t,5) = Covy(t,5) 2.5)

/Vary () Vary(s)

Fonksiyonel durum icin bir bagka onemli parametre de (2.6) esitligi ile tanimlanan

kovaryans operatoriidiir.

L&) =E[((x—1y).&) (x —1y)]- (2.6)



Kovaryans operatorii fonksiyonel veri analizinde varyans-kovaryans matrisinin roliinii
tistlenir. Bundan 6tiirii, 6zellikle Boliim 3’te detayli olarak a¢iklanan fonksiyonel temel

bilesenlerin hesabinda biiyiik 6neme sahiptir.

x(),x2(t), ..., xn(t), L*(T) uzayinda tamimli, karesi integrallenebilen, y(¢) ile
ayn1 dagilima sahip ve birbirinden bagimsiz N adet fonksiyonel gozlem olsun. Bu
fonksiyonel 6rnekleme ait ortalama, varyans ve kovaryans fonksiyonlari (2.2), (2.3) ve
(2.4) esitlikleri ile verilen denklemlerin 6rneklem esleniklerinden kestirilir. Orneklem

ortalama fonksiyonu (2.7) esitliginden hesaplanir:

N
Ba0) = () = Y. @)
i=1

Benzer sekilde, 6rneklem varyans fonksiyonu da (2.8) esitli§inden bulunur:

1 N
62(1) = ——— Y [nit) — 2(1))% 2.8)

~

Ornekleme ait standart hata fonksiyonu, varyans fonksiyonunun nokta bazl karekokii

almarak hesaplanir ve 6y (¢) ile gosterilir.

Kovaryans fonksiyonu, korelasyon fonksiyonu ve kovaryans operatoriiniin ampirik

versiyonlari sirasiyla su esitlliklerden hesaplanir:

N
(69 = g L) ~ 20N~ 20) 29)
Tylt,s) = M 2.10
X(ta ) 6%(t)6%(s>7 ( )

N
LE=0W-D"Y{-0).60) -], &0 eLl*T). @11

Fonksiyonel bir orneklemin ortalamasinin hesabi fonksiyonel bir dagilimin merkezinin
kestirilmesine es degerdir. Fonksiyonel 6rneklemin kovaryans fonksiyonunun hesabi
ise fonksiyonel dagilimin yayilim ve korelasyon yapisinin kestirimidir (Febrero ve

dig., 2007).



Gozlenen iki fonksiyonelin birbiri ile iligkisi sirasiyla (2.12) ve (2.13) esitlikleri ile

verilen ¢apraz-kovaryans ve ¢apraz-korelasyon fonksiyonlar: araciliiyla arastirilir.
Covyy(t,5) = Eyy(tys) = —Z[xl [%(s) = ¥(9)], (2.12)

Cory y(t,8) = Fy y(t,5) = Covy 4(t,s)/Vary (t)Vary(s). (2.13)

Bir veri setine ait merkezi ve yayilim oOlgiilerini kestirmek i¢in ortalama ve standart
sapma fonksiyonlar1 diginda bagka kestiriciler de kullanilabilir. Medyan ve kesilmis
ortalama saglam merkezi Olciiler iken, ortanca mutlak sapma (median absolute
deviation) ve kesilmis standart sapma saglam yayilim Sl¢iileridir. 0 < a@ < (n—1)/n
olmak iizere, fonksiyonel a-kesilmis ortalama en merkezi n — [an] egrinin ortalamasini

verir. En merkezi egrinin bulunmasinda derinlik 6l¢iileri de kullanilabilir.

2.2.2 Derinlik Olgiileri

Derinlik, verilen bir veri bulutu icinde gozlemin merkeziligini Olcer.  Skaler
degiskenler i¢cin en sik kullanilan derinlik ©lgiileri yari-uzay derinligi (Half-Space
Depth, HSD), basit derinlik (Simplical Depth, SD) ve Fraiman-Muniz derinligidir
(FMD).

Tek degiskenli durumda, bir noktanin derinligi X1, X, ..., Xy gozlemlerinden olusan bir

orneklemin kiimiilatif dagilim fonksiyonu Fy’ye baglh olarak hesaplanir.

N
Z I{X; < (2.14)

X; gozlemine ait HSD degeri, (2.14) kullanilarak su sekilde hesaplanir:

HSD(X;) = min(F (X;), 1 — F(X;)). (2.15)

X;’nin ortanca olmasi durumunda, F(X;) degeri 1/2’ye esitti. Bundan dolayi,
HSD(X;) de 1/2 degeri ile olasi en biiyiik derinligi verir. Eger X; veri setindeki en
bilyiik nokta ise, F(X;) = 0 ve HSD(X;) = 0 olur ve bu da olas1 en az derinligi verir

(Horvath ve Kokoszka, 2012).
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SD ise, olasi en biiyiik ve en kiiciik derinlikler sirasiyla 1/2 ve O degerlerini alacak

sekilde, (2.16) esitliginden hesaplanir.

SD(X;) = 2F (X;)(1 = F(X;)). (2.16)

Fraiman ve Muniz (2001) tarafindan 6nerilen derinlik 6l¢iisi FMD 1/2 ve 1 arasinda

degerler alir ve

FMD(X;) = 1 — |3~ F (X)), 2.17)

estliginden hesaplanir.

Fonksiyonlardan olusan {x;(¢),r € T,i = 1,2,...,N} gibi bir 6rneklem i¢in ¢ €
[fmin,fmax] noktasindaki ampirik kiimiilatif dagilim fonksiyonu, I(-) gosterge

fonksiyonu olmak iizere,

N
Fn:(xi(1)) = ]%] Y () < x(0)}, (2.18)
k=1

ile ifade edilir (Febrero ve dig., 2007).

X;’nin t noktasidaki derinligi R uzayinda D ile gosterilirse, X1, X2, ..., Xy €grilerinin

fonksiyonel derinligi (FD) tek degiskenli derinliklerin integralinden bulunur:

() = [ DG(e)dr,  i=1,..N. (2.19)

'min

Ornegin, ;(t) egrisinin fonksiyonel Fraiman-Muniz derinligi (FMD),

EMD(z) = [ 1~ | By ()l (220)

Imin

ile tanimlanir.

Tek degiskenli duruma benzer sekilde, maksimum ve minimum deg8er alan egriler

sirastyla en derin ve en az derin egrilerdir (Febrero ve dig., 2007).

Bunlar disinda, modal derinlik, Rasgele Izdiisiim Derinligi (Random Projection Depth,
RPD) ve bant-derinligi gibi bagka derinlik oOlciileri de vardir. Bu teknikler hakkinda
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ayrintili bilgi Febrero ve dig. (2008) ve Lopez-Pintado ve Romo (2009) kaynaklarinda

bulunabilir.

Derinlik, aykir1 degerliligin 6nemli bir Ol¢iistidiir. Ciinkii, anlamli derecede kiiciik
derinlige sahip egriler aykir1 deger olmaya daha yatkindir. Fonksiyonel durumda,
ayn1 dagilimdan geldigi varsayilan egrilerin olusturdugu bir fonksiyonel uzayda, diger
egrilerinkinden farkli bir dagilima sahip olan egri fonksiyonel aykiri deger olarak

nitelendirilir.

Derinlik olciileri kullanilarak aykir1 deger belirlenmesi i¢in asamalar su sekilde

Ozetlenebilir (Horvath ve Kokoszka, 2012):
1. F(x1),F(x2), ..., F (xn) degerleri hesaplanur.

2. C gibi bir kesim degeri belirlenir ve C degerinden daha kiiciik derinlige sahip
egriler veri setinden ¢ikarilarak aykiri1 deger olarak simiflandirilir. Eger boyle bir egri

bulunamiyorsa, siirece bu asamada son verilir.

3. Birinci adima geri doniiliir ve ikinci adimda aykir1 deger olarak belirlenen egriler

cikarildiktan sonra geriye kalan 6rnekleme ayni adimlar uygulanir.

Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente (2012) bootstrap drneklemlerine dayali iki
farkli aykir1 de8er belirleme yontemi Onermislerdir. Bu yoOntemlerden biri veri
setinin iki uctan kesilmesine (trimming) dayali iken digeri verinin agirliklandirilmasina
dayalhidir. Bu yontemler sirasiyla "outliers.depth.trim()" ve "outliers.depth.pond()"
fonksiyonlar: ile "fda.usc" R paketine eklenmistir (Febrero-Bande ve Oviedo de la
Fuente, 2012; Oviedo de la Fuente, 2011). Birinci yontemde, bootstrap érneklemleri
veri egrilerinin %« kadar1 ¢ikarildiktan sonra segilir. Ikinci yontemde ise, her gozlem
(her egri) derinlik degerine bagl olarak agirliklandirilir. Her iki yontemin de son
asamalar1 benzerdir. "outliers.depth.pond()" fonksiyonunun algoritmas: su sekilde

Ozetlenebilir:

1. SD, FMD veya RPD gibi bir fonksiyonel derinlik 6l¢iisii secilir ve x;(z),..., %, (¢)

fonksiyonel veri seti i¢in D(X1), ..., D(X,) fonksiyonel derinlikleri hesaplanir.

2. Her egri kendi derinligine orantili olarak agirliklandirilacak sekilde fonksiyonel veri

setinden B sayida bootstrap drneklemi xib alinir.
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3. ZP(t1),...,Z°(ty) nin sifir ortalamaya ve Xy, x(t1),...,x(fy)’ye ait kovaryans
matrisini ve ¥ diizgiinlestirme parametresini ifade etmek ilizere yX, kovaryans
matrisine sahip normal dagilimdan geldigi g6z 6niine alinarak bootstrap orneklemleri

Y? = x? + 7P seklinde diizlestirilir.

4. Her bootstrap drneklemi igin (b = 1,...B), C” kesim degeri D(Y?) derinliklerinin
daghimimin ¢ yiizdeligi olarak P(D,(y;) < C’) = ¢, i = 1,...,N esitliginden secilir.
Genelde ¢ = 0.01 olarak alimir. 5. C? degerlerinin ortancasi alinarak kesim degreri

C belirlenir (Oviedo de la Fuente, 2011).

Daha sonra Horvéth ve Kokoszka (2012)’nin 6nerdigi bir 6nceki algoritmada verilen

ikinci ve ligiincii adimlar uygulanarak aykir1 gozlemler bulunur.

2.3 Fonksiyonel Verinin Temsili

Ham verinin fonksiyonel objelere doniistiiriilmesi fonksiyonel veri analizinin ilk
adiminm1 olusturur (Levitin ve dig., 2007). Bu, iki sekilde yapilabilir.  Eger
kesikli verilerin hatasiz oldugu varsayiliyorsa, interpolasyon kullanilir. Eger hatanin
gozlendigi varsayiliyorsa, bu doniisiim diizlestirme ile yapilir (Ramsay ve Silverman,
2005). Bundan dolayi, interpolasyon ve diizgiinlestirme FVA’nin en 6nemli
kismidir. Bu igslem fonksiyonel bir verinin kesikli noktalarini diizgiin bir fonksiyona

doniistiirmeye yarar.

Diizgiinliik, bir } fonksiyonunu olusturan iki komsu noktanin baglantili oldugunu ve
birbirinden ¢ok da farkli olmadigini ifade eder (Ramsay ve Silverman, 2005). Eger veri
bir L? veya Hilbert uzayinda tanmimlanmissa, diizgiinlestirme islemi taban fonksiyonlar
aracilifiyla yapilabilir. Aksi halde, diizgiinlestirmede ¢ekirdek yontemler kullanilabilir
(Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente, 2012).

2.3.1 Taban Ac¢ilim

Taban sistemi, biribirinden bagimsiz olan fonksiyonlarin olusturdugu bir sistemdir. Ta-
ban fonksiyonu yaklasimi bir y fonksiyonunu K adet bilinen ¢y, taban fonksiyonlarinin

dogrusal birlesimi olarak tanimlar:
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K
x(t) =Y crdc(t). 2.21)
k=1

¢, K uzunlugunda ¢, katsayilarindan olusan bir vektor ve @, n x K boyutunda, ¢ (z;)
taban fonksiyonlarini iceren bir matris olmak tizere (2.21) ile verilen ifade matris

gosteriminde de asagidaki gibi yazilabilir (Ramsay ve Silverman, 2005):

x(t)=c¢=2¢'c (2.22)

¢y katsayilari, egri olusturulurken her bir ¢, taban fonksiyonuna verilen agirlig1 ifade

eder.

Acilimin boyutu, taban fonksiyonlarinin sayis1 olan K’ya baghdir. Taban acilimi
yaklasimi sonsuz boyutlu fonksiyonlari, sonlu boyutlu uzayda resmederek onlarla
caligilmasin1  saglar. Diizgiinlestirmede en O©nemli adimlar kullanilacak baz
fonksiyonun ve K fonksiyon sayisimin se¢imidir. K sayisit ne kadar kiigiik ise

hesaplamada o kadar kolaylik saglar.

Hangi taban aciliminin kullanilacagina verinin yapisina gore karar verilir. Siklikla
kullanilan taban fonksiyonlar1 Fourier ve B-splayn fonksiyonlaridir. Fourier tabani
daha ¢ok periyodik veriler i¢in tercih edilirken, periyodik olmayan veriler icin genelde

B-splayn tabani kullanilir.

Belirtilen bu iki yontem disinda tek terimli (monomial) tabanlar, dalgacik (wavelet)
tabanlar1, ¢ok terimli (polinomial) tabanlar, iissel ve kuvvet tabanlari, poligonal
tabanlar ve sabit taban gibi taban fonksiyonlar1 da bulunmaktadir. Dalgacik tabanlari
daha cok tiirevin gerekli olmadig1 durumlarda tercih edilir. Sabit taban ise bu taban
fonksiyonlar1 arasinda en basit olanidir. Daha c¢ok skaler bir gézlemin fonksiyonel
veri olarak ifade edilmesinde kullanilir. Bundan dolay1, 6zellikle fonksiyonel dogrusal
modellerde sabit terimin (intercept) belirlenmesinde 6nemlidir. Cok terimli taban

fonksiyonlari ise daha basit fonksiyonel problemler i¢in kullanilir.

2.3.1.1 Fourier Tabani

En iyi bilinen taban ac¢ilimi (2.23) ile verilen ve katsayilari sirasiyla ¢p(7) =

1, ¢pr—1(t) = sinrot, ¢, (t) = cosrat esitliklerini gergekleyen,
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X(t) = co+ c1sin @t + ¢ cos Ot + c3sin 201 + c4cos 201 + ..., (2.23)

Fourier serisi agilimidir. Bu seri 27t/ periyodu ile periyodiktir.

Bir serinin tiirevinin baz yaklasimai,

K
DR(1) =Y, aD¢i(1) = &' Do (1), (2.24)
i=1

seklinde yazilabilir.
Foksiyonu iyi temsil eden bir taban fonksiyonu her zaman tiirev kestirimi i¢in uygun

olmayabilir. Bundan dolayi, bir ya da daha fazla tiirevin yaklagiminin iyi olup

olmadiginin kontrol edilmesi 6nerilir (Ramsay ve Silverman, 2005).

Bir fonksiyonunun tiirevleri icin Fourier serisi agilimi katsayilar1 su sekilde hesaplanir:

Dsinrwt = rwcosrmt

Dcosrwt = —rwsinrwt.

Yiiksek mertebeden tiirevler i¢in Fourier a¢ilimi, katsayilarin @’ nin uygun kuvvetleri
ile carpilmasindan kolaylikla bulunabilir. Ornegin, bir fonksiyonun ikinci dereceden

tiirevi D2 ’ye ait katsay1 vektorii,

2 2 2 2
(0,—(0 c1,—@ C2,—4(0 C3,—40) C4,...)7

seklinde bulunabilir.

Fourier tabaninin esit aralikli ve periyodik veriler i¢in hesap kolayligi saglayan
ozellikleri vardir. Ozellikle egriligin her yerde aym dereceden olmaya meyilli oldugu
duragan fonksiyonlar i¢in uygundur. Fourier serisi acilimlari, matematik, istatistik ve
milhendislik alanindaki uygulamalarda ¢ok popiilerdir. Fakat, periyodik olmayan ve
esit aralikla ol¢iilmemis veriler i¢in kullanimi 6nerilmez. Bu durumda, B-splayn gibi

bagka tiirde taban fonksiyonlariin kullanilmas1 daha iyi olur.
Ramsay ve Silverman (2005)’in kitabinda da belirtildigi gibi:

"Fourier serileri margarin gibidir: Ucuzdur ve pratik olarak herseyin iizerine siiriilebilir

ancak ortaya c¢ikan sonucun her zaman heyecanla yiyilebilecegini imit etme."
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2.3.1.2 B-splayn tabam

Splayn fonksiyonlart periyodik olmayan fonksiyonel veri ya da parametreler icin en
stk kullanilan yaklagim sistemi secenegidir (Ramsay ve Silverman, 2005). Splayn
fonksiyonlarinin avantaji hizli hesap edilebilmeleri ve az sayida fonksiyon ile veriye

iyi bir yaklasim sergileyebilmeleridir (Horvéth ve Kokoszka, 2012).

Bir splayn olusturmak icin ilk adim verinin tanimli oldugu araligi, L adet alt araliga
bolmektir. Bir araligi digerinden ayiran noktalara kesim noktalar1 adi verilir ve
I =1,...,L—1 olmak lizere 7; ile gosterilirler. Kesim noktasi sayisi arttik¢a splaynlar
esneklik kazanirlar. Bir splayn tabaninin kesim noktalarindaki degerleri dizisi diigiim
noktalar1 olarak adlandirilir. Bir kesim noktasi ile iligkili diigiim noktalarinin sayisi
birden fazla olabilmektedir. Diigiim noktalar1 ayrik ise, diigiim noktalar1 ve kesim

noktalart ayni seyi ifade eder.

Bir splayn fonksiyonu her aralikta tanimlanan sabit dereceli bir polinomdur. Bir
polinomun derecesi, polinomun en yiiksek kuvvetine esittir. Polinomun sirasi ise,
polinomu tanimlamak i¢in gerekli olan sabit sayisini ifade eder. Polinomun sirasi,
polinomun derecesinin bir fazlasina esittir ve m ile gosterilir (Ramsay ve dig., 2009).
m = 1 ile sifirinc1 dereceden bir adim fonksiyonu, m = 2 ile par¢ali dogrusal bir
fonksiyon, m = 3 ve m = 4 ile ise sirasiyla kuadratik ve kiibik bir polinom ifade
edilir.  Uygulamalarda genellikle dordiincii siradan splaynlar kullanilir.  Ciinkii
oldukca diizgiin olmalarinin yanisira birinci ve ikinci dereceden tiirevleri mevcuttur.
Eger diizgiin tiirev fonksiyonlarina ihtiya¢ varsa, Ramsay ve dig. (2009) en yiiksek

dereceden tiirevin en az iki fazlasi siraya sahip polinomun kullanilmasini 6nerirler.

Diigiim noktalarinin kesim noktasina esit olmasi durumunda splayn sisteminin baz
fonksiyonlarinin sayist K, polinomun sira sayist m ile i¢ diigiim nokta sayisinin

toplamina esittir (Ramsay ve Silverman, 2005). Bu toplam su sekilde ifade edilir:

K=m+L—1. (2.25)

Splaynlarin bazi temel 6zellikleri su sekilde 6zetlenebilir:

1. Her taban fonksiyonu @(¢), 7 diigiim serisine sahip, m sirali bir splayn

fonksiyonudur.
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2. Splaynlarin toplami, farki, carpimi ve dogrusal kombinasyonu yine bir splayn

fonksiyonudur.

3. m swrali herhangi bir splayn ve 7 diigiim serisi bu taban fonksiyonlarinin dogrusal

bir kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

2.3.1.3 Yanhlk - Varyans Dengesi

Taban fonksiyonu sayisina karar verilmesi diizgiinlestirmenin 6nemli bir adimidir.
K taban sayisini belirlerken en iyi yaklasimi bulmak icin kestirimin yanliligina ve
varyansina dikkat edilmelidir. Yanlilik ve varyans sirasiyla (2.26) ve (2.27) esitlikleri

ile tanimlanir.

Yan([% ()] = 2 (t) = E[2 (1)], (2.26)

Var[f ()] = E[2(t) = E[2(r)7]. (2.27)

Fazla sayida taban fonksiyonu kullanmak yanlilig1 azaltarak veriyi iyi temsil edebilir.
Ancak bu J(¢) kestiriminin varyansini arttirir.  Benzer sekilde, az sayida taban
fonksiyonu kullanmak varyans: diigiiriirken kestirimin yanlhiligim arttirir (Levitin ve
dig., 2007). Taban sayis1 ve diizgiinliik arasindaki celigkiden kaynaklanan bu duruma

yanlilik-varyans dengesi ad1 verilir.

Bu nedenle, taban sayisini belirlerken Hata Kareler Ortalamasi (Mean Square Error,
MSE) adi verilen bir kriter kullanilir. MSE hem kestirimin yanhiligini hem de

varyansini goz Oniine alir ve esitlik (2.28)’daki gibi hesaplanir.

MSE[% ()] = E[Z(t) — 2(1)?]. (2.28)

Bu kriter, yanlilik ve varyans tanimlari kullanilarak (2.29)’deki gibi de yazilabilir.

MSE[% ()] = Yan?[g(1)] + Var[Z(¢)]. (2.29)

MSE o6rneklem varyansinda biiyiik bir azalis oldugunda az derece yanlili§in gz ardi

edilmesine izin verir (Ramsay ve Silverman, 2005).
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Taban sayisim1 belirlemek i¢in Onerilen bir bagska yontem de adimsal degisken
secimidir. Bu yOntem, taban fonksiyonlarinin adimsal olarak eklenmesine dayanir.
Her adimda uyumun gelisip gelismedigi test edilerek taban fonksiyonu sayisina karar

verilir (Ramsay ve Silverman, 2005).

2.3.2 Kernel (Cekirdek) Diizlestirme

Fonksiyonel veri, agirliklandirma prensibine dayali parametrik olmayan y&ntemler
kullanilarak da temsil edilebilir. ~ Kernel yOontemi popiiler parametrik olmayan
yontemlerden biridir. ~ Kernel diizlestirmede agirhik degerleri (2.30)’daki gibi

tanimlanan bir kernel fonksiyonuna baglidir.

wi(f) :K(Z’;t). (2.30)

K(-) ile tanimlanan g¢ekirdek fonksiyonu Normal (Gaussian), Tekdiize (Uniform),
Kuadratik (Quadratic), Epancehnikow, "Triweight" ya da "Cosine Kernel" cekirdek
fonksiyonlarindan biri olarak secilebilir. Burada, /& bant genisligi parametresi
yogunlugun bir dlgiistidiir. w;(¢) ise bir ¢ noktasindan uzakliga bagli olarak elde
edilen agirlik degerlerini tanimlar. # degerinin kii¢iik olmasi sadece ¢ noktasina yakin
gozlemlerin agirliklandirilacaginmi gosterir. Tersi durumda ise, ¢ noktasindan uzakta

bulunan gozlemler de agirliklandirilir.

Kernel diizlestirmede belli bir noktadaki kestirim degeri, dogrusal diizlestirici adi
verilen yerel agirliklara bagh bir agirlik olgiisti S;(¢) ve y; gdzlemlerinin dogrusal bir

kombinasyonu olarak yazilabilir:

@)=Y Si(1) ;. (2.31)
j=1

En popiiler ¢ekirdek kestiricisi (2.32) esitligi ile verilen Nadaraya-Watson kestirici-

sidir.

Sit) = —2 1. (2.32)
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Cekirdek diizlestirmede kullanilabilecek diger olas1 kestiriciler £ en yakin komsuluk
(k nearest neighbors, KNN) kestiricisi, yerel dogrusal regresyon kestiricisi ve yerel
polinomial kestiricidir (Wasserman, 2006; Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente,

2012).

Cekirdek diizlestirmede tiirevler kestiricinin tiirevi alinarak kolayca hesaplanamaz.
Ciinkii, tekdiize ve kuadratik ¢ekirdekler gibi bazi cekirdek fonksiyonlart tiirevlenebilir
degildir. Tirevin kestirilebilmesi icin, bant genisligi parametresinin fonksiyonu
kestirirken kullanilan degerden daha biiyliikk olmasi gerekmektedir (Ramsay ve

Silverman, 2005).

2.3.3 Fonksiyonel Temel Bilesenler Tabam

Temel bilesenler analizi, FVA’da da ¢ok degiskenli durumda oldugu gibi bir boyut
indirgeme yontemi olarak kullanilir. Aralarindaki en 6nemli fark fonksiyonel durumda

bilesenler vektor yerine fonksiyonlardir (Levitin ve dig., 2007).

Fonksiyonel Temel Bilesenler (FTB) tabani, fonksiyonel verinin bilesen skorlarinin
varyansi N_lzle f,-jz’yi en biiyiikleyen ortonormal degiskenler cinsinden temsil
edilmesini saglar. Verideki en Onemli Ozelliklerin ortaya c¢ikarilabilmes: i¢cin bu

maksimizasyon gereklidir (Ramsay ve Silverman, 2005).
FTB’nin temel algoritmasi su sekildedir:
1. Hata kareler toplamini minimize etmek i¢in ¥ £7 "nin ||€; ||> = 1 sartina gore ¥ f3yi

en biiyiikleyen normu bire esit olan f;; = [ & () xi(¢)dt skorlu birinci temel bilegen

agirlik fonksiyonunun (&; (¢)) belirlenmesi.

2. Iki bilesenin ortogonallik sarti [&;(t)&(¢)dt = 0 gbz oniinde bulundurularak
Y f5’nin [|&|*> = 1’e gore en biiyiiklenmesinden bir sonraki agirlik fonksiyonu

&> (¢)’nin ve temel bilegen skorlar1 fi = [ & (¢)xi(¢)dt nin hesaplanmasi.

3. Bu adimlarin temel bilesen sayis1 kadar tekrart.

Fonksiyonel degiskenler, f;; temel bilesen skorlart ve &; 6z fonksiyonlari kullanilarak

sonlu ortonormal tabanda asagidaki gibi yazilabilirler:
K
Ri() =Y fii&(t), i=1,...,N. (2.33)
j=1
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Bu yontem Boliim 3’te daha detayli olarak anlatilmisgtir.

2.3.4 Fonksiyonel Kismi En Kiiciik Kareler (FKEKK) Tabam

Kismi En Kiicik Kareler (KEKK), Temel Bilesenler Analizine (TBA) alternatif
bir boyut indirgeme yontemidir. KEKK yaklasimi ve regresyon analizi genellikle
birlikte kullanilirlar. Bundan dolay1, bu yontem Kismi En Kiigiik Kareler Regresyonu
(KEKKR) olarak da bilinmektedir. KEKKR, agiklayic1 degiskenlerin stokastik
bir siirecten olustugu duruma Preda ve Saporta (2005) tarafindan uyarlanmistir.
Fonksiyonel baglamda bu yontem, skaler yanit degiskeni i¢in fonksiyonel dogrusal
regresyon modelleri ile kullanilir ve Fonksiyonel Kismi En Kii¢iik Kareler Regresyonu
(FKEKKR) adin1 alir. Bu yonteme Boliim 4’te ayrintili olarak aciklanmistir. Genel
anlamda bu yontem, skaler yanit de8iskeni ve fonksiyonel aciklayic1 degiskenler
arasindaki korelasyon degeri dikkate alinarak KEKK bilesenlerinin belirlenmesini
hedefler. FKEKKR yoOnteminin bagta kemometri alaninda olmak iizere literatiirde
pek cok uygulamasi1 mevcuttur (Saeys ve dig., 2008; Aguilera ve dig., 2010; Preda
ve Schiltz, 2011).

FKEKK yonteminin ana fikri ;(¢) fonksiyonel degiskeninin ¢;; FKEKK bilegenleri

ve V;;; FKEKK skor degerleri kullanilarak temsil edilmesidir:

K
2i(t) =Y vueu(r), i=1,...,N. (2.34)
=1

Bu bilesenlerin elde edilmesi i¢in gerekli algoritma izleyen boliimlerde ac¢iklanmistir.
Bu yontemle ilgili detayli bilgi Preda ve Saporta (2005) ve Aguilera ve dig. (2010)
kaynaklarinda bulunabilir. FKEKK algoritmasi R programinda fda.usc paketi i¢cinde

de bulunmaktadir (Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente, 2012).

2.4 Fonksiyonel Veriyi Diizlestirme

Fonksiyonel verinin diizlestirilmesindeki en 6nemli nokta ham veriye en uygun olan
modelin belirlenmesidir. Bu agsamada, kullanilan diizgiinlestirme ydntemine baglh
olarak ¢esitli kriterler kullanilabilir. Fonksiyonel verinin diizlestirilmesinde kullanilan

en temel kriterler: Siradan (Agirliksiz) En Kiiciik Kareler (SEKK) yontemi, Agirlikl
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En Kiiciik Kareler (AEKK) yontemi, Yerel En Kiiciik Kareler (YEKK) ve Piiriizlii
Ceza Yontemidir (PCY).

EKK genellikler taban fonksiyonu ile diizlestirmede, taban fonksiyonu katsayilarinin
elde edilmesinde kullanilir. Otokorelasyon durumunda EKK yerine Agirlikli En
Kiiciikk Kareler (AEKK) yontemi tercih edilir.  YEKK kriteri genellikle agirlik
fonksiyonlarinin ¢ekirdek bir fonksiyon tarafindan belirlendigi cekirdek diizlestirme
yonteminde kullanilir. PCY ise veriyi diizlestirirken fazladan bir ceza parametresinin

yanisira Cezali En Kiigiik Kareler (CEKK) adi verilen bir kriter kullanir.

2.4.1 En Kiiciik Kareler Yontemi

Fonksiyonel ham veriyi bir taban fonksiyonu ile temsil etme problemi, y; =
(¥1,¥2,---,yn) gozlenen kesikli veri vektorii, x(z;) (2.21) formunda bir agilim, t,
tj, j = 1,...n kesikli gozlem noktalarindan olusan bir vektor ve €&; hata terimlerini

iceren n uzunlugunda bir vektor olmak iizere,

v = x(t;) +&j, (2.35)

seklinde ifade edilen bir regresyon problemidir.

24.1.1 Siradan (Agirhksiz) En Kiiciik Kareler Yontemi

(2.21) esitligindeki c¢; katsayilar1 veriye en iyi uyumu saglayacak sekilde belirlen-
melidir. Bu nedenle, bu katsayilar en kiigiik kareler kestirimi kullanilarak hata kareler

toplaminin (Sum of Square Errors, SSE),

n K 2 n
SSE =), [y,- -) Ck‘i’k(fj)] =Y -0, (2.36)
j k=1 j=1

J=1

en kiigcliklenmesinden elde edilir. Bu ifade matris formunda su sekilde yazilabilir:

(y—oc)'(y—oc). (2.37)

(Ramsay ve dig., 2009; Hooker, 2010). Fonksiyonel notasyonda bu ifade || y — ¢¢ ||?

normuna denktir.
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(2.37) ifadesinin ¢’ye gore tiirevi alinip bu problem ¢ i¢in ¢oziiliirse,

200’ c—2¢'y =0, (2.38)

¢ olarak ifade edilen siradan en kii¢iik kareler kestirimi elde edilir.

e=(9'¢) 9y (2.39)

Kestirilen egri degerleri %(¢), (2.39) denklemi kullanilarak (2.40)’deki gibi hesaplanir.

2@t =0(0'9) '¢y. (2.40)

Diizlestirilmis §(¢) degerleri, diizlestirme matrisi S;() matrisi araciligiyla, gozlenen
kesikli y; degerlerinin dogrusal doniisiimii olarak yazilabilir. Bu igleme dogrusal

diizlestirme adi verilir.

q(t) = Zsj(z) ¥ (2.41)
j=1

Burada S;(¢) yerel agirliklara bagli olarak hesaplanan bir agirlik dl¢iisiidiir ve j’sinci

kesikli veri degerini agirliklandirir.

X (t) , x(t) fonksiyonunun #; noktalarindaki kestirim degerlerinden olusan bir siitun
vektorii ve S bagimli degisken vektoriinii uyumlu degerlere atayan diizlestirme matrisi

olmak iizere, (2.41) ifadesi matris formunda (2.42)’deki gibi yeniden yazilabilir.

#(t) = Sy. (2.42)

SEKK yontemine ait diizlestirme matrisi (2.43)’teki gibi tanimlanir:

S=¢(¢'0)'e". (2.43)

2.4.1.2 Agirlhikh En Kiiciik Kareler (AEKK) Yontemi

SEKK yaklagiminin, €; hatalarinin sifir ortalama ve o? sabit varyansi ile bagimsiz

ve es dagildig1 durumda kullanilmasi uygundur. Eger hatalar arasinda otokorelasyon
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mevcut ise veya gozlem zamanina gore varyans degisiyorsa verinin diizlestirilmesinde
Agirlikli En Kiigiik Kareler (AEKK) yonteminin kullanilmasi onerilir (Ramsay ve
Silverman, 2005).

AEKK kriteri simetrik ve pozitif tanimli olan bir W matrisinin eklenmesiyle,

(y —¢¢c)W(y— ¢c), (2.44)
olarak tanimlanuir.

Bu durumda, AEKK kestirimi €,

&= (¢'W¢) o'Wy, (2.45)

esitliginden bulunur.

Buradan, AEKK kestirimi i¢in diizlestirme matrisi

S=0¢(0'Wo) '¢'W, (2.46)

seklinde yazilir.

Klasik istatistikteki gibi W agirlik matrisi en basit sekilde hatalarin varyans-kovaryans

matrisinden elde edilebilir:
w=g L. (2.47)

2.4.2 Yerel En Kiiciik Kareler (YEKK) Yontemi

Bir fonksiyonun bir #; noktasindaki kestirim degerleri bu noktaya yakin gézlemlerden
etkilenir. Bu durum goz Oniine alinarak, 7; noktasindaki fonksiyon kestirimi yerel

agirlik fonksiyonu w; kullanilarak,

X)) =Y Wy, (2.48)
J

seklinde yazilabilir. Burada, w; ile gosterilen yerel agirliklar (2.30) esitli§indeki gibi

ifade edilen bir cekirdek fonksiyonundan elde edilir.
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2.4.2.1 Yerel Taban Fonksiyonlari ile Diizlestirme

EKK kriteri hatalarin yerel bir dlciisiine dayanarak genisletilebilir. Yerel En Kiiciik
Kareler (Localized Least Squares, LLS) adi verilen bu yontemin temeli taban
fonksiyonu kestirimi ve ¢ekirdek fonksiyonu kestirimi yontemlerinin birlestirilmesi

fikrine dayalhdir.

Bu y6nteme ait yerel taban fonksiyonlari kestiricisi, w;(¢) (2.30)’daki gibi bir ¢ekirdek

fonksiyonundan elde edilen agirlik degerleri olmak iizere,

n K 2
SSErrs =) w;(r) [yj -Y Ck¢k(fj)] : (2.49)
=1 k=1

J

ile verilen hata kareler ortalamasinin en kiiciiklenmesinden elde edilir.

Bu ifade, matris formunda su sekilde yazilabilir:

SSELLs = (y — ¢¢)' W(y — ¢c). (2.50)

YEKK kestirimleri,

¢=(¢'Wo) ' ¢'Wy, (2.51)

denkleminden bulunur.

2.4.2.2 Yerel Coklu Terimli Diizlestirme

Diizlestirme i¢in Onerilen bir bagka yontem de yerel coklu terimli diizgiinlestirme
(Localized Polynomial Smoothing, LPS) yontemidir. Bu yontemde, kestirilen ¥;(¢)

egri degerleri

2
n L
SSELPS = Kernh(tj,t) yji— Z Cy (l — tj>l] , (252)
=1 [=0

J

formuliiniin minimizasyonundan elde edilir. Genelde L degeri en az bire esit olarak
alimir. Tiirevlerin kullanilmasi durumunda, / parametresi en yiiksek dereceli tiirevin

derecesinin iki fazlasi olarak alinmalidir (Ramsay ve Silverman, 2005).
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2.4.3 Piiriizlii Ceza Yaklasim

Diizlestirmede bagka giincel bir yontem de Piiriizlii Ceza Yaklasimi (PCY) yontemidir.
Bu yontem, fonksiyon kompleksliginin bir 6lciisiinii cezalandirirken fazla sayida taban
fonksiyonunun kullanimini mumkiin kilar (Ramsay ve dig., 2009). Bir y fonksiyonun
piiriizliiligiiniin popiiler bir Sl¢iisii egrilik olarak da adlandirilan fonksiyonun ikinci

tiirevinin karesidir. Bu ceza 6l¢iisit PEN; () ile gosterilir ve

PEN, (%) = / D (1)] dr, (2.53)

olarak tamimlanuir.

Piiriizlii cezanin se¢imi veriye ve diizlestirmenin amacina baglhidir. Eger amac ikinci

tiirevlerin diizlestirilmesi ise, ikinci tiirevin egikliginin cezalandirilmasi iyi sonug verir.

PEN4(y) = / (D4 (1)) dr. (2.54)

Periyodik bir veri sz konusu ise, (2.55) ile ifade edilen

Ly =D’y + w’dy, (2.55)

harmonik ivime operatoriiniin cezalandirilmasi piiriizliigiin bir 6l¢iisii olarak kullanila-

bilir.

PENL(x) = [ [(L20?] (e = L |P (2.56)

Piiriizlii cezalarin genel yapisi, R ceza matrisi,

R= /Dm:p(t)qu)(t)’dt, (2.57)

olmak iizere (2.58)’deki gibi matris biciminde verilebilir:
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PEN,(x) = [ D"z dr = [ (D"eg(t) ds
= /c’D’”¢(t)D’"¢(t)’cdt = {/Dm(])(t)Dm(p/(t)dt c (2.58)

=cRe
PCY’ye ait hata kareler toplami, PEN,,(x) nin diizgiinlestirme parametresi A ile

carpiminin, agirlikl hata kareler toplamina eklenmesinden elde edilir.

PENSSE = (y — ¢¢)'W(y — ¢¢) + Ac'Re. (2.59)

(2.59) esitliginin tiirevi alinirsa,

—2¢'Wy+ ¢'Woc+ARe =0, (2.60)

oldugu goriiliir.

Katsay1 vektoriiniin kestirimi bu denklemden,

¢=(¢'Wo +AR) ' ¢'Wy, (2.61)

olarak elde edilir.

Buradan diizgiinlestirme matrisi,

Sps=0(0'Wo+AR) o'W, (2.62)

bi¢imini alir. A = 0 olmasi durumunda, diizgiinlestirme matrisi (2.46) ile verilen

AEKK yontemindeki diizgiinlestirme matrisine esittir.

EKK kestiriminin serbestlik derecesi (Degrees of freedom, Df) diizgiinlestirme
matrisinin izine esittir. Bu da, katsay1 vektoriiniin igerdigi parametre sayis1 K’ya esittir

(Ramsay ve Silverman, 2005).

Df =iz(S) =K. (2.63)
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2.4.3.1 Diizlestirme Parametresinin Secimi

Diizlestirme parametresinin degerine karar verilmesinde en sik kullanilan yontemler
Capraz-Gecerlilik (Cross-Validation, CV) ve Genellestirilmis Capraz Gecerlilik
(Generalized Cross Validation, GCV) kriterleridir.

CV kriteri, y;_ ;) j’inci gozlem ¢ifti (tj,yj) disarida birakildiginda elde edilen kestirim

degerini ve mj, t; noktasindaki agirlik degerini ifade etmek iizere,

1 )
CV(v) =~ (v —9jcp) o (2.64)
J

biciminde tanimlanir. Siklikla kullanilmasina ragmen bu yontemin yogun hesap
gerektirmesi ve veriyi az diizlestirmesi gibi bazi problemleri vardir (Ramsay ve
Silverman, 2005). Bu nedenle veriyi daha fazla diizlestirme egilimi olan GCV

yonteminin kullanilmasi onerilir. GCV kriteri, (2.65) esitliginden hesaplanir:

1 n
GCV(v) = ;Z(yj_yj(ij))zwjz(v). (2.65)
J

Burada, E(v) cezalandirma fonksiyonunu, v taban sayist K’ ya bagl bir parametreyi

ve A ceza parametresini temsil eder.

GCV kriteri i¢in E(Vv),

V) =(1-TrS)n") 2, (2.66)

(]

olarak verilir.

Bu fonksiyondaki de8isime bagl olarak, diizgiinlestirme parametresinin seciminde
Akaike Bilgi Kriteri (Akaike Information Criterion, AIC), Sonlu Hata Tahmini (Finite
Prediction Error, FPE), Rice bant genisligi secici (Rice Bandwidth Selector) ve
Shibata’nin model se¢imi (Shibata’s Model Selector) kriterleri gibi farkli yontemler
de kullanilabilir. Bu kriterler i¢in Z(v) fonksiyonun aldig1 degerler Febrero-Bande ve

Oviedo de la Fuente (2012)’nin calismasinda ayrintili olarak aciklanmistir.
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3 FONKSIYONEL TEMEL BILESENLER ANALIZi

Temel bilegenler analizi, degiskenler arasindaki korelasyon ve kovaryans degerlerini
dikkate alarak, rassal degiskenlerin dogrusal birlesiminden olusan bagimsiz (ortogo-
nal) yeni degiskenlerin ortaya c¢ikarilmasina ve boyut indirgemeye yarayan 6nemli bir

cok degiskenli tekniktir.

Fonksiyonel Temel Bilesenler Analizi (FTBA), Temel Bilesenler Analizinin (TBA)
bir uzanimidir. Bu iki yontem arasindaki en temel fark FTBA’nin vektorler yerine
egrilerle ugrasmasidir. Bundan dolay:1 klasik TBA’da kullanilan kovaryans matrisi
ve ozvektorler yerini sirasiyla dogrusal operator ve 0z fonksiyonlara birakir. Temel
bilsenler artik R” uzayinda rassal degiskenler degil, L? uzayimin elemanlaridir. FTBA
yonteminin temeli, stokastik bir siirecten gelen rassal degiskenleri ifade etmek i¢in
kullanilan Karhunen-Loeve ayristmina dayanir. Bu acilim hakkinda ayrintili bilgi
Ek 2.8’te mevcuttur. FTBA ve TBA arasindaki temel farklar Cizelge 3.1°deki gibi

Ozetlenebilir.

Cizelge 3.1: TBA ve FTBA yoOntemlerinin kargilagtirilmasi

TBA FTBA
Veri R? uzayinda vektor L*(T), T = t,t,] uzaymda fonksiyon
Degiskenler X =[X,X,....X)] x(t) =[x1(t), ..., xn(1)]
Xj:[xlj,...,xnj],jzl,...p teT =t1,t)
Kovaryans V matrisi 11 ve t, arasinda simrh I'y, operatorii
V=_Cov(X)eR I, :L2(T) — L*(T)
Ozyap1 u; € R? vektorii & €L*(T), teT fonksiyonu
Vuj:ljuj fTC(S,l‘)éj(S)dS:)bjéjO)
Bilesenler RP’de rassal degiskenler L?(T)’de rassal fonksiyonlar

Burada ifade edilen tiim bu farkliliklara ragmen, iki yontem de verideki degiskenligi

en iyi aciklayan anlaml faktorlerin elde edilmesi amacini tagir.

28



3.1 Temel Bilesenler Analizi Yaklasim

Cok degiskenli durumda, temel bilesenler verideki en Onemli degisimleri aciga
cikaracak sekilde secilen w; = (ujj,uzj,...,up;) yikleri ile j’inci degigkene ait
merkezilestirilmig gozlemlerin (x;;) dogrusal birlesimi olarak ifade edilirler. Bu
dogrusal birlesim, x; = (x,-l,...,x,-p)’ bir vektdr ve u;, j’inci bilesene ait agirhik vektorii

olmak iizere,

P
fik=Y wyxij=wx; i=1,..N, j=1,..p k=1,.p k<p, (3.1)
j=1

seklinde yazilir.

Birinci bilesene ait agirlik vektorii uy = (uqy,...,up1),

o[> = wjuy = 1, (3.2)
kosulu altinda birinci bilesenin varyansi f;;’nin,

P
fir =Y wjix; = wjx;, (3.3)
=1

en biiyiikklenmesinden elde edilir.

Ikinci bilesene ait agirlik vektorii u,, ikinci bilegenin varyansi fi'nin [|uy||> = ubuy =
1 kosuluna ek olarak bilesenlerin dikligini, bir bagka deyisle bagimsizligini ifade eden,
ubu; = 0, (3.4)

kosulu altinda en biiyliklenmesinden elde edilir.

Genel anlamda m’inci bilesene ait agirlik vektort, f;, nin varyansi

[wp|® = W, =1 (3.5)

veE

wu, =0,/ <m (3.6)
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kosullar1 altinda en biiyiiklenecek sekilde bu adimlarin tekrarindan bulunur.

Bu sekilde, bilesenlerin varyansi her adimda azalacak sekilde verideki en Onemli

degisim noktalar1 belirlenir.

X; merkezilestirilmig x;; gozlemlerinden olusan N X p boyutlu bir matris ve u; p

uzunlugunda bir agirlik vektorii olmak izere f;;, temel bilesen skor degerleri,

max N 'u/X'Xu, vu=1, (3.7)

seklinde matris formunda verilen maksimizasyon kriterinden elde edilir.
(3.8)’deki gibi tanimlanan varyans-kovaryans matrisi,

V=NXX, (3.8)

g6z Oniine alinarak (3.7) esitligi yeniden yazilabilir:

maxu'Vu, uvu=1. (3.9)

Bu maksimizasyon probleminin ¢oziimii,

Vllj = A‘jllj, (3.10)

seklinde tanimlanan 6z denklem probleminin ¢6ziimiinden elde edilir. Burada, A;
Ozdegerleri ve u; varyans-kovaryans matrisinin 6zvektorlerini ifade eder. Her j degeri

icin, 6zvektorler sirasiyla (3.5) ve (3.6) ile verilen kosullar1 saglar.

Merkezilestirmeden dolay1, merkezilestirilmis veri matrisinin ranki N — 1’e esittir ve
p X p boyutlu simetrik V matrisinin en ¢ok min(p,N — 1) kadar sifira egit olmayan
A; dzdegeri vardir. (3.10) kosulunu saglayan farkli 6zdeger-6zvektor ciftleri (A;,u;)

bulunabilir.

V’nin p X p boyutlu simetrik bir matris oldugu diisiiniilecek olursa,

maxx'Vx, x'x=1. (3.11)

biciminde verilen herhangi bir maksimizasyon problemi kuadratik bi¢cim kullanilarak
coziilebilir.
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A > A2 > ... > A, >0, V matrisinin azalan sirada verilen pozitif 6zdegerleri ve u;
V matrisinin ortonormallik kosulunu saglayan ilgili 6zvektorleri olsun. D kdsegen
elemanlar1 Aj, (j = 1,...,p) olan diyagonal bir matris ve U, U = [uy,...,u,] ile
verilen, siitunlarin1 V’nin 6zvektorlerinin olusturdugu ortonormal bir matris olsun.
U ortonormal matrisinin uy,uy,...,u, elemanlar1 R? uzayinda ortonormal bir taban

olusturur.

Tekil Deger Ayrisimi (Singular Value Decomposition, SVD) teoremine gore, V,

V =UDU/, (3.12)

olarak yazilabilir. Ortonormallikten otiirii, U’ = U ! ve

Ul =U'U=1, (3.13)

esitlikleri saglanir.

Birim uzunlukta bir x vektoriinii elde etmek yerine, y = U’x seklinde tanimlanan ve
x = Uy’yi saglayan y vektoriinii géz 6niine alalm. ||u;|| = 1 oldugundan, x'x ve y'y

ifadeleri denktir (Horvath ve Kokoszka, 2012).

x'x =y U Uy =yly. (3.14)
Varyans kovaryans matrisi V’nin tekil deger ayrisimi (3.12) esitliginde kullanilir ve
x = uy esitligi (3.11)’ye yerlestirilirse, maksimizasyon problemi,

max y' Dy, yy=1, (3.15)

bi¢imini alir. Bu problem, y birim vektore esitlenerek, y = [1,0,...,0]’, ¢oziilebilir.
Boylelikle, U matrisinin ilk siitunu x’e esit olarak bulunur, yani A; en biiyiik 6zdegeri

olmak iizere x = u, ’dir.

Bu adimlar,

Xu =xw=..=xu,_; =0,
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ek kosullar1 altinda, V matrisine ait tiim 6zvektorlerin bulunmasi i¢in uzatilabilir.

m’inci adimda, x'Vx = A,,u),u,, = A,, m’inci 6zdegeri ifade etmek iizere, x = u,,
olarak bulunur. Boylelikle, (3.9) denklemindeki u; agirlik vektorlerinin varyans
kovaryans matrisinin ilgili 6zdegerine iliskin 6zvektorlerine esit oldugu kanitlanmig

olur.

3.2 Fonksiyonel Veri icin Temel Bilesenler Analizi

FTBA’da veri siirekli fonksiyonlardan olusur. Cok degiskenli durumdaki u; agirhk
vektorii ve x; merkezilestirilmis gozlem vektorii artik fonksiyondurlar ve sirasiyla
Ei(r) ve x°(r) ile gosterilirler. Bu nedenle, vektorlerin dogrusal birlesimini ifade
etmek icin kullanilan toplam yerine artik integral kullanilir. Bu durumda, FTBA
skorlari, g boyutlu fonksiyonel uzayda é () ampirik agirlik fonksiyonlarr ile x°(z)

merkezilestirilmis gozlem egrilerinin i¢ ¢arpimi olarak hesaplanir.

Fonksiyonel temel bilesenlerin skorlar1 (f;;), her bir gozlem egrisinden ortalama
fonksiyonunun ¢ikartilmas: ile elde edilen x{(r) merkezilestirilmis gézlem egrileri

kullanilarak,

f,-,-:/Téj(z)xf(z)dt, i=1,..,N, j=1,..q, (3.16)

olarak hesaplanir.

FTBA’'nmin adimlar1 islemlerin fonksiyonlar {izerinde olmasi farki disinda, TBA nin

adimlarina benzerlik gosterir. Ik adimda,

| &war=1&12=1, (3.17)

kosulu altinda temel bilesen skorlarinin varyansi,

f = /Tél () (1), (3.18)

en biiytiklenerek birinci fonksiyonel temel bilesene ait agirlik fonksiyonu él (1)

bulunur.

Enl|2 =1 ve m— 1 adet ek diklik kisitlar1 altinda,

Tleriki adimlarda,
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/Té,(r)ém(r)dr:o, [ <m, (3.19)

fonksiyonel temel bilesenlerin varyansim1i en biiyiikleyen agirlik fonksiyonlar

hesaplanir.

Fonksiyonel icerikte V ile ifade edilen varyans kovaryans matrisinin yerini ampirik
kovaryans operatorii I, alir.  x(t) merkezilestirilmis egrilerinin, L?[T] Hilbert
uzaymin elemanlar1 oldugunu ve her t € T = [t1,1,] icin E| x||*> = E[[ x(t)?dt] < oo

ifadesinin gerceklendigini varsayalim.

Bu durumda, é € H olmak tizere fonksiyonel veri i¢in maksimizasyon probleminin

karesel bi¢imi su sekilde tanimlanir:

max ([,€,8), [I€]| = 1. (3.20)

Ek 2.6’de aciklanan Riesz temsili kullanilarak bu maksimizasyon problemi su sekilde

yeniden yazilabilir:

(£48.8) = (El(xf 0.£@)x ()60 =E[(x,8)2] . Eer]. 321

Ote yandan, fonksiyonel temel bilesenler analizinin amaci boyut indirgemek ve veriyi
hesap kolaylig1 saglamas1 agisindan g boyutlu uzayda temsil etmektir. él,éz, ...,éq

ortonormal fonksiyonlarin olusturdugu ortonormal bir taban olsun.

N
SSE= Y |l — ZfII%, (3.22)
i=1

ile ifade edilen hata kareler toplamini (SSE) minimize edecek bdyle bir taban

bulunuyorsa, g < N i¢in herbir }{ egrisi,

q A A
=Y (x.&n&) (3.23)
=1

olarak temsil edilebilir. (), é ;) ic carpimi, (3.16) denklemi ile belirtilen ;’nin j’inci

skoruna esittir.

Hé sz = 1 ortonormallik kosulu altinda (3.22) esitligi tekrar su sekilde ifade edilebilir:
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N N 4 R N g
;fo’ af ENENIF = ZH%,IF Y Y 6P+ Y Y (kL E)RIIE NP

i=1j=1 i=1j=1

N ¢q
:ZHXICHZ_ZZ x; 75]
i=1 i=1j=1

(3.24)

Buradan da goriildiigii gibi, SSE’yi minimize etmek Y'Y, Z x5, g )2 ifadesini, yani
(Fxé,é) i¢ carpimini, maksimize etmeye denktir. Bu maksimizasyon probleminin

sonuglar1 agsagida verilen teoremden elde edilir.

Teorem (Horvith ve Kokoszka, 2012): ¥, v; 6zfonksiyonlar1 ve A} > A, > ... > 4, >
A1 6zdegerlerine sahip simetrik, pozitif tanimli bir Hilbert-Schmidt operatdrii olsun.

O zaman,

sup{(WE,&): |IEl =1, (€, 0j)=0, 1<j<i—1,i<p}=A (3.25)
gerceklenir ve & = v; noktasinda supremuma ulasilir.

0;’ler orneklem kovaryans operatorii fx’nin ortonormal Ozfonksiyonlar1 olsun. O
halde, Ek 2.4°de verilen Spektral Ayrisim Teoremi’nden, maksimizasyon problemi,
A1 > Ay > ... azalan sirasinda verilen A ; ampirik 6zdegerleri gostermek iizere su sekilde

acilabilir:

Yo br- L
= L6

(&)

—_

(3.26)

Y.y

Yukarida verilen teoremden é 1 = Dy, 52 =Do,..., éq = 1, oldugu acikca goriilmektedir.

Sonug¢ olarak, é ; agirhk fonksiyonlar1 aslinda Orneklem kovaryans operatoriiniin
ortonormal 6zfonksiyonlaridir ve ampirik fonksiyonel temel bilesenler (Empirical
Functional Principal Component, EFPC) olarak adlandirihirlar. x; egrisinin j’inci
skor degeri, é ; fonksiyonel temel bileseninin ¥ egrisine katkisinin agirhii olarak

yorumlanir.

Kovaryans operatoriiniin ampirik 6zfonksiyonlari f j» (3.27) 6z denkleminin ¢6ziim-
leridir:
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0E =1, > 1. (3.27)

Ampirik kovaryans operartorii, ¢(s,7) cekirdegi ile integral doniisiim olarak ifade

edilebileceginden bu denklem,

[ et98as =g 0. =1, (3.28)
biciminde de yazilabilir.

Fonksiyonel temel bilesenleri ifade etmek igin farkli yontemler vardir. En sik

kullanilan yontem taban temsili yontemidir.

Her gozlenen fonksiyonunun, gecen boliimde bahsedildigi gibi (2.21) ya da
(2.22) seklinde bir taban agilimi oldugu goz Oniine alinirsa, 6zfonksiyonlar taban

fonksiyonlari cinsinden,

K
E) =Y bigu(t), (3.29)

k=1

ya da denk olarak matris bi¢giminde,

E(r)y=o(t)'Db, (3.30)
olarak ifade edilebilir.

Fonksiyonel verinin matris formundaki taban ac¢ilimi kullanilarak,

1=Co, (3.31)

ampirik varyans kovaryans fonksiyonu (3.32)’deki gibi matris bi¢iminde yazilabilir:

&t,s) = ﬁ(p(t)/C/C(p(s). (3.32)

K sirali simetrik bir W matrisi tanimlanirsa,

W / 0(s)9(s) ds, (3.33)
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o0zdenklem,

. 1
&(t,9)E(s)ds = | ——@(1)'C'CP(s)¢(s)'b ds
/T / f’ -1 (3.34)

FPali
= 7 9(1)C'CWh.

ifadesine denktir.

Agirlik fonksiyonlar1 (3.30)’da verildigi gibi taban fonksiyonlar1 cinsinden yazila-

bildiginden 6zdenklem problemi,

ﬁq)(t)’C’CWb =1¢(1)b, (3.35)

seklini alir. Bu esitlik tim 7 € T degerleri igin gegerlidir. Bu durumda, ¢(¢)’

denklemden cikarilarak su sekilde yazilabilir:

1 A
——C/CWb = Ab. (3.36)
N—-1

Burada, ||€|| = 1 kisit bWb = 1 olma durumunu ifade eder. Iki fonksiyonun

ortogonalligini ifade eden él and éz ek kisit1 ise, by Wb, = 0 olarak ifade edilebilir.

Temel bilesenleri elde etmek i¢in bir u = W1/2b 6zvektorii tanimlamir ve (3.36)

denklemine yerlestirilirse,

1 "
N1 W!2C'CW!/2u = }u, (3.37)

1/2

olur ve her vektor icin b = W™ '/“u hesaplanir.

Ortonormal taban agilimi i¢in agirlik matrisi birim matrise denktir. Yani, W = I’dir.

Bu durumda FTBA,

1
mc Cu= lu, (338)

0zdenklemi ile klasik TBA yontemine indirgenmis olur.
Fonksiyonel temel bilesenleri hesaplamak i¢in ikinci bir yol da veri giidiimlii taban

kullanilmasidir (Ramsay ve Silverman, 2005). Bu durumda 6z denklem probleminin

sol yaninda yer alan integral, kesikli degerlerin toplami olarak ifade edilmelidir. Bir f
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fonksiyonu i¢in bu yaklagim, ¢; argliman degerlerini, n argiiman degerlerinin sayisini
ve w; toplamdaki her fonksiyon degerine ait agirliklar1 gostermek iizere su sekilde

yazilabilir:

/ Fe)de~ Y wif(t)). (3.39)
=

Eger (3.39) denklemindeki gibi bir yaklagim uygulanirsa kovaryans operatorii, V, 7; ve
trargiiman noktalarindaki é(¢;, ;) kovaryans degerlerinden olusan bir matrisi, E, é(t i)
degerlerini iceren n’inci dereceden bir vektorii ve W kogegen elemanlar: w; agirlik

degerlerinden olusan kdsegen bir matrisi gostermek iizere,

>

&~ VWE, (3.40)
bicimini alir.
Oz analiz probleminin matris bigimi,

VWE = A, (3.41)

olarak yazilabilir.

Bu durumda ortonormallik ve diklik kisitlar1 agirlik matrisi kullanilara (3.42)

denklemindeki gibi belirtilir:

'WE, =0, k<m. (3.42)

[T, 30

E,WE, =1 ve
(3.37) esitligindekine benzer sekilde (3.41) esitligi u = wl/ 2& kullanilarak ortonormal
vektor u cinsinden (3.43)’teki gibi tekrar yazilabilir.
W!/2VW!/2y = Ju. (3.43)
Bu problemin ¢oziimii niimerik iterasyonlar gerektirir ve dort adimdan olusur:

1. n,w; ve t; degerlerinin belirlenmesi,

2. A ;j 0zdegerlerinin hesab1 ve W!/2VW1/2 matrisinin u j 6zvektorlerinin hesab,
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3. & m= wl/ Zum vektOriiniin hesaba,

x

4. &, vektoriiniin kesikli degerlerinin, ém gibi bir fonksiyona doniistiiriilmesi i¢in

interpolasyon yonteminin kullanilmasi.

Bu siirecin sonunda, n argiiman sayisi kadar 6zfonksiyon elde edilir.

Fonksiyonel temel bilesen sayisi ¢’niin belirlenmesi dnemli bir adimdir ve bu sayinin
belirlenmesi i¢in ¢esitli yontemler onerilmistir. Bu yOntemlerin en popiiler olani
"scree plot" ad1 verilen A ; Ozdegerlerinin j degerlerine karg: grafik ¢izimidir. Grafikte
Ozdegerlerin ani diisiise gectigi noktadaki g bilesen sayisi olarak belirlenir (Horvath ve

Kokoszka, 2012).

Bilesen sayisina karar vermekte kullanilan bir bagka yontem ise toplam varyansin
birikimli yiizdesidir (Cumulative Percentage of total Variance, CPV). CPV kriteri su

sekilde tanimlanir:

CPV(q) = ==12, (3.44)

Horvéath ve Kokoszka (2012), CPV kriterinin 85% degerini gectigi noktadaki kadar
temel bilesen sayisinin alinmasi Onerir. Bu yontemlere alternatif olarak yapay-AIC
(pseudo-AIC) veya capraz gegerlilik yontemleri de temel bilesen sayisina karar

verilmesi amaciyla kullanilabilir.

FTBA’da bir bagka 6nemli husus da sonuglarin gorsellestirilmesidir. Bu adim elde
edilen bilesenlerin yorumlanabilmesi icin gerekli ve énemli bir adimdir. Sonuclari
gorsellestirmek icin fonksiyonel veriye ait ortalama fonksiyonu hesaplanir ve her
bilesen egrisinin uygun bir ¢carpani sirayla hesaplanan fonksiyonel ortalamaya eklenir
ve ortalamadan ¢ikarilir. Her bir bilesen ic¢in ortalama fonksiyonu ile bu fonksiyona
ilgili bilesenin belirli bir katinin eklenmesi ve ¢ikarilmasindan elde edilen etkiler grafik
olarak cizilir. Burada, temel bilesen fonksiyonunun g¢arpaninin se¢imi Onemlidir.
Bu carpan sabit bir degerdir ve C ile gosterilir. Genelde, 6znel olarak secilir. C
sabitinin degeri fonksiyondan fonksiyona degisebilirse de hesap kolaylig1 acisindan
tim temel bilesen fonksiyonlar: i¢in aynm1 alinmasi Onerilir (Ramsay ve Silverman,
2005). Ramsay ve Silverman (2005)’in calismasinda kolay yorumlanabilir sonuclar

elde edilmesi acisindan C = 0.2 olarak alinmistir.
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4 FONKSIYONEL DOGRUSAL MODELLER

Degiskenler arasi dogrusal iligkiyi ortaya ¢ikarmak ve ileriye yonelik tahminlerde
bulunmak amaciyla kullanilan dogrusal modellerin klasik istatistikte onemli bir yeri
vardir. Temel bilesenler analizi gibi dogrusal modeller de Fonksiyonel Dogrusal

Modeller (FDM) ad1 altinda fonksiyonel veriye uyarlanabilir.

Dogrusal modeli olusturan degigskenlerden en az birinin fonksiyonel yapida olmasi
durumunda model fonksiyonel dogrusal model adini alir. FDM yanit degiskeni
ve aciklayici degiskenlerin yapisina gore farkli gruplara ayrilir.  Fonksiyonel
yanit degiskeni ve kategorik agiklayici degiskenlerden olusan bir dogrusal model
fonksiyonel varyans analizi (Functional Analysis of Variance, FANOVA) modeli adini
alirken fonksiyonel yanit degiskeninden ya da skaler yanit degiskeni ve fonksiyonel
aciklayict degiskenlerden olusan dogrusal modeller ise fonksiyonel ¢ok degiskenli

regresyon modeli adin1 alir.

Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modelleri (FDRM) temel olarak Cizelge 4.1°deki

gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 4.1: Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modelleri

Model Adi Yamt Aciklayic Fonksiyonel = Dogrusal
Degiskeni Degiskenler Model

Fonksiyonel Fonksiyonel Skaler Yi(t) = B(1)X;i + &(1)

Yanit Modeli

Tam Fonksiyonel Fonksiyonel Y:(t) = [B(t,s)xi(s)ds +

Fonksiyonel &(1)

Model

Skaler ~ Yanit | Skaler Fonksiyonel Yi = [B(s)xi(s)ds+ &

Modeli

Bu béliimde, gercel bir rassal degisken ile bir 7" araliginda tanimli fonksiyonel rassal

degiskenler arasindaki iliskiyi modellemek i¢in kullanilan skaler yanit degiskeni icin
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FDRM iizerinde durulacaktir. Literatiirde, skaler bir yanit de8iskenini fonksiyonel
degiskenlerle agiklamak amaciyla kullanilan pek ¢ok caligma vardir (Ramsay ve
Silverman, 2005; Cardot ve dig., 1999; Aguilera ve dig., 2010; Preda ve Schiltz, 2011).
Bu modeller 6zellikle Ferraty ve Vieu (2006)’nun ve Aguilera ve dig. (2010)’nin
caligmalarindaki gibi acgiklayic1 degiskenlerin dalgaboylarinin fonksiyonlari seklinde

tanimlandig1 kemometri alaninda biiyiik 6neme sahiptir.

4.1 Skaler Yanit Degiskeni icin FDRM

Skaler yanita sahip bir klasik dogrusal regresyon modeli,

Y=17B e, @.1)

Y; N x 1'lik bir yamt vektorii, Z; N X p boyutlu dizayn matrisi, B; p x 1 boyunda
parametre vektorii ve €; N x 1 boyutunda hata terimini gostermek iizere (4.1)

esitligindeki gibi tanimlanir.

Dogrusal bir regresyon modeli ile FDRM arasindaki en temel fark fonksiyonel
durumda modeldeki bazi elemanlarin vektorler yerine karesi integrallenebilen

fonksiyonlardan olusmasidir. Bu baglamda, fonksiyonel skaler yanit modeli,

Y=(.B)+e= [ 2(B@ds+e, 42)
bi¢cimini alir.
Burada, tahmin edici € T noktalarinda degerler alan ve E[||x|/%] < oo ile wy () =
E[x(t)] kosullarin saglayan karesi integrallenebilen bir fonksiyondur. Fonksiyonel
modelin egimi B(s), L?(T) uzayinda karesi integrallenebilen bir fonksiyon, hata terimi

€ ise 0 ortalama ve o> varyansl gercel bir rassal degiskendir (Febrero-Bande ve dig.,

2015).

(4.2) esitligi ile verilen FDRM’nin, yanmit degiskenini miikemmel derecede
tahmin eden sonsuz sayida ¢oziimii vardir (Ramsay ve Silverman, 2005). Bu
nedenle, yorumlanabilir bir B(s) parametre fonksiyonu kestirimi bulmak igin taban
fonksiyonlarina ve parametrik olmayan diizgiinlestirmeye dayali farkli yontemler

onerilir (Ramsay ve Silverman, 2005; Ferraty ve Vieu, 2006; Aguilera ve dig., 2010).
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Bu tezde en sik kullanilan ii¢ yontem anlatilacaktir. Ilk yontem klasik taban agilimi
temsilidir. Digerleri ise, boyut indirgeme amaciyla kullanilan fonksiyonel temel
bilesenler analizi ve fonksiyonel kismi en kiiciik kareler analizi yontemlerine baglidir.
Bu nedenle sirasiyla Fonksiyonel Temel Bilegenler Regresyonu (Functional Principal
Components Regression, FTBR) ve Fonksiyonel Kismi En Kiiciik Kareler Regresyon
(Functional Partial Least Squares Regression, FKEKKR) olarak adlandirilirlar. FTBR
ve FKEKKR modelleri iki farkli yaklagim temel alinarak kurulabilir. Bunlardan ilki,
taban acilimi yaklagimidir. Digeri ise, Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente (2012)
tarafindan Onerilen ve verinin 6z yapisindan elde edilen fonksiyonel bilesenlere dayali
olan yaklasimdir. Bu c¢alismada ikinci yaklagim iizerinde durulacaktir. Ancak, taban
fonksiyonlart araciligiyla FTBR ve FKEKKR modellerinin elde edilmesine iliskin
ayrintili bilgi Ocafia ve dig. (2007); Aguilera Morillo (2013); Aguilera ve dig. (2010)

calismalarinda bulunabilir.

4.1.1 Taban Temsili ile FDRM

(4.2) ile verilen fonksiyonel dogrusal model asagidaki esitlikten kestirilir:

fi= [ z(Bwds 43)

A

Bu ifade (y;,B) i¢ carpimini tanimlar ve taban fonksiyonu yaklagimi kullanilarak

acilabilir.

B (s) parametre fonksiyonunun bir kestirimi 6;’s taban fonksiyonlarindan olusan taban

acilimidir:

L
B*(s) =Y biBi(s). (4.4)
=1

Burada, by, bs, ..., by katsayilari,

N 2 L 2
Z [Yl — / Xi(s)ﬁ*(s)ds} = Z [Yl — Z<X,‘, 91>b1] . 4.5)
i=1 r =1

i=1
olarak verilen SSE kriterinin minimize edilmesi ile kestirilir. Boylelikle parametre

fonksiyonunun kestirimi,
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B(s) = Y bi6i(s) = 6(s)'b, “6)

olarak elde edilir.

Ote yandan, yx;(s) fonksiyonel tahmin edicileri Bolim 2’de belirtildigi gibi

01(5),$(s), ..., 0k (s) taban fonksiyonlari cinsinden yazilabilir,

K
xi(s) = Y cxdu(s) = Ch(s). 4.7)
k=1

(4.6) ve (4.7) esitlikleri ile verilen acilimlar (4.3) modeline yerlestirilirse, C ve b
sirastyla x;(s) ve B (s) fonksiyonlarina ait taban katsay1 vektorlerini ifade etmek iizere

fonksiyonel dogrusal model,

P / Co(5)0(s) bds, 4.8)

bicimini alir.

Joo = [ 6(5)8'(5)ds. “9)

(4.9) ile tammlanan Jyg, taban fonksiyonlarmin i¢ ¢arpimlarindan olusan K x L

boyutlu bir matris olsun. O zaman, (4.8) esitligi matris biciminde,

A

Y; = CJyeb, (4.10)

yazilabilir.

by sabit terimi ifade etmek iizere , § = (bo,b1,...,bx), L+ 1 uzunlugunda bir
parametre vektorii ve Z = [1 CJyp], N x K boyutlu bir tasarim matrisi olarak
tanimlanabilir. (4.10) ifadesi ile verilen FDRM, @ kestirilen parametre vektorii olmak
uzere,

Y=2¢, (4.11)

seklinde siradan bir dogrusal regresyon problemine indirgenir.
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Fonksiyonel modele ait,

A

(Yi = (xi:B)), (4.12)

M=

SSE=) (Yi—Y;) =

N
=1 i

1

1

olarak tamimlanan hata kareler toplami (4.11) ve (4.12) esitlikleri kullanilarak matris

formunda yazilabilir:

SSE = || Y —Z&| % (4.13)

Bu problem klasik bir dogrusal regresyon problemidir ve { parametresinin en kiigiik

kareler kestirimi (4.13) esitliginin minimize edilmesinden hesaplanir. Bu da,

77¢ -7'Y =0, (4.14)

A

esitliginin gerceklenmesine yol acar. Buradan, §,

¢=2Z'2)'7'Y, (4.15)

olarak elde edilir. (4.15) degerinin, (4.11) denklemine yerlestirilmesiyle, yanitin

tahmin degerlerinden olusan Y vektérii elde edilir.

Y=2(Z7)"'7Y. (4.16)

Bu esitlikte, Z(Z'Z)~'Z’ ifadesi klasik ¢ok degiskenli dogrusal regresyon proble-
mindeki H ile gosterilen, Df = iz(H) serbestlik dereceli, sapka (izdiisiim) matrisine

esittir.
4.1.2 Piiriizlii Ceza Yaklasim

(4.3) biciminde verilen fonksiyonel dogrusal regresyon modeline ait parametre
fonksiyonu Piiriizlii Ceza Yaklagimi (PCY) yontemi kullamilarak daha diizgiin bir
sekilde kestirilebilir. Bu durumda, A diizlestirme parametresi ve D™, (s) parametre
fonksiyonunun m’inci tiirevini goseren dogrusal diferansiyel operator olmak iizere,

fonksiyonel modele ait cezalandirilmis SSE ,

43



M=

[Yi—ﬁ]2+/l/[Dm/3(s)]2ds, 4.17)
i=1

olarak tamimlanir.  (4.17)’deki son terim ceza terimidir ve f(s) parametre
fonksiyonunun yapisina bagli olarak secilir. Ceza parametresi olarak genelde

parametre fonksiyonunun ikinci tiirevi kullanilir (Ramsay ve Silverman, 2005).

R, esitlik (2.57)’deki gibi tanimlanan bir ceza matrisi olsun. Boylelikle piiriizlii ceza
terimi matris bi¢ciminde yazilabilir. (4.10) esitligi gbz Oniine alinacak olursa, cezali

hata kareler toplamu,

PENSSE;, (bo,b) = ||Y — by — CJ4 ¢b||* + AB'Rb, (4.18)

olarak yazilir.

Ry, sifirlardan olusan K boyutlu bir vektoriin ceza matrisinin satir ve bir siitunlarina
eklenmesiyle olusan yeni matris olsun. Bu durumda, (4.18) ifadesi & = (bo,b’)’
parametre vektorii ve Z tasarim matrisi cinsinden daha basit bigimde matris formunda

yeniden yazilabilir.

PENSSE; (&) = |Y — ZZ |2 + AL'Ro¢. (4.19)

Bu problemin ¢6ziimii,

(Z'Z+AR))E =12'Y, (4.20)

esitliginin ¢oziimiinden elde edilir.

Buradan, { parametre vektorii,

Var[{] = 62(Z'Z+ ARy) ' Z/Z(Z'Z+ AR,) ', (4.21)

varyansi ile

E=(ZZ+AR))'Z'Y, (4.22)

olarak kestirilir.
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A diizlestirme parametresi ise 6znel olarak ya da Boliim 2’de bahsedilen yontemlerden

biri kullanilarak sec¢ilebilir.

Ornegin capraz gecerlilik algoritmas1 bu yaklasima (4.23) esitligindeki gibi

uyarlanabilir:

N . o
CVy = Y Il-55 " = [0l (9Pds @23)

i=1

Bé_i) ve 3)(L_i) (s) sirastyla sabit terim ve 3 parametresinin veri setinden i’nci gozlem
cifti (zj,y;) ¢ikarildiktan sonra kalan tiim gozlemler iizerinden hesaplanan cezali
hata kareler ortalamasinin en kiiciiklenmesiyle elde edilen kestirim degerlerini ifade
eder. CV kriterini en kiiciikleyen A degeri, optimum deger kabul edilir (Ramsay ve
Silverman, 2005).

CV, nin bagka bir tanim1 da izdiistim matrisi Hye dayali olarak verilir. Cezali en

kiiciik kareler regresyonda H sapka matrisi,

H=Z(Z'Z+\R)"'Z, (4.24)

olarak tanimlanir. 4;;, H matrisinin kosegen elemanlarin1 gostermek iizere CV,

N 02\ 2
Yi Y,
CV, = Z ( 1—h,~,-) , (4.25)

esitliginden hesaplanabilir.

Hesap kolayligindan 6tiirti, FDM’nin ¢oziimiinde genelde taban acilimi yaklasimi
kullanilir.  Ancak coklu baglanti durumunda, tek basina bu yontem yeterli
degildir. Boyle bir durumda c¢oklu baglantiyr engellemek ve boyut indirgemek
icin Fonksiyonel Temel Bilesenler Regresyonu (FTBR) ya da Fonksiyonel Kismi
En Kiiciik Kareler Regresyonu (FKEKKR) adi verilen yontemlerin kullanilmasi
Onerilir. Bu yontemlerden ikincisi, skaler bir yanit degiskeni ile fonksiyonel yapidaki
aciklayici degiskenler arasindaki iligkiye dayanir ve daha ¢ok fonksiyonel skaler yanit

modellerinde kullanilir.
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4.1.3 Fonksiyonel Temel Bilesenler Regresyonu (FTBR)

FPCR’nin ana fikri skaler bir Y yanit vektoriinii fonksiyonel temel bilesenler skorlari
tizerinden tahmin etmektir. Iy kovaryans operatériine ait &;,&,, ... 6zfonksiyonlarinin
L*(T) uzaymda ortonormal bir taban olusturdugu géz oniine ahmirsa, E[x] = u,
ortalamali ) (¢), t € T stokastik siireci, Ek (B.12)’de verilen Karhunen-Loéve Teoremi

kullanilarak fonksiyonel temel bilesenler cinsinden su sekilde temsil edilebilir:

(@) =py+ ) fi&i(t), i=1,..N. (4.26)
j=1

Burada f;, j > 1, temel bilesen skorlarinin olusturdugu sifir ortalamali ve iligkisiz

rassal de8iskenleri ifade etmektedir.

Y yamit vektoriiniin ortalamasinin E[Y] = gy ve varyansinin G% =E [(Y— uy)z]

oldugunu varsayalim. Y skaler yanit degiskenine sahip FDM,

Y =py+ (X — My, B) +€ =y +/T (2(t) =y (1)) B(r)dr + €, (4.27)

seklinde ifade edilir.

x(t) ve FTB skorlar1 f;’lerin kiimesi ayni uzay1 gerer. Bu yiizden, Y skaler yanit
vektoriiniin ) (7) tizerindeki fonksiyonel dogrusal regresyonu, ayni yanit vektoriiniin
fonksiyonel temel bilesen skorlar1 f; ’ler iizerinden yapilan dogrusal regresyonuna
denktir (Preda ve Saporta, 2005). Bu denklik, (4.27) esitligindeki ) fonksiyonel
degiskeni lizerinde (4.26) a¢iliminin yapilmasiyla kolaylikla goriilebilir.

Y=py+ [ 0B~ [ py 0B+
— v+ [ 1w B@d+ [ ;fjéj(t)ﬁ(t)dt ~ [ @BOd+e

=it [ Y500+

(4.28) denklemi ashinda f; = (x¢,&) aciklayic1 degiskenler, b; = [, &;(r)B(r)dt =

(B,&;) de katsay1 vektorii olan,
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Y=uy+) fibj+e, (4.29)
j=1

biciminde klasik bir dogrusal regresyon problemine denktir.

B (¢) fonksiyonel egimi, ortonormal fonksiyonel temel bilesenler cinsinden yazilabilir:

l‘)z ibjéj(t)- (4.30)
j=1

(4.29) modelindeki f; terimi de agilirsa, fonksiyonel dogrusal regresyon modeline ait

sabit terim,

bo =y — | (0B, @31)

olarak bulunur. f(¢) parametre fonksiyonu karesi integrallenebilir bir fonksiyon
oldugundan, ¥ b; < oo esitligini saglar. Boylelikle, (4.29) modelinin b; regresyon
katsayilar1 klasik basit dogrusal regresyon problemindekine benzer sekilde (4.32)

esitliginden hesaplanir.

o Cov(Y,f))
I Var(fj)

Temel bilesen skorlarinin varyansinin, I'y§; = A4;€; denkleminden elde edilen ilgili

(4.32)

ozdegere esit oldugu diisiiniiliirse B (7) fonksiyonel egimi,

B = T

J=1

§i(t) = Z ch] &i(), (4.33)

j=1
esitligindeki gibi yeniden yazilabilir.
Bu sonu¢ Horvéth ve Kokoszka (2012) tarafindan asagida verilen Lemma ile ifade

edilmistir.

Lemma (Horvith ve Kokoszka, 2012): x(z) merkezilestirilmis bir siire¢ ve Y ile
¢ stfir ortalamali rassal degiskenler olsun. B’min [ [ B2(t)dt < oo kosulu ile karesi

integrallenebilir bir fonksiyon olmas1 kosulu ile,

Y — / B(1)y(t)di +e, (4.34)



dogrusal modeli elde edilir.

&;(r) fonksiyonel temel bilesenleri ve f; = (x,&;) i¢ carpimi temel bilesen skorlarini

belirtsin. O zaman,

(4.35)
-5l
ifadesi gerceklenir.

FDM’nin uyum iyiligi R? ile gosterilen belirtme katsayisi aracihigiyla olgiiliir.
R? skaler yamt degiskenindeki degisimin y fonksiyonel tahmin edicisi tarafindan

aciklanan varyans oramidir (Febrero-Bande ve dig., 2015). Fonksiyonel durumda bu

deger,
Var (E[Y|x])
RP=——" 4.36
Var[Y] (4.36)
esitliginden hesaplanir.
(4.36) formiiliiniin pay1,
o 2
Var (E[Y|]) Zzbz Z /l’ff (4.37)
=1 7

degerine esittir. O halde skaler yanit degiskeni ve FTB skorlar1 arasindaki korelasyon

r% 5 ile gostermek iizere, belirtme katsayisi RZ,

2
I &% «
2 Ji
R?= VY] Zl /xj] = Z o (4.38)
j: :

seklinde tekrar yazilabilir. Buradan, FTBR modelinin uyum iyilginin FTB skorlart ile
yanit degiskeni arasindaki iligkiye bagl oldugu sdylenebilir.

x(t) ile ayn1 dagilima sahip, bagimsiz ve aym dadilan X1, %2, ..., Xy gozlemlerinden
olusan bir drneklemi ele alalim. (J,Y)’den secilen bir 6rnekleme ait fonksiyonel

dogrusal regresyon modeli,

f/,-:Y+/T(xi(t)—;z(t))[§j(t)dt, i=1,2,.,N, j=1,..,K, (4.39)
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bicimindedir.

Orneklem kovaryans operatorii fx’mn 0zfonksiyonlari é j» Ozdegerleri 2 ;i ile verilsin.
i=1,..,Nvej=1,.,Kigin fij = (x —Z,éﬂ i¢c carpimindan elde edilen 6rneklem
FTB skorlari fj = (fi oees fwvk)T ile gosterilsin. Bu halde fonksiyonel dogrusal
regresyon modelinin egimi, aciklayic1 degiskenlerin en biiyiik K adet A ; Ozdegeri ile

iligkili é j,J=1,...,K ampirik fonksiyonel bilegeni iizerindeki yansimasindan kestirilir.

K A
=Y ;&) (4.40)
j=1

ﬁj(t)’yi hesaplamak icin Oncelikle (4.41) denklemini en kiigiikleyen 13_,- degerleri

kestirilmelidir.

K
Z ),&)bjl”. (4.41)

”MZ

Yukarida bahsi gecen Lemma’ya gore (Horvdth ve Kokoszka, 2012), b j regresyon
katsayilar1 skaler yanit de8iskeni ile orneklem temel bilesen skorlar1 arasindaki
kovaryansin, f;; FTB skorlarinin varyansina, yani A j ilgili 6zdegerine, oranindan elde

edilir.

. Cov(Y,f)) @y,
b= ov(Y.fj) _ Yo i—1,.K (4.42)
Var(f;) A

Boylece, B(t) parametre fonksiyonunun kestirimi kovaryans fonksiyonunun, 6z-

fonksiyonlarin ve 6zdegerlerin 6rneklem eslenikleri cinsinden,

N K ¢y,
Brra(t) Z i 5 il (4.43)
j=1
seklinde yeniden yazilabilir.
b ; katsay1 vektorii kestirimi ilk K temel bilesen cinsinden
T T T
. Y f5Y Y
bj= (f{ RELSRNF ) (4.44)
NA NAy NAg

olarak ifade edilir.
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H matrisi,

LAY f2f5Y fxfkY

H: b b )
( N)ul N)uz N)J(

). (4.45)

elemanlarindan olugsmak iizere yanit vektoriiniin tahmin degerleri Y = HY esitliginden

elde edilir. Burada H, iz(H) = K serbestlik derecesine sahip bir sapka matrisidir.

Buradan hata vektorii,

T
) i€
= = 4.46
£ N—K-1 (446)
varyanst ile,
&=Y-Y=(I-H)Y, (4.47)

vektoriine esittir.

Kestirilen bir fonksiyonel dogrusal regresyon modelinin uyum iyiligini hesaplamak

i¢in,

K K
R =Y M=) Ry (4.48)
j=1 =

seklinde tanimlanan drneklem belirtme katsayis1 R kullanilir.

FTBR’deki en onemli problem, optimum sayida temel bilesenin secilmesidir. Yaniti
en iyi kestiren K bilesen sayisina karar verilmesinde dnceki boliimlerde anlatilan CV
kriteri ya da benzer baska bir model secimi kriteri kullanilabilir (Febrero-Bande ve

Oviedo de la Fuente, 2012).

CV Kkriteri,

CV(K) =~ Y (Yi— (2. Bix)? (4.49)

M=

1
N i=1
formilii ile verilir.

Diger Model Secim Kriterleri (Model Selection Criteria, MSC) icin genel formiil,
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N

MSC(K) = log lzlv )
i=1

K
+ PN+ (4.50)

(Yi — (. Biix) >> ’ N

seklinde yazilabilir. Bu formiilde, esitligin sag yanindaki son terim, py, kullanilan
bilgi kriterine gore farklilik gosterir. En ¢ok kullanilan kriterler Schwarz Bilgi Kriteri
(Schwarz Information Criterion, SIC), Diizeltilmis Schwarz Bilgi Kriteri (Corrected
SIC, SICc), Akaike Bilgi Kriteri (Akaike Information Criterion, AIC) ve Diizeltilmis
Akaike Bilgi Kiriteri (Corrected AIC, AICc)’dir. MSC’yi en kiigiikleyen K degeri,

yansimalarin sayis1 kadar alinir.

SIC, SICc, AIC and AICc kriterleri icin py degerleri sirasiyla su sekildedir
(Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente, 2012):

SIC(py) = ZO%N ). 4.51)
SICc(py) = ]%, 4.52)
AIC(py) =2, (4.53)
AICc(py) = % (4.54)

4.1.4 Fonksiyonel Kismi En Kiiciik Kareler Regresyonu (FKEKKR)

Kismi En Kiiciik Kareler Regresyon (KEKKR), yanit degiskeni ve tahmin ediciler
arasindaki iligskiyi dikkate alan, Temel Bilesenler Regresyona (TBR) alternatif popiiler
bir kestirim yontemidir (Delaigle ve dig., 2012). Bu yontem daha ¢ok kemometri
alaninda tercih edilir (Aguilera ve dig., 2010). KEKK yaklagimi fonksiyonel duruma
Preda ve Saporta (2005) tarafindan uyarlanmistir. Daha sonrasinda Wang ve dig.
(2009) fonksiyonel veride karsilasilan coklu baglanti probleminin ¢dziimii icin yeni bir
KEKK yontemi de 6nermistir. Yanit degiskeninin skaler oldugu durum icin literatiirde
pek ¢cok FKEKKR uygulamasi bulunmaktadir (Preda ve Saporta, 2005; Reiss ve
Ogden, 2007; Aguilera ve dig., 2010; Febrero-Bande ve dig., 2015). Yakin zamanda
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Preda ve Schiltz (2011) bu yaklagimi hem yamit hem de aciklayicit degiskenlerin

fonksiyonel durumda oldugu tam fonksiyonel modele genisletmistir.

FKEKK yontemi y/(¢) fonksiyonel bagimsiz degiskeni ile Y skaler yamt degiskeni
arasindaki kovaryansin maksimize edilmesine dayanir. Bundan dolayi, FKEKK
bilesenleri yanittaki degisimle daha cok ilgilidir ve sonucu tahmin etmek i¢in daha
kullanighdir (Oviedo de la Fuente, 2011; Reiss ve Ogden, 2007). Bu yaklagimin
¢Ozlimiinde kullanilan maksimizasyon kriteri literatiirde Tucker kriteri olarak da bilinir
ve @(t), L*(T) uzaymm ||@(t)|| (2(r) = 1 normuna sahip fonksiyonel bir elemant

olmak iizere, su sekilde tanimlanir (Aguilera ve dig., 2010):

max Cov?( /T x @) o(t)dr,Y). (4.55)

FKEKK bilesenleri iteratif bir algoritmadan hesaplanir. Bu algoritmanin adimlar1 su

sekilde 6zetlenebilir (Febrero-Bande ve dig., 2015):

1. Yanit vektorii ve aciklayic1 degiskenler merkezilestirilerek sirasiyla Y =Y — uy ve
X = X — Uy olarak tanimlanr. Ik adim icin [ = 0 kabul edilir. ¥; yanit vektorii ve

x; tahmin edicisinin baglangi¢ degerleri Yy = Y ve yo = x¢ olarak alinir.

2. @41 € L(T) ilgili agirlik fonksiyonu (4.56) esitligindeki gibi tanmimlanir:

Cov(Y, E\Y;x(t
g = pooltott) _ ENROL o) ase)
[Cov(Yy, )l Jr E[Yixu(1)d]
Tucker kriterinde verildigi gibi Cov2[Y,v41] = C%MH ifadesini en biiyiikleyen

FKEKK bilesen skorlart v, = (), ¢1+1) ile gosterilir.

3. Y, ve x degiskenlerinin (4.57) ve (4.58) modellerinde verildigi gibi FKEKK

bilesenleri lizerinde regresyon analizi yapilir.

Yi = v 1041 +&(1), (4.57)

X1 = 01041 +M(2), (4.58)
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Bu denklemlerden elde edilen regresyon katsayilart v, € R ve &1 € LZ[T],
(4.59) ve (4.60) esitliklerindeki gibi tanimlanir:

COV[YZa Ul+1]
— e 4.59
II/H-I Var[vl+1] 9 ( )
Cov(xi, Vy+1]
O =—72 = 4.60
41 Var[vr 1] (4.60)

4. (4.57) ve (4.58) modellerine ait hata terimleri Y;, | ve x;. ile gosterilir ve sirasiyla

(4.61), (4.62) esitliklerindeki gibi hesaplanir:

Yio1 =Y — Y1 Vit 4.61)

Xi+1 = X1 — Or+1V41- (4.62)

5. I =141 alinir ve bu algoritma ikinci adimdan itibaren tekrar uygulanir.

FKEKK bilesenleri v;’ler, {x(¢) : t € [0,T]} fonksiyonel degiskeni ve ¢;(¢) agirlik

fonksiyonlarinin i¢ carpimui ile (4.63) esitligindeki gibi tanimlanir:

v=X-1,9) = /T%ll(t)(Pl(t)dt- (4.63)

FTBR’dekine benzer sekilde, FKEKKR de yanit vektoriiniin FKEKK bilesenleri
tizerinde regresyonunun yapilmasina dayanir. (4.29) fonksiyonel dogrusal modeli

FKEKK bilesenlerinin dogrusal bir kombinasyonu olarak yazilabilir (Oviedo de la
Fuente, 2011).

B(t) parametre fonksiyonu,

Y=uy+) v+, (4.64)
=1

denkleminin ac¢ilimindan bulunur.

Baglangi¢ olarak tek bir FKEKK bileseni kullanildigin1 varsayalim. [ = 1 i¢in, (4.64)

denklemi,
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Y=uy+cv;+¢, (4.65)

seklinde yazilir.

FKEKK bilesenlerinin (4.63) ile verilen tanimindan, vy,

v = [ w0 (4.66)

olur.

Xo = x° ilk degeri kullanilip @; (¢) nin ¢ (¢)’ye esit oldugu g6z 6niine alinirsa denklem,

v = /T 201 (1)dr, (4.67)
bicimini alir.

Boylelikle (4.65) esitligi,

Y=o [ 20g0di+e (4.68)

olarak tekrar yazilabilir.

Buradan kolaylikla goriildiigii gibi, [ = 1 i¢in (¢) fonksiyonel parametresi,

B(t) =c1¢:1(2), (4.69)

degerine esittir.

Simdi bir yerine iki adet FKEKK bileseni alalim. Bu durumda / = 2 i¢in (4.64)

denkleminin agilimu,

2
Y=uy+)Y cv+e

P (4.70)
= Uy +c1V+ 02+ €,

olarak yazilabilir.

v;’in (4.67) ile verilen agilim1 ve (4.62) ifadesi kullanilirsa, y; (¢) nin,
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X1(t) = 20(t) — 8101 = x°(t) — 6101, (4.71)
esitligini sagladig goriiliir.

, terimi ise,

v =(0.02) = [ (2= 50l
= [ eae) = (61, g )ar
= / X a(t)dt — / 2°(2)(01, 92) @1
T T

- /T X5 (0)[ga(t) — (81, @21 (1)]dt,

4.72)

seklinde yazilabilir. (4.72) ile verilen bu esitlik (4.70) denklemine yerlestirilirse,

Y=uy+C1/Txc(t)dh(t)dt+/T%C(t)[<P2(t)—(51,<Pz>¢1(t)]dl, (4.73)

modeli elde edilir.

Buradan, 3(¢) parametresinin iki bilesenle yaklagimu,

B(1) = c191 +ca[@2(t) — (81, 92)1.(1)] = c191(¢) + c202(1), (4.74)

olarak bulunur.
Buna dayanarak ¢ (1) = @2(t) — (61, ¢2) 91 (¢) oldugu goriiliir.

Uc bilesen kullanilir ve [ = 3 alinirsa, v; ve ¥, terimlerinin yanisira 03 teriminin

aciliminin da

3
Y:,I.Ly—I—ZCﬂ)]:C101+CQUQ+C3D3, 4.75)
i=1

denkleminde yerine konulmasi gerekir.

(4.63) tanimu ve (4.62) esitligi kullanilarak, ti¢iincii FKEKK bilesenine ait agilim,
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= (X2, 93) = /(x — 6101 — &,02) p3(1)dt
—/ X @3(t) — (61, 93) V1 )dt — (&2, 93) 2)d1
z/x ¢3(1) dt—/%"(r)<517<p3>¢1—/Txc(t)<82,<p3>¢z
—/x — (61, 93)¢1 — (82, P3) 9] dt

(4.76)

olarak bulunur. Buradan, ¢3(z) = @3(t) — (01, 93)91 — (02, @3)¢> olur ve B(r)

parametre fonksiyonunun ii¢ bilesenle yaklagima,

B(t) = c191(t) +c202(2) + c3[3(r) — (81, 93) 91 — (52, 03) 2]
=191 (1) + c22(7) + c393(2).

4.77)

ile verilir.

Ileriki adimlar hesaplanirsa, ¢;(¢) fonksiyonlarinin aym yapiya sahip oldugu goriiliir.

Bu yiizden, ¢;(¢) fonksiyonlar su sekilde genellenebilir:

¢ =¢, for I=1, (4.78)

O =@ — (61,001 — ... —(§_191)P—1, for [>2. (4.79)

¢y sirasiyla (4.78) ve (4.79) kosullarini saglamak iizere, fonksiyonel dogrusal modelin

sonlu durumda regresyon katsayi kestirim fonksiyonu,

=Y ao, (4.80)
=1

(4.80) esitliginden hesaplanir.

g sayida FKEKK bilesen kullanilmasi durumunda, fonksiyonel dogrusal modelin

egimi

A q ~
Brrexk = Y, G101, (4.81)
i=1

seklinde kestirilir.
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FKEKK bilesenlerinin sayisina, FTB sayisinin belirlenmesinde kullanilan yontemler-

den biri ile karar verilebilir (Oviedo de la Fuente, 2011).

FKEKKR modelinin uyum iyiligi, skaler yanit degiskeni Y ve FKEKK bilesenleri

arasindaki korelasyonun karesini ifade eden belirtme katsayist,

RP=Yry., (4.82)
[

kullanilarak hesaplanir.

57



5 UYGULAMA

FVA, fonksiyonel verinin yogun bir zaman aralig1 veya farkli frekans kanallarindan ya
da dalga boylarindan olusan bir spektrum gibi siirekli bir aralik iizerinde ol¢iildiigiinii
varsayar. FVA teknikleri, 6zellikle bir spektrum iizerinde Ol¢iilmiis spektral veri
setlerini analiz etmekte biiyilk 6neme sahiptir. Spektral veri setleri lizerinde FVA
tekniklerinin, basta kemometri alaninda olmak iizere pek ¢ok uygulamasi mevcuttur
(Saeys ve dig., 2008; Aguilera ve dig., 2013). Elektromanyetik enerjinin uzaktan
algilama sensorleri araciligiyla iletilmesinden elde edilen uydu verileri spektral veriye
bir ornektir. Pidwirny (2006)’nin de belirttigi gibi, uzaktan algilamanin; toprak
kullaniminin haritalanmasi, tarim, ormancilik ve okyanus bilimi gibi farkli alanlarda
pek cok uygulamas1 mevcuttur (Caballero ve dig., 2014a; Faivre ve Fischer, 1997;
Caballero ve dig., 2014b; Nezlin ve DiGiacomo, 2005). Okyanus bilimde uzaktan
algilama verileri, deniz yiizey sicaklig1 (Sea Surface Temperature, SST), Chlorophyll-a
(Chl-a) icerigi ve toplam kati madde miktar1 (Total Suspended Solids, TSS) gibi
karakteristik okyanus parametrelerini tahmin etmekte kullanilir (Caballero ve dig.,
2014a,b; Clarke ve dig., 2006; Schwarz ve dig., 2008). FVA, uzaktan algilama sensor
veri setlerini analiz etmekte son zamanlarda onem kazanmaya baslamistir. Cardot
ve dig. (2003) ve Besse ve dig. (2005) Spot 4 uydusunun Vegetation sensoriinden
elde edilen uzaktan algilama verileri araciliiyla toprak kullanimini tahmin etmek icin
FVA yaklagiminm kullanmistir. Liu ve dig. (2012) periyodik uzaktan algilama verileri
tizerinde bir uygulamayla fonksiyonel faktor analizi i¢in yeni bir doniisiim yontemi
onermistir. Gong ve dig. (2015) FTBA'ni Viktoria Go6li’ne ait yiiksek boyutlu sicaklik
egrileri ve sicaklik yiizeylerini modellemekte kullanmigtir. Son olarak Ferraty ve
dig. (2016), 400-2500 nm dalgaboylar1 arasinda 2101 noktada 6l¢iilmiis hiperspektral
veriler tizerinden klorofil icerigini tahmin etmek i¢in parametrik olmayan fonksiyonel
modelleri kullanmaktadir. Cok degiskenli analiz tekniklerinin okyanus bilimde

uzaktan algilama verileri iizerine uygulamasina dayanan pek ¢ok calisma olmasina
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ragmen (Caballero ve dig., 2014a,b; Clarke ve dig., 2006; Nezlin ve DiGiacomo,
2005), FVA yaklasimini iceren az sayida calisma vardir (Gong ve dig., 2015; Ferraty
ve dig., 2016).

Bu calismada, Guadalquivir nehir agzina komsu sahil kesimindeki TSS oranmini ke-
stirmek amaciyla uydu verilerine FVA tekniklerinin uygulanmasi ve FVA yonteminin
diger alternatif klasik istatistiksel yontemler ile uygulamali olarak kargilastirilmasi ve

sonuglarin bir simiilasyon ¢alismasi ile desteklenmesi amaglanmaktadir.

5.1 Gerec ve Yontemler

Calismada kullanilan veri seti uydudan kaydedilen uzaktan algilama verileri ile
denizde yerinde ("in-situ") toplanan 6rneklemler olmak iizere iki kisimdan olugmak-
tadir. Uydu verisi, "Environmental Satellite" (ENVISAT) uydusu platformunda yer
alan 300 m tam uzamsal ¢oziiniirliige (Full Spatial Resolution, FRS) sahip "MEdium
Resolution Imaging Spectrometer" (MERIS) sensoriinden elde edilmigtir. "In-situ"
verisi okyanustan degisik zamanlarda farkl firmalara ait gemiler tarafindan toplanan

orneklemlerden olugmaktadir.

5.1.1 Uzaktan Algilanan Veri

Calisma alam, Iberya Yarimadasmin giineybati sahilinde bulunan (35.5° — 37.5° N
enlem ve 1° — 10° W boylam) Cadiz korfezinin sahil kesimidir. Ozel olarak, Bati
Avrupa’nin en biiyiik ve en iiretken nehir agz sistemlerinden biri olan Guadalquivir
nehir agz1 incelenecektir. Ilgili alana (Region Of Interest, ROI) ait uydu verileri
hdf bi¢iminde "Ocean Colour" internet sayfasindan (http://oceancolor.gsfc.nasa.gov)
indirilmigtir. Veri seti 2002-2011 yillar1 arasinda sekiz farkli dalga boyunda (413
nm, 443 nm, 490 nm, 510 nm, 560 nm, 620 nm, 665 nm, 681 nm) 300 m tam
uzamsal ¢oziinilirliikle kaydedilmis 2. diizey (Level-2) yani okyanus yiizeyinden
kaydedilmis uzaktan algilama yansima (Reflectance of remote sensing, Rrs) (sr™!)
degerlerinden olugsmaktadir. 2. diizey verileri sensor kalibrasyonu ve atmosferik
diizeltmenin sonucudur, standart NASA siirecleri kullanilarak ilgili radyometrik
diizeltme yapilmis atmosferin iistiinden kaydedilen Level-1A iiriinlerinden tiiretilmis
jeofiziksel degiskenleri icerir. MERIS uydusunun Merkez Avrupa i¢in gecis zamani

her ii¢ giinde bir kiiresel kaplama ile 9:30 and 11:00 UTC saatleri arasidir.
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Cizelge 5.1: L2 maddeleri

L2 maddeleri Tanim

LAND Pikselin karada olmast

CLOUD Bulut kirliligi

ATMFAIL Atmosferik diizeltme hatasi
HIGLINT Yiiksek giines 15131

HILT Diz seviyesinden yukaridaki toplam radyans
HISATZEN Yiiksek uydu zirvesi

CLDICE Bulutlar ve/veya buz
COCCOLITH Kokolitoforid belirlenmesi
HISOLZEN Yiiksek giines zirvesi

LOWLW Cok diisiik sudan ayrilma radyansi
CHLFAIL Klorofil algoritmasi hatasi
NAVWARN Stipheli navigasyon
MAXAERITER | Maksimum iterasyonlar
CHLWARN Aralik dig1 klorofil

ATMWARN Stipheli atmosferik diizeltme

Veriyi hdf bi¢iminden ascii bi¢imine doOniistirmek icin SeaDAS goriintii
analizi yazilimi (SeaDAS image analysis software) (SeaWifs Data Analysis
System, version 6, http://seadas.gsfc.nasa.gov/) ve VMware Workstation 12 Player

(https://www.vmware.com/) arayiizii kullanilmistir.

Siipheli ve diisiik kaliteli verileri temizlemek icin veri seti Cizelge 5.1 ile verilen
ve L2 maddeleri (L2 flags) olarak adlandirilan 6zelliklere iligskin bir kalite kontrol
siirecinden gecirilmistir. Bu temizleme siireci MATLAB 7.12.0-R2011a yazilimi
kullanilarak yapilmis ve temizlenen veri tiim dalgaboylar1 ve yillar icin ".mat"

biciminde kaydedilmisgtir.

Ilgilenilen calisma alanmin enlem ve boylamlari arasindaki fark sirasiyla 2° ve 9°°dir.
Her derece arasinda 111.12 km uzaklik oldugu g6z oniine alinirsa, bolgenin enlem
ve boylamlar1 arasindaki uzakliklar sirasiyla yaklasik olarak 222 km ve 999 km’dir.
Goriintiilerin ¢oziiniirliigii 300 m oldugundan enlem i¢in 740, boylam i¢in 3330 piksel
vardir. Yani, veri seti 740 x 3330 piksel goriintiilerden olusmaktadir. Indirme siirecinde
her dalga boyu i¢in kaydedilen gozlemler 2464200 pikselden olusan vektorlerdir.
Uretilen bu veri dosyalarinin MATLAB 7.12.0 yazilimi kullanilarak diizenlenip analiz
edilmesinden sonra ROI 36.01 —37° N enlem ve 7 — 6.01° W boylamlart ile belirtilen
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alana indirgenerek MATLAB i¢indeki "m_map" ara¢ kutusu kullanilarak bu alan

goriintiilenmigtir.
5.1.2 Denizden Toplanan Veri (In-situ Verisi)

Denizden toplanan veri, bir bagka deyisle "in-situ" verisi Endiiliis Hiikiimeti’ne
ait "Junta de Andalucia" istasyonu ile "Reserva" ve "Fluctuaciones" istasyonlari
tarafindan Guadalquivir nehir agzindan alinan Orneklemlerden kaydedilen TSS
degerlerinden olugsmaktadir. Analize alinan ylizey orneklemleri "rosette drneklemcisi”
ile su yiizeyinin 5 metre altindan, sahilden 1 km’den 25 km’ye kadar degisen acikliktan

toplanmustir.

Orneklemler degisik zaman periyotlarinda toplanmigtir.  "Junta de Andalucia"
tarafindan toplanan orneklemler Nisan 2008 - Mayis 2011 periyodunu kapsarken,
"Reserva" ve "Fluctuaciones" gemileri tarafindan toplanan Orneklemler sirasiyla
Temmuz 2002 - Eyliil 2004 ve Mayis 2005 - Mayis 2007 periyotlarin1 kapsamaktadir.
Her bir 6rneklem sefer sirasinda belirlenen bir koordinattan alinmistir. Endiiliis
Hiikiimeti’ne ait istasyonun koordinatt 36.78° N enlem ve 6.37° W boylam ile sabittir.
"Reserva" ve "Fluctuaciones" gemileri i¢in ise koordinatlar sefer planlamasina gore

secilmistir. Orneklem toplanan koordinatlar Sekil 5.1°de goriildiigii gibidir.

Toplanan Orneklemlerdeki TSS yogunluk miktarlar1 Caballero ve dig. (2014b)’te

belirtilen protokoller kullanilarak 6l¢tilmiistiir.

5.1.3 Gecerlilik Asamasi

Gecerlilik asamasinda, uydudan elde edilen filtrelenmis veri, "Junta de Andalucia”,
"Reserva" ve "Fluctuaciones" istasyonlarindan toplanan veriler ile Orneklemin
toplanma zamani dikkate alinarak eslestirilmistir. Bu asamada, "in-situ" verilerinin
ve uydu verilerinin koordinatlar1 2 x 2 piksellerin olusturdugu bir kutu alan iginde
yer alacak sekilde verinin toplandig1 koordinata en yakin olan nokta secilerek

eslestirilmistir. Tiim eslestirmeler MATLAB 7.12.0-R2011a programinda yapilmistir.

Eslestirme snucunda toplam 71 gozlem elde edilmigtir.  Nehir agzi sularinin
mekan-zamansal degiskenligini diisirmek amaciyla yerinde veriler ile uydu verileri

arasindaki zaman farkinin en fazla 1,5 saat oldugu kosulu konulmustur. Bu nedenle
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Sekil 5.1: Calisma alan1 ve ilgilenilen alani gosteren harita. (a) Calisma alani. b)
Guadalquivir nehir agzi haritast ve ROI'nin yer aldigi1 Cadiz korfezi sahil kesimi.
Pembe yildizlar ve daireler sirasiyla "Fluctuaciones" and "Reserva" istasyonlarini
ifade etmektedir. Beyaz daire ise "Junta de Andalucia" istasyonu konumudur.

gozlem sayist 71’den 31’e diigmiistii. Dort gozlem su yiizeyinden toplanmadigi

gerekcesiyle, bir gozlem filtreleme siireci sirasindaki Olciim hatasindan dolayi, bir

gozlem de 13 nm ve 665 nm dalga boylarindaki eksik Rrs degerleri nedeniyle analizden

cikarilmigtir. Analizler kalan 25 gozlem iizerinden yapilmistir.

5.1.4 Istatistiksel Yontemler

TSS ve Rrs degerleri arasindaki iligkiyi incelemek i¢in pek ¢ok klasik ve fonksiyonel
istatistiksel yontem kullamilmis ve bu yontemlerin sonuglart karsilagtirilmigtir.
FDRM’nin uydudan elde edilen tiim veriyi kullanma kapasitesine sahip olmasi ve
spektral verinin yapi itibariyle gozlemlerin noktalar yerine egriler olarak alinmasina

izin vermesi nedenleriyle diger yontemlerden daha iyi sonug verecegi ongoriilmektedir.

Verinin spektral yapisindan otiirii, TSS ve Rrs arasindaki iligkiyi analiz etmek i¢in

skaler yanit degiskeni icin FDRM kullanilmistir. Burada, skaler yanit degiskeni TSS
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degerlerinden olusan yanit vektoriinii, fonksiyonel agiklayict degisken ise sekiz farkli

dalga boyunda kaydedilmis Rrs degerlerini ifade etmektedir.

Genelde, TSS yogunlugunu tahmin etmede Rrs 665 dalgaboyundan elde edilen veriler
kullanilmaktadir (Binding ve dig., 2003, 2005; Caballero ve dig., 2014b). Nechad ve
dig. (2010) MERIS verisi ile TSS’1 modellemek i¢in 665 nm ve 681 nm dalgaboylarini
kullanmay1 onermistir. Caballero ve dig. (2014b)’nin calismasinda TSS ve Rrs 665

arasindaki iligkinin analizinde basit iistel regresyon modeli anlamli bulunmustur.

Bu calismada, en yiiksek korelasyon 665 nm ve 681 nm dalgaboylarinda goriildiigii
icin TSS degerleri ile 665 nm ve 681 nm dalga boylarindaki Rrs degerleri arasinda
ayr1 ayri basit {istel regresyon modeli kurulmustur. Bunu takiben, yanit degiskenini
aciklayan optimum sayida dalga boyunun secilebilmesi i¢in adimsal iistel regresyon

modeli uygulanmustir.

TSS’i modellemek i¢cin FDRM’ye ve iistel regresyon modellerine alternatif olarak, En
Kii¢iik Mutlak Daraltma ve Se¢im Operatorii (Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator, LASSO) modeli ve farkli baglanti fonksiyonlar1 ve parametreler kullanilarak
Genellestirilmis Toplamsal Modeller (GTM) uygulanmistir. Modeller her seferinde
bir gozlem disarida birakilarak ¢apraz gecerlilik (LOOCYV) olarak da bilinen Jacknife
yontemiyle hesaplanan diizeltilmis Hata Tahmin Ortalamas1 (Adjusted Mean Error of

Prediction, AMEP) kullanilarak karsilagtirilmagtir.

2-kath capraz gecerlilik icin MEP su sekilde ifade edilir:

Y/, (vi—9)*/n _ SSE
Var(y)  Var(y)’

MEP = (5.1)

Burada, y tahmin edilecek yanit degiskenini gostermektedir (Febrero-Bande ve Oviedo

de la Fuente, 2012).

LOOCV durumunda, her adimda sadece tek bir gozlem disarida birakildig: icin
bir gozlemlik veri setinde varyans hesaplanamaz.  Bundan dolayi, modelleri
karsilasgtirmada MEP’in diizeltilmis bir oOl¢iisii olan AMEP kriteri kullanilabilir.
AMEP, (5.2) esitligindeki gibi tanimlanir:

iy 0= 9:)*/n _ SSE

AMEP = =i=! ! S
?:1()’1'—Y—i)2 ?zl(yi—)’—i)z

(5.2)
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Bu esitligin paydasinda bulunan Y | (y; — y_:)? ifadesi sabit bir degerdir ve farkh

modellere ait MEP degerlerini 6l¢eklemek i¢in kullanilmustir.

Tim istatistiksel analizler Windows i¢in R v3.2.3 istatistiksel yazilim programi

kullanilarak yapilmugtir.

5.1.4.1 Genellestirilmis Toplamsal Modeller (GTM)

GTM ilk olarak Hastie ve Tibshirani (1986) tarafindan tamitilmistir. ~ GTM,
Genellestirilmis Dogrusal Modellerin (GDM) parametrik olmayan bir uzantisidir ve
yanitin beklenen degerinin bir fonksiyonunu agiklayici degiskenlerin parametrik ya
da parametrik olmayan fonksiyonlarinin toplamlari cinsinden modellemeye yarar
(Hothorn ve Everitt, 2014). Bu model, yanit degiskeni iistel dagilim ailesi iiyesi bir
dagilimdan gelmek iizere, esitlik (5.3) ile ifade edilir (Wood, 2006):

g(EY|X1,Xa, ... X)) = a+ (X)) + f(X2) + ... + F(X,). (5.3)

Baglanti fonksiyonu g, yanitin dagilimina bagli olarak birim, lojit, probit ya da log
baglant1 fonksiyonu olabilir. Birim baglanti fonksiyonu genellikle normal dagilimdan
gelen yanit degiskenleri i¢in kullanilirken log baglanti fonksiyonu Poisson dagilimhi
sayma verileri icin kullanilir. 1ki terimli olasiliklar1 modellemek icin ise lojit veya
probit baglanti fonksiyonlar tercih edilir (Friedman ve dig., 2001; Hastie ve dig.,
2011).

GTM, genellestirilmis parametrik olmayan coklu regresyon modeli ile GDM arasinda
yer alir. Cok sayida acgiklayic1 degisken olmasi durumunda, parametrik olmayan
regresyon modellerinde "boyut laneti (curse of dimensionality)" adi verilen ve bir
¢t noktasinin komsulugunun hi¢ bir gézlem icermemesini ifade eden bir problem ile
kargilasilabilir (Delicado, 2015). Verinin biiyiik olmas1 durumunda, GTM parametrik

olmayan c¢oklu regresyon modellerine bir alternatiftir.

Eger esitlik (5.3)’in sag yanindaki fonksiyonlar dogrusal ise GTM, GDM’ye denktir.
Ayrica modelin sag yanindaki fonksiyonlarin bazilarinin yanit {izerinde dogrusal
bir etkisi varken digerlerinin yoksa o zaman bu modeller "yari-parametrik model"
olarak adlandirilir. Yari-parametrik modeller parametrik olmayan modellere gére daha

esnektir.
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5.14.2 En Kiiciik Mutlak Daraltma ve Secim Operatorii (Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator, LASSO)

Bir ¢oklu dogrusal regresyon probleminde agiklayic1 degiskenlerin sayis1 p, gézlem
sayis1 n’den daha biiyiikse, biiylik boyutluluktan kaynaklanabilecek problemleri
engellemek icin kestirimin farkli yontemler kullanilarak cezalandirilmasi onerilir.
Degisken secimi amaciyla kullanilan bu yontemlerden biri LASSO’dur. LASSO
kestirimi, cezali HKT nin L; normu ile cezalandirilip, Z?Zl |Bj| <t kosulu altinda

en kiiciiklenmesiyle elde edilir (Hastie ve dig., 2011).

N p 2 p
Y (Yi—ﬁo—zxijﬁj> +1Y 1Bl (5.4)
i=1 j=1 j=1

Burada ¢ "tunning" parametresi olarak adlandirilir.  Yorum kolayli§1 acisindan,

degiskenler standardize edilmis "tunning" parametrelerine, s = —~—, kars1 ¢izdirilir.

X118l
Optimum s degeri capraz gecerlilik kullanilarak belirlenir. Optimum s degeri igin,

deger alan degiskenler analize alinir.

5.1.5 Sonuclar

Veri seti ti¢ farkli istasyondan toplanmis 25 gozlemden olugsmaktadir. 14 gbzlem "Junta
de Andalucia" istasyonundan, 7 gozlem "Reserva" gemisi seferlerinden, 4 gozlem ise

"Fluctuaciones" gemisi seferlerinden alinmgtir.

Sekil 5.2’deki korelasyon cizimleri dalga boylar1 arasinda yiiksek derecede ilski
oldugunu ve yerinde TSS degerleri ile her dalga boyundaki Rrs degerleri arasinda iistel

bir iligki oldugunu gostermektedir.

5.1.5.1 Ustel Regresyon Modelleri

Ustel regresyon modelinde hangi dalga boyunun kullanilacagma karar vermek icin
TSS degiskeninin logaritmasi ile dalgaboylarinda kaydedilen Rrs degerleri arasindaki
korelasyon degerleri dikkate alinmigtir. TSS nin logaritmasi ile 413 nm, 443 nm, 490
nm, 510 nm, 560 nm, 620 nm, 665 nm, 681 nm dalga boylar1 arasindaki korelasyonlar
sirastyla 0.723 (p < 0.001), 0.671 (p < 0.001), 0.596 (p = 0.002), 0.567 (p = 0.003),
0.533 (p = 0.005), 0.681 (p < 0.001), 0.729 (p < 0.001) ve 0.734 (p < 0.001) olarak
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Sekil 5.2: Degiskenler arasindaki korelasyon cizimleri

bulunmustur. En yiiksek korelasyonlar 665 nm ve 681 nm dalga boylarinda goriildiigii
icin TSS ve bu iki dalga boyundan elde edilen Rrs degerleri arasinda basit iistel

regresyon modeli kurulmusgtur.

Yerinde TSS ol¢iimleri 3 - 327 mg/L. araliginda degerler alirken 681 nm dalga
boyundaki Rrs degerleri 0.000 - 0.0275 sr—! araliginda 665 nm dalga boyundaki
Rrs degerleri 0.000 - 0.028 sr—! arahiginda degerler almaktadir. Sekil 5.3’de verilen
dagilim grafiginden de goriildiigii gibi, Rrs degerlerinin yayilimi her iki bantta da

benzerdir.

681 nm bandi icin kurulan basit iistel regresyon modeli,

TSS = 24.14 xexp(74.38 «Rrs 681), (5.5)

olarak elde edilmigtir. A¢iklanan varyans orani 0.554, standart hata 0.57°dir ve model

anlamhdir (p < 0.001).
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Sekil 5.3: In-situ TSS degerleri ile 665 nm ve 681 nm bandlarindaki Rrs degerleri
arasindaki sacilim grafigi. Mavi egri TSS ile 665 nm dalga boyundaki Rrs
degerleri arasindaki iligskiyi, pembe egri ise TSS ile 681 nm dalgaboyundaki Rrs
degerleri arasindaki iligkiyi gosterir.

TSS degerleri ile ikinci en yiiksek korelasyona sahip 665 nm dalgaboyu i¢in kurulan

basit iistel regresyon modeli,

TSS = 24.04 x exp(70.83 « Rrs 665), (5.6)

olarak elde edilmistir. Bu modelin R? degeri 0.53, standart hatasi ise 0.57°dir.

Bu modelleri takiben TSS degerlerinin logaritmasi ile Rrs degerleri arasinda adimsal
dogrusal regresyon modeli uygulanmistir. Sonug olarak, esitlik (5.7)’deki AIC kriteri
ile 413 nm (p = 0.121), 560 nm (p = 0.003) ve 620 nm (p = 0.003) dalgaboylarinin
analize alindig1 model anlamli bulunmustur (p < 0.001). Bu modele ait belirtme

katsayis1 0.69, diizeltilmis belirtme katsayis1 0.65 ve model standart hatas1 0.49°dur.
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log TSS =3.424-82.90 *Rrs 413 — 100.46 x Rrs 560 + 142.92 xRrs 620.  (5.7)

Bu modellerin yamsira iki parametreli iistel dogrusal regresyon modelleri de
denenmistir. 620 nm ve 681 nm dalgaboylarinin birlikte kullanildig: iistel regresyon
modeli ile 620 nm ve 665 nm dalgaboylarinin birlikte kullanildig1 iistel regresyon
modelleri anlamli bulunmustur. Ancak bu modellerin diizeltilmis belirtme katsayisi

adimsal regresyon modeline gore daha diisiik bulunmustur.

Bahsedilen tiim modellere ait standart hata, R?, Diizeltilmis R*> (Adj. R?) ve AMEP

degerleri Cizelge 5.2°de goriildiigii gibidir.

Cizelge 5.2: Ustel Regresyon Modelleri icin AMEP Degerleri

Model Std Hata AdjR> AMEP
log TSS = by + b1 Rrs 681 0.57 0.52 0.46
log TSS = by + b1 Rrs 665 0.58 0.51 0.48
log TSS = bg + by Rrs 620 4 b Rrs 681 0.53 0.58 5.07
log TSS = bg + by Rrs 620 4 b, Rrs 665 0.53 0.59 2.98

log TSS = bo + b1 Rrs 413 + by Rrs 560 + b3 Rrs 620 0.50 0.65 1.37

AMEP degerlerine gore, tek acgiklayict degiskenli (sadece 665 nm ya da sadece 681
nm band1 kullanilan) basit iistel regresyon modelleri daha uygun goériinmektedir. Bu
modellerin standart hatas: ve aciklanan varyans oram1 daha diisiik olmasina ragmen
TSS degiskenini tahmin etmek igin daha uygundurlar. Oncelikle ¢oklu baglanti
probleminden etkilenmezler. Ikinci olarak, Sekil 5.4 ile verilen artik grafiklerinden
de goriildiigu gibi diger iistel regresyon modelleri varyans homojenligi varsayimini

saglamamaktadir.

Adimsal regresyon modeline ek olarak degiskenler arasi korelasyonu engellemek ve
boyut indirgemek amaciyla veri setine sirasiyla Temel Bilesenler Regresyon (TBR)
ve Kismi En Kiigiik Kareler Regresyon (KEKKR) modelleri de uygulanmistir. Her
iki model i¢in de optimum bilesen sayisi capraz gecerlilik yontemiyle belirlenmistir.
Tiim bilesenleri iceren siradan TBR ve KEKKR modellerine ait AMEP degerleri
ile optimum bilesen sayisinin modellemede kullanildi1 capraz gecerlilik (Cross
Validated, CV) uygulanan TBR ve KEKKR modellerine ait AMEP degerleri Cizelge

5.3’te verilmektedir.
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Sekil 5.4: Ustel regresyon modellerine ait artik grafikleri

Cizelge 5.3: TBR ve KEKKR Modellerine Ait AMEP Degerleri

Model MSE R’ AMEP
TBR 0.19 0.70 3.91
KEKKR 0.19 0.70 3.40
CV yontemiyle se¢ilen 2 bilesenle TBR 0.29 055 0.86
CV yontemiyle segilen 2 bilesenle KEKKR  0.23  0.64  0.90

5.1.6 GTM and LASSO Modelleri
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durumda klasik TBR, klasik KEKKR yontemine gore daha iyi sonug vermektedir.

55 6.0

Buna gore CV kriteri ile belirlenen bilesenlerle kurulan regresyon modelleri yaniti

tiim bilesenlerle kurulan regresyon modelinden daha iyi tahmin etmektedir. Ancak bu

Calismada, TSS degiskenini modellemek i¢in temelde ii¢ farkli GTM kullanilmustir.

Ik olarak, Normal dagilim ve birim baglant1 fonksiyonu kullanlarak TSS degerlerinin

modellenmistir. Bu sekilde kullanilan basit tistel regresyon modellerinden daha esnek




bir model elde edilmesi amaglanmustir. Ikinci olarak, bagimli degisken TSS olarak
alinmig ve modellemede ters baglant1 fonksiyonu ile Gamma dagilimi kullanilmistir.
Bunun yanisira, tek parametreli modellere alternatif olarak TSS degerlerindeki
degisimi en iyi aciklayan modelin bulunmasi i¢in iki parametreli GTM modelleri de

arastirllmistir.

flgili GTM’ye ait diizeltilmis R? , aciklanan sapma (Deviance Explained) yiizdesi ve
AMEP degerleri Cizelge 5.4’deki gibi 6zetlenebilir:

Cizelge 5.4: GTM icin AMEP Degerleri

Dagilm Baglanti . 2 Aciklanan

Model Ailesi Fonksiyonu AdjR Sapma Yiizdesi AMEP
log TSS ~ s(Rrs 665) Normal Birim 0.89 93.2 966.01
log TSS ~ s(Rrs 681) Normal Birim 0.87 92.0 1866.72
TSS ~ s(Rrs 620) + s(Rrs 665) Normal log 0.88 89.0 1.53
TSS ~ s(Rrs 620) + s(Rrs 681) Normal — log 0.85 90.6 1.53
TSS ~ s(Rrs 665) Gamma ters 0.73 69.0 1.63
TSS ~ s(Rrs 681) Gamma ters 0.74 69.0 1.63

TSS’nin logaritmas1 bagimli degisken olarak alinip LASSO modeli kurulmustur.
Analize alinmasi gereken degiskenleri belirlemek icin 10-katli CV yonteminden elde
edilen optimum A degeri kullanilmistir. Bu deger iki sekilde bulunabilir: ya ortalama
CV hatasin1 minimum yapan deger secilerek ya da 1 standart hata i¢inde kalan hatanin

maksimumu alinarak.

Sekil 5.5’te gosterildigi gibi ortalama CV hatasina bagl olarak segilen A degeri
1.01 olarak bulunmus ve buna gore analize sokulmasi gereken degisken sayisi 4
olarak belirlenmistir. Standart hataya bagli olarak belirlenen A degeri ise 1.21 olarak
bulunmus ve bu deger i¢in degisken sayis1 2 olarak belirlenmistir. S6z konusu seklin
iist kisminda A’nin degisik degerleri i¢in analize sokulmasi gereken degisken sayisi

verilmistir.
L1 normuna gore asama asama analize sokulan degiskenler Sekil 5.6’dan goriilebilir.

LASSO modeline ait optimum parametre sayist CV kriteri kullanilarak minimum
2, maksimum 4 olarak belirlenmis ve AMEP degeri 33.71 olarak hesaplanmistir.

Bu deger, kullanilan diger modellere (TBR, KEKKR, GTM) gore daha yiiksek
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Sekil 5.5: Bir dizi A degeri igin hata kareler ortalamasi. Seklin sol tarafindaki kesikli
cizgi CV hatasina bagl A degerlerini gosterirken seklin sag yanindaki kesikli ¢izgi
standart hataya bagl A degerlerini gostermektedir.

Lasso, 8 5

100 150 200
I 1 I I

Coefficients

a
I

-100 -850

N

T T T T T T
100 200 300 400 500

o

L1 Norm

Sekil 5.6: LASSO modeli. Bir dizi L; norm degeri igin analizdeki degisken sayisi.
x-ekseninde norm degeri goriilmektedir. Her bir egri bir degiskeni temsil
etmektedir.

oldugundan LASSO modelinin TSS degerlerinin tahmin edilmesinde iyi bir secenek

degildir.
5.1.7 Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modelleri

Skaler yanmit degiskenini modellemek i¢in kullanilan modeller B-spline taban
fonksiyonlart aracilifiyla FDRM, tiim bilesenler ile FTBR, ¢apraz gecerlilik yontemi
ile FTBR (FTBR CV), tiim bilesenleri iceren FKEKKR, capraz gecerlilik yontemi ile
FKEKKR (FKEKKR CV) ve Rrs egrilerinin birinci ve ikinci dereceden tiirevlerinin
aciklayici degisken olarak kullanildigit FDRM’dir. Tiim modeller (5.2) esitli§inden
elde edilen AMEP degerleri kullanilarak karsilastirilmistir. 11k olarak, skaler yanit
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degiskeni olarak ham TSS degerleri alinmis ve TSS ile Rrs egrileri arasinda FDRM
kurulmugtur. Daha sonra TSS degerlerinin logaritmas1 yanit degiskeni olarak ele
alinmis ve sirasiyla Rrs egrileri, Rrs egrilerinin logaritmasi ve bu egrilerin birinci
ve ikinci tiirevleri iizerine fonksiyonel regresyon analizi yapilmistir. Fonksiyonel
modellemelerin gerceklestirilmesi i¢in Oncelikle egriler diizlestirilmigtir. Diizlestirme
icin sirasiyla optimum taban sayis1 CV Kkriteri ile belirlenen B-splayn taban yaklagimu,
optimum taban sayis1 ve cezalandirma parametresi CV kriteri ile belirlenen cezali
B-splayn taban yaklagimi ve Nadaraya-Watson ¢ekirdek yontemleri kullanilmigtir. Bu

yontemlerle diizlestirilmis egriler Sekil 5.7 *deki gibidir.
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Sekil 5.7: Diizlestirilmis egriler. (a) Ham Rrs egrileri. (b) Optimum taban sayis1 CV
yontemiyle belirlenen B-splayn yontemi ile diizlestirilmis Rrs egrileri. (c) Opti-
mum taban sayisi ve ceza parametresi CV yontemiyle belirlenen cezalandirilmis
B-splayn yontemi ile diizlestirilmis Rrs egrileri. (d) Nadaraya-Watson yontemi
ile diizlestirilmis Rrs egrileri. (e) Rrs egrilerinin logaritmas1 (log Rrs egrileri).
(f) log Rrs egrilerinin optimum taban sayis1 CV yontemiyle belirlenen B-splayn
yontemi ile diizlestirilmis hali. (g) log Rrs egrilerinin optimum taban sayis1 ve
ceza parametresi CV yontemiyle belirlenen cezalandirilmis B-splayn yontemi ile
diizlestirilmis hali. (h) Nadaraya-Watson yontemi ile diizlestirilmis log Rrs egrileri.
(i) Rrs egrilerinin 1.tiirevinin 8 tabanli B-splayn kullanilarak diizlestirilmis hali. (j)
Rrs egrilerinin 2.tiirevinin 8 tabanli B-splayn kullanilarak diizlegtirilmis hali. (k)
log Rrs egrilerinin 1.tiirevinin 8 tabanli B-splayn kullanilarak diizlestirilmis hali.
(1) log Rrs egrilerinin 1.tiirevinin 8 tabanlt B-splayn kullanilarak diizlestirilmis hali.
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Buna gore farkli yontemlerle diizlestirilmis egriler benzerlik gostermektedir. Bu
nedenle, hesaplama kolayligindan dolay1 Rrs egrilerinin diizlestirilmesinde 8 tabanh
B-splayn diizlestirme yoOntemi tercih edilmistir. Rrs ve log Rrs egrilerinin

diizlegtirilmesinde de taban sayis1 8 olan B-splayn yontemi kullanilmustir.

Veri setindeki fonksiyonel aykiri degerlerin belirlenebilmesi i¢in Febrero-Bande
ve Oviedo de la Fuente (2012) tarafindan onerilen agirliklandirma teknigine ve
bootstrap yoOntemlerine dayali bir yontem uygulanmistir. Bu yOntem 4 farkli
derinlik Ol¢iisii lizerinden uygulanmistir: Fraiman-Muniz derinligi (FMD), Modal
Derinligi (MD), Rastgele Tukey Derinligi (RTD), Rasgele Yansima Derinligi (Random
Projection, RPD). Bootstrap 6rnekleminden elde edilen kesim degerini belirlemek icin
Febrero-Bande ve Oviedo de la Fuente (2012) tarafindan oOnerildigi gibi bootstrap
orneklem sayist 200, kantil degeri ise 0.5 olarak alinmigtir. Veri setinde aykir1 deger
olmasindan kuskulanilan gozlemler olmasina ragmen, hicbir goézlem aykiri deger

olarak belirlenmemistir. Analizler 25 g6zlem iizerinden yapilmustir.

Ilgili FDRM’ye ait AMEP degerleri Cizelge 5.5’te verildigi gibidir.

Cizelge 5.5: FDRM icin AMEP degerleri

MODEL TSS ~ Rrs log TSS ~ Rrs log TSS ~ log Rrs
B-Splayn Tabam 0.34 0.43 0.77
FTBR 0.64 0.36 0.85
FTBR CV 0.34 0.22 0.75
FKEKKR 0.64 0.36 0.85
FKEKKR CV 0.33 0.24 0.79
FDRM 1.tiirev 0.57 0.64 0.96
Cezalandirilmis FDRM 2.Tiirev 0.54 0.63 0.97
FDRM 2.tiirev 0.57 0.39 1.02
Cezalandirilmis FDRM 2.tiirev 0.51 0.33 0.92

Cizelge 5.5’te verilen tiim modeller anlamli bulunmustur (p < 0.05). En yiiksek AMEP
degerleri genelde log TSS ve log Rrs arasinda kurulan FDRM’den elde edilmistir.
Bu nedenle, TSS degerini Rrs egrileri ilizerinden tahmin etmenin uygun olmadigi
soylenebilir. Ote yandan, en diisiik AMEP degerleri B-splayn taban yontemi ve
birinci dereceden tiirevin aciklayici degisken olarak ele alindig1 modeller disinda TSS
degerlerinin logaritmasi ile Rrs egrileri arasinda kurulan FDRM’den elde edilmistir.

Bu yontemler, TSS degerlerinin Rrs egrileri iizerinden modellenmesinde daha iyi
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sonu¢ vermistir. Genel olarak bakildiginda, capraz gecerlik yontemine dayali FTBR
ve FKEKKR daha diisiik AMEP degerleri vermistir. En iyi tahminler ise, "log TSS
~ Rrs" arasinda kurulan ve sirasiyla 0.22 ve 0.24 AMEP degerlerine sahip FTBR CV
ile FKEKKR CV yontemlerinden elde edilmistir. CV kriteri tarafindan her iki yontem
icin de iki bilesen secilmistir. FTBR icin besinci ve ikinci temel bilesenler alinirken,

FKEKKR i¢in ilk iki temel bilesen analize alinmustir.

FTBR CV modeline ait belirtme katsayis1 (R?) ve standart sapma degerleri sirasiyla
0.66 ve 0.50 olarak bulunmustur. Sekil 5.8’in iist orta grafiginden de goriildiigii
gibi heterojen varyanshilik s6z konusudur. Bunun temel nedeni az sayida gozlemle
calisilmasidir.  Sekil 5.8’in alt ortasinda yer alan uc¢ degerleri gosteren "Leverage"
grafigine bakilirsa, 8 numarali egrinin olasi bir etkin gézlem oldugu goriiliir. Artik
dagilimini gosteren Q-Q plot ve kutu cizimlerinden de goriilecegi gibi artiklar

hafif carpik olmakla birlikte yaklasik olarak normal dagilmaktadir ve iki u¢ deger

gozlenmektedir.
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Sekil 5.8: log TSS and Rrs arasindaki FTBR CV modeline ait 6zet grafikler.
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CV yontemi ile secilen beginci ve ikinci fonksiyonel temel bilesenler sirasiyla toplam

varyansin yiizde 4.3’{inii ve yiizde 6.8’ini aciklamaktadir. Bu bilesenlere ait parametre

degerleri, standart hata, t istatistikleri ve p degerleri Cizelge 5.6’da verilmistir.

Cizelge 5.6: FTBR CV modelinin Parametre Kestirimleri

Parametre Kestirim Standart Hata tistatistik deg. p degeri

Sabit terim
FTB 5
FTB 2

3.76

—24.05
—8.35

0.10
3.92
3.12

37.4 < 0.001
—6.13 < 0.001
—2.68 0.013

FKEKKR CV modeline ait belirtme katsayis1 degeri ve model standart sapmasi ise

sirastyla 0.69 ve 0.23 olarak bulunmustur.

Bu modele ait R?> degeri FTBR CV

modeline ait R degerinden biraz daha yiiksek, standart sapma degeri ise daha diisiiktiir.

FKEKKR CV modeline ait 6zet grafikleri Sekil 5.9 ile verilmistir.
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Sekil 5.9: log TSS and Rrs arasindaki FKEKKR CV modeline ait 6zet grafikler.
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Sekil 5.9’un alt solunda verilen "Leverage" grafiginden goriildiigii gibi hi¢bir aykirt ya
da u¢ deger bulunmamistir. Artik degerlerine ait Q-Q plot ve kutu grafikleri FTBR CV

modeline benzer sekildedir.

FKEKKR CV modelince secilen birinci ve ikinci temel fonksiyonel kismi en kiigiik
kareler bilesenlerine ait parametre kestirimleri ve standart hatalar Cizelge 5.7°de

verilmisgtir.

Cizelge 5.7: FKEKKR CV modeline ait parametre kestirimleri

Parametre Kestirim Standart Hata tistatistik deg. p degeri

Sabit Terim 3.76 0.09 38.89 < 0.001
FKEKKB 1 0.12 0.005 23.89 < 0.001
FKEKKB 2 0.20 0.001 178.77 < 0.001

Cizelge 5.6 ve Cizelge 5.7°de goriildiigii gibi hem FTBR modeli i¢in hem de FKEKKR
modeli i¢in CV kriterince sec¢ilen fonksiyonel bilesenler anlamli bulunmugtur. Segilen

FTBR ve FKEKKR bilesenleri Sekil 5.10’da ¢izilmistir.

Sekil 5.10’un sol panelindeki grafik secilen fonksiyonel temel bilesenleri gostermek-
tedir. Kirmiz1 egri ile belirtilen ikinci fonksiyonel temel bilesen 550 nm dalgaboyuna
daha fazla agirlik verirken en diisiik ve en yiiksek dalgaboylarina daha diisiik
agirlik vermektedir. Siyah egri ile gosterilen besinci fonksiyonel temel bilesen ise
dalgali bir yapiya sahip oldugundan yorumlanmasi zordur. Sag panelde gosterilen
FKEKK bilesenlerinden siyah egri ile gosterilen birinci FKEKK bileseni yiiksek band
degerlerine yiiksek agirlik veren bir fonksiyondur. Kirmizi egri ile ifade edilen ikinci
FKEKK bileseni ise orta derece dalgaboylarina az, algak ve yiiksek dalgaboylarina
daha fazla agirlik vermektedir. Bu bilegen, ikinci fonksiyonel temel bilesenin tersi

olarak yorumlanabilir.

Capraz gecerlilik kriteri ile uygulanan FTBR ve FKEKKR yontemlerinden kestirilen

parametre fonksiyonlart Sekil 5.11°de gosterilmistir.

Seklin sol panelinde goriildiigii gibi, her iki durumda da yiiksek band degerleri
parametre fonksiyonun kesitiriminde daha etkilidir.  Iki parametre fonksiyonu
arasindaki en temel fark diisiik band degerlerinin FKEKKR’da FTBR’ye gore daha

onemli olmasidir.
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Sekil 5.10: FTBR CV ve FKEKKR CV Modellerince Se¢ilen Fonksiyonel Bilesenler.

5.1.8 Uygulama Sonuclari

Diger istatistiksel yontemlere kiyasla FDRM genellikle daha diisiik AMEP degerleri
vermistir. Klasik istatistiksel modeller arasinda (Ustel regresyon, GAM ve LASSO),
681 nm ve 665 nm bandlarindan elde edilen Rrs degerleri kullanilarak yapilan basit
tistel regresyon modelleri TSS degerlerini daha iyi tahmin etmistir. Bu modeller
ayn1 zamanda literatiirde de TSS’i tahmin etmek i¢in sik¢a kullanilan ve Onerilen
modellerdir. Skaler yanit degiskeni TSS olarak alindiginda, B-splayn taban yaklasimi
ile FDRM, FTBR CV ve FKEKKR CV yontemleri daha iyidir. log TSS ve Rrs
degiskenleri arasinda kurulan, agiklayici de8iskenin RSS egrilerinin birinci tiirevi
olarak alindig1 fonksiyonel modelleri hari¢, tiim fonksiyonel dogrusal regresyon
modelleri yamti, iistel regresyon modellerinden ve dider istatistiksel yontemlerden
daha iyi tahmin etmigtir. Tiim modeller arasinda en iyi tahmini FTBR CV ve FKEKKR

CV modelleri vermistir.
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klasik istatistiksel yontemlere iyi bir alternatif olusturmaktadir.

FKEKKR modelinin beta kestirim fonksiyonu

T T T T T
450 500 550 600 6850

Dalgaboyu

Sekil 5.11: FTBR CV ve FKEKKR CV modellerinden kestirilen parametre

Sonug olarak, TSS degiskeninin Rrs degerleri kullanilarak tahmin edilmesinde FDRM,

Ozellikle, daha

fazla dalgaboyunun kullanilmasina imkan veren gelecek caligmalarda FDRM uzaktan

algilama verilerinin modellenmesinde daha biiyiik oneme sahip olacaktir.



6 SIMULASYON CALISMASI

Uygulamada kullanilan yontemlerin tahmin performanslarinin  kargilagtiriimasi
ve sonuclarin desteklenmesi amaciyla bir simiilasyon c¢aligmasi tasarlanmistir.
Simiilasyon c¢aligmasi ii¢ temel adimdan olugmaktadir. Birinci adimda, skaler
yanit vektoriiniin olusturulmas: i¢in gerekli olan fonksiyonel agiklayici degisken
kaydedilen uydu goriintiilerinden secilmistir. Ikinci adimda, bir énceki adimda segilen
uydu goriintiisii kullanilarak Y yanit degiskeni olusturulmustur. Bu asamada, yanit
degiskenini tiretmek i¢cin dort farkli model ve ii¢ farkli hata varyansi1 kullanilmistir.
Uciincii adimda ise iiretilen yanit degiskeni belirlenen pikseller i¢in 7 farkli model
tizerinden tahmin edilmistir. Bu baglamda, ii¢ farkli 6rneklem biiyiikliigii seg¢ilerek iki
kath Capraz Gecgerlilik (CV) yontemine bagli MEP degerleri hesaplanarak modeller

karsilastirilmistir. Gelecek boliimlerde bu adimlar ayrintili olarak aciklanmagtir.

6.1 Fonksiyonel Aciklayici Degiskenin Se¢imi

Fonksiyonel agiklayici deg8iskenin olusturulmasinda 413 nm, 443 nm, 490 nm,
510 nm, 560 nm, 620 nm, 665 nm, 681 nm dalga boylarinda kaydedilmis uydu
goriintiileri kullanilmigtir. Goriintiiler 36.01 — 37° N enlem, 7—6.01° W boylamlart ile
sinirlandirilan alani gosterecek sekilde diizenlenmistir. Bu nedenle, her goriintii toplam
136900 pikselden olugsmaktadir. Her piksel sudan yansima degerleri ile ilgili bilgi
icermektedir. Olabildigince fazla bilgi iceren fonksiyonel degiskenin belirlenebilmesi
icin karaya ait pikseller ¢ikarilarak Rrs degeri 0’dan biiyiik olan pikseller ele alindi.
Dalgaboyu degeri arttik¢a, piksellerdeki bilgi de8eri diistiigii i¢in (bkz. Sekil 6.1) bu

islem son dalgaboyu 681 nm referans alinarak yapilmigtir.

En cok bilgi iceren, baska bir deyisle 0’dan biiyiik deger iceren en fazla piksele sahip
olan goriintiiniin 9843 piksel ile 2009 yilina ait oldugu goriilmiistiir. Fonksiyonel
aciklayici degisken J(r) olarak kullanilmak iizere bu giine ait sekiz dalga boyundaki

Rrs degerleri birlestirilerek fonksiyonel obje olusturulmustur. Bazi dalga boylarinda
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(e) Rrs 560 (f) Rrs 620 (g) Rrs 665 (h) Rrs 681
Sekil 6.1: Farkli dalga boylari icin uydudan elde edilen goriintiiler

bulunan eksik degerler sonucu toplam 66 gdzlem analizden ¢ikarilmistir. Sonug olarak,
9777 (N=9777) adet fonksiyonel gozlem kalmistir. Her bir piksele ait egriler Sekil
6.2’te goriildiigii gibidir.

0.03
I

002
1

Water Reflectances

450 500 550 600 650

Wavelength

Sekil 6.2: Simiilasyonda Kullanilan Fonksiyonel Gozlemler

6.2 Yamt Degiskeninin Uretilmesi

Y skaler yanit vektorii, uygulamada TSS degerinin logaritmast ve Rrs degerleri
arasinda kurulan modellerden elde edilen parametre kestirim fonksiyonlarina

dayanarak uretilmistir. TSS degerinin logaritmas: iiretilirken dort model (M = 4)
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kullanilmigtir: 665 nm dalgaboyu aciklayicit degiskeni ile basit iistel regresyon,
B-splayn taban fonksiyonlarina dayali FDRM, tiim bilesenler ile FTBR, CV yontemi
ile secilen bilesenlere dayali FTBR. FKEKKR, yanit degiskeni ve aciklayici
degiskenler arasindaki kovaryansin bilinmesini gerektirdiginden kullanilamamistir.
Bu asamada yanit vektorii bilinmediginden ve aciklayici degiskene bagli olarak

olusturulmak istendiginden kovaryans hesaplanamaz.

Baglangi¢ olarak, yamit vektorii (?exp), (5.6) denklemi ile verilen basit klasik iistel
regresyon modeli temel alinarak iiretilmigtir. Aciklayict degisken olarak secilen giin

icin 665 nm dalgaboyunda kaydedilmis Rrs degerleri alinmistir.

Daha sonra ise yanit degiskeninin iiretilmesinde,

Vi [z 0Bdi+e, (6.1)

genel formuyla ifade edilen FDRM kullanilmigtir. Burada, ¥*(¢) secilen giine iligkin
olarak 8 farkli dalga boyunda kaydedilmis Rrs degerlerinin olusturdugu fonksiyonel
aciklayict degiskeni, B(¢) sirasiyla uygulamada kullanilan ilgili FDRM’den alinan
(swrasiyla B-splayn taban fonksiyonuna dayali FDRM, FTBR ve FTBR CV modelleri)
parametre kestirim fonksiyonunu ifade etmektedir. Bu modellerden {iretilen yanit

vektorleri sirasiyla Y, pan, YrTB Ve YETBCy 1lE gOsterilecektir.

B-splayn yontemi ile FDRM’e dayali yanit vektorii Yyaban)s Joo, sirastyla /(1) =
Y8 chon(t) ve B(t) = X7_, b 6(k) fonksiyonlarimin agiliminda kullanilan ¢ (r)
[01(),..,08(¢)] ve O(r) = [6(¢),...,05(t)] seklindeki taban fonksiyonlarinin ig

carpiminin olusturdugu matrisi ifade etmek iizere,

avan = [ 2 (0B (0)dr = c;Joob" 62)

modelinden iiretilmistir. Burada, ¢ = [c]},...,c}]" ve b* = [b],...,b%]" fonksiyonel
aciklayict degisken ve parametre fonksiyonunun agiliminda kullanilan Kkatsay1
vektorleridir. (6.2) modelindeki b* ve Jyg parametereleri ilgili FDRM’den alinirken,
¢’ ilk asamada olusturulan fonksiyonel agiklayici degisken ¥, (¢)’nin uygulamadakine
benzer sekilde 8 adet B-splayn taban fonksiyonu iizerinden diizlestirilmesinden elde

edilmistir.
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FTBR durumunda, (6.1) denklemi ile verilen model,

Vers =ty + / 7 (0B (0)dt = py +Fib, 6.3)

Uy gergek yanit vektoriiniin ortalamasi,F;,, uygulamadan elde edilen é 0z fonksiyon-
lar1 araciligiyla merkezilestirilmig x“* egrileri kullanilarak F};, = (¥, é) esitliginden
hesaplanan skor matrisi ve b*, uygulamada kullanilan Brrp(t) = ZL] b;‘é f
acilimindan alinan parametre vektoriidiir. Burada, J, verinin diizlestirilmesinde
kullanilan bilesen sayisim gostermek lizere (6.3) modeline indirgenir. FTBR modeli

icin bu say1 8’e, FTBR CV modeli i¢in ise 2’ye esittir.

Yanit vektoriiniin iiretilmesinde kullanilan bir diger parametre hata terimidir. Hata
terimi € sifir ortalamal1 ve parametre fonksiyonunun alindig1 modelin hata varyansina
sahip normal dagilimdan gelen bir vektordiir. Gozlem sayisinin az olmasindan otiirii
uygulamadaki modellere ait artik varyanslar1 oldukca yiiksektir. Bu nedenle, yanit
vektoriiniin simiilasyonunda ii¢ farkli (S = 3) varyans degeri goz Oniine alinmugtir:
uygulamadaki ilgili modelden elde edilen ham artik varyansi (o‘l2 = 62), model artik
varyansinin beste biri (0'22 = 62/5) ve model artik varyansinin onda biri (632 =
62/10). Her bir modelde, artik varyansimin her bir degeri icin sifir ortalamali normal
dagilimdan gelen 500 adet hata vektorii iiretilmistir. Dolayisiyla, her bir modelde her

bir artik varyans degeri i¢in 500 (P = 500) farkl1 yanit vektorii olusturulmustur.

6.3 Tahmin Modellerinin Karsilastirilmasi

Yanitin tahmin edilmesinde yedi farkli (E=7) model kullanilmistir: 665 nm dalgaboyu
ile iistel regresyon modeli, B-splayn taban a¢ilimina dayali FDRM, FTBR, FTBR CV,
FKEKKR, FKKEKKR CV modelleri ve 2.dereceden tiirevin agiklayici degisken olarak
alindigit FDRM (FDRM 2.tiirev). Modellerin tahmin performansi (5.1) denkleminden

hesaplanan 2-kathi CV yontemine dayali MEP degerleri araciligiyla karsilastirilmastir.

Bu baglamda oncelikle veri ii¢ farkli (G = 3) 6rneklem biiyiikliigii ss = {25,50,100}
secilerek ikiye boliinmiistiir. Gergek hayat verilerinde tahminler genellikle smirl
sayida gozlem iizerinden yapildiZindan en biiylikk 6rneklem hacmi 100 olarak

belirlenmigtir. Gorlintiiyli olusturan 9777 pikselden ss kadari rassal olarak se¢ilmis
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Fonksiyonel Degigkenin
(X) Secimi (D=1)

l Hata Vektoriiniin
M=4 Farkh Varyansinin
Modelden 3 Yamt Vektorunin . .
SN T . . Belirlenmesi
Parameter- (Y) Uretilmesi 5 5 o
lerinin Alinmasi § = {oi, 03,03}
l (5=3)
Orneklem

Biiyiikliigiiniin Se¢imi
ss = {25,50,100} (G=3)

l P =500

E = 7 Farkli Mod- R =100

elden Tahmini

|

4 A

MEP Degerlerinin
Hesab1 ve Me-
dyaninin Alinmasi

|

4 A

med(MEP) Degerlerinin
Ortalamasimin Hesab1

\ J

[ N — ss Adet Gozlemin ]

Sekil 6.3: Simiilasyon Tasarimi

ve geriye kalan (N — ss) pikselleri icin yanit degiskeni secilen ss gozlem tizerinden

tahmin edilmistir.

Bu siirec, R = 100 defa tekrar edilmis ve her bir yant tiirii ve tahmin modeli
icin MEP degerleri hesaplanmistir. Daha sonra, hesaplanan MEP degerleri carpik
bir dagilima sahip oldugundan MEP degerlerinin 100 tekrar {izerinden medyani

(medMEP) alinmustir.

Son olarak ise, P = 500 tekrar {izerinden medMEP degerlerinin ortalamasi alinmis ve
modeller ortalama medMEP degerleri kullanilarak karsilastirilmistir.

Simiilasyon caligmasi Sekil 6.3’deki gibi Ozetlenebilir. Cizelgede goriildiigii gibi
tasarlanan simiilasyon calismasinda M x § x G, yani 36, olas1 senaryo vardir. Her

olas1 durum i¢in £ = 7 farkli modelden elde edilen sonuclar karsilastirilmigtir.
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6.4 Simiilasyon Sonuclar:

Orneklem biiyiikliigiine gore simiilasyon sonuglari sirasiyla Cizelge 6.1, Cizelge 6.2

ve Cizelge 6.3’de verilmistir.

Cizelge 6.1 incelenecek olursa drneklem biiyiikliigiiniin 25 olmasi durumunda, hata
varyansi azaldikca ?mban ve VFTB yanitlar1 icin iistel regresyon modeli ve FDRM
2.Tiirev modelleri hari¢ tiim modellerin ortalama med(MEP) degerleri de azalmaktadir.
Hata varyansinin yiiksek olmasi durumunda ?exp ve Zaban yanitlar1 i¢in sirasiyla
FKEKKR CV and FDRM Tiirev 2 modelleri, ?FTBCV yanit1 i¢in ise FKEKKR CV
modelleri iyi tahminler vermislerdir. Hata varyansi azaldikca yanit tipine gore en iyi
tahminler genelde yanitin geldigi modelden elde edilirken YrTBey yanitt icin FKEKKR
CV yontemi FTBR CV yontemine gore daha iyi sonu¢ vermistir. Tiim bilesenleri

iceren FTBR ve FKEKKR modelleri her zaman esit sonuclar vermektedir.

Orneklem genisligi 50 olarak alindiginda Cizelge 6.2’de de goriildiigii gibi, yiiksek
hata varyansi (612) durumunda ?exp yaniti icin FKEKKR CV yoOntemi, ?FTBCV
yanitt i¢in ise FDRM Taban ve FKEKKR CV yontemi en iyl tahminleri vermistir.
Bunlar disinda en iyi tahminler genelde yanitin iiretildigi modelden elde edilmistir.
Orneklem biiyiikliigii arttirldiginda tiim modellerden hesaplanan medMEP degerleri
ortalamasinin hata varyansi azaldikca diistiigii goriilmektedir. Ancak bu diisiis Rrs
egrilerinin agiklayici degisken olarak alindigi fonksiyonel modellerde diger modellere
kiyasla ¢cok daha yiiksektir. Cizelge 6.3’den de goriildiigii gibi orneklem genisligi
100’e cikarildiginda, diisiik hata varyans: durumunda ?exp yamiti1 FDRM 2.tiirev
modeli hari¢ tiim modeller iyi tahmin etmistir. Fonksiyonel modellerden tiiretilen
yanitlar i¢cinde ?mban yanit1 i¢in yiiksek varyans durumunda en iyi tahmini FDRM
Taban yontemi verirken varyans diistiikkce fonksiyonel modellerin tahmin performansi
yaklasmistir. Boyut indirgemeye dayali fonksiyonel regresyon modellerinden tiiretilen

Y, FTR VE Y, FTBey yanitlarini ise en iyi tiiretildikleri modeller tahmin etmisgtir.

Genel olarak yorum yapilacak olursa, 6rneklem biiyiikliigii arttikca ve hata varyansi
azaldikga tiim yamt tiirleri icin modellerin medMEP degerleri diismektedir. Ozellikle
de fonksiyonel regresyon modellerinin medMEP ortalamalar1 yaklagmakta ve
aralarindaki fark azalmaktadir. Ancak fonksiyonel modeller arasinda FDRM 2.Tiirev

modeli diger modellere kiyasla daha yiiksek MEP degerleri ile fark yaratmaktadir.
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Yanit iistel regresyon modelinden geldiginde, 6zellikle de 6rneklem genisligi biiyiik
ise, uistel regresyon modelinden elde edilen MEP degerleri ile diger FDRM’den elde
edilen MEP degerleri arasinda fazla fark yoktur. Ancak yanit degiskeni FDRM
kullanilarak tiiretildiginde, iistel regresyon modeli ve diger FDRM’den elde edilen

MEP degerleri arasindaki fark artmaktadir.

Tiim yanit tiirleri i¢cin, FDRM’nin genelde literatiirde siklikla kullanilan {istel
regresyon modeline gore yaniti daha iyi tahmin ettigi goriilmektedir. Ozellikle de,
boyut indirgeme yontemine dayali FDRM (FTBR, FTBR CV, FKEKKR, FKEKKR
CV) ile Taban yaklasgimi ile FDRM diisiik MEP degerleri ile en iyi tahminleri

yapmaktadir.

Cizelge 6.1: Orneklem Biiyiikliigii 25 i¢cin Kargilastirma Tablosu (medMEP deger-
lerinin ortalamasi)

Orneklem Biiyiikliigii ss=25

Tk Vayans Ree Tabn TER oy PRERKR UMl
N of 099 126 157 125 157 0.98 1.04
Yexp o; 014 025 036 029 036 0.31 0.67
o 004 007 009 0.09 009 0.09 0.65
N ol 110 111 132 115 132 1.09 1.10
Yiaban o7 119 013 020 0.17 020 0.16 1.03
o7 120 003 005 005 0.05 0.06 1.02
N o} 1.06 122 127 116 1.27 1.13 1.01
Yrrs o7 1.08 076 017 021 017 0.29 0.85
o; 107 075 004 005 0.04 0.05 0.83
N ol 088 078 091 082 091 0.74 0.78
Yereev 62 052 008 009 008 0.9 0.07 0.15
o; 049 003 002 0.02 0.2 0.02 0.11

Sonug olarak, tasarlanan simiilasyon calismasindan elde edilen sonuglar uygulamada
elde edilen sonuclar1 desteklemektedir. Boylelikle, sinirli sayida dalga boyunda bilgi
kaydedilmis olsa bile uzaktan algilama verilerinin analizinde FDRM nin bilinen klasik

istatistiksel yontemlere iyi bir alternatif olusturdugu sdylenebilir.
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Cizelge 6.2: Orneklem Biiyiikliigii 50 i¢cin Kargilastirma Tablosu (medMEP deger-
lerinin ortalamasi)

Orneklem Biiyiikliigii ss=50

T Vayas Res Toam TR oy FREKKR CCCURE
i 62 090 100 108 098 1.08 0.89 0.97
Yep 62 011 014 016 015 0.16 0.20 0.60
62 003 004 004 004 0.04 0.04 0.57
~ 62 1.02 084 091 089 09I 0.86 1.04
Yiban G2 094 008 009 009 0.09 0.10 0.95
62 094 002 002 002 0.02 0.03 0.94
> 62 097 090 085 083 0.85 0.88 0.95
YerB 62 083 040  0.08 0.08 0.8 0.09 0.76
62 082 036 002 002 0.02 0.02 0.75
~ 62 089 071 075 073 075 0.71 0.73
Yereer 62 054 007 007 007  0.07 0.07 0.14
62 052 002 002 002 0.02 0.02 0.09

Cizelge 6.3: Orneklem Biiyiikliigii 100 icin Karsilastirma Tablosu (medMEP deger-
lerinin ortalamasi)

Orneklem Biiyiikliigii ss=100

Tih Vaas Res Tawn FTPR oy FKEKKR TSl
N ol 084 088 091 088 091 0.86 0.95
Yexp o7 010 0.1 012 012 0.12 0.12 0.56
o7 003 003 003 003 0.03 0.03 0.53
N of 09 072 075 075 075 0.74 1.01
Yiaban o7 077 007 007 007 0.07 0.07 0.91
o7 076 002 002 002 0.02 0.02 0.91
N cZ 091 075 069 072 0.69 0.72 0.92
Yrrs o7 069 027 006 006 0.06 0.06 0.72
o7 067 024 001 001 0.01 0.01 0.71
N of 090 069 070 069 0.70 0.69 0.71
Yerser 62 059 007 006 006 0.06 0.06 0.13
o; 057 002 002 0.02 0.02 0.02 0.09
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7 SONUC VE ONERILER

Bu calismada, denizbilim alaninda uzaktan algilama verileri iizerinden tahminler
yapilmasinda bilinen klasik istatistiksel modellere alternatif olarak FVA yaklasimi
onerilmis ve Cadiz bolgesindeki Guadalquivir nehir agzindaki TSS miktarinin uydu
verileri iizerinden tahmin edilmesinde cesitli istatistiksel modeller uygulanmistir.
Denizbilimde uydu verilerinden TSS degerlerinin tahmin edilmesinde genelde klasik
tistel dogrusal regresyon modelleri kullanilirken bu calisma ile pek cok alternatif
yontem denenmis ve sonuclart karsilastirllmisti. FDRM ig¢in farkli yanitlar ve
aciklayici degiskenler alinmistir. Bu modeller arasinda, TSS degerlerinin logaritmasi
ve Rrs degerleri arasindaki boyut indirgeme yontemlerine dayali FDRM, TSS
miktarimm1 GTM, LASSO ve iistel regresyon modellerine kiyasla daha iyi tahmin

etmigtir.

Bu caligmanin 6nemi, deniz bilim alaninda uydu verilerinden TSS parametre tahmini
yapilmasinda ilk kez fonksiyonel dogrusal regresyon modellerinin uygulanmasidir.
MERIS uydusundan elde edilen uzaktan algilama verilerinin kullanildig1 daha 6nceki
calismalarda TSS degerleri tek banth {istel regresyon modelleri kullanilarak tahmin
edilmistir. Binding ve dig. (2003) mineral oraninin 665 nm bandindaki yansima
degerleri lizerinden kuadratik regresyon modeli ile tahmin etmistir. Nechad ve
dig. (2010)’1in caligmasinda TSS degerlerinin modellenmesinde 681 nm bandini
kullanilirken Caballero ve dig. (2016)’1n calismasinda en yiiksek agiklama oranim
665 nm bandinda bulunmustur. MERIS uydusu disinda MODIS, DEIMOS gibi
farkli uydulardan elde edilen uzaktan algilama verilerinin kullanildig1 calismalar da
vardir (Caballero ve dig., 2014a,b). Ancak MERIS daha yiiksek ¢oziiniirliige sahip
oldugundan bu uydulara tercih edilmektedir. Nechad ve dig. (2010) ozellikle diisiik
yogunluk degerleri i¢in tek bant yerine ¢cok bantli modellerin daha uygun olabilecegini

belirtmistir. Bu ¢alismada FDRM nin yanisira daha once literatiirde kullanilmamus tek
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bantli ve ¢ok banth pek ¢ok farkli model uygulanarak karsilagtirilmistir. En uygun

modeller FDRM olarak bulunmustur.

Bu calismanin kisitlar1 gézlem sayisinin ve dalga boyu sayisinin azligidir. Tasarlanan
simiilasyon caligsmasi ile gozlem sayist arttirilmistir. Ancak ne yazik ki, o donemde
kullanilan sensorlerden dolay1 dalgaboyu sayisini arttirmak miimkiin degildir. Son
zamanlarda, daha fazla dalga boyunda veri kaydeden sensorler kullanimdadir. Ancak,
bu donem ile eslesen yeterli sayida toplanmis 6rneklem bulunmamaktadir. Bu alanda
Fransa’da Ferraty ve dig. (2016) tarafindan yiiriitiilen yeni bir projede hiperspektral
uzaktan algilama verileri iizerinden nonparametrik FDRM kullanilarak doga ile
iligkili parametre tahminleri yapilmaktadir. Dalga boyu sayisinin artmasi verinin

biiytikligiinti de arttiracaktir.

Uygulama kisminda elde edilen sonuclar bir simiilasyon calismasi ile desteklenmistir.
Simiilasyon sonuglarina gore, orneklem biiyiikligli artip hata varyansi azaldikca
FDRM’nin tahmin performansinin iistel regresyon modellerinden daha iyi oldugu
goriilmektedir.  Uygulamadakine benzer sekilde boyut indirgeme yontemlerine
dayali FDRM diger fonksiyonel modellerden genelde daha iyi tahminler vermistir.
Calismadaki zaman kisit1 nedeniyle simiilasyon belli kisitlarda yapilmigtir. Ancak
ilerleyen calismalarda bazi1 parametreleri degistirerek simiilasyon ¢alismasinin gelistir-
ilmesi diisiiniilmektedir. Ornegin, tahmin icin kullanilan &rneklem biiyiikliigiiniin
100 yerine 200 olmasi, aciklayici degiskeni olusturan piksellerin rasgele secilmesi
yerine belli rotalarda toplanan 6rneklemlerin koordinatlar1 gézoniinde bulundurularak
secilmesi, acgiklayici degisken belirlenirken farkli giinlerde kaydedilen goriintiilerin
gdz Oniine alimp daha fazla sayida goriintii kullanilmasi diisliniilen degisiklerden
bazilaridir. Bunun disinda, uygulamada veri eslestirmesi siirecinde gbdzlemin tam
olarak kaydedildigi piksel yerine gozlemin 2 x 2 kutu alanda en yakin oldugu
nokta kullanilmisti. Bu sayede daha fazla gozlem elde edildi. Ancak ileriki
caligmalarda verinin tam koordinati dikkate alinarak yapilan eglestirilmenin sonuclari
nasil degistirecegi incelenebilir. Bizim ¢alismamizda indirilen 3.5 TB boyutundaki
uydu verileri goz 6niine alindiginda ¢calismanin ayrica bir biiyiik veri problemi icerdigi
goriilmektedir. Gelecekte biiyiik veri setlerinin artmasiyla birlikte sadece bu alanda
degil pek cok alanda FDRM’nin diger istatistiksel yontemlere gore daha kolaylik

saglayacagi ve kullaniminin daha 6nem kazanacag1 ongoriilmektedir.
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Bu caligma iilkemizde bu denli ayrinti iceren ilk detayl calisma oldugu i¢in ileride bu

alanda aragtirma yapacaklara yardimei olacagi diisiiniilmektedir.
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A Fonksiyonel Uzaylar Uzerinde Tanimlar

Fonksiyonel veri analizinde, sonlu boyutlu vektor uzaylar1 yerine fonksiyonel uzaylar
tizerinde calisilir. Fonksiyonel uzaylar genel olarak vektor uzaylari ile aym 6zelliklere
sahiptir.  Sadece vektorlerin yerini fonksiyonlar, matrislerin yerini ise dogrusal
doniistimler alir. Fonksiyonel bir veri genelde metrik ya da yari-metrik bir uzay
tizerinde tanimlanir. Fonksiyonel veri analizinin ilk adimi fonksiyonel veri iizerinde
calisilacak uzaya karar vermektir.

Bu boliimde fonksiyonel veri ile ¢alisilirken bilinmesinde yarar olan bazi tanim ve
teoremler verilmistir. Kullanilan bazi referanslar sunlardir: Kreyszig (1978); Ramsay
ve Silverman (2005); Horvath ve Kokoszka (2012) ve Cuevas (2014).

1.1 Metrik Uzaylar ve Ozellikleri

X bir kilme ve d : X x X — R, X iizerinde taniml bir uzaklik fonksiyonu (metrik)
olmak iizere her x,y,z € X icin,

1. d(x,y) negatif-olmayan sonlu bir gergel deger (Pozitif tanimlr),
2. x =y ancak ve ancak d(x,y) = 0 i¢in (Birim),
3. d(x,y) = d(y,x) (Simetri),

4. d(x,y) < d(x,y) +d(y,z) (Uggen Esitsizligi),

ozellikleri saglaniyorsa (X, d) ¢iftine bir metrik uzay denir.

d(x,y) = |x—y| metrigi ile gerel dogru R ve d(x,y) = \/(x; — y1)2 + (x2 — y2)? Oklid
metrigi ile R? diizlemi metrik uzaylarin 6rneklerindendir.

Yari-metrik uzay yukarida belirtilen ikinci 6zellik disinda metrik uzaylarla aymi
ozelliklere sahiptir. Ikinci 6zelligin saglanmamasi, x,y € X gibi iki nokta arasindaki
d(x,y) uzakhgmn yari-metrik uzaylarda x ve y ayrik noktalar oldugunda da sifira esit
olabilecegi anlamina gelir.

Yari-metrik uzayin bir 6rnegi,

aGen) = [ 120 ~violar

metrigi ile verilen [0,1] arahig1 iizerinde mutlak integrallenebilir fonksiyonlarin
kiimesidir.
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1.2 I¢ Carpim Uzaylan ve Ozellikleri

I¢ carpim pozitiflik, simetri ve dogrusallik 6zelliklerine sahip bir operatordiir. Bir X
uzayna ait x ve y elemanlarinin i¢ carpimu (x,y) seklinde gosterilir ve su 6zelliklere
sahiptir:

1. Tiim x degerleri i¢in (x,x) > 0. Yalmizca x = 0 ise (x,x) = 0’dir. (Pozitiflik)

2. Tum x ve y degerleri igin (x,y) = (y,x) saglanir. (Simetri)

3. Tiim a,b € R skaler degerleri ve x,y ve z vektorleri i¢in,

(ax+by,z) = a(x,z) + b(y,z) saglanr. (Dogrusallik)

Uzerinde i¢ ¢arpim tanimlanmis olan bir vektér uzayr i¢ carpim uzayr olarak
adlandirilir.

Oklit uzayinda tanimli x = (x1,x2,...x,) ve y = (y1,¥2,...y,) vektorlerinin i¢ ¢arpimi
nokta carpimui olarak tanimlanir:

(1,22, ..%0), (V1,Y2,-¥n)) = X1¥1 +X2Y2 + . XpYn = LiXiYi-

Gergel fonksiyonlarin vektdr uzayinda toplam yerini integrale birakir. ¢ € [0, 7] olmak
iizere x(¢) ve y(¢) fonksiyonlari i¢in i¢ carpim su sekilde tanimlanir:

<X7’Y> = fOT%(t)'}’(t)dt.

1.3 Normlu Uzaylar ve Ozellikleri

Bir vektor uzayina ait bir x elemaninin i¢ ¢carpimi onun boyunun bir dlciisiidiir. Bu
Olciiniin pozitif kare kokii norm olarak adlandirilir. Bir x elemaninin normu, pozitiflik
aksiyomu geregince ||x|| > 0 olmak iizere,

Ix[|> = (x,x),

olarak gosterilir.

n-boyutlu bir OKlit uzayna ait bir elemanin normu vektoriin uzunluguna esittir. Bir y
fonksiyonunun normu £ norm olarak adlandirilir ve

Ixll = (f x()%dr)"?

olarak gosterilir.

Normun 6zellikleri i¢ ¢carpimin 6zelliklerine benzerdir ve agsagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. Tiim x degerleri igin ||x|| > 0. Yalnizca x = 0 i¢in ||x|| = 0. (Pozitiflik)
2. Tiim x ve y elemanlart i¢in ||x+y|| = ||y +x||. (Simetri)
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3. Tiim a gercel sayilar icin,
lax]| = lal[lx]]-

X bir vektor uzayi olsun ve ||| : X — R fonksiyonu verilsin. Eger tim x,y € X
elemanlari ve bir A € R skaleri i¢in yukarida bahsedilen ozellikler saglaniyorsa (X, || -
||) ikilisi bir normlu uzay olarak adlandirilir.

Tiim normlu uzaylar metrik uzaydir ancak tiim metrik uzaylar normlu uzay degildir.
Benzer sekilde, tiim i¢c carpim uzaylart normlu uzaydir ancak tersi dogru degildir.

1.4 Hilbert Uzaylan
Eger H tam bir i¢ ¢carpim uzayi ise, o zaman H uzayina bir Hilbert uzay: denir.
[0, T] iizerinde tammliu L? = L?(]0, T]) uzay1, dlciilebilir gercel degerli fonksiyonlarin

bir kiimesidir ve fOT x%(t)dt < oo ozelligini saglar. Bu uzaya karesi integrallenebilir
fonksiyonlarin uzay denir. L? uzayi, x ve y i¢ carpimu ile,

. = [ 2oy,

ayrilabilir bir Hilbert uzayidir
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B Operatorler ve Fonksiyonel Veri Icin Baz1 Yararh
Teoremler

2.1 Dogrusal Operator, integral Operatorii ve Hilbert-Schmidt Operatorii
Bir dogrusal operatir, iki vektor uzayi arasinda bir eslestirmedir. Bir W(x) operatori,

1. (¥(x),x) = (x,¥(x)). (Simetri)
2. (¥(x),x) > 0. (Pozitif Tanimlilik)

ozelliklerini saghiyorsa simetrik ve pozitif tanimlidir denir.

L?(T) uzay iizerinde y : T x T — R cekirdek fonksiyonu ile tammli bir integral
operatirii ¥ : & — WE, & € LX(T),

V)W) = | y9E@)ds, & € La(D), (B.1)

seklinde gosterilir.

Eger y cekirdek fonksiyonu [ [ w?(t,s)dtds < o 6zelligini gercekliyorsa bu ¢ekirdege
Hilbert-Schmidt ¢ekirdegi denir. Hilbert-Schmidt ¢ekirdegine sahip dogrusal ve sinirl
bir integral operatoriine Hilbert-Schmidt operatorii denir.

Eger integral operatoriiniin ilgili ¢ekirde8i simetrik ve pozitif-tanimli ise integral
operatorii de simetrik ve pozitif-tanimhidir.

2.2 Kovaryans Operatorii ve Ozellikleri

c(t,s) = E[x(t)x(s)] ¢ekirdekli kovaryans opeartorii bir integral operatoriidiir ve

T,E(t) = /c(r,s)g(s)ds, EeLX(T), (B.2)

olarak ifade edilir.

c(s,t) kovaryans fonksiyonu simetri

(s,1) = c(t,5), (B.3)

ve pozitif tanimlilik
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J fovsogimis= | [sirzosasoi=if rosour=o

(B4)

Ozelliklerini saglar. Bundan dolay: I'y, kovaryans operatorii de simetrik ve pozitif
tanimlidur.

I'y&; = A;&; 6z denklemi ele aliacak olursa, kovaryans operatoriiniin negatif olmayan
0z degerleri oldugu gosterilebilir.

A= (Ty&, &) = E[(x,E)x]. &) =E [(x,&)?]. (B.5)

(B.5) esitliginin her iki tarafinda da sonlu toplam alinirsa,

YA Z (X, &)%) =Elx|* < oo, (B.6)
=1 =

(B.6) esitlifinden de goriildigii gibi kovaryans operatoriiniin 6z degerleri )77 Aj < oo
kosulunu saglar.

Bir operator yalmiz ve yalnizca simetrik, pozitif tanimli ve siirh ise bir kovaryans
operatoriidiir.

2.3 Bir Dogrusal Operatoriin Tekil Deger Ayrisimi (Singular Value
Decomposition)

|| - || normunu iireten (-, -) i¢ ¢arpimu ile ayrilabilir bir Hilbert uzayini g6z niine alalim.
Z,

IVl = sup{ ¥ ()} = [l = 13,
normu ile H iizerindeki sinirli dogrusal operatorlerinin uzayi olsun.

Tekil deger ayristmi (Singular Value Decomposition, SVD) bir ¥ € . kompakt
operatdriiniin 1); and &; ortonormal tabanlar ve A; sifira yakinsayan gercel bir dizi
olmak tzere,

Z (x, &), (B.7)

biciminde temsil edilebilecegini ifade eder.

2.4 Bir Hilbert-Schmidt Operatoriiniin Spektral Ayrisim

Simetrik ve pozitif tanimli bir Hilbert-Schmidt operatorii, §;’ler ¥ operatoriiniin
ortonormal taban olusturan 6z fonksiyonlar1 olmak iizere,

oo

Z (x,&)Ej, x € H, (B.8)

,]:

spektral ayrigimini saglar.
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2.5 Parseval Esitligi

&;, ayrik Hilbert uzay1 H’de ortonormal bir taban olsun.

Y (&) =xlI* = (x.x), (B.9)

J

~en

bicimindeki esitlik "Parseval esitligi" olarak adlandirilir.

2.6 Riesz Temsil Teoremi
Riesz Temsil Teoremi Iy : L?*(T) — L*(T) kovaryans operatoriiniin,

I &=E[(x,6)x], & € LX(T), (B.10)

seklinde yazilabilecegini ifade eder.

2.7 Mercer Teoremi

Mercer Teoremi simetrik pozitif-tanimli bir dogrusal operatoriin ¢ekirdeginin kendi
0z degerleri ve Ozfonksiyonlar1 cinsinden yazilabilecegini ifade eder. Yani, bir
Hilbert-Schmidt operatériiniin siirekli, simetrik, pozitif taniml ¢ekirdegi y(z,s), §;’ler
L?(T)’de taniml1 ortonormal fonksiyonlar ve A ;j azalan sayida pozitif sayilardan olugan
0zdegerlerin olusturdugu bir dizi olmak {izere,

w(t,s) = Y 4;8;(1)&;(t) in L*(T x T), (B.11)
j=1

biciminde yazilabilir.
2.8 Karhunen-Loeve Acilimi
x(t), t’nin tim degerleri i¢in E[x(1)] = 0 ve E[x?(¢)] < o ile merkezilestirilmis
bir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda, {&;};cn, I'y kovaryans operatdriiniin
ozfonksiyonlarinin olusturdugu ilgili A; 6zdegerine iliskin bir ortonormal taban1 ve f;,
E(fj] =0, E[fifj] =0fori# j ve E| sz] = A, esitliklerini saglayan, ortogonal rassal

degiskenlerinin olusturdugu bir dizi olmak iizere, x(¢) fonksiyonu su sekilde temsil
edilebilir (Cuevas, 2014):

1) = Y. 1500, B.12)
=1
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C R Programnda Yazilan Simiilasyon Fonksiyonu

library(fda)
library(fda.usc)

#simulation<-function(Xt,rep=100,P=500){

rep=100

P=500

for(p in 1:P){

print(p)

print(date())
mep<-function(newx,newy,mod,exp=FALSE){
pred<-predict(mod,newx)

if(exp) MEP <- ((1/ length(newy)) * sum((newy - exp(pred))*2))
else MEP <- ((1 / length(newy)) * sum((newy - pred)*2))
return(MEP)

}

simexp<-function(data_665s,samp=samp,rep=rep){

amep.665s<-numeric()

for (rin Lirep){

data_665s.sam<-data_665s[samp][[r]],]

aux<-Im(lY~Xt_665,data=data_665s.sam)
mep.regb65s<-mep(newx=data_665s[-samp[[r]],2,drop=FALSE],newy=exp(data_665s|-
samp[[r]],1]),mod=aux,exp=TRUE)

scalvar<-var(exp(data_665s[-samp[[r]],1]))

amep.665s[r]<-mep.regb65s/scalvar

}

return(median(amep.665s))

}

simfunc<-
function(chi,lg¥,mod="bas",samp=samp,rep=rep,basl=basis1,bas2=basis2,bas2d2=basis2d2){
amep.sim<-numeric()

for (rin L:rep){

chi.aux<-chi[samp[[r]],]

IgY.aux<-IgY[samp[[r]],]

if(mod=="bas") aux<-fregre.basis(chi.aux,lgY.aux,bas1,bas2)

if(mod=="fpc") aux<-fregre.pc(chi.aux,lgY.aux,|=1:8)

if(mod=="fpcv"){

aux0<-fregre.pc.cv(chi.aux,lgY.aux,8)
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aux<-fregre.pc(chi.aux,lg¥.aux,aux0Spc.opt)

}

if(mod=="fpls") aux<-fregre.pls(chi.aux,lgY.aux,|=1:8)
if(mod=="fplscv"){

aux0<-fregre.pls.cv(chi.aux,lgY.aux,8)
aux<-fregre.pls(chi.aux,Ig¥.aux,aux0$pls.opt)

}

if(mod=="fd2") aux<-fregre.basis(chi.aux,lgY.aux,bas1,bas2d2)

mep.sim<-mep(chi[-samp[[r]],,drop=FALSE],exp(lgY[-samp[[r]]]),mod=aux,exp=TRUE)
scalvar<-var(exp(lgY[-samp[[r]]]))
amep.sim[r]<-mep.sim/scalvar

}

return(median(amep.sim))

}

MEPIlist_exp<-vector(mode="list",length=P)
MEPIlist_bas<-vector(mode="list",length=P)
MEPIlist_pc<-vector(mode="list",|length=P)
MEPIlist_pcv<-vector(mode="list",length=P)
MEPIlist_d2<-vector(mode="list",|length=P)
MEPS<-vector(mode="list",length=P)
lys<-vector(mode="list",length=5)

for(i in 1:5) lys[[i]]<-vector(mode="list",length=3)
H###Exponential Regression Model with Rrs 665nm
#a vector composed of rrs at 665 nm
Xt_665<-Xt[,7]

b<-reg.665S5coefficients

##tgenerating IY.exp
lys[[1]1[[1]]<-IYexp.sd1<-b[1]+Xt_665*b[2]+rnorm(length(Xt_665),sd=sd(reg.665S5residuals))
lys[[1]1[[2]]<-IYexp.sd2<-b[1]+Xt_665*b[2]+rnorm(length(Xt_665),sd=sd(reg.665S5residuals)/5)
lys[[111[[3]]<-IYexp.sd3<-b[1]+Xt_665*b[2]+rnorm(length(Xt_665),sd=sd(reg.665Sresiduals)/10)

##tgenerating |Y.bas

listXt<-list()

wi<-Xt[,c(1:8)]

listXtSrrs<-wl[,]

rrs.nm<-as.numeric(substring(names(listXtSrrs),5))
Xtfdata<-fdata(listXtSrrs,argvals=rrs.nm,names=list(main='"Water reflectances of box
data',xlab="Wavelength',ylab="Water Reflectances'))

ts<-Xtfdata[["argvals"]]

bsXt<-create.bspline.basis(rangeval=range(ts),nbasis=8)

fdXt <- Data2fd(argvals=ts,y=t(XtfdataSdata),basisobj=bsXt)

Cnew<-fdXtScoefs

Xtfd<-fdata2fd(Xtfdata,nbasis = 8)

J<flrlyS)

B<-flrlySbeta.estScoefs

a<-flrlySa.est
lys[[2]1[[1]]<-IYbas.sd1<-a+t(Cnew)%*%)%*%B+rnorm(n=nrow(t(Cnew)),sd=sd(flrlySresiduals))
lys[[2]1[[2]]<-IYbas.sd2<-a+t(Cnew)%* %)% *%B+rnorm(n=nrow(t(Cnew)),sd=sd(flrlySresiduals)/5)
lys[[2]1[[3]]<-Ybas.sd3<-a+t(Cnew)%* %)% *%B+rnorm(n=nrow(t(Cnew)),sd=sd(flrlySresiduals)/10)
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H##generating IY.pc

Xtcen<-fdata.cen(Xtfdata) Xtfdatacen<-XtcenSXcen
Fpc<-inprod.fdata(Xtfdatacen,fpclySfdata.compSrotation)

bpc<-fpclyScoefficients[2:9]

sdpc<-sd(fpclySresiduals)
lys[[311[[1]]<-IYpc.sd1<-mean(fpclySy)+Fpc%*%as.matrix(bpc)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpc)
lys[[311[[2]]<-IYpc.sd2<-mean(fpclySy)+Fpc%*%as.matrix(bpc)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpc/5)
lys[[311[[3]]<-Ypc.sd3<-mean(fpclySy)+Fpc%*%as.matrix(bpc)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpc/10)

##tgenerating IY.pcv

Fpcv<-inprod.fdata(Xtfdatacen,fpcvlySfregre.pcSfdata.compSrotation)
bpcv<-fpevlySfregre.pcScoefficients[2:3]

sdpcv<-sd(fpcvlySfregre.pcSresiduals)

lys[[41][[1]]<-IYpcv.sd1<-
mean(fpcvlySfregre.pcSy)+Fpev],c(2,5)]1%*%as.matrix(bpcv)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpcv)
lys[[41][[2]]<-IYpcv.sd2<-
mean(fpcvlySfregre.pcSy)+Fpev],c(2,5)]1%*%as.matrix(bpcv)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpcv/5)
lys[[4]1[[3]]<-IYpcv.sd3<-
mean(fpcvlySfregre.pcSy)+Fpev,c(2,5)]%*%as.matrix(bpcv)+rnorm(n=9777,0,sd=sdpcv/10)

##generating IY.der2

der2Xt<-fdata.deriv(Xtfdata, nbasis=8, nderiv=2)
listder2Xt<-list()

wld<-der2Xt[,c(1:8)]

listder2XtSrrs<-wld[,]
rss.nm<-as.numeric(substring(names(listXtSrrs),5))
ts<-Xtfdata[["argvals"]]

bsXt<-create.bspline.basis(rangeval=range(ts),nbasis=8)

der2Xtfd <- Data2fd(argvals=ts,y=t(der2XtSdata),basisobj=bsXt)
Cd2<-der2XtfdScoefs

Jd2<-regd2lyS)

Bd2<-regd2lyScoefficients[2:5]

ad2<-regd2lyScoefficients[1]
lys[[5]1[[1]]1<-1Yd2.sd1<-ad2+t(Cd2)%*%)d2%*%Bd2+rnorm(n=nrow(t(Cd2)),sd=sd(regd2lySresiduals))
lys[[5]][[2]]<-IYd2.sd2<-
ad2+t(Cd2)%*%Jd2%*%Bd2+rnorm(n=nrow(t(Cd2)),sd=sd(regd2lySresiduals)/5)
lys[[5]1[[3]]<-Yd2.sd3<-
ad2+t(Cd2)%*%Jd2%*%Bd2+rnorm(n=nrow(t(Cd2)),sd=sd(regd2lySresiduals)/10)
samp25<-samp50<-samp100<-list()

for(rin 1:rep){

samp25[[r]]<-sample(1:length(data_665s[,1]),25)
samp50([[r]]<-sample(1:length(data_665s[,1]),50)
samp100[[r]]<-sample(1:length(data_665s[,1]),100)

}

cont<-TRUE

for(zin 1:5){

if(cont){

MEPaux<-as.data.frame(matrix(nrow=3,ncol=21,NA))

for(i in 1:3){
data_665sSIY<-lys[[z]1[[i]]
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for(j in 1:3){

if(j==1) sampl<-samp25

if(j==2) sampl<-samp50

if(j==3) sampl<-samp100

if(cont){
MEPaux[i,((j-1)*7)+1]<-try(simexp(data_665s,samp=sampl,rep=rep), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux]i,((j-1)*7)+1])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+2]<-
try(simfunc(chi=Xtfdata,lgY=as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="bas"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux]i,((j-1)*7)+2])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+3]<-
try(simfunc(Xtfdata,as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="fpc"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux]i,((j-1)*7)+3])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+4]<-
try(simfunc(Xtfdata,as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="fpcv"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux[i,((j-1)*7)+4])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+5]<-
try(simfunc(Xtfdata,as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="fpls"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux[i,((j-1)*7)+5])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+6]<-
try(simfunc(Xtfdata,as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="fplscv"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux]i,((j-1)*7)+6])

}

if(cont){

MEPaux[i,((j-1)*7)+71<-
try(simfunc(der2Xt,as.matrix(lys[[z]][[i]]),samp=sampl,rep=rep,mod="fd2"), TRUE)
cont<-is.numeric(MEPaux]i,((j-1)*7)+7])

}

}

}

colnames(MEPaux)<-
paste(rep(c('exp’,'bas’,'fpc', fpcv', 'fpls', fplscv','der2'),3),' ',rep(c(25,50,100),each=7),sep="")
if(z==1){

rownames(MEPaux)<-c('lYexp.sd1','lYexp.sd2','IYexp.sd3')
MEPIlist_exp[[p]]<-MEPaux

}

if(z==2){

rownames(MEPaux)<-c('lYbas.sd1','lYbas.sd2','lYbas.sd3')
MEPIlist_bas[[p]]<-MEPaux

}

if(z==3){

rownames(MEPaux)<-c('lIYpc.sd1','lYpc.sd2','lYpc.sd3')
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MEPIlist_pc[[p]]<-MEPaux

}

if(z==4){
rownames(MEPaux)<-c('lIYpcv.sd1','lYpcv.sd2','IYpcv.sd3')
MEPIlist_pcv[[p]]<-MEPaux

}

if(z==5){
rownames(MEPaux)<-c('lYd2.sd1','IYd2.sd2','lYd2.sd3')
MEPIlist_d2[[p]]<-MEPaux

}

if(z==1) MEPSaux<-MEPaux

else MEPSaux<-rbind(MEPSaux,MEPaux)

}

}
MEPS[[p]]<-MEPSaux

if(cont){
arch<-paste("iter_NAD_Y_",p,".csv" sep="")
write.csv2(MEPSaux,arch)

}

}
#}

for (pin 1:P){

if (p==1) sumMEP=as.matrix(MEPS[[1]])

else sumMEP=sumMEP+as.matrix(MEPS[[p]])
}

meanMEP<-sumMEP/P
write.csv2(sumMEP,"sumMEP_500.csv")
write.csv2(meanMEP,"meanMEP_500.csv")
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