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BOYLAMSAL VE SAG KALIM VERILERININ
BIRLESIK MODELLENMESI UZERINE
BiR CALISMA

OZET

Son yillarda, ozellikle klinik caligmalardaki gelismeler birlesik modellemeye olan
ilgiyi artmistir. Birlesik model boylamsal alt model ve sag kalim alt modeli olmak
tizere iki alt modelden olugsmaktadir. Bu modelde parametre tahminleri genellikle
olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonuna dayanan en ¢ok olabilirlik (ML) yontemi
ile elde edilir. Birlesik olabilirlik fonksiyonu karmasik yapiya sahiptir ve ML
yontemi ile parametre tahminlerinin elde edilebilmesi i¢in olabilirlik fonksiyonundaki
yiiksek boyutlu integralin alinmasi1 gerekir. Olabilirlik fonksiyonundaki integralin
kapali formda ¢oziimii yoktur ve bu integrale genellikle Gauss Hermite yaklasimu,
uyarlanabilir Gauss Hermite yaklasimi, Laplace yaklasimi ve Monte Carlo yontemleri
gibi sayisal yontemlerle yakinsama saglanir.

Gauss Hermite kurali ve uyarlamali Gauss Hermite kurali ile integrale yakinsama
saglamak kolaylik saglasa da gozlem sayisi arttikca bu yoOntemlerle integrale
yakinsama saglamak islem yikiinii arttirdigindan zorlasmaktadir. Bu c¢alismanin
amaci birlesik modelde parametre tahminlerinde karsilasilan hesaplama giicliiklerine
cOoziim aramaktir. ~ Bu ama¢ dogrultusunda parametre tahminlerinde Bayesci
yontemin kullanilmasi Onerilmigtir. Bayesci yontemlerle parametre tahminlerinin
elde edilebilmesi i¢in parametrelerin sonsal dagilimindan 6rneklemlerin iiretilmesini
saglayan Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemlerinden Gibbs 6rneklemesi
ve Metropolis-Hasting algoritmasindan yararlanilmistir. Uygulama boliimiinde Tiroid
veri seti kullanilmis ve birlesik modelde parametre tahminleri Bayes¢i yontemle elde
edilmigstir. Ayrica Bayes¢i yontemin ve klasik yontemin tahmin performanslarinin
karsilastirilmas1 amaciyla simiilasyon ¢aligmasi yapilmistir.

Anahtar kelimler: Boylamsal veri analizi, sag kalim analizi, boylamsal ve sag
kalim verilerinin birlesik modellenmesi, Bayes¢i yaklasim, MCMC yo6ntemleri, Gibbs
orneklemesi, Metropolis-Hasting algortimasi.
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A STUDY ON JOINT MODELLING OF LONGITUDINAL
AND TIME TO EVENT DATA

SUMMARY

Joint modelling of longitudinal and time to event data have received more attention
in conjunction with development in clinical studies. Joint model comprises of two
submodel, longitudinal submodel and survival submodel. Parameter estimation obtain
Maximum likelihood(ML) approach which based on maximization of likelihood
function in joint modelling. Likelihood function has complex form and in order to
obtain parameter estimation, high dimension integral needs to evaluated. In joint
model, the integral has no closed form solution and convergence is usually achieved by
numerical methods such as Gauss Hermite approach, adaptive Gauss Hermite approach
and Monte Carlo methods.

However, it is easy to approximate integral with Gauss Hermite and Laplace
approximation when the integral dimension is low. Computation complexity increases
when dimension of integral is high. The aim of this study seek for solution to
calculation complexity in parameter estimation. In accordance with this purpose, we
propose Bayesian approach which helps with computational complexity. To obtain the
model parameter estimation, we use Markov Chain Monte Carlo algorithm, which is
combined with Gibbs sampling and Metropolis-Hasting algorithm. In application part
thyroid data set is used and parameter estimation is obtained by Bayesian methods. In
order to compare Bayesian and classical method, simulation study was designed.

Keywords: Longitudinal data analysis, survival analysis, joint modelling of
longitudinal and time to event data, Bayesian approach, MCMC methods, Gibbs
sampling, Metropolis-Hasting algorithm
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1 GIRIS

Klinik ¢caligmalarda genellikle bireylere ait, esit ya da esit olmayan zaman araliklarinda
aliman tekrarli 6l¢iim verileriyle birlikte, bireylerde ilgilenilen olayin goriilmesi ve
sag kalim zamani gibi bilgileri iceren sag kalim verileri de kaydedilir. Bireylerden
alman tekrarl 6l¢iim verilerindeki zaman boyunca meydana gelen degisimler hastalik
stireci ile ilgili bilgi verirken ayni1 zaman da bireyin sag kalim siireci ile iligkili
olabilir. Ornegin, HIV (Human Immunodeficiency Viriis) ile ilgili calismalarda
HIV viriisii tasiyan hastalar, AIDS tanist konulana kadar ya da oliim gerceklesene
kadar takip edilir. Bu hastalara ait demografik bilgiler, uygulanan tedavi yontemleri
gibi zaman boyunca sabit temel degiskenlerle birlikte bireylerin bagisiklik sistemi
durumlan ile ilgili bilgi veren CD4 (Cluster of Different 4) hiicre sayimlar1 ya da viral
yiik (viral RNA) gibi zamana bagh olciimleri de kaydedilir. Benzer sekilde kanser
tedavilerinde ilgilenilen kanser tiirii ile ilgili iligkili olan boylamsal dlciimlerle birlikte
bireye ait 6lim ya da tiimoriin tekrarlamasi1 gibi sag kalim bilgileri de kaydedilir
(Tsiatis ve Davidian, 2004). Bu tip calismalarda odaklanilan klinik soru uygulanan
tedavi yonteminin bireylerin sag kalim siirelerine olan etkisi iizerine olabilecegi gibi
boylamsal siirecten elde edilen ¢iktilarda zaman boyunca meydana gelen degisimlerini
incelemek ya da boylamsal 6lciimlerde meydana gelen degisim ile bireyin sag kalim

olay1 yasamasi arasindaki iligskiyi incelemek iizerine olabilir.

Klasik yaklasimda zamana bagli boylamsal dl¢iimlerde meydana gelen degisim ile
bireyin sag kalim olay1 yasama riski arasindaki iligki Cox model ile incelenebilir. Cox
modelde boylamsal dl¢iimlerin siirekli ve 6l¢iim hatasi ile Olciilen de8isken oldugu
bilgisi goz ardi edilir ve gozlenen boylamsal ol¢iimler modele agiklayici degisken
olarak eklenir. Bu durum sag kalim modelinden elde edilen regresyon parametrelerinin
tahminlerinin yanh olarak elde edilmesine neden olur (Prentice, 1982). Bu nedenle
boylamsal siirecten gelen tekrarl dl¢iimlerin siirekli olarak tahmin edilmesine ve iki

slirecin es zamanl olarak analiz edilmesine olanak saglayan birlesik modele ihtiyag



duyulur. Birlesik model, boylamsal siire¢ ve sag kalim siireci arasindaki iligkiyi
aciklamada kullanilan giiclii bir yontemdir. Birlesik modellere genellikle boylamsal
siirecten gelen zamana baglh degiskenler 6l¢iim hatasi ile ol¢iildiigiinde boylamsal
siirecte bilgilendiri sansiirleme goz Oniinde bulunduruldugunda ( 6rnegin bireyin
hastaligin seyrinin kotii gitmesi nedeniyle calismadan ayrilmasi) ve boylamsal siirec¢
ve sag kalim siireci arasindaki iligki incelenmek istendiginde ihtiya¢ duyulur (Diggle

ve dig., 2002; McCrink ve dig., 2013).

Boylamsal ve sag kalim verilerinin birlesik olarak modellenmesi i¢in gelistirilen
yontemler ilk olarak CD4 hiicre sayimlar ile sag kalim verileri arasindaki iligkinin
ortaya c¢ikarilmasi iizerine yapilan AIDS/HIV ile ilgili klinik denemeler sirasinda
yapilmistir (De Gruttola ve Tu, 1994; Tsiatis ve dig., 1995; Faucett ve Thomas,
1996; Self ve Pawitan, 1992; Lavalley ve Degruttola, 1996). Ozellikle klinik
calismalardaki gelismeler ve birlesik model ile elde edilen parametre tahminlerinin
alternatif yontemlere gore daha etkili ve yansiz olmasi son yillarda birlesik modele

olan ilgiyi arttirmasgtir.

Birlesik modelleme ile ilgili yapilan derleme makaleler i¢cin Tsiatis ve Davidian
(2004),Ibrahim ve dig. (2010), McCrink ve dig. (2013); Yu ve dig. (2004) makaleleri
incelenebilir. Hickey ve dig. (2016), birlesik modelde son yillarda yapilan ¢aligmalarla
ilgili genis bir literatiir taramasina yer vermistir. Rizopoulos (2012a); Elashoff ve
dig. (2016) tarafindan boylamsal ve sag kalim verisinin birlesik modellenmesi iizerine

yazilmug kitaplar bulunmaktadir.

Self ve Pawitan (1992) birlesik modellemede parametre tahminleri i¢in iki asamali
yontemi nermislerdir. 1ki asamali yaklagim, olabilirlik yaklasimima gore daha kolay
olsa da parametre tahminlerindeki yanlilig1 tamamen ortadan kaldirmaz. De Gruttola
ve Tu (1994) sag kalim zamaninin parametrik olarak modellendigi birlesik modeli
Oonermislerdir. Sag kalim zamaninin normal dagilima sahip oldugunu varsayarak
birlesik modelde parametre tahminlerini EM (Expected-Maximization) algoritmasi
ile es zamanlh olarak kolaylikla elde etmiglerdir. Ancak bu yontem sadece sag
kalim zamaninin normal dagilima sahip oldugu varsayildiginda gecerlidir. Tsiatis ve
dig. (1995) parametre tahminlerinde iki agamali yontemi onermiglerdir fakat Self ve
Pawitan (1992)’dan farkli olarak boylamsal alt modelde parametre tahminleri icin EM

algoritmasindan yararlanmiglardir.



Wulfsohn ve Tsiatis (1997) parametre tahminlerinde tam olabilirlik yaklagimini
kullanarak boylamsal ve sag kalim siirecine ait parametre tahminlerini es zamanh
olarak elde etmigslerdir. Tam olabilirlik yaklasimi ile iki asamali tahmin yonteminden
kaynaklanan parametre tahminlerindeki yanliligi azaltmay1 amag¢lamiglardir. Faucett
ve Thomas (1996) Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemi Gibbs 6rneklemesi

ile model parametrelerini tahmin etmiglerdir.

Tsiatis ve Davidian (2001) ve Song ve dig. (2002) rastgele etki parametrelerinin
dagiliminin yanlhs belirlenme problemi iizerine yogunlasmislardir. Rastgele etkiler
tizerinde dagilim varsaymminin yapilmadi81 yar1 parametrik model kullanmislardir.
Tsiatis ve Davidian (2001) parametre tahminlerinde kosullu skor (conditional score)
yaklasimini Onermiglerdir.  Song ve dig. (2002) parametre tahminlerinde EM

algoritmasindan yararlanmiglardir.

R. Brown ve G. Ibrahim (2003) parametre tahminlerindeki dayanikliligi arttirmak
icin boylamsal alt model parametrelerinin dagilimlarinin tanimsiz birakildigi yeni
yar1 parametrik model onermislerdir. Boylelikle modelde esneklik saglamay1 ve
saglam kestiriciler elde etmeyi amaclamislardir. Parametre tahminlerinde Bayesc¢i

yontemlerden yararlanmiglardir.

Wu ve dig. (2010)parametre tahminlerinde Laplace yaklasimi ve Monte Carlo Beklenti
Maksimizasyonu (MCEM) yontemlerinden yararlanmiglardir.  Caligmalarinda iki
yontemin performansint gercek veri seti uygulamasi ve benzetim c¢aligmalariyla

karsilagtirmiglardir.

Birlesik modelde son yillarda yapilan ¢alismalar boylamsal ¢iktilarin ¢ok degiskenli
olmasi ve yarigan riskler durumu iizerinedir. Brown ve dig. (2005) cok degiskenli
boylamsal yanitlar ve sag kalim ciktilart icin birlesik modellemede, boylamsal
ciktilarin dogrusal bir modelle modellenemedigi durumlar icin boylamsal alt modelde
parametrik olmayan model kullanilmasi1 6nermislerdir. Boylamsal alt model icin kiibik
B-spline modeli ve sag kalim alt modeli i¢in oransal Cox modeli kullanmislardir.

Modelde parametre tahminleri icin MCMC algoritmasini kullanmiglardir.

Pantazis ve Touloumi (2007) birlesik modelde rastgele etki parametrelerinin
dagilimlarinin yanlis belirlenmesinin parametre tahminleri iizerinde etkisi iizerine

yogunlagsmiglardir. Calismalarinda parametrelerin dagilimlarinin yanls belirlenmesine



kars1 dogrusal modele gore daha dayanikli olan bir model 6nermislerdir. Onerdikleri
modelde sabit etki parametre tahminlerinin dagilimin yanlis belirlendigi durumlarda
diger parametrelere gore daha az etkilendiklerini benzetim c¢alismalariyla goster-

miglerdir.

Rizopoulos ve dig. (2008) ve Huang ve dig. (2009) calismalarinda tekrarli 6l¢ctimlerin
sayis1 arttik¢a rastgele etki parametrelerinin dagiliminin yanlis belirlenmesinin model
parametre tahminleri ve parametre standart hatalar1 iizerinde daha az etkiye sahip

oldugunu gostermislerdir.

Rizopoulos ve Ghosh (2011) cok degiskenli birlesik modelde bireylere ait
boylamsal degisimleri agiklamak i¢in boylamsal alt modelde spline tabanli yaklagim
kullanarak bireylerin boylamsal dl¢iimlerinde meydana gelen degisimlerini esnek bir
modelle aciklamay1 amaglamiglardir ve parametre tahminleri icin Bayesci yaklagim
kullanmiglardir. Boylamsal alt model icin dogrusal bir model yerine kiibik spline
modelini kullanmislardir. Li ve dig. (2012) iki degiskenli boylamsal ciktilarin ve
yarigsan riskler i¢cin boylamsal alt model i¢in yariparametrik model Onermislerdir.
Dayanikli kestiriciler elde edebilmek icin rastgele etkilerin dagilimini tanimsiz
birakimiglardir Brown (2009). Bir hastaligin teshisi ya da durumunu belirlemek i¢in
kullanilan ve bireylerden alinan kan, idrar gibi biyolojik gostergelerdeki degisimi
ifade eden biyobelirteclerdeki de8isim ile bireylerin sag kalim olay1 yasama riski
arasindaki iligkiyi ortaya ¢ikartmak i¢in birlesik modelde kullanilan standart iliski
yapisindan farkli iliski yapilari kullanmiglardir.  Boylamsal alt modelde kiibik
B-spline model kullanmiglardir ve parametee tahminlerinde MCMC algoritmalarindan

yararlanmiglardir.

Rizopoulos (2012a) boylamsal ve sag kalim modellerinin birlesik modellenmesinde
parametre tahminlerinde rastgele etkileri boyutu arttikca karsilasilan hesaplama
zorluklarm azaltmak icin yapay-uyarlanabilir (pseudo-adaptive) Gauss Hermite

yaklasimini 6nermiglerdir.

Elashoff ve dig. (2008), Williamson ve dig. (2008) ve Huang ve dig. (2011a) birlesik

modellemede ¢oklu basarisizlik problemlerine odaklanmiglardir.

Tang ve Tang (2015) cok degiskenli birlesik modellemede Ol¢iim hatalarinin

carpik normal dagilimdan geldigi ve rastgele etkiler iizerinde dagilim varsayiminin



yapilmadi81 yar1 parametrik model onermislerdir. Parametre tahminlerinde Gibbs

orneklemesi ve Metropolis-Hasting (MH) algoritmasin birlikte kullanmiglardir.

Tiirkiye’de birlesik modelleme ile ilgili az sayida ¢alisma bulunmaktadir. Ulgen
ve Asar (2017) boylamsal ve sag kalim verilerinin birlesik modellenmesi iizerine
derleme bir makale yaymlamigladir. Konar ve dig. (2018) yogun bakim {initesinde
yatan hastalardan tekrarli olarak alinan C-Reaktif Protein olgiimleri ile bireylerin
Oliim olay1 yasamasi arasindaki iligskinin incelenmesi ve tekrarli 6l¢iimlerdeki degisim
tizerinde etkili olan degiskenlerin ortaya cikarilmasi i¢in birlesik modellemeden

yararlanmiglardir.

Bu calismanin amaci birlesik modellemede, parametre tahminlerinde karsilagilan
hesaplama giicliiklerinin {iistesinden gelebilmek icin Bayesci yontem ile parametre
tahminlerinin elde edilmesidir. Bu amag¢ dogrultusunda calisma, sekiz boliimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde boylamsal veri analizi anlatilmistir. Boylamsal veri
analizinde siklikla kullanilan dogrusal karma etkiler modelinden (LME) ve parametre

tahminlerinden detayl olarak bahsedilmistir.

Uciincii boliimde sag kalim analizi detayl olarak anlatilmistir. Sag kalim analizinde
kullanilan temel fonksiyonlardan bahsedilmis ve sag kalim zamaninin belirlenmesinde

kullanilan dagilimlar ve sag kalim analizinde kullanilan modeller incelenmistir.

Dérdiincii boliimde boylamsal ve sag kalim verilerinin birlesik olarak modellenmesin-

den bahsedilmis ve birlesik modelin teorik alt yapist anlatilmistir.

Besinci boliimde birlesik modelde Bayes¢i yontemlerle parametre tahminlerinden
bahsedilmistir. ~ Onsel dagilim kavramindan bahsedilmis ve birlesik modelde
parametreler i¢in belirlenen Onsel dagilimlara yer verilmistir. Modelde yer alan her
parametre i¢in tam kosullu sonsal dagilimlar elde edilmistir. Bayesci yontemde sonsal
dagilimlarin giincellenmesinde kullanilan MCMC yo6ntemlerinden Gibbs 6rneklemesi
ve MH algoritmas: anlatilmigtir.  Bayes¢i yOntemde parametrelerin yakinsama

kontrolleri i¢in kullanilan yakinsama tanilarindan bahsedilmistir.

Altinci boliim uygulama boliimiidiir. Bu boliimde Memorial Sloan Kettering Kanser
Aragstirma Merkezinden alinan 341 tiroid kanseri hastasina ait veri seti kullanilmigtir.
Veri seti En Cok Olabilirlik (ML) yontemi ve Bayes¢i yaklagim ile analiz edilmig

ve parametre tahminleri elde edilmistir. MCMC benzetiminden elde edilen sonsal



orneklemlerin yakinsama kontrolleri iz grafikleri ve Geweke tanisi ve Gelman ve

Rubin yakinsama tanilari ile yapilmistir.

Yedinci boliimde oOnerilen yontemin performansinin degerlendirilmesi amaciyla
simiilasyon c¢alismasi yapilmistir ve sonuclar ozetlenmistir. Tez calismasinin son
boliimiinde Bayesci yaklasim ile elde edilen sonuglar yorumlanmis ve ileriki

calismalar i¢in neler yapilabilecegi konusu tartisilmistir.



2 BOYLAMSAL VERI ANALIZI

Boylamsal veri, ayni bireylerden farkli izlenme zamanlarinda alinan tekrarh
Olctim verileridir. Boylamsal veri analizinde, tekrarli Ol¢iimlerin aldigindi deney
birimlerinden birim ya da birey olarak bahsedilebilir. Bu ¢alismada klinik ¢aligsmalar
tizerinden ornekler verileceginden birimlerden birey olarak bahsedilecektir. Boylamsal
veriyi diger veri tiirlerinden ayiran en 6nemli 6zellik, ¢alisma boyunca bireylerden
tekrarli 6l¢iimlerin alinmasi sonucunda, bireylere ait yamit degiskenindeki degisimin
goriilmesine olanak saglamasidir. Boylamsal veri analizinde amag, yanit degiskeninde
zaman boyunca meydana gelen degisimleri ve bu degisimlere etki eden etkenleri

incelemektir (Fitzmaurice ve dig., 2012).

Boylamsal veri, ayn1 birimlerden tekrarh olarak alindig: i¢in kiimelenmis yapidadir.
Kiimeler, ayni birimden farkli1 zamanlarda alinan 6lctimlerden olusur. Ayni kiimede yer
alan Olctimler arasinda iligki bulunurken farkli birimlerden alinan dl¢timler arasinda
heterojen bir yapr mevcuttur (Fitzmaurice ve dig., 2012). Ornegin, AIDS ile ilgili
calismalarda, CD4 kan Olciimleri ¢alisma boyunca tekrarli olarak alinir ve alinan
CD4 ol¢giimleri bireylerde hastalik siirecinin takibinde kullanilir. Sekil 2.1°de rastgele
olarak secilen 30 hastanin CD4 kan Ol¢iimlerinin zaman boyunca degisimlerini
gostermektedir.  Bireylerden alinan tekrarli kan Olgiimleri arasinda degiskenlik
mevcuttur ayn1 bireylerden alinan kan Olciimleri arasinda ise iligki bulunmaktadir.

AIDS veri seti R programi JM paketinde a¢ik olarak bulunmaktadir.

Boylamsal veri analizi ile bu heterojenligin derecesi belirlenebilir ve tekrarh
Olciimlerde azalmanin meydana geldii ortalama siiresinin tahmini yapilabilir.
Olgiimlerin birbirinden bagimsiz oldugu ve ol¢iimler arasinda homojen varyans
varsayimminin yapildig klasik regresyon modelleri, boylamsal veri analizi icin yetersiz
kalmaktadir. Bu nedenle, boylamsal veri analizinde, ayni bireylerden alinan 6l¢iimler
arasindaki iliskinin ve bireyler arasi farkliliklardan kaynaklanan heterojenligin g6z

ontinde bulunduruldugu modellere ihtiya¢ duyulmaktadir.
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Sekil 2.1: Rastgele secilen 30 hastanin CD4 kan sayimlarinin zaman boyunca degisimi

Boylamsal veri analizinde Laird ve Ware (1982) tarafindan onerilen LME modeli
genellikle tercih edilen modellerden biridir. LME modelinle, aciklayici degiskenler
arasindaki iligski, dogrusal regresyon modelinde oldugu gibi sabit etkiler olarak da
bilinen regresyon parametreleri ile aciklanir. Ayni birimlerden alinan tekrarh Sl¢timler
arasindaki bagimlilik ise birey-6zel rastgele etkiler parametreleriyle aciklanir (Diggle

ve dig., 2002; Fitzmaurice ve dig., 2012).

2.1 LME Modeli

LME modeli her birimin, kendine ait rastgele egim ve rastgele kesim parametresine
sahip oldugu fikrine dayanir. y;;, i. birimin (i = 1,...,n) #;; zamaninda alman j.
yanit degiskeninin degerini, (j = 1,...,n;) gostersin. Birimlerden, izlenme zamani
boyunca tekrarli olarak alinan yanit degiskenine ait degisim, dogrusal bir modelle

esitlik 2.1°deki gibi yazilabilir.

Yij = (Bo +bio) + (B +bi1)fij+€ij 2.1

Modelde, By ve B; ortalama degisimi gosteren sabit etki parametreleridir. b;y ve b;;

sirastyla 1. bireye ait rastgele kesim ve rastgele egim parametreleridir ve ortalama



yanit defiskeninden sapmalarim1 gostermektedir. Modelde bireyler arasi degisim
sadece Ol¢iim degerlerinin baslangi¢ noktasindaki farkliliklarindan degil ayn1 zamanda

bireylerin zaman icersindeki ol¢iim degerlerindeki farkliliklardan kaynaklanmaktadir.

Esitlik 2.1°de verilen modelin matris yapisi asagidaki gibi yazilabilir.

il I I &l
yi2 R ) tin )

N (Bo B1)"+ ’ (boi b1i)"+ ]| (2.2)
Yin; 1m' tin,- 1ni tini 8in,-

Model, birimlere ait rastgele kesim ve rastgele egim parametrelerini gosteren bg; ve by;
parametrelerini icermektedir. Bu durumda rastgele kesim ve e§im parametrelerine ait

2 2 . . .
Oj; ve 0, varyanslarini igeren D; varyans kovaryans matrisi,

bo; o2 o
(bOI) NN(O,D,‘) ;Di _ ( b0 b(%bl )
i Opob1  Op

seklindedir.

Rastgele etkilerin ve sabit etkilerin birlikte yer aldig1 Laird ve Ware (1982) tarafindan

onerilen LME modelinin matris gosterimi ile;

y=XB+Zb+e
b ~ N(0,D) (2.3)
e~ N(0, Gzln)

esitlik 2.3 teki gibi yazilabilir. Burada, y, (n x 1) boyutlu yanit degiskeni vektoriidiir.
X ve Z swrastyla (n x (p+ 1)) boyutlu sabit etkiler ve (n x g) boyutlu rastgele
etkiler tasarim matrisini, B ((p + 1) x 1) boyutlu sabit etkiler vektorii, b (g x 1)
boyutlu rastgele etkiler vektoriinii gostermektedir. b rastgele etkiler parametresinin
genellikle O ortalama ve D, (¢ X g) boyutlu varyans kovaryans matrisi ile normal
dagildig1 varsayilir. Dogrusal regresyonda oldugu gibi, f;, j=1,..., p sabit etkiler

parametresi, difer tiim degiskenler sabitken, x; aciklayici degiskeninde bir birim
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arttiginda y yanit degiskenindeki ortalama degisimi gosterir. b;, rastgele etkiler
parametresi ise, i. birimin f sabit etkiler parametresinden sapmasini gosterir. &;, hata
teriminin O ortalama ve 62 I,; varyans ile normal dagildig: varsayilir. b; rastgele
etkiler parametresi ve & hata teriminin bagimsiz oldugu kabul edilir, Cov(b;, &) = 0
(Fitzmaurice ve dig., 2012). y yanmt degiskeninin, b rastgele etkiler parametrelerine

gore kosullu ortalamast,

E(y|b)=XB+Zb (2.4)

seklindedir. y yanit degiskeninin ortalamasi,

E(y) =E(XB+Zb+e¢)

(2.5)
=Xp
varyansl,
Var(y) =Var(XB +Zb+¢€)

=ZVar(b)ZT + Var ()
(2.6)

=ZDZ" + 671y

=ZDZ" +R

olmak iizere, y yanit degigkeni, X ortalama ve V = (ZDZ! + R) varyans kovaryans

matrisi ile normal dagilima sahiptir, y ~ N(Xf3,V).

2.2 LME Modelinde Parametre Tahmini

LME modelinde, dogrusal regresyon modelinden farkli olarak, [ sabit etki
parametresinin, Giz varyans bilsenlerinin ve b; rastgele etkiler parametrelerinin tahmin
edilmesi gerekir. Parametre tahmin edicileri i¢in genellikle olabilirlik fonkisyonunun
maksimizasyonuna dayanan, ML yontemi ve Kisitl en cok olabilirlik (REML)yontemi

kullanilir. Bu béliimde, bu iki tahmin yontemi tizerinde durulacaktir.

2.2.1 ML Yontemi

Esitlik 2.3 "te verilen LME modelinde,

y=XB+Zb+e (2.7)
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yanit degiskeni y’nin X 8 ortalama ve V varyans kovaryans matrisi ile normal dagildig1

varsayimi altinda y ~ N(Xf3,V), yanit degiskeni y’nin olasilik yogunluk fonksiyonu,
I 1 _
p(y|B,V) = (2m)"2|V|72 xexp (— S =XB)TV l(y—Xﬁ)> (2.8)
olmak {iizere,

olabilirlik fonksiyonu,

L0 ) = (2m) HV| " xexp (— %@—xwv—l(y—xm) 29)

seklindedir. ML yonteminde olabilirlik fonksiyonunun 3 ve 61.2 varyans bilesenlerine
gore maksimize edilmesiyle parametre tahmin edicileri elde edilebilir (Diggle ve dig.,

2002; Fitzmaurice ve dig., 2012).

Esitlik 2.9’daki ifadenin logaritmasi alindiginda log-olabilirlik fonksiyonu,

(0 |y) = ylog(V]) ~ 50— XB)'Y; (v~ XB) 210

seklinde yazilabilir (Fitzmaurice ve dig., 2012; Diggle ve dig., 2002).
V varyans kovaryans matrisinin bilindigi varsayimi altinda esitlik 2.10’da verilen log
olabilirlik fonksiyonunun S, sabit etkiler parametresine gore birinci dereceden tiirevi

aliip 0’a esitlendiginde;

ol
7|

B sabit etkiler parametresinin ML tahmin edicisi

5 =XV ly—xTvIxf=0 2.11)

N -1
B = (XTV’IX) XV, 2.12)

seklinde elde edilir. V varyans kovaryans matrisi bilinmedigi durumda f
parametresinin ML tahmin edicisi elde edilmeden 6nce 0'1-2 varyans bilesenlerinin ML
tahmin edicilerinin bulunmasi gerekir. Log olabilirlik fonksiyonu, Giz, i=1,...,r
varyans bilesenlerine gore birinci dereceden tiirevi alinarak ML tahmin edicileri elde
edilebilir. Log olabilirlik fonksiyonunun varyans bilesenlerine gore tiirevine gegcmeden

once islemlerde kolaylik acisindan varyans kovaryans matrisi V/,

11



q
V=Y zzlc+0l, (2.13)
i=1

seklinde genisletilebilir. Rastgele hata terimi, rastgele etkiler terimine dahil edilerek
by = € qo = n ve Zy = I, seklinde tamimlandiginda, esitlik 2.13’te yer alan ifade

asagidaki gibi yazilabilir (Searle ve dig., 2009).

V =

q
z:71 o} (2.14)

=0

1

V varyans kovaryans matrisinin 61.2 varyans bilesenine gore birinci dereceden tiirevi,

/¢ | 1 B B
To2lrsz = "3V L)+ O=XBVIZZIV T y-Xp)  215)

seklinde yazilabilir. Birinci dereceden tiirevler sifira esitlendiginde,

1 A 1 A A A A
Etr(V_lZiZiT) =30 ~XB)V'zZTV 1 (y - XB) (2.16)
esitligi elde edilir. Esitlik 2.16’nin sag tarafinda yer alan V~!(y — X3) ifadesi daha
sade bir sekilde, P, (n x n) boyutlu simetrik kare matrisi,
p=v1-vixxtv-ix)“lxty-! (2.17)

olmak tizere,

A

VI —xB) =V -V XXV X)XV =Py (2.18)

olarak ifade edildiginde varyans bilesenlerinin ML tahmin edicisi asagida verilen
esitlik 2.19°daki gibi elde edilir. Burada varyans kovaryans matrisi V’nin tahmin
edicisi V kullanildigindan, P matrisi yerine esitlikte 2 kullanilmistir (McCulloch ve

Neuhaus, 2005).

w(V~122]) = yPZ:ZT By (2.19)
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o2

# varyans bilesenleri i¢in denklemler elde edildikten sonra log olabilirlik

fonksiyonunun 8 parametresine gore birinci dereceden tiirevi asagidaki gibi alinip 0’a

esitlendiginde,

at
Jf 1g=p

B parametresinin ML tahmin edicisi

= 2XTv ly42xTVvIXB =0 (2.20)

= (XTVilX)IXTVin 221)
seklinde elde edilir. Esitlik 2.21°de B sabit etkiler parametresinin ML tahmin edicisi
icin elde edilen denklemde, varyans kovaryans matrisinin tahmini kullanildigindan,
ML tahmin edicisi en iyi dogrusal yansiz tahmin edicisi (BLUE) 6zelligi tasimaz.
3 ve V tahminleri icin elde edilen edilen denklemlerde yer alan varyans kovaryans
matrisinin tersi V!, varyans bilesenlerine gore dogrusal olmadigindan bu denklemin
cOziimil icin Newton-Raphson (NR) yontemi, Beklenti maksimizasyonu (EM), Fisher
skorlama algoritmasi gibi sayisal yontemlerden yararlanilir (Faucett ve Thomas, 1996;

West ve dig., 2014).

2.2.2 REML Yontemi

LME modelinde, ML yontemi, varyans bilesenlerinin tahmininde serbestlik derecesini
gdz Oniinde bulundurmaz. Bu nedenle sabit etkiler parametrelerinin tahmininden
kaynaklanan serbestlik derecesi kaybinin da hesaba katildigt REML ydnteminden
yararlamilir. Ornegin, y; = x;8 + & regresyon modelinde, hata terimi varyansinin ML

tahmin edicisi;

62 _ ?zl(yi_x;'rﬁ>2
n

olarak ifade edilir (Searle ve dig., 2009; Faraway, 2016). Hata terimlerinin ML
tahmin edicisi, B parametrelerinin tahmininden kaynaklanan serbestlik derecesini

hesaba katmadigindan, elde edilen varyans tahmin edicisi, 62

‘nin yansiz bir tahmin
edicisi degildir. 62 varyans parametresinin yansiz tahmin edicisi REML yonteminden

yararlanilarak,
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. n (v — xTB)2
o2 - Xz 0i— 4 B) (2.22)
n—p

seklinde elde edilir. ~ Burada p, x aciklayici degisken vektOriiniin boyutunu

belirtmektedir (Searle ve dig., 2009; Rizopoulos, 2012b).

LME modelinde,varyans bilesenleri tahmin edicilerinin elde edilmesinde karsilasilan
yanlilik sorununu ortadan kaldirmak i¢in Harville (1974) tarafindan gelistirilen REML
yontemini Laird ve Ware (1982) LME modelinde varyans bilesenlerinin tahmini i¢in

kullanmislardir (Searle ve dig., 2009).

REML yonteminde varyans bilesenlerinin tahmininde yanlilik sorununu ortadan
kaldirmak i¢in 3 parametrelerinden bagimsiz y vektorii yerine y’nin elemanlarinin
dogrusal bir doniisiimii olan A’y doniisiimii kullanilir. Siitunlari X matrisine dik, tam
rankli (n x (n— p)) boyutlu ve A = (I — X (XTX)~'XT) 6zelliklerini tagiyan herhangi

bir A matrisi segilir.

Esitlik 2.3’te verilen LME modeli,siitunlar1 X matrisine dik olan A matrisi ile

carpildiginda

ATy =ATXB +ATZb (2.23)

B parametrelerinden bagimsiz y bagimli degisken vektoriiniin dogrusal doniisiimiinden
olusan ATy vektorii edilmis olur. REML yontemi, B sabit etkiler parametrelerinden
bagimsiz olarak elde edilen olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonuna dayanan bir

yontemdir.

Esitlik 2.23’de verilen y vektoriiniin dogrusal donsiimlerinden olusan A’y vektorii,
0 ortalama ve ATVA varyans kovaryans matrisi ile normal dagilima sahip oldugu
varsayilir, ATy ~ N(0,ATVA). Yanit degiskeni vektorii y’nin dogrusal bir doniisiimii

olan ATy vektoriine ait olabilirlik fonkisyonu,

1

Lr(ATVA | ATy) = — e
(2m) 2 |ATVA|2

xp (— %(AT Y)T(ATVA) AT y> (2.24)

seklinde yazilabilir. Esitlik 2.24’te verilen olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi

alindiginda log olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.
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n—r

1
(RATVA | ATy) = ="~ In(27) - > In|ATVA|

1 (2.25)
— SATY)T(ATVA) ATy
Bu ifadeyi sadelestirmek i¢in Esitlik 2.17’°de verilen P simetrik kare matrisi AT matrisi

i¢cin

P=AATV 1A)71AT (2.26)

seklinde yazildiginda Esitlik 2.25’te verilen log olabilirlik fonksiyonunun daha sade

formu,

n—r

(R(ATVA | ATy) = =

1 1
In(27) — 2 In|ATVA| — 5yTPy (2.27)

seklinde elde edilir (McCulloch ve Neuhaus, 2005; Searle ve dig., 2009).

REML yonteminde, Esitlik 2.25’te verilen log olabilirlik fonksiyonunun varyans
bilesenleri parametrelerine REML tahmin edicilerini elde edebilmek icin Oncelikle

P’ye gore birinci dereceden tiirevlerinin alinmasi gerekmektedir.

oP JAVAT
o _AT(ATvA)! ATVA) AT
37 ( ) . ( )

-1 vV —1
= —AT(ATVA) A= AT(ATVA) AT
v,

- do?
= —PZZTP

dIn|ATVA 1

InATVAL _ L ((aTva)1aTZZ7A (2.29)
o2 2 !

1

elde edilir.

Tiim bu iglemler yapildiktan sonra varyans bilesenlerinin log olabilirlik fonksiyonuna

gore birinci dereceden tiirevi,

k1 - !
2= Etr((ATVA) lATZiZ,-TA) + EPZiZiTP
1

(2.30)

1 1
=~ 3u(PZZ]) + 5y PZiZ] Py
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seklinde elde edilir. Esitlik 2.30°deki birinci tiirevler alinarak elde edilen denklem 0’a

esitlendiginde varyans bilesenleri Gl-z’nin REML tahmin edicisi

te(PZZT) = yTPZZ] Py (2.31)

olarak bulunur. Esitlik 2.19°da verilen ML tahmin edicileri ile karsilastirildiginda,
REML ve ML tahmin ediciler i¢in esitlifin sag tarafi esitken, esitligin sol tarafinda
REML tahmin edicileri i¢in V~!"in yerini P aldig1 goriilmektedir (Searle ve dig.,
2009).

2.2.3 EM Algoritmasi

EM algoritmasi, paremetrelerin ML ve REML tahminlerinin elde edilmesinde
kullanilan iteratif bir yontemdir. Dempster ve dig. (1977) veri de kayip gdzlem olmasi
durumunda ML tahminlerinin elde edilebilmesi i¢in, diger iteratif yontemlerin 6zel bir

durumu olan, EM algoritmasini dnermislerdir.

LME modelinde, b;, i = 1,2,...,q rastgele etkiler vektorii gdzlenebilseydi, rastgele
etkilerin normal dagilima sahip oldugu varsayimi altinda b; ~ N(0,D), ML tahmin
edicisi, var(i)) = % esitligi ile elde edilebilirdi (McCulloch ve Neuhaus, 2005).
Gercek hayatta, rastgele etkilerin gercek degerleri gozlenemediginden, gbzlenemeyen
bu degerlerin yerine kosullu beklenen degerleri kullanilir (Searle ve dig., 2009).
Boylelikle var(b) esitliginde yer alan blb; yerine kosullu beklenen degerler

kullanilarak varyans tahmini elde edilir.

LME modelinde, EM algoritmas1 ile gozlenemeyen b; ve bl-Tb,- yerine, (yi,b;)
tam veri vektoriinden elde edilen kosullu beklenen degerler kullanilir. Bu asama
EM algoritmasinin ilk asamasi olan beklenti asamasini olusturur. Maksimizasyon
asamasinda ise, beklenti asamasinda hesaplanan kosullu beklenen degerler, modelde
kayip veri olarak ifade edilen b; ve b]b; yerine koyularak olabilirlik fonksiyonu
maksimize eden ML ya da REML tahminleri elde edilirr. EM algoritmasinin
gergeklestirilebilmesi igin birlesik olabilirlik fonksiyonunun ve E(b!b; | y) kosullu
beklenen degerlerin detayl ¢cikarimlari i¢in Searle ve dig. (2009)’a bakilabilir.

LME modelinde EM algoritmasinin adimlar1 su sekilde gerceklesir.
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Adim 0: m =0 i¢in ﬁ(o) ve 61-2(0) baslangic degerleri belirlenir.

Adim 1 (E adimi): y tamamlanmamusg veri vektdrii bilindiginde b]b; nin kosullu

beklenen deger asagidaki gibi hesaplanir.

E(b]bi]y) =0} " (=X BTV 1 Ziziv 0 (v =X B - ur(07 " 1~ 07 2T (V) ' 2)
(2.32)

P parametresi igin,

Xﬁ(mH) = X8 (m)X(XTX)_lXT(V(m))_l(y —XB (m)) (2.33)

seklinde hesaplanir.

Adim 2 (M adim): Ikinci adim olan M adiminda tam veriye dayali olabilirlik

2(m+1)

fonksiyonu maksimum yapan o; ve X (m+1) parametre degerleri hesaplanir.

Adim 3: Yakinsama saglanirsa, c;iz — Giz(mH) ve X B =X ﬁA(’”“) olarak kabul edilir.

Yakinsama saglanmadiginda birinci adima doniiliir (Searle ve dig., 2009).

REML yo6nteminde Gl-z varyans bilesenlerinin tahmini i¢in ATX = 0 olacak sekilde
P parametrelerinden bagimsiz y’nin dogrusal bir doniisiimii olan ATy doniisiimiinden
yararlanilir. ML tahmin edicileri i¢in elde edilen esitliklerde y yerine, ATy, Z yerine
ATZ,V varyans kovaryans matrisi yerine, ATVA yazilarak EM algoritmasinin adimlari

gerceklestirilir.
2.2.4 NR Algoritmasi

NR algoritmasi, dogrusal olmayan fonksiyonlarin maksimizasyonunda kullanilan kdk

bulma yontemidir (McCulloch ve Neuhaus, 2005). f(6) fonksiyonunu maksimize

eden,
9f(6)
— =0 2.34
56 (2.34)
tiirevinin kokiinii bulmaya calistigimizi varsayalim. Kok bulmak i¢in % ifadesi 6y

etrafinda asagidaki gibi genisletilelibilir,
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59 = 1'(6)=1(60)+ = 557(6 —60) (2.35)

) CAC) _
f(6p) + 5000 (6—6p) =0 (2.36)
buradan,
2ro)] ",

kokii elde edilir (McCulloch ve Neuhaus, 2005).

Esitlik 2.37°den yararlanarak 0 parametresinin tahmin degerleri iteratif olarak elde

edilebilir.

=i
2
gmt1) — g(m) _ [a f(e)] lg—gm (6™ (2.38)

2606’

LME modelinde, parametre tahminleri icin Newton Raphson yontemini uygulanmak
istendiginde, Egitlik 2.38°da verilen ifadede f(0) yerine Egitlik 2.10 ’da verilen log
olabilirlik fonksiyonu yerlestirilerek, log olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu
yapilabilir. Log olabilirlik fonksiyonunun ¢ parametresine gore birinci dereceden

tirevi,

ag 1 A 1 A A A A
2= 5tV 'ZZ) + (= Xp)TV 1 ZiZI VT (v - XB) =0 (2.39)
1

seklindedir. B parametresine gore ikinci tiirevi,

020

BB~ ler=—-X'VIX (2.40)

olup, Giz varyans bilesenlerine gore ikinci tiirevi,

ol

L - _ 1
So20077 — Lorar =— 5tV 'z;Zjv IZiZlT)—E(y—Xﬁ)T

(2.41)
xV 1z, ZvzzZIv 2,27V (y = XB)T
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seklinde elde edilir. Esitlik 2.38’ten yararlanarak 62 = 02 olmak iizere (m+1).

adim i¢in asagidaki gibi diizenlenebilir.

g2lm+l) — g2m) (l5252)l52 (2.42)

Newton Raphson algoritmasinda, ML ve REML tahmin edicileri elde edilirken,
varyans bilesenleri i¢cin negatif degerlerin elde edilmesi problemi ile karsilasilabilir.
Bu durumu 6nlemek amaciyla o2 yerine ¢ tahmin edilip, elde edilen tahmin
degerinin karesi alinarak ¢ varyans bilesenleri icin tahminler elde edilebilir. Varyans
bilesenlerinin negatif elde edilmesinin Oniine gegebilmek amaciyla bir diger 6neri ise

0 < o < 1 olmak iizere Newton Raphson denklemini,

62(”14—1) ol 62(111) _ a(EGZ(m) 52m) )—1£0_2 (243)
seklinde diizenlemektir (McCulloch ve Neuhaus, 2005).

2.3 Rastgele Etkiler Parametrelerinin Tahmini

Henderson ve dig. (1959), LME modelinde sabit etkiler parametrelerinin en iyi
dogrusal yansiz tahmin edicisi (BLUE) ve rastgele etkiler paramtrelerinin en iyi
dogrusal yansiz tahmin edicisinin (BLUP) birlikte elde edildigi karma model esitlikleri
olarak da bilinen Henderson esitliklerini gelistirmiglerdir. Rastgele etkiler parametresi
b ve boylamsal yanit degiskeni y 'nin normal dagildig1 varsayimi altinda b ve y’nin

birlesik olabilirlik fonksiyonu

L(y,b) = (27) 3 |R| 2 exp ((y—XB ~Zb)TR™'(y—XB —Zb))
(2.44)

1
X (271:)_%|D\_% exp <— EbTD_1b>

seklindedir (Henderson ve dig., 1959). Esitlik 2.44°te verilen birlesik yogunluk
fonksiyonunun f sabit etkiler parametresine ve b rastgele etkiler parametresine gore

maksimizasyonu yapilarak 3 ve b parametrelerinin tahmin edicileri elde edilebilir

(Henderson ve dig., 1959).
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Esitlik 2.44°de yer alan fonksiyonun logaritmasi alinip,
1 1 1 -1 ~1
E(y,b):—Elog|R|—§log|Dl—§ (y—XB—-Zb)TR" (y—XB—Zb)+b"D b
1 1 1 1 ~1 ~1
:—510g|R|—§10g|D]—§ yiry—2R 'XB—-2y"R 'Zb

+BTXTR'XB+2BTXTR'Zb+b"ZTR'Zb+ "D b
(2.45)
sabit etkiler parametresi 3 ve b, rastgele etkiler parametresine gore birinci dereceden
tiirevi alindiginda,

XTRYy=X"R'XB+X"R'Zb (2.46)

ve
ZTRYy=7Z"R"'XB+(Z7R"'Z+D ") 'h (2.47)
esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitliklere Henderson esitlikleri denir (Henderson

ve dig., 1959; Searle ve dig., 2009).

Henderson esitliklerinden yararlanarak B ‘nin BLUE tahmin edicisi

B=BLUE(B)=(XTV'X)"'xTv1y (2.48)

ve b rastgele etkiler parametresinin BLUP tahmin edicisi,

b=BLUP(b) =DZV~'(y—Xp) (2.49)

seklinde elde edilir (Henderson ve dig., 1959; McCulloch ve Neuhaus, 2005; Searle ve
dig., 2009). Henderson denklemlerinden elde edilen esitliklerde, parametre tahminleri
hesaplanirken V~! varyans kovaryans matrisinin tersi yerine R ve D matrislerin
tersleri ile islem yapilir. R ve D matrisleri genellikle ksegen matrislerdir ve V!
matrisinin tersinin alinmasina gore bu matrislerin tersinin alinmasi ¢ok daha kolaydir.
Henderson esitliklerinden elde edilen parametre tahmin edicileri varyans bilesenlerinin
ML ve REML tahminerinin hesaplanmasinda kullanilan sayisal yontemlerde de

kullanilabilirler (Searle ve dig., 2009).
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3 SAG KALIM (SURVIVAL) ANALIZi

Sag kalim analizi, ilgilenilen olay gerceklesene kadar gecen siirenin incelenmesinde
kullamlan bir yontemdir. Ilgilenilen olay, tedaviye cevap verme, 6liim, bir hastaligin
tekrarlamas1 gibi olaylar olabilir. Sag kalim analizinde, ¢alisma baglangicindan
ilgilenilen olay gerceklesene kadar gecen zaman genellikle, sag kalim zaman ya da
olay zamani olarak bilinir. Olayin gerceklemesi ise, genellikle ilgilenilen olay o6liim,
hastalik tekrarlamas1 gibi negatif deneyimlerden olustugundan basarisizlik olarak
bilinir. Sag kalim analizinde amag sag kalim verisi iizerinden, iki farkli tedavi yontemi
uygulanan bireylerin sag kalim egrilerini kargilastirmak ve sag kalim zamani ile bu

stireye etki eden faktorleri agiklamaktir (Kleinbaum, 1998).

Sag kalim analizini diger yontemlerden ayiran en dnemli 6zellik sag kalim zamaninin
kesin olarak bilinmedigi sansiirlii veri tipinin bulunmasidir. Bireyin ¢alismadan kendi
istegi ile ayrildig1 (withdraw), bireyin herhangi bir nedenle takipten ¢iktig1 (lost to
follow-up, 6rnegin birey ¢alisma sirasinda bagka bir sehire tasinmis ve hasta ile iletisim
kesilmis olabilir.) ya da ilgilenilen olayin, ¢alisma i¢in belirlenen son zaman noktasina
kadar bireyde gozlenmedigi durumlarda birey sansiirlii olarak kaydedilir. Sansiirlii
veri, olayin meydana gelis zamanina gore, sagdan sansiirlii veri, soldan sansiirlii veri,

aralikl sansiirlii veri olmak iizere genellikle ii¢ gruba ayrilir.

Sagdan sansiirlii veri,caligmada bulunan bireylerin, ¢alisma i¢in belirlenen son zaman
noktasina kadar, herhangi bir olay yasamamasi, bireyin kendi istegiyle calismadan
ayrilmasi, ¢alisma sirasinda, ilgilenilen olay ortaya ¢ikmadan bireyin 6liim ya da
ortaya cikan bagka bir hastalik nedeniyle ¢alismadan ayrilmasi gibi durumlarda ortaya
cikar. Caligmalarda genellikle sagdan sansiirlii veri ile caligilir. Sagdan sansiirlii
veri kendi i¢inde L.tiir sansiirleme ve II tiir sansiirleme olmak iizere ikiye ayrilir. I.
tiir sansiirleme, ¢alismada bulunan bireylerin, 6nceden belirlenen sabit bir durdurma
noktasindan Once, bireyin sag kalim olay1 yasamamasi durumunda kaydedilen veri

tiiriidiir. II. tiir sansiirleme de ise, arastirmaci tarafindan 6nceden belirlenen basarisizlik
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sayisina ulasildiginda ¢alismanin sonlandirilir. Calismanin sonlandirildifi zamana

kadar ilgilenilen olay1 yasamayan bireyler sansiirlii olarak kaydedilir (Lawless, 2011).

Soldan sansiirlii veri, bireyin gercek sag kalim zamani, gézlenen sag kalim zamanindan
kiiciik oldugu durumlarda ortaya cikar. Ornegin, bireylerde HIV viriisii pozitif cikana
kadar gozlemlendigi bir ¢calismada, yapilan ilk testte HIV pozitif ¢ikan bireyler soldan
sansiirlil veridir. Ciinkil bu bireylerde viriisiin ne zaman viicuda yerlestigi tam olarak

bilinememektedir (Kleinbaum, 1998).

Aralikli sansiirlii veri ise, ilgilenilen olay iki zaman noktasi arasinda gerceklestigi
durumlarda ortaya cikar. Ornegin, HIV viriisii tasiyan hastalara, AIDS teshisinin
konulabilmesi icin diizenli olarak belirli kan testleri uygulanir. Hastaya yapilan kan
testinde hastanin AIDS hastaligina yakalandigi belirlenirse ve hastaligin ortaya ¢ikma
zamaninin ilk kan testi ile son kan testi arasindaki bir zamanda oldugu biliniyorsa,

aralikl sansiirlii veri olarak kaydedilir (Kleinbaum, 1998; Rizopoulos, 2012b).

3.1 Sag Kalim Analizinde Kullanilan Temel Fonksiyonlar

Sag kalim zamani, 6liim, hastalifin tekrarlamasi gibi ilgilenilen olay gerceklesene
kadar gecen siireyi ifade eden rastgele de8iskendir ve tiim rastgele de8iskenler gibi
dagilima sahiptir. Sag kalim zamaninin dagilimi genellikle, sag kalim fonksiyonu,
olasilik yogunluk fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu ile ifade edilir. Bu fonksiyonlardan
herhangi biri elde edildiginde diger fonksiyonlar da elde edilebilir (Lee ve Wang,
2003).

3.1.1 Sag Kalim Fonksiyonu

Herhangi bir bireye ait sag kalim zaman rastgele degiskeni 7* ile gosterilsin. Bir
bireyin t zamanindan daha uzun yasama olasiligini ifade eden Sag kalim fonksiyonu

S,

S(t)y=P(T* >1) 3.1

seklinde gosterilir (Lee ve Wang, 2003; Lawless, 2011).

22



Sag kalim fonksiyonu S(z), T* rastgele degiskeninin birikimli yogunluk fonksiyonu ile

ifade edilebilir.

S(t)=1-P(T" <t)=1-F(r) (3.2)

Sag kalim fonksiyonu S(t) azalan bir fonksiyondur. Calisma baglangici t=0 zamaninda
tim bireyler hayatta oldugu icin sag kalim fonksiyonu S(r = 0) = 1 ’dir. Zaman
ilerledikce hayatta kalan birey sayis1 azalacagindan S(t) sag kalim olasilig1 azalir (Lee

ve Wang, 2003; Kleinbaum, 1998).

1.0

06

04

02

00
1

Sekil 3.1: Sag kalim egrisi

S(t), sag kalim fonksiyonunun grafigi sag kalim egrisi olarak bilinir. Dik bir sag kalim
egrisi, diislik bir sag kalim oranini gosterirken, daha diiz bir sag kalim egrisi ise yiiksek
sag kalim oranini ya da uzun sag kalim zamanini gosterir. Sag kalim fonksiyonu
yardimiyla ayn1 zamanda medyan degerleri bulunabilir ve iki ya da daha fazla grup
kargilastirilmasi yapilabilir. Az sayida birey ile calisirken, daha uzun ya da daha kisa
yasam siireleri, sag kalim zamanlarinin ortalamasinin daha yiiksek ya da daha diisiik
olmasina neden olur. Bu nedenle sag kalim fonksiyonunun dagilimi tanimlamak icin

genellikle medyan degeri kullanilir (Lee ve Wang, 2003).

3.1.2 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Sag kalim zamani 7*’nin olasilik yogunluk fonksiyonu, [t,7 4+ Ar) gibi kisa bir zaman

araliginda bireylerin olay yasama olasiligini ifade eder.
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Pt <T* <t+Ar)
At—0 At

(3.3)

Sag kalim zamani olasilik yogunluk fonksiyonu;

* f(t) negatif olmayan bir fonksiyondur, f(¢) > 0.

/R Flo)di =1

ozelliklerini saglar. (Lee ve Wang, 2003)

3.1.3 Tehlike Fonksiyonu

Tehlike fonksiyonu, bireyin belirli bir t zamanina kadar hayatta oldugu biliniyorken,
[t,t + Ar) gibi kisa bir zaman araliginda, olay yasama riskini gosteren fonksiyondur.
Tehlike fonksiyonu genellikle h(t) ile gosterilir ve sag kalim zamani T nin kosullu

basarisizlik oranini verir.

Pt <T*<t+At|T*>1)
At—0 At

3.4)

Tehlike fonksiyonu birikimli yogunluk fonksiyonunu ve olasilik yogunluk fonksiyonu

yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir.

n(r) = (35)

Tehlike fonksiyonu ayni zamanda anlik basarisizlik orani olarak da bilinir. Tehlike
fonksiyonu, zaman boyunca artabilir, azabilir ya da sabit kalabilir. Tehlike orani sifira
esit ya da sifirdan biiyiik olabilir fakat negatif olmayan bir fonksiyondur (Kleinbaum,

1998).
Tehlike fonksiyonunun olasilik yogunluk fonksiyonu, sag kalim fonksiyonu ve

birikimli tehlike fonksiyonu arasindaki iligski asagidaki gibi gosterilebilir.

h(1) = (3.6)
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Bu iligki aym1 zamanda kosullu olasilik yardimiyla da yazilabilir. B bilindiginde

P(ANB)
P(B)

A olaymin meydana gelme olasihigi, P(A | B) = ile elde edilebiliyordu. Bu

durumda, A(z) yogunluk fonksiyonun pay kisminda yer alan P(t < T <t+At |T > 1)

olasilig1,

Pt <T*<t+AtNTx*>1t)
P(T* >1)
P <T"<t+Ar)
P(T* >T¥)

P(t <T* <t+At)At
At—0 P(T* >1t)At

— tim F(t+At)—F(t)At
A—0  P(T*>1t)At

Pt <T*"<t+Ar|T">1t)=

(3.7

seklinde yazilabilir. Daha 6nce belirtildigi gibi f(z), [t,7 + At) gibi kisa bir zaman
arali81 i¢in bireylerin olay yasama olasiligini verir. At gibi kiiciik bir zaman aralig1 icin
olasilik yogunluk fonksiyonu,

fO)At ~P(t <T* <t+At)=F(t+At)—F(t) (3.8)
olarak ifade edilebilir. Bu durumda Esitlik 3.7°de yer alan ifade tekrar diizenlendiginde

tehlike fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir (Collett, 2015; Lee ve Wang, 2003).

h(t) = = (3.9)

Birikimli olasilik yogunluk fonksiyonunun tiirevi yogunluk fonksiyonuna esittir.

fle)= S 11-50) =5 (3.10)

Esitlik 3.9’da yerine koyulularak tehlike fonksiyonu esitlikteki gibi yazilabilir,
S'(t) d

(1) = — S ——logs(1) (3.11)

h(t) tehlike fonksiyonunun integrali alindiginda,

_ /O "h(x)dx = —log () (3.12)
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elde edilir. Bu esitlik birikimli tehlike fonksiyonunu verir.

H(t) = —log(S(t)) (3.13)

ya da sag kalim fonksiyonu, birikimli tehlike fonksiyonu kullanilarak,

S(t) = exp (—H(t)) — exp [— /O th(x)dx] (3.14)

olarak yazilabilir (Collett, 2015; Lee ve Wang, 2003).

3.2 Sag Kahm Fonksiyonunda Kullamilan Bazi Onemli Dagihmlar

Sag kalim zamaninin modellenmesinde, uygun olasilik dagiliminin se¢imi dnemlidir.
Sag kalim zamanmin dagilimmin belirlenmesinde genellikle Ustel dagilim, Weibull

dagilimi, Lognormal dagilim kullanilir.

3.2.1 Ustel Dagihm

Ustel dagilim, sabit tehlike fonksiyonu ile tanimlanir. Yiiksek A degeri, yiiksek risk
ve kisa sag kalim siiresini, diisiik A degerleri ise diisiik risk ve uzun sag kalim siiresini
ifade eder. A > 0 olmak iizere, sag kalim siiresinin dagilimu, iistel dagilim olarak

belirlendiginde, sag kalim siiresi olasilik yogunluk fonksiyonu,

At
f(t):{ Ag (20, A>0 oo

sag kalim fonksiyonu,

S(t)=e M 1>0 (3.16)

ve tehlike fonksiyonu,

h(t) =t t>0 (3.17)



seklinde tanimlanir. Sa§ kalim siiresinin dagilimi iistel dagilim olarak secildiginde,

tehlike fonksiyonu zaman boyunca sabittir (Lee ve Wang, 2003).

3.2.2 Weibull Dagilin

Weibull dagilimu, iistel dagilimin genellestirilmis halidir. Ustel dagilimdan farkli
olarak tehlike fonksiyonu, sabit bir tehlike oranini ifade etmez. Weibull dagilimi, sekil
parametresi A ve Olgek parametresi p olmak iizere iki parametreye sahiptir. Sekil
parametresi A = 1 olarak belirlendiginde sabit tehlike oranini, A > 1 artan tehlike

oranini, A < 1 azalan tehlike oranin1 belirtir.

T —
o —
g o -
[
I I I I I
0 2 4 6 8
t

Sekil 3.2: A parametresinin farkli degerleri icin tehlike fonksiyonun grafigi

Olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(t) =Ap(Ar)P~Tle(-21)" t>0, A,p>0 (3.18)

sag kalim fonksiyonu,

S(t) = e(=A1)" (3.19)

ve tehlike fonksiyonu,

h(t) = Ap(At)P~! (3.20)
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seklinde gosterilir (Lee ve Wang, 2003; Lawless, 2011).

3.2.3 Log-Normal Dagilim

Log-normal dagilim en basit sekilde bir degiskenin logaritmasi alindiktan sonra normal
dagilim gostermesi olarak tamimlanabilir. Logaritmas1 alinan sag kalim siiresi u
ortalama ve o2 varyans ile normal dagilima sahip ise sag kalim siiresinin olastlik

yogunluk fonksiyonu

(2n) 20

£t = — L exp [—%(k’g#)z] >0 (3.21)

seklinde yazilabilir.  ¢(.) normal dagilimin birikimli yogunluk fonksiyonunu

gostermek iizere birikimli yogunluk fonksiyonu,

F(r)= ¢(1°g%) (3.22)

seklinde yazilabilir.

Sag kalim fonksiyonu ise,

o

S(t)=1—¢ (logt—_“> (3.23)

seklindedir. Tehlike fonksiyonu daha once de belirtilen fonksiyonlar arasi iligkiden

yararlanarak h(r) = o) esitligi yardimiyla elde edilebilir (Lee ve Wang, 2003).

S(¢)
2
1 1 (logt—u
(2n)—§a,eXp[ 2< o )]

h(r) =
-9 (g—“>

3.3 Cox Oransal Tehlike Modeli

(3.24)

Sag kalim analizinde, bireylerin sag kalim siiresine etki eden faktorleri ortaya ¢ikarmak
icin genellikle Cox (1972) tarafindan gelistirilen Cox oransal tehlike modeli kullanilir.

Cox modeli olusturulurken ssag kalim fonksiyonu ve tehlike fonksiyonunu tahmin
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edilmeden Once sansiir bilgisi de modele dahil edilmedilir. 7;, gbzlenen sag kalim
zamani olmak iizere, 7;*, gercek olay zamani ile C;, sansiirlenme zamaninin minimum
degeri min(7;*,C;), gozlenen sag kalim zamanimi verir. Bu siirece ek olarak olay
gosterge fonksiyonu, 6; = [;(T;* < C;) seklinde gosterilir. Birey calisma sirasinda

ilgilenilen olay1 yasadiysa 1, yasamadiysa 0 degerini alir. /(.) gosterge fonksiyonudur.

Cox oransal tehlike modeli genellikle;

hi(t | wi) = AltigloP(t ST* <t+A | T* > t,w;i) At = hy(t) exp(yTw;) (3.25)

seklinde gosterilir (Kalbfleisch ve Prentice, 2011).

Modelde, h;(t), i. bireyin ¢ zamanindaki tehlike fonksiyonunu gosterir.  /ho(t),
tim degiskenler sifir degerini aldiginda w; = 0, bireylerin olay yasama riskini
gosteren temel tehlike fonksiyonudur. w; = (wj1,...,wjp), bireylerin sag kalim olay1
yasamalarina etkisi oldugu diisiiniilen aciklayici degisken vektoriidiir. 7y, w; aciklayici
degiskenlerine ait regresyon parametresini gosterir. Cox modelde, exp(), f zamaninda
w; aciklayict degiskenindeki bir birimlik artisa veya azalisa karsilik gelen tehlike
oraninindaki degisimi gosterir. Cox oransal tehlike modelinde, aciklayici degisken w;,
zamandan bagimsiz degiskendir. w; ve wy degisken degerlerine sahip iki bireyin tehlike
oranlari Z]i_((tt)) orani sabittir. Bu nedenle Oransal tehlike olarak isimlendirilir. Modelin
sag tarafinda yer alan exp(yTw;) ifadesi goreceli (relative) riski ifade ettigi i¢in ayni

zamanda bu model goreceli risk modeli (relative risk model) olarak da bilinmektedir

(Kalbfleisch ve Prentice, 2011; Rizopoulos, 2012b).

/’l,’(l‘ | W,')

et =S (yT(w,- - wk)> (3.26)

Oransal Cox modelinde sag kalim fonksiyonu,

t
S(t | x) = exp (— / ho (1) exp(yTw,-)du> (3.27)
0
seklinde yazilabilir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu,
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At | 3) = ho(e)exp(yTwi) exp (- /0 ho(u)expl(yT i) (3.28)

seklinde yazilabilir.

Cox oransal tehlike modelinde parametre tahminleri icin kismi olabilirlik yonteminden
yararlanilir. k tane farkli basarisizlik zamaninin oldugu bir cahsmada 71y <) <... <
1(x) siralt basarishk zamanlart, x(1y,X(), .. ., X(x) basarisizlik zamanlarina karsihk gelen
aciklayic1 degiskenler olsun. R(#;) risk kiimesi, 1(;) zamanina kadar ¢alismada olan risk
altindaki bireylerden olusur. Belirli bir #(;) basarisizlik zamaninda R (t;) risk kiimesine

kosullu olarak bireylerin basarisizlik olasiliklar

eXP(Z§:1 YTwi)
Licr(n) eXP(Z§:1 YTwi)

(3.29)
seklinde gosterilir. Bu analizde temel tehlike fonksiyonu niians parametresi olarak
kabul edilir (Cox, 1972).

Kismi olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.

o exp(xh V)

L(y) =11

i=1 ZZER(l‘i) eXP(Z?:] }/}Wl)

(3.30)

Kismu olabilirlik fonksiyonunun payinda yer alan ifade yalmzca olay yasayan
bireylerin bilgilerini icerirken paydadaki ifade ise heniiz olay yasamamis risk
altindaki bireylerin bilgisini icermektedir. Esitlik 3.30°de yer alan kismi olabilirlik

fonksiyonunun logaritmasi alindiginda

K(Y) = Z;(:I Z?:l /}/J-!-Wi - Zi'{:l log |:Zl‘€R(ti) eXp(Z?:] YJTWI)]

k p (3.31)
=Y (yTwi —log ( Y exp(), )/]Twi>>
i=1 =1

tER(1;) J=
kismi log olabilirlik fonksiyonu elde edilir (Cox, 1972; Lee ve Wang, 2003).

Esitlik 3.31’de yer alan kismi log olabilirlik fonksiyonunun 7y parametresine gore
birinci dereceden tiirevlerini veren U(y) skor fonksiyonu sifira esitlendiginde y

parametresinin kismi en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi elde edilir.
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Ljer,,, Xp(YTwi)wi

k k
Uw)zag_(;’):; Z, =0 (3.32)

Z]ER exp(YTwi)

Log olabilirlik fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevlerinin negatif degerleri ()

gozlenen bilgi matrisini verir (Klein ve Moeschberger, 2006).

(3.33)

Olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden y parametresinin tahmin edicisi elde etmek
icin Newton Raphson gibi iteratif yontemlerden yararlanilir. Newton Raphson
yonteminde s = 0,1,2, ..., iterasyon sayisin1 gostermek iizere 7 icin baslangi¢c degeri
secilir. Baglangi¢ degerinin ¥ = O olarak se¢ilmesi parametreye yakinsama saglamak
icin genellikle yeterlidir. s+ 1 iterasyon i¢in Y, parametresinin tahmini /() gézlenen

bilgi matrisi ve U(7y) yardimiyla asagidaki gibi elde edilir.

Y =%+ N 3)U%) (3.34)

Iterasyona log olabilirlik fonksiyonundaki degisim azalincaya kadar devam edilir.
y parametresine yakinsama saglandiginda 7~'(§) bilgi matrsinin tersinin tersi ile
parametresine ait varyans kovaryans matrisi elde edilebilir. Bu matrisin kdsegen

elemanlarinin kokleri y parametresinin standart hatalarini verir (Collett, 2015).

3.3.1 Model Anlamhiliginin Testi

Kurulan modelde, Hy : ¥ = % yokluk hipotezinin testi i¢in Olabilirlik oran (LR) testi,

Wald testi ve Skor testinden yararlanilir.

Model katsayilarin testi i¢in kullanilan LR testinin istatistigi ise asagidaki gibi ifade

edilir.

LR= —2{6(}?0) _e(A)} (3.35)

LR testine ait test istatistigi p serbestlik dereceli %z% dagilimina sahiptir.

Wald test istatistigi,
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W= (F—)"(7)(T—n) (3.36)

seklindedir. Yokluk hipotezi altinda, test istatistiginin asimptotik dagilimi p serbestlik
dereceli x]% dagilim gosterir. p test edilen parametre sayisin ifade etmektedir. ¥;

parametresinin anlamlilifinin testi icin Wald test istatistigiasagidaki gibidir.

(v; = 10,)
7= 3.37
Sh(7) G371

Skor testi test istatistigi S(y) skor fonksiyonu ve I(y) goézlenen bilgi matrisinden

yararlanarak asagidaki gibi elde edilir.

~1
u ZST(?o){I(?o)} S(1) (3.38)
3.4 Zamana Bagh Degiskenler

Oransal Cox modelinde, bireylerin sag kalim olayr yasama riski iizerinde etkisi
olabilecegi diisiiniilen degiskenlerin cinsiyet, tedavi yontemi, temel yas gibi zaman
boyunca sabit de8igskenler oldugu varsayilir. Bazi durumlarda risk iizerinde etkili
olan degiskenler cevresel faktorler ya da izlenme zamani boyunca bireylerden alinan
klinik 6l¢iimler gibi zamana bagh degiskenler olabilir. x;(¢), i. bireyin ¢. zamandaki
degisken vektoriinii gostersin. X;(¢) = {x,-(s);O <s< t}, ise i. bireyin ¢ zamanina
kadar olan degiskenlerini ifade eder. Bu durumda tehlike fonksiyonu # zamanina kadar

olan degiskenlere kosullu olarak,

h(t; X (2))t :P{T* €lt,t+Ar) | X(1),T" > t} (3.39)

seklinde yazilir (Kalbfleisch ve Prentice, 2011). Zamana bagli degiskenler igsel
degiskenler (internal ya da endogenous) ve digsal degiskenler (external ya da

exogenous) olmak iizere ikiye ayrilabilir. Zamana bagli herhangi bir de8isken,

P{T* € [u,u+Au) | X (u), T* > u} :P{T* € [u,u+Au) | X(1),T* > u} (3.40)
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kosulunu sagliyorsa bu degiskene digsal degisken denir. # zaman noktasindaki herhangi
bir digsal degisken degeri, # zamaninda meydana gelen olaydan etkilenmemektedir,
t > 5. Ornegin, astim hastalarinin astim atag1 gecirme siklig1 ile hava kirliligi arasinda
iligki bulunabilir. Hava kirliligi degiskeni dissal degiskendir ¢iinkii bireyin herhangi bir
s zamaninda astim atag1 gecirmesinin, ¢ zamanindaki hava kirliligi seviyesi degisimine

etkisi bulunmamaktadir (Rizopoulos, 2012b; Kalbfleisch ve Prentice, 2011).

Icsel degiskenler ise, calisma sirasinda bireylerden alinan, kan hiicre sayimlari,
kolestrol diizeyleri gibi biyobelirte¢ ya da klinik parametreleri iceren ve bireyin sag
kalim zamanu ile ilgili bilgi iceren zamana bagh degiskenlerdir. I¢sel degiskenlerin
en onemli 6zelligi bireyin calismada yer aldig1 yani sag kalim olay1 yasamadigi ya da
sansiirlenmedigi siirece gozlenebilen degisken olmasidir. Kisaca bireyin s zamaninda,
ilgilenilen olay1 yasamasi, t > s zamaninda bireye ait degisken degerinin bulunmamasi

durumuna kargilik gelir.

3.5 Genisletilmis (Extended) Cox Modeli

Esitlik 3.25°te verilen Cox oransal tehlike modeli, modelde zamana baglh degiskenler

yer aldiginda,

hi(t | wi,yi(t)) = ho(t) exp (yTw,-+ ay,-@)) (3.41)

seklinde genigletilebilir.

Modelde, w; Cox oransal tehlike modelindeki gibi cinsiyet, tedavi yontemi gibi zaman
boyunca sabit olan degiskenleri ifade eder. y;(¢), zamana bagl degiskenleri iceren
aciklayici degisken vektoriidiir. Yy ve a parametreleri sirasiyla zamandan bagimsiz
ve zamana bagimh aciklayici de8iskenlere karsilik gelen regresyon parametrelerini
ifade eder. Cox oransal tehlike modelinden farkli olarak, y;(¢) agiklayici degiskeni
zamana bagl oldugundan, bireyler icin tehlike orant da zamana baghdir (Collett,

2015). Genisletilmis Cox modelinde i ve k bireyi i¢in tehlike orani;

hi(t | wi, yi(t))
hs(t | wi, ye(t))

—exp (77 (wi = wi) ) +exp (X (1) ~ %e(0)) ) (3.42)
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seklinde ifade edilir. y ve o parametrelerinin tahmin edicileri, Cox oransal tehlike
modelinde oldugu gibi kismi en ¢ok olabilirlik yontemi ile elde edilir. Genisletilmis
Cox modeli teorik olarak, modelde digsal degiskenlerin yer aldigr durumlar icin
gecerlidir yani biyobelirte¢ gibi bireye ait Olciimlerin yer aldigi i¢sel degiskenler
icin gecerli degildir. Bunun nedeni, genisletilmis Cox modelde, hastadan alinan
biyobelirteclerin ziyaret siireleri arasinda sabit oldugu varsayiminin yapilmasidir.
Halbuki kan sayimi ol¢iimleri, kolestrol diizeyi gibi biyobelirtecler zaman boyunca
degiskenlik gosteren degiskenlerdir. Ziyaret siireleri arasinda bu Olgiimlerin sabit
kaldig1 varsayimi, parametre tahminleri ve standart hatalarin yanli tahmin edilmesine

neden olabilir (Rizopoulos, 2012b).
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4 BOYLAMSAL VE SAG KALIM VERILERI ICIN
BIRLESIK MODELLEME

Bu bolimde, boylamsal oOlgiimler ve sag kalim c¢iktilar1 arasindaki iligkinin
belirlenmesinde kullanilan birlesik modelden ve model parametrelerinin tahmininde

kullanilan yontemlerden bahsedilecektir.

4.1 Birlesik Model Yapisi

Boylamsal calismalarda, zamana bagli tekrarli ol¢iimler toplanirken ayni bireylere
ait Oliim, ilgilenilen hastalifin tekrarlamasi gibi sag kalim siirecine ait bilgiler
de kaydedilir. Sag kalim siireci ile iligskili oldugu diisiiniilen tekrarli 6l¢timlerin
sayis1 bireyden bireye farklilik gostermektedir ve bu gozlemler genellikle ol¢tim
hatas1 icermektedir. Modelde zamana bagli deg8iskenler yer aldiginda, sag kalim
stirecinin modellenmesinde genellikle Boliim 3’te bahsedilen genisletilmis Cox
modeli kullanilir. Sag kalim siirecinde genisletilmis Cox modelin kullanilmasinin
dezavantajlarindan biri, 6l¢iim hatasi iceren boylamsal degiskenlerin modele dahil
edilmesidir. Ol¢iim hatasi iceren boylamsal degiskenler yanli parametre tahminlerinin
elde edilmesine neden olabilir (Prentice, 1982; Wulfsohn ve Tsiatis, 1997). Diger
dezavantaji ise, genisletilmis Cox modelinde, bireylerden alinan tekrarli dl¢timlerim
birbirini takip eden iki zaman aralifinda sabit kaldig1r varsayimidir. Bu varsayim
tedavide uygulanan doz miktar1 gibi digsal de8iskenler i¢cin gegerli olsa da bireyden
alinan biyobelirte¢ gibi siirekli degerler i¢cin gecgerli bir varsayim degildir (Wulfsohn
ve Tsiatis, 1997; Kalbfleisch ve Prentice, 2011; McCrink ve dig., 2013). Boylamsal
degiskenler kesikli zaman noktalarinda Olciilen ve genellikle 6l¢iim hatasi igeren
degiskenlerdir. Birlesik modeller, bu degiskenlerin siirekli olarak tahmin edilmesine
olanak saglar ve sag kalim siirecinde boylamsal degiskenlerin 6l¢iim hatasi icermeyen
siirekli tahmin degerlerini kullanarak parametre tahminlerinde bulunur.  Olgiim

hatasindan arindirilmig siirekli tahmin edilen boylamsal degiskenler parametre
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tahminlerindeki yanlilig1 azaltir ve daha etkili tahminlerin elde edilmesini saglar.
Ozellikle sag kalim siirecinde boylamsal degiskenlerle bireyin ilgilenilen sag kalim
olaymi yasamasi arasindaki iligskinin incelendigi klinik ¢aligmalarda onemlidir ¢iinkii
Olctim hatasi iceren boylamsal degiskenlerin modelde kullanilmasi tehlike oranlarinin
yiikksek tahmin edilmesine neden olur ve dolayisiyla tehlike oranlarinin yiiksek
tahmin edilmesine yol agar. Birlesik modelde elde edilen tahminler Cox model ile
kargilastirlldiginda daha kiiciik standart hataya sahiptirler (Ibrahim ve dig., 2010;
Lawrence Gould ve dig., 2015). Konu ile ilgili olarak Birlesik model ve Cox modelden
elde edilen tahminlerdeki yanlilik miktarlarinin detayli olarak incelendigi Ibrahim ve

dig. (2010) calismasina bakilabilir.

Zamana bagh icsel degiskenlerin yer aldifi modelde parametre tahminleri i¢in
onerilen yaklagimlardan digeri Self ve Pawitan (1992) tarafindan gelistirilen iki
asamali yaklagimdir.  Bu yaklasgim parametre tahminlerindeki yanlilig1 azaltir
fakat sag kalim modelinde Olciim hatasi iceren boylamsal dl¢timleri kullandigindan
tamamen yansiz bir yaklasim degildir. Birlesik modelde, sag kalim siirecinin
tahmininde, modelde yer alan zamana bagh degiskenlerin 6l¢iim hatasi icermedigi ve
boylamsal dl¢iimlerin siirekli degerler oldugu varsayimi altinda parametre tahminleri
yapildigindan parametre tahminlerindeki yanlilik genigletilmis Cox model ve iki
asamali yaklagim gibi alternatif yontemlere gore daha azdir (Wulfsohn ve Tsiatis,
1997; Ibrahim ve dig., 2010; Rizopoulos, 2012b; McCrink ve dig., 2013). Birlesik
model, genellikle boylamsal siire¢ icin ¢cok diizeyli model olarak da bilinen LME
modeli (Laird ve Ware, 1982), sag kalim siireci i¢in Cox oransal tehlike modeli
(Cox, 1972) olmak tiizere iki alt modelden olusur. Birlesik model, zamana bagh
i¢csel degiskenler ile sag kalim siireci arasindaki iligkinin ortaya ¢ikarilmasina olanak
saglar. Siirecler arasindaki iligki, iki modelde de ortak parametre olan rastgele etki
parametreleri ile saglanir (Faucett ve Thomas, 1996; Wulfsohn ve Tsiatis, 1997; Tsiatis

ve Davidian, 2004; Henderson ve dig., 2000).

Birlesik model tanmitilirken birinci ve ikinci boliimde kullanilan notasyonlar
kullanilacaktir. ~ Sag kalim siirecinde, 7;* i. birey ic¢in ger¢ek olay zamanim
gostermektedir. C; sansiirlenme zamam ile 7;* gercek olay zamananimin minimum
degeri, min(7;*,C;) , T; gozlenen olay zamamini ve & = I(T;* < C;) olay gosterge

fonksiyonunu gostermektedir. Boylamsal siirecte, y;(¢) i. birimin ¢ zamanininda
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gozlenen igsel degiskenleri dederini gostermektedir. Burada, y;(z) i¢csel degisken
degeri belirli bir 7;; zamam i¢in gozlenen degerdir. Gozlenen boylamsal 6lglimler

vij =vi(tij),j=1,2,...,n; seklinde gosterilebilir.
4.1.1 Sag Kalim Alt Modeli

Birlesik modelde amac¢ ol¢iim hatasindan arindirilmis boylamsal olgiimler ile olay
yasama riski arasindaki iligkiyi incelemektir. Bu amacla, sag kalim alt modelinde
kullanilan Cox oransal tehlike modelinde y;(¢) boylamsal ol¢iimlerin gézlenen
degerlerinin yerine, Rizopoulos (2012b) tarafindan 6nerilen m;(¢) terimi kullanilir.
m;(t) i. bireyin t zamanindaki gozlenemeyen gercek degerini gostermektedir. Birlesik
modelde, Cox oransal tehlike modelinde kullanilan m;(¢)’nin 6l¢iim hatas icermedigi

varsayildigindan genisletilmis Cox modelinde kullanilan y;(z)’den farklidir

Birlesik modelde m;(t), gozlenemeyen gergek degerler ile sag kalim olay1 yasama riski

arasindaki iligkiyi inceleyebilmek icin Cox oransal tehlike modeli,

hi(t | M;(t), wi) :Allim0 (<T"<t+ tA’t i > M), wi) an
% .
= ho(t) exp('}/Twi+ Ocmi(t))’ >0

seklinde yazilabilir. Modelde M;(t) = (m;(s),0 < s < 1), i. bireyin baglangi¢
zamanindan ¢ zamanina kadar olan boylamsal Olgiimlerini, Ag(.) temel risk
fonksiyonunu, w;, cinsiyet, tedavi yontemi gibi temel aciklayici degiskenleri, ¥, temel
aciklayict degiskenlere karsilik gelen regresyon parametresini gostermektedir. o
boylamsal dl¢timlerin ile sag kalim olay:r yasama riski iizerindeki etkisini gosteren
regresyon parametresidir. exp(7y) herhangi bir r zaman i¢in w;; agiklayici degiskeninde
meydana gelen bir birimlik degisim i¢in tehlike oranini gosterir. exp (), herhangi bir
zaman noktasinda, m;(t) degerindeki bir birimlik degisimin sonucu olarak ayn1 zaman

noktasinda meydana gelen sag kalim olay i¢in goreceli artis1 ifade eder.

Esitlik 4.1°de verilen modelde Cox oransal tehlike modelinde, sag kalim olay1 yasama
riski sadece ¢ zamaninda alinan m;(¢) boylamsal 6l¢tim degerine baghdir. ¢ zamanina
kadar olan M;(t) boylamsal 6l¢iim degerlerini de modele dahil etmek igin Esitlik
3.4’te verilen sag kalim fonksiyonu ve birikimli tehlike fonksiyonu arasindaki iligkiden

yararlanarak,
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S(t) =exp (— /Oth(s)ds)

seklinde olmak tizere sag kalim fonksiyonu

Si(t | M,-(t),wi) ZP(T{‘< >t |Ml~(t),wi)

4.2
= exp ( — /0[ ho(s)expy™w; + ami(s)ds> (*2)

seklinde yazilabilir. Esitlik 4.2°de verilen sag kalim fonksiyonu, i. bireyin ¢t zamanina

kadar boylamsal 6lciimlerine baglidir. (Rizopoulos, 2012b)

Temel tehlike fonksiyonu hg(.) tanimsiz olarak birakilabilir fakat birlesik modelde
tanimsiz olarak birakilmasi parametrelerin standart hata tahminlerinin kiigiik tahmin
edilmesine yol acabilir. Bu nedenle %(.) temel tehlike fonksiyonu tanimsiz olarak
birakildiginda parametrelerin standart hata tahminlerinin dayanikli (bootstrap) tahmin
yontemleri ile elde edilmesi Onerilmistir (Hu ve dig., 2009). hg(.) temel tehlike
fonksiyonu icin Weibull, log-normal, gamma dagilimi gibi parametrik dagilimlar da
kullanilabilir. Ornegin, A sekil p dlgek parametresi olmak iizere Weibull dagilimina
sahip temel tehlike fonksiyonu, /(1) = Ap(At)P~! seklinde yazilabilir. p > 1 artan
risk oranini, p < 1 azalan risk oranini, p = 1 sabit risk oranim gostermektedir. p = 1
durumu ayni1 zamanda {iistel dagilima karsilik gelmektedir. Temel tehlike fonksiyonu
icin parametrik ve esnek yontemler de tercih edilebilir. Calismalarda, temel tehlike
fonksiyonu i¢in tercih edilen yontemler genellikle parcali sabit (piecewise constant) ve

regresyon spline yaklagimlaridir (Rizopoulos, 2012b).

Parcal1 sabit modelde temel tehlike fonksiyonu,

0
ho(t) = ) &gl (Vg1 <1< vy) (4.3)
q=1

bi¢iminde gosterilir. 0 = vy < V1 < ... < v, zaman Ol¢eginin boliimlerini gosterir.
Vg gozlenen en bilyiik zamandan daha biiyiiktiir ve &, (41, V) zaman araligindaki
tehlike degerini gosterir.  Diigiim sayis1t arttikca temel tehlike fonksiyonunun

belirlenmesi daha esnek hale gelmektedir.

Regresyon Spline modelinde log temel tehlike fonksiyonu,
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m
logho(1) = Ko+ Y KuBa(t,q) (4.4)
d=1

seklinde yazilabilir. kT = (xp, X7, ..., Ky, spline katsayilarini, g, B spline fonksiyonu
B(.)’nin derecesini gostermektedir. 7iz diigiim sayisin1 gostermek iizere m =i+ q+ 1
seklinde ifade edilir. Parcali sabit modelde oldugu gibi diigiim sayis1 arttik¢a temel

tehlike fonksiyonu daha esnek olmaktadir (Rizopoulos, 2012b).

4.1.2 Boylamsal Alt Model

Sag kalim alt modelinde tanimlanan m;(¢), boylamsal 6l¢iimlerin gézlenemeyen gergek
degerlerini belirtir. Boylamsal Ol¢timlerin sag kalim olay1 yasama riski tizerindeki
etkisini ol¢ebilmek icin m;(7) nin tahminin elde edilmesi ve her bireyin ¢ zamanina
kadar olan 6l¢iim degerlerinin de modele dahil edilmesi gerekir. Bu nedenle boylamsal

Olctimlerin normal dagildigi varsayimiyla boylamsal alt model i¢in LME modeli ,

yi(t) =mi(t) + &(t)
mi(t) =x[ (t)B +Z] (t)bi

bi ~N(0,D)

4.5)

(1) ~N(0,67)
seklinde yeniden diizenlenebilir. Modelde, x;(¢), sabit etkilere ait tasarim vektoriini, 3
sabit etkiler parametresini z;(¢) rastgele etkiler tasarim vektoriinii ve b; rastgele etkileri

gostermektedir.  &(¢) hata terimleri O ortalama ve o2

varyans ile normal dagilima
sahiptir. b; rastgele etkiler, O ortalama ve D varyans kovaryans matrisi ile normal
dagilima sahip oldugu ve b; rastgele etkiler ile & hata terimlerinin bagimsiz oldugu

varsay1lir (Rizopoulos, 2012b).

4.2 Birlesik Modelde Parametre Tahmin Yontemleri

4.2.1 1Iki Asamah Yaklasim

Boylamsal siire¢ ve sag kalim siirecinin iligkili oldugu durumlarda, bu iki siireci
ayrt ayrt modellemek siirecler arasi iliski oldugu bilgisini gz ardi ettifinden
parametre tahminlerinde yanli sonuclarin elde edilmesine neden olabilir. Hem

birlesik modellemede ML tahmin edicilerinin elde edilmesinde karsilasilan hesaplama
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zorluluklarinin hem de siireclerin ayr1 ayri modellenmesinde karsilasilan parametre
tahminlerindeki yanlilik probleminin iistesinden gelmek i¢in Self ve Pawitan (1992)
parametre tahminlerinde iki asamali yaklasimi 6nermislerdir. Iki asamali yaklasimin

adimlar su sekildedir.

 l.agsama: Olgiim hatas1 icermeyen boylamsal degiskenlerin gercek degerlerinin

tahmini i¢in veriye uygun model olusturulur.

* 2.asama: Birinci asamada sag kalim bilgisi icermeden tahmin edilen 6l¢iim hatasi
icermeyen boylamsal 6l¢ciim degerleri sag kalim modeline agiklayicit degisken
olarak eklenir. Sag kalim modeli i¢cin parametre tahminleri kismi olabilirlik yontemi

ile elde edilir.

Iki asamali yaklasim boylamsal 6lciimlerin 6lciim hatasi icermesinden kaynaklanan
parametre tahminlerindeki yanlili§1 azaltir fakat tamamen ortadan kaldirmaz. Bu
yaklagimin standart yazilimlarla uygulanabilirligi kolay olsa da tamamen yansiz
tahmin ediciler elde edilmedigi, Dafni ve Tsiatis (1998); Tsiatis ve Davidian (2001);
Ye ve dig. (2008); Sweeting ve Thompson (2011) tarafindan simiilasyon ¢aligmalari
ile gosterilmistir (Rizopoulos, 2012b; McCrink ve dig., 2013). Birlesik modelde
yansiz parametre tahminlerinin elde edilebilmesi i¢in birlesik olabilirlik fonksiyonu
yardimiyla parametre tahminlerinin es zamanli olarak elde edilmesine olanak saglayan

ML yo6nteminden yararlanilir.

4.3 Birlesik Modelde ML Yontemi

Birlesik modellemede parametre tahminleri genellikle ML yOntemine dayanir.
ML yonteminde, parametre tahminleri T;,J;,y; gozlenen ¢iktilarin log olabilirlik
fonksiyonunun model parametrelerine gore tiirevinin alinmasi ile elde edilir. Rastgele
etki parametresi b; iki siire¢ icin de ortak parametredir. Birlesik olabilirlik fonksiyonu
tanimlanirken b; rastgele etki parametresinin boylamsal ve sag kalim ciktilar
arasindaki birlikteligi ve tekrarli Olciimler arasindaki iligkiyi acikladigi varsayilir.
6 = (6,6/,6])T tam parametre vektdriinde yer alan 6, = (y7, )T sag kalim modeli
parametre vektorii, 8, = (BT,62)T boylamsal model parametre vektorii ve 6, = D
seklinde olmak iizere 7; ve y; 'nin kosullu bagimsizligina dayali olarak olabilirlik

fonksiyonu,
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L(0)[ [ p(T;. &i,yi | b:6)
i=1

n (4.6)
ZH/P(Ti,&' | bi, 0:)p(yi | bi, 0y)p(bi; 05)db;
i1

seklinde tanimlanir (Rizopoulos, 2012b; Elashoff ve dig., 2016).

Esitlik 4.6’da verilen birlesik olabilirlik fonksiyonunda yer alan sag kalim siirecinin

kosullu yogunluk fonksiyonu,

S;
p(T;,0; | bi, 6:,B) = (ho(ti) exp {?’Twi + OCmi(h')})
“4.7)

I
X exp ( — [ ho(s)exp {}/Twi + am;(s) }ds)
0
seklindedir. Rastgele etkilerle birlikte boylamsal yanitlarin yogunluk fonksiyonu,

1

p(i | bi,6,)p(bis 6) = [ | p(itij) | bi, 6y) p(bis 6)

j=1
=@ra?) texp (|- XiB-zbi|?/207) @O

1
X (27r)_q7b|D|_% exp (— 5 —biTD_lbi>

olarak yazilir. Esitlik 4.8’te yer alan ¢, rastgele etkiler vektoriiniin boyutunu

gostermektedir (Rizopoulos, 2012b).

Parametre tahminlerinin elde edilebilmesi i¢in 4.6’da verilen olabilirlik fonksiyonunun

logaritmasi alinip,

n
18) =Y. {10gp(T;, & | b;,8,) +log p(yi | b;,6,) +logp(b; | 8) ) (49)
i=1
0 parametresine gore maksimizasyonu yapildiginda parametre tahminleri EM

algoritmasi ya da Newton Raphson algoritmasi gibi iteratif yontemler kullanilarak elde

edilebilir (Wulfsohn ve Tsiatis, 1997).

4.3.1 Birlesik Modelde EM Algoritmasi

Birlesik modelde, birlesik olabilirlik fonksiyonunun ¢oziimiinde EM algoritmasinin

tercih edilmesinin nedeni, EM algoritmasinin ikinci asamasi olan maksimizasyon
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asamasinda bazi1 parametrelerin kapali formlarinin giincellenebilir olmasidir. Kapali
formu bulunmayan parametrelerin tahmini i¢in Newton Raphson yonteminden
yararlanilir (Wulfsohn ve Tsiatis, 1997). Birlesik modelde EM algoritmasinin adimlari

su sekilde gerceklestirilir:

e E adimi: EM algoritmasinin agamalar1 gergeklestirilirken b; rastgele etkiler kayip
gozlem olarak varsayilir. Amac gozlenen veriye ait log olabilirlik fonksiyonunu

maksimize eden 0 degerlerini bulmaktir.
n
Q(G ‘ 91[) :Z/logp(ThShynb,e)p(bl | E;yi75i;9”)dbi
i=1

n
=Y [ {10 (781 :.0) +1ogpvi 5.0 +lozp(ti] 60} 17
i—
xp(bi | Ti, 81,yi;0")db;
Esitlik 4.10°da tanimlanan ifade, rastgele etkilere gore ve Esitlik 4.7°de verilen
sag kalim fonksiyonunda yer alan ifadenin zamana goére integralini icerir. Bu
integrallerin kapali formda ¢oziimleri bulunmadigindan Gauss Hermite kareleme
(quadrature) yontemi ve Monte Carlo Orneklemesi gibi sayisal yoOntemlerle

integrallere yakinsama saglanabilir (Rizopoulos ve Ghosh, 2011).

* M adimi: Parametrelerin giincellenmesi icin gerekli olan kapali formlar rastgele
etkiler varyans kovaryans matrisi D ve 6lgiim hatasinin varyansi 67 icin mevcuttur.
Boylamsal ve sag kalim modelindeki regresyon parametreleri i¢cin Newton Rapshon

yonteminden yararlanarak M adimi gerceklestirilebilir (Wulfsohn ve Tsiatis, 1997).

Ol¢iim hatasi varyansinin tahmini

. 1 .
6’ =y Z/(yi —Xip —Zibi)"(yi — Xif — Zibi) p(bi | T3, 6, yi5 0)dbi
=17

1 o 7 ~ ~
Y Y i = XiB)T(yi — XiB — 2Z:b;) + tr(Z] ZVar(b; | T, 8;,y:;0")) + b;' Z] Z;b;
i=1"

4.11)

seklinde elde edilir. Esitlikte yer alan b = E(b; | T;,8;,v:; 6") kosullu beklenen

degeri gostermektedir.
Rastgele etkilerin varyans kovaryans matrisi D’nin tahmini

D= Var(b,- | T1;, 6, yi; Q(it)) + Z)E,'T (4.12)

i
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esitligi ile elde edilir.

Birlesik modelde yer alan sabit etkiler parametresi 8 ve 6, = (y, &) sag kalim modeli
parametreleri i¢in olabilirlik fonksiyonunun kapali ¢oziimleri bulunmamaktadir. Bu
nedenle bu parametrelerin tahmin edicilerinin elde edilmesinde Newton Raphson

yontemi kullanilir (Wulfsohn ve Tsiatis, 1997; Rizopoulos ve dig., 2009).
BN =g — {as(p) /9 } (4.13)

et(it—i-l) _ et(il) . {aS(ét(lt))/ael} (414)

Burada (%) ve Gl(it), B ve 6, parametrelerinin giincel degerlerini ifade eder. 8 ve 6;’ye

karsilik gelen skor vektorleri,

T
S(B):ZXl.Tyi—X,-B—Z,~b,-/c72+oz6,~X,-(T,~)—exp(yTwi)[ / /0 ho(s) axi(s)

exp(ox] (s)B +z] (s)bi) X p(bi | T, 8, yis G)dsdbi]
4.15)

ve

T T; T T
S(’}’) — ;Wi [61 _exp(')/ W,')//O /’ZO(S)OCXi(S) CXP((X}C,’ (S)ﬁ +Zi (S)bi) (4.16)

% p(bi | T,-,S,-,y,-;e)dsdb,}

veE

S(a) =Y &I (T)B +Z] (T)b;

i

~explrrw) [ [ ols)ents) exp(enx] ()6 -+ (50

x p(b; | T;, 6;,yi; 0)dsdb;
4.17)

bicimindedir (Rizopoulos, 2012b).

EM algoritmasinda rastgele etkiler kayip gozlem olarak kabul edilir. EM

algoritmasinda parametrelerin tahminlerinin elde edilebilmesi icin rastgele etkilerin
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de tahminine ihtiya¢ vardir. Rastgele etkiler, rastgele degiskenler oldugu ve olasilik
dagilimina sahip oldugu i¢in Rizopoulos (2012b)’de yer aldig1 gibi bu parametrelerin
tahmin edicilerinin elde edilmesinde Bayes¢i yaklagim kullanilabilir. p(b;; 0) rastgele
etki parametrelerinin 6nsel dagilimi olarak kabul edilir. p(T;,8; | b;;0) ve p(y; | b;i; 0)
kosullu olabilirik kismindan yararlanarak rastgele etkiler parametelerisinin sonsal

dagilimi

p(T;, 6 | bis0)p(yi | bi;0)p(bi; 0)
bi| T, 8,vi:0) =
p(bi| Ti, 8,y 6) (T3, 5:,yi:0) (4.18)
o< p(T;,8; | bi;0)p(yi | bi:0)p(bis 0)

seklinde elde edilir. Rastgele etkilerin sonsal dagiliminin kapali formda ¢6ziimii
bulunmamaktadir bu nedenle ¢éziimiiniin sayisal yontemlerle elde edilmesi gerekir.
Boylamsal ol¢iimlerin sayisiarttikga, n—oo, rastgele etkilerin sonsal dagilimi normal
dagilima yaklagsmaktadir.

P A =
p(bi | T;, 8,y5;0) — N(bi, H ) (4.19)

Sonsal dagilimin modu ve ortalamasi,

a:/mwAn&wm

X (4.20)
b; = arg maxb{l()gp(bi | T, &1, yis 9)}
rastgele etkilerin sonsal dagiliminin varyans: ya da Hessian matrisinin tersi,
Var(b) = [ (bi=Bp(bi| T;.8:6)
(4.21)

d%*logp(b| T, 8:,y:; 0) -1
H; = 2
{ ob10b ‘b—bi}

esitliklileri ile hesaplanabilir. ~ Hessian matrisinin tersinin kosegen elemanlari

parametrelere ait varyans degerlerini vermektedir.

EM algortimasinda yakinsamanin kontrolii,

max{|6® — 0=V |/(|6 V| +¢)} <&
4.22)
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esitligi ile yapilir. 07, ir. asamadaki parametre degerlerini ifade eder. Eger tahmin
edilen parametre degerleri ile hesaplanan esitlik € gibi kiiciik bir degerden kiiciik ise
yakinsama saglanir. &; ve & degerleri genellikle 10~3 ya da 10~* gibi kiiciik degerleri

ifade eder (Rizopoulos, 2012b).

4.3.2 Sayisal Integrasyon Yontemi

Birlesik modelde, parametre tahminlerinin elde edilebilmesi i¢in Esitlik 4.7°de verilen
olabilirlik fonksiyonundaki integrallerin hesaplanmasi gerekir. Olabilirlik fonksiy-
onunda yer alan integrallerden biri sag kalim modelinin yogunluk fonksiyonunda yer
alan integraldir. Bu integral tek boyutlu oldugu i¢in 7 noktali ya da 15 noktal1 Gauss
Kronrod kuralindan (Vetterling ve Press, 1992) yararlanarak yakinsama saglanabilir
(Rizopoulos ve Ghosh, 2011). Esitlik 4.7°de acik sekilde yazilan sag kalim modeline

ait yogunluk fonksiyonu

S;
(1,51 5. 0.5) = <h0<n>exp{wwi+ am,-m)})

X eXp ( — /OTi ho(s)exp {yTW,‘ + am;(s) }ds)

seklindedir. Yogunluk fonksiyonunda yer alan integrale 15 noktali Gauss Kronrod

(4.23)

kurali kullanilarak,

T 15

i Ti(1
/ ho(s) exp yTwi + aum;(s)ds ~ EL Z ’[qu(Wi,%mi<M)
0 -
q=1

> (4.24)

yakinsama saglanabilir. 7, ve s, sirasiyla agirliklar ve apsisleri gosterir. T; bireylerin

son sag kalim zamanlarin ifade etmektedir (Rizopoulos ve Ghosh, 2011).

Birlesik model taniminda yer alan diger integralin hesaplanabilmesi i¢in rastgele
etkilere gore integralin alinmasi gerekir ve rastgele etkilerin boyutu arttik¢ca integral
almak zorlagir. Birlesik model literatiiriinde Wulfsohn ve Tsiatis (1997); Henderson ve
dig. (2000); Song ve dig. (2002) tarafindan kullanilan Gauss Hermit kareleme kurali ya
da Monte Carlo orneklemesi genellikle tercih edilen yontemlerdir. Rizopoulos ve dig.
(2009) ve Ye ve dig. (2008) bu yontemlere alternatif olarak birlesik modeldeki integrale

Laplace yaklagimi ile yakinsama saglandiginda, rastgele etkilerin boyutunun arttigi
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durumlarda, Gauss Hermit kareleme yaklagimi ve Monte Carlo 6rneklemesine gore
daha etkili sonuglarin elde edildigini gostermislerdir. Bu ii¢ yaklagima alternatif olarak
Rizopoulos (2012a) tarafindan hesaplama zorluklarini azaltan bir yontem 6nerilmistir.
Bu yaklasimin gergeklestirilebilmesi icin oncelikle model parametreleri i¢in skor

fonksiyonunun asagidaki gibi tantmlanmasi gerekir.

d
S(8) = Y- 55-10g [ p(Ti & | b 0)p(si | bi: 0)p(bi: 0)ds

1 )
=Y e a7 T b 0)p(i | bi 0)p(bi 0)ab,

1 / 0
=) p(T;, 6 | bi; 0)p(yi | bi; 0)p(bi; 0)db;
> (T5. 8. i T
i p(];7517yl’6) ae (425)

d

" p(T;,6; | bi;0)p(yi | bi:0)p(bi; 0)
P(Ti,5i7)’i;9)

= Z/A(bn 0)p(bi | T;, 6;,yi; 0)db;

db;

A(.) tam verinin skor vektorii olmak iizere, A(b;0) = dp(T;,0; | bi;0)p(yi |
bi;0)p(bi;0)p(T;, 6;,yi;0) /90T seklinde gosterilir (Rizopoulos, 2012b). Rastgele
etkilerin fonksiyonu A(.)’nin herhangi bir formu igin, skor vektoriinde yer alan
integrale Onceden belirlenen apsis noktalarindaki integrand degerlerinin agrlikli
toplam1 ile yakinsama saglandii standart Gauss Hermit kurali esitlikteki gibi

yazilabilir.

E{A(8,b:) | T, 8, yi:0} = / A(0,b:)p(bi | Ty, &, i: 0)db;
Y mA(6,6,V2)p(bV2| T;, 8:,yi50) exp(||6:]))
i

~ 24b/2
11,5l

(4.26)

Egsitlik 4.26’de yer alan ), oy ifadesi, ):{le Yoo Zgzl , seklinde gosterilen K kareleme
noktalarinin kisa gosterimdir. b} = (by1,... ,biq), my agirhik noktalaria karsilik gelen
apsisleri ifade eder. K kareleme noktalarinin sayisi arttikca yaklasimin dogrulugu
artmaktadir. Standart Gauss Hermit kuralinda, integrand degerleri apsislerin kartezyen
carpimlar1 iizerinden her bir rastgele etki icin degerlendirildiginden bu durum

rastgele etkilerin boyutu g, arttikca hesaplama zorluklarina yol agmaktadir. Rastgele
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etkilerin boyutundan kaynaklanan hesaplama zorluklarinin iistesinden gelebilmek icin
Rizopoulos (2012a) tarafindan 6nerilen yeni yaklasim yapay uyarlanabilir (pseudo
adaptive) Gauss Hermit kurali 7, = b; + \/igi_lbt, b; = arg max,,{logp(yi,bi; 6,)} ve
B;, Hessian matrisinin Choleski faktoriinii belirtmek iizere esitlikteki gibi yazilabilir

(Rizopoulos, 2012a).

E{A(8,b;) | T, 8, y1:0} = / A(0,b:)p(bi | Ty, &, yi;0)db;
~ 202117 Y mA(6,R)p(F | T, 8,yi:0) exp(||be )

I5e0lg

(4.27)

Onerilen yeni yaklasimda standart Gauss Hermite kuralma gore daha az nokta ile
caligilir ve daha az nokta ile ¢alisilmasina ragmen standart Gauss Hermite kuralina
gore daha hizli yakinsama saglanir (Rizopoulos, 2012b). Konu ile ilgili detayl
bilgi icin standart Gauss Hermite ve yapay uyarlanabilir Gauss Hermite yonteminin

karsilastirildig1 Rizopoulos (2012a) ¢alismasi incelenebilir.

4.4 Birlesik Modelde Hipotez Testi

Birlesik modelde, Hy : 6 = 6y yokluk hipotezinin testi i¢in olabilirlik oran testi, skor

testi ve Wald testinden yararlanilir.

¢ QOlabilirlik Oran testi:

Olabilirlik oran testi i¢in kullanilan test istatistigi,

LRT = —2{¢(8p) — £(0)} (4.28)

seklinde gosterilir. By ve 6 yokluk ve alternatif hipotez altinda ML tahmin

edicileridir.

¢ Skor testi:

Skor testi i¢in test istatistigi,

(4.29)

; 3 ‘9:@
ST(60){1(60)}"S(0)

S(.) skor fonksiyonunu ve /(.) bilgi matrsini gostermektedir.
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* Wald testi:
Wald test istatistigi,

W =(0-60)T1(6)(6—6) (4.30)

seklinde gosterilir.

Yokluk hipotezi altinda, {i¢ test istatiginin dagilimi asimptotik olarak p serbestlik
dereceli x> dagilimi gosterir. Skor testinde, model yokluk hipotezi altinda ve Wald
testinde model alternatif hipotez altinda degerlendirilirken, olabilirlik oran testinde her

iki hipotez altinda da modelin degerlendirilmesi gerekir.

Olabilirlik oran, Skor ve Wald testleri sadece iki i¢ ice modelin(nested model)
karsilastirilmasinda uygundur. Farkli modellerin karsilagtirilmak istendiginde Akaike
Bilgi Kriteri (Akaike Information Criteria, AIC) ve Bayesci Bilgi Kriteri (Bayesian

Information Criteria, BIC) gibi bilgi kriterlerinden yararlanilabilir.
AIC = —2/0(0) +2n,

) (4.31)
BIC = —2/(0) +n,log(n)

Burada & ML tahmin edicisini, n, modeldeki parametre sayisin1 ve n Orneklem
genisligini gostermektedir. Ayni veri i¢in iki model karsilastirildiginda AIC ve BIC
bilgi kriterlerinden daha kiiciik bilgi kriteri degerine sahip model, uygun model olarak
kabul edilir (Rizopoulos, 2012b).

4.5 Birlesik Modelde Artik Analizi

LME modelinde, birey-0zel artiklar ve marjinal artiklar olmak {iizere iki tiir artik
incelenir. Birim 6zel artiklar Esitlik 4.5’te verilen boylamsal alt model olan LME

modelinin gecerliliginin kontroliinde kullanilir.

yi(r) =mi(t) + &(7)
b; ~N(0,D) (4.32)
&(t) ~N(0,0?)
LME modeli i¢in standartlastirilmig artiklar 3 ve 62 ML tahmin edicilerini ve b; Bayes

tahmin edicisini gostermek lizere
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A% = yilt) 310 — ] ()b (433)

ile hesaplanabilir. Marjinal artiklar i¢in ise Esitlik 4.34’te verilen marjinal model

kullanilir.

yi=Xip + 8,'*
(4.34)
g ~N(0,Z:DZ] + 6°I,;)
Marjinal modelde standartlastirilmig artiklar V; = Z,DZ! + 021,;,y’nin tahmin edilen

varyans kovaryans matrisi olmak iizere

R =020~ X,B) 435)

1

seklinde hesaplanir. ~ Marjinal artiklar ve birey-ozel artiklar birlesik modelde,
boylamsal alt model varsayimlarinin gecerliliginin kontroliinde kullanilabilirler

(Rizopoulos, 2012b).

Sag kalim alt modelinde kullanilan Oransal Cox modelinin gecerliliginin kontrolii
icin kullanilan artik tiirli Martingale artiklaridir. Martinagele artiklar1 esitlikteki gibi

hesaplanir.
t
™ =Ni(t) —/ Ri(s)h(s | M;(s); 0)ds
0 (4.36)
rfm :]Vi<t) — / Ri(s)ilo@) exp {Wl + &n%,-s}ds
0
N;(t), t zamanindan Once olay yasayan bireylerin sayisini, R;(f), ¢ zamaninda risk
altindaki bireylerin sayisin1 gosterir. Martingale artiklari, i. birey icin # zamaninda
gozlenen olay sayisi ile ayn1 zaman noktasinda modelden elde edilen beklenen olay

sayis1 arasindaki fark alinarak hesaplanir.

Sag kalim alt modeli icin kullanilan diger artik tiirii (Cox ve Snell, 1968) tarafindan
onerilen Cox-Snell artiklaridir.
T A
r = ho(s)exp{yTw; + & }ds (4.37)
0

Modelde, tahmin edilen parametre degerleri gercek parametre degerlerine yakinsa ri*

degerleri sansiirlii 6rneklemler gibi iistel dagilim gosterirler. 7 degerleri tahmin
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edilen birikimli tehlike fonksiyonu H;(t) = —log S;(¢) degerlerine esittir. 7 degerleri
iistel dagilima sahip ise H;() degerlerinin dagilimi yaklagik olarak iistel dagilima esit

olur (Klein ve Moeschberger, 2006; Collett, 2015).
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5 BIRLESIK MODELDE PARAMETRE TAHMIN-
LERI ICIN BAYESCI YAKLASIM

Birlesik modelde olabilirlik fonksiyonu karmagik bir yapiya sahiptir. Olabilirlik
fonksiyonunun maksimizasyonuna dayanan ML yoOntemi ile parametre tahminleri
hesaplanmak istendiginde karsilasilan en biiyiik zorluk, olabilirlik fonksiyonunun
boylamsal ve sag kalim siirecleri i¢in ortak parametre olan rastgele etki parametrelerine
gore integralinin alinmasidir.  Birlesik modelde, olabilirlik fonksiyonununda yer
alan integralin kapali yapida ¢6ziimii yoktur ve bu integrale yakinsama saglamak
icin genellikle Gauss Hermite yontemi ya da Monte Carlo yaklagimi gibi sayisal
yontemlerden yararlanilir. Gozlem sayisi az oldugunda integrale Gauss Hermite
ceyreklik kurali ile yakinsama saglamak kolay olsa da rastgele etkilerin boyutu
arttikca hesaplamalar daha karmasik hale gelmektedir. Birlesik model gibi karmagsik
yapida olabilirlik fonksiyonuna sahip modellerde, Bayes¢i yontemlerle parametre
tahminlerini elde etmenin en Onemli avantaji olabilirlik fonksiyonundaki yiiksek
boyutlu integrallerin hesaplanmasinda kolaylik saglamasidir. Bayesci yontemde
Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) benzetim yontemleri ile sonsal dagilim
fonksiyonuna dayali olarak parametrelere yakinsama saglanir.  Son yillardaki
Bilgisayar yazilimlarindaki gelismeler de Bayesci yontemlerin uygulanabilirligini
arttirmis ve karmagik yapidaki modellerin ¢oziimiinde tercih edilen bir yontem

olmasini saglamisgtir.

Birlesik modelde bayes¢i yontemin uygulandigi calismalarda sag kalim alt modeli i¢in
genellikle Cox oransal tehlike modeli tercih edilirken boylamsal alt modelde kullanilan
modeller farklilik gostermektedir. Faucett ve Thomas (1996), boylamsal alt model i¢in
rastgele etkiler modeli ve sag kalim alt modeli i¢cin Cox oransal tehlike modelinde
parametre tahminlerini Bayes¢i yaklagim ile elde etmiglerdir. ML tahminlerine
yakin degerler elde edebilmek i¢in bilgilendirici olmayan oOnseller kullanmiglar ve

sabit ve rastgele etkiler parametreleri i¢in parametre tahminlerini MCMC algoritmasi
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yontemlerinden Gibbs orneklemesi ile elde etmiglerdir. Wang ve Taylor (2001),
Faucett ve Thomas (1996) gibi rastgele etkiler modelini kullanmiglardir. Boylamsal
alt modele Ornstein-Uhlenbeck siirecini dahil ederek bireylerin kitle ortalamasi
etrafindaki rastgele de8isimlerini esnek bir modelle aciklayamayi amaclamiglardir.
Onerilen model bireylerde, zaman boyunca meydana gelen hizli ya da yavas
degisimleri agiklamada esneklik saglasa da parametre sayisi arttikca hesaplamalarda
problemlere neden olmaktadir. (Lawless, 2011) R. Brown ve G. Ibrahim (2003)
birlesik modelde, boylamsal alt model parametreleri icin parametrik 6nsel dagilimlar
yerine Dirichlet siireci Onselini kullanilarak dagilim varsayimlarinda esneklik
saglamayr amaclamiglardir. Rizopoulos ve Ghosh (2011) ¢ok degiskenli birlesik
modelde bireylere ait boylamsal degisimleri agiklamak i¢in boylamsal alt modelde
spline tabanli yaklagim kullanarak bireylerin boylamsal dl¢timlerinde meydana gelen
degisimlerini esnek bir modelle aciklamay1 amaclamislardir ve parametre tahminleri
icin Bayesci yaklagim kullanmiglardir. Huang ve dig. (2011b) boylamsal yanitlarin
ve rastgele etkilerin carpik normal dagilimdan geldigi durumlar i¢in birlesik modelde

parametre tahminlerinde bayesci yontemi kullanmiglardir.

Bu boliimde, Bayesci yaklasim ile birlesik modelde parametre tahminlerinin elde
edilmesi siirecinden bahsedilecektir. Bu amacla, Oncelikle bayes¢i yaklasim ve
Bayesci yaklagimda sonsal dagilimdan 6rneklem iiretilmesini saglayan Monte Carlo
Markov Chain (MCMC) benzetim yontemlerinden Gibbs 6rneklemesi ve MH algorit-
masi anlatilacaktir. Birlesik modelde Bayesc¢i yaklasimin uygulanabilmesi i¢in secilen
onsel dagilimlar ve birlesik olabilirlik fonksiyonu yardimiyla model parametrelerinin
tam kosullu dagilimlar elde edilecektir. Birlesik model parametrelerine ait sonsal
dagilimi yardimiyla parametreler i¢in Orneklem iiretilmesinde kullanilacak olan
algoritmanin asamalarindan bahsedilecektir. Onerilen Bayesci modelde, parametreler
icin yakinsamanin kontroliinde kullanilacak olan Geweke tanisi, Gelman ve Rubin

tanis1 ve Heidelberger ve Welch tanilari anlatilacaktir.

5.1 Bayesci Yaklasim

Bayesci yaklasim, model parametrelerinin dagilimlarindan yararlanarak olasilik
modelinin tahmin edilme siirecidir. Bayesc¢i yaklagimda, model parametrelerinin

rastgele degisken oldugu varsayilir ve parametreler hakkindaki bilgi olasilik dagilimina
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dayali olarak ifade edilir. Parametreler icin belirlenen dagilimlar arastirmacinin
parametre hakkindaki kesin olmayan bilgisine dayanarak belirlenen dagilimlardir ve

onsel dagilim olarak adlandirilirlar.

Bayesci yaklasimda, o©nsel dagilimdan ve veriden gelen bilgi birlestirilerek
parametreler i¢in sonsal dagilimlar elde edilir. y = {y1,y2,...,yn} gozlenen veri
bilindiginde 6 parametresinin kosullu sonsal dagiliminin ifade edilebilmesi ic¢in
oncelikle 8 ve y’nin birlesik olabilirlik fonksiyonun belirlenmesi gerekir. Birlesik
olabilirlik fonksiyonu, p(0), 6 parametresinin onsel dagilimini, p(y | 6) 6rneklem

modelinin olabilirlik fonksiyonunu belirtmek iizere,

p(6,y) =p(y|0)p(6) (5.1)

biciminde yazilabilir. (Gelman ve dig., 2013) Birlesik olabilirlik fonksiyonu p(8,y)
belirlendikten sonra y’ler bilindiginde 6’nin kosullu sonsal dagilimi p(6 | y), Bayes
yaklagiminin temelini olusturan ve Thomas Bayes (1763) tarafindan 6nerilen Bayes

kuralindan yararlanarak yazilabilir.

_p(8,y) _p@)p(y|8)
”9”*‘mw“ p(y) G-

Kesikli veriler igin p(y) = Yo p(0)p(y | 0) ve siirekli veriler i¢in p(y) = [, p(0)p(y |
0)d6 seklinde hesaplanir. Esitlik 5.2’de paydada yer alan p(y), y’nin marjinal

dagilimini ifade eder ve sonsal dagilimin normallestirme sabiti olarak adlandirilir.
y’nin marjinal dagilimi p(y), o6nsel dagilim ile olabilirlik fonksiyonunun 6
parametresine gore integralinin alinmasi ile elde edilir. Integral sonlu oldugu siirece,
paydadaki integralin sonucu sonsal dagilim hakkinda ek bir bilgi saglamaz. Boylelikle

sonsal dagilim, onsel dagilim ve olabilirlik fonksiyonuna orantili olarak,

p(6]y)=<p(y|0)p(0)

Sonsal dagilim o< Olabilirlik x Onsel dagilim

(5.3)

seklinde yazilabilir (Gelman ve dig., 2013; Hoff, 2009). Esitlik 5.2°de verilen
ifade parametreler icin elde edilebilecek c¢ikarimlarin c¢ekirdek fonksiyonunu
olugturmaktadir. 6 parametresi ile ilgili tiim ¢ikarimlar sonsal dagilim p(6 | y)’den

yararlanilarak yapilir.
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Onsel dagilim, arastirmaci tarafindan belirlenen, ilgilenilen parametre hakkindaki
bilgileri iceren olasiik dagilimidir. Onsel dagilim ve verinin olasilik dagilimi
birlestirilerek elde edilen sonsal dagilim sayesinde ilgilenilen parametre hakkindaki
bilgiler giincellenir. ~ Orneklem genigliginin kiigiik oldugu durumlarda uygun
onsel se¢cimi Onemlidir ancak Orneklem genisligi arttikca Onsel dagilimin sonsal
dagilim iizerindeki etkisi azalir. Onsel dagilim bilgilendirici (informative) onsel
ve bilgilendirici olmayan (noninformative) Onsel olarak iki grupa incelenebilir.
Bilgilendirici olmayan onseller ayn1 zamanda daginik (vague), diiz (flat), belirsiz

(diffuse) onsel olarak da bilinir (Gelman ve dig., 2006).
* Bilgilendirici Onseller

Onsel dagilim, arastirmacinin gecmis deneyimlerinden ve Onceki calismalardan
edindigi bilgilere dayanarak belirlenebilir. Bu tiir onseller genellikle subjektif onsel
ya da bilgilendirici 6nsel dagilim olarak bilinir. Bilgilendirici 6nseller olabilirlik
fonksiyonu tarafindan etkisi azaltilmamis sonsal dagilimin belirlenmesinde etkisi olan
onsellerdir. Gercek uygulamalarda veri yapisina uygun onsel dagilimin belirlenmesi
onemlidir ¢iinkil 6nceki ¢aligmalardan ve gecmis deneyimlerden elde edilen bilginin
giincel bilgi ile birlestirildigi uygun bir 6nsel kullanim1 Bayesci yaklasimin giiciinii

arttirmaktadir (Gelman ve dig., 2013).
* Bilgilendirici Olmayan Onseller

Bilgilendirici olmayan Onseller sonsal dagilim iizerinde etkisi az olan Onsellerdir.
Bilgilendirici olmayan Onseller arastirmaci tarafindan veri ile ilgili herhangi bir
onsel bilgi belirtilmeden objektif bir sekilde secilen Onsellerdir.  Bilgilendirici
olmayan onseller kullanildig1 durumda sonsal dagilim genellikle olasilik yogunluk
fonksiyonuna benzer ve veri ile ilgili ek bir bilgi saglanmadigindan genellikle Bayesci
yaklasimdan elde edilen parametre tahminleri ML tahminleri ile benzerlik gosterir

(Gelman ve dig., 2013; Carlin ve Louis, 2010).
* Eslenik(Conjugate) Onseller

0 parametresinin Onsel dagilimi, p(0) ile p(0 | y) sonsal dagilim ayni dagilim

ailesinden ise O parametresinin énsel dagilimina eslenik 6nsel denir.
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P(0)e F=p(0|y)€F (5.4)

Ornegin, p(y | 8) drneklem dagilimi binom dagilimi ise ve 6 parametresinin dnsel
dagilim1 beta dagilimi olarak belirlenmis ise 6 parametresinin sonsal dagilimi p(6 | y)
beta dagilimi olur. Eglenik onseller uygulama agisindan kolaylik saglar (Gelman ve

dig., 2013).
* Jeffrey Onsel Dagilim

Jeffreys (1961) tarafindan Onerilen Jeffrey onseli, 0 tek parametreli oldugu durumda

p(6 | y) olabilirlik fonksiyonuna ait Fisher bilgi matrsinin karekokiine esittir.
p(0) =< \/1(6) (5.5)

0 parametre vektorii iki ya da daha fazla parametre icerdigi durumda Jeffrey onseli

esitlikteki gibi ifade edilir.

p(8 o< |1(6)7'/? (5.6)

Jeffrey Onseli herhangi bir parametrik model icin bilgi icermeyen Onselin elde

edilmesini saglar (Hoff, 2009).

5.2 Markov Zinciri Monte Carlo Yontemi

MCMC yéntemi, O parametresine ait p(6 | y) sonsal dagilim yardimiyla 6 parametresi
icin o) ... 00 seklinde sirali Orneklemlerin elde edildigi benzetim yontemidir
ve karmagik model yapilariin ¢oziimiine pratik bir yol saglar. Bu yontemde 6
orneklem degeri, bir dnceki g1 giincel orneklem degerine bagl olarak tretilir
ve bu durum Markov zinciri olarak bilinen zincir yapisint olusturur. MCMC
yonteminin en 6nemli 6zellii algortima iyi bir sekilde yazildiginda ve yeterince
uzun calistirildiginda baslangic de8erine bakilmaksizin ilgilenilen sonsal dagilima
yakinsama saglanmasidir.  Uygulamalarda genellikle parametre tahminleri ML
yontemi ile elde edilebiliyorsa, ML tahminleri baglangic degeri olarak secilir.

MCMC yonteminde, Monte Carlo yaklagiminda oldugu gibi 6 parametresinin E[g(6)]
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beklenen degerine, {g(6(1),...,g(8'5)} drneklem dizisinin ortalamas ile yakinsama

saglanir.

S
Y (69— Elg(0)] = [g(0)p(0)a0  57)
s=1
Burada, p(60), 6 parametresinin 6nsel dagilimini ifade etmektedir. Yakinsama Markov
zincirleri ile saglandigindan bu yaklagima Markov Zinciri Monte Carlo yaklagimi
denir (Hoff, 2009; Gelman ve dig., 2013). Monte Carlo yontemi ile MCMC yontemi
arasindaki temel fark, MCMC yonteminde her iterasyonda orneklemler parametrelerin

bir onceki giincel degerlerine kosullu olarak iiretiliginden 6rneklemlerin birbirine

bagimli olmasidir.

Bayesci yontemde, parametrelere ait sonsal dagilimdan parametrelerin elde edilmesi
analitik olarak zor oldugundan sonsal dagilimlardan Orneklem iiretme siireci icin
genellike MCMC benzetim yoOntemlerinden Gibbs o©rneklemesi ve Metropolis

Hasting(MH) algoritmasindan yararlanilir.

5.2.1 Gibbs Orneklemesi

Parametrelerin sonsal dagilimi bilinen bir dagilim yapisina benzerlik gosterdiginde
Gibbs orneklemesi ile parametreler i¢in drneklemler sonsal dagilimdan elde edilebilir.
Gibbs oOrneklemesi, uygulama acisindan kolay olmasi nedeniyle cok boyutlu

problemlerin ¢6ziimiinde en ¢ok tercih edilen 6érnekleme yontemlerinden biridir.

Gibbs Orneklemesinin her bir asamasinda ilgili parametre i¢in drneklemler iiretilirken
parametrelerin tam (full) kosullu dagiliminlarindan yararlanilir. Tlgili parametre hari¢
diger tlim parametrelere ve gozlenen veriye kosullu olarak yazildigindan tam kosullu
dagilim olarak bahsedilir.

0 =(61,6,,...,0,) parametre vektorii seklinde p alt parametreden olugsun. p(6) =
p(61,6,...,0,), 0 parametresinin onsel dagiimimni ve p(6 | y) birlesik sonsal
dagilimini ifade etsin. O parametre vektoriiniin alt parametreleri i¢in Gibbs

orneklemesinin asamalar1 su sekilde gerceklestirilir;

1. s,s=1,...,S iterasyon sayisin1 gostermek iizere s = 0 iterasyonu i¢in herhangi bir

baglangic degeri segilir, 0(©) = 91(0) , 92(0) ey QISO) .
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2. s+1. iterasyon i¢in O parametre vektoriiniin her bir alt parametre bileseni iiretilir,

0, parametresi icin (s+1). 6rneklem,91(‘y+]),p(GI(SH) | 62(5_1), 93(5_1), ey OISS_I),y)
O, parametresi icin (s+1). érneklem,ez(sﬂ) , p(92(5+1) | Gl(sfl), 93(“1), . e,SH), y)
0,parametresi i¢in (s+1). érneklem,elgs+1),p(9,(,s+l) | 91(5_1), Gz(s_l), 93(s_1), e, Gl(’s:ll),y
(5.8)

3. s < Sise 2.adima tekrar doniiliir. Parametreler i¢in 6nceden belirlenen S maksimum

iterasyon sayisina ulasildiginda islem durdurulur.

Gibbs orneklemesi bagimli vektorler dizisi iiretir.

o = (oY 6l",....0"}
o — (o6, ..o}

00 — (6 o oY)

Gibbs drneklemesinde 6*) parametre vektoriinde yer alan 6rneklemler, oG- giincel
degerlerine baghdir. Her bir iterasyonda bir 6nceki 6rneklemlem degerine bagli olarak

tiretildiginden Markov zinciri olusturur.

5.2.2 Metropolis Hasting (MH) Algoritmasi

0 parametresinin sonsal dagilimi p(6 | y) i¢in her zaman bilinen bir dagilim yapisi
elde edilemeyebilir. Karmagik ve cok parametreli modellerde sonsal dagilim icin
bilinen bir dagilim yapisi elde edilemediginde sonsal dagilimdan drneklemler tiretmek
icin Metropolis ve dig. (1953) tarafindan Onerilen MH algortimasi kullanilir. MH
algoritmasinda amag p(6* | 6()) simetrik oneri (proposal) dagihmi yardimiyla 6
parametresinin giincel degeri 1) e yakin 0* oneri 6rneklemi iiretmektir. Oneri
dagilimi olarak genellikle 8* bilindiginde 6* elde etmenin olasiligi ile 8* bilindiginde
6° elde etmenin olasilig1 esit olan p(6* | ) = p(6* | ) simetrik bir dagilim

secilir. MH algoritmasinda en sik kullanilan simetrik dagilim normal dagilimdir.

MH algoritmasinin agamalari su sekilde gerceklestirilir:
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1. 6" i¢in 6neri dagilimindan yeni bir deger iiretitilir, 6* ~ p<9 | 9(s)>
2. r, kabul oran1 hesaplanir.
r:min{—p(e* [7) 1}
p(61) | y)’
3. U~ uniform(0, 1) diizgiin dagilimdan U igin bir rastgele say1 iiretilir.
4. 2. adimda hesaplanan r kabul oranmi ile U oOrneklemi karsilagtirtlir. » < U ise

0+ = §* olarak kabul edilir, diger durumda ise 0+ = ) olarak kabul edilir.

Ilgili parametre icin Oneri dagilimi simetrik bir dagilim olarak belirlenemedigi

durumda algoritmanin ikinci asamasinda kullanilan kabul oran1 yerine,

e [n)/p(e"[6Y)
p(6©) | y)/p(61) | 6%)’

esitligi kullanilir (Gelman ve dig., 2013; Hoff, 2009).

5.3 Birlesik Modelde Olabilirlik Fonksiyonu ve Onsel Dagilimlar

Boliim 4’te bahsedilen birlesik modelde boylamsal alt model

yi(t) = mi(t) + &
m;(t) = Xi(t)B + Zib;

(5.9)

ve sag kalim alt modeli,

hl‘(l | M,-(t),wi) = ho(t) exp(}/Tw,- + OCm,'(l‘)) (5.10)

i¢in birlesik olabilirlik fonksiyonu, 6 = (6;,6,,6,)T tam parametre vektoriinii ve
6 = (yT,a)T, 6, = (BT,02)T ve 6, = (D) boylamsal ve sag kalim alt modeline
ait parametreleri iceren alt parametre vektorleri olmak iizere birlesik olabilirlik

fonksiyonu,
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p(Ti,6;,yi | bi, 0) = /p(Ti;5z | bi, 6, B)p(yi | bi; 8y) p(bi; 6;)db;

5 7
= (ho(t)eXp(»}/TWi-i-OCmi(t))) X <_/0 ho(s)exp{y™w; + am;(s)}ds

x (2m02) " exp  — [lvi— XiB ~ Zibil]*/202)

(5.11)
seklindedir.  Bayesc¢i yaklasimda, birlesik olabilirlik fonksiyonu belirlendikten
sonra birlesik sonsal dagilimin belirlenebilmesi icin parametreler i¢in Onsel se¢imi
yapilmas1 gerekmektedir. Bu ¢alismada, parametreler i¢in belirlenen 6nsel dagilimlar
bilgilendirici olmayan 6nsellerdir. Onsel dagilimlar, literatiirde bayesci yaklasimda
regresyon parametreleri ve varyans parametreleri i¢in yapilan onsel secimleri referans
alimarak belirlenmistir. Birlesik modelde, boylamsal ve sag kalim alt modelinde
yer alan regresyon parametreleri, 3,y ve o igin Onseller normal dagilim olarak
belirlenmistir. Boylamsal alt modelde &lgiim hatasinin varyansi o7 igin diizgiin
dagilim ve rastgele etkilere ait varyans kovaryans matrisi D icin ters Wishtart (IW,
inverse Wishart) dagilimi 6nsel dagilim olarak belirlenmistir (Hoff, 2009; Gelman ve

dig., 2013; Rizopoulos ve Ghosh, 2011).

Boylamsal alt modele ait parametrelerin onsel dagilimlari,

p(B) ~MVN(ug,Xp)

(5.12)
p(07) ~ Uniform(a,b)
Sag kalim alt modeline ait parametrelerin 6nsel dagilimlari,
p(Y) ~ MVN(tiy, Zy)
(5.13)

po) ~ N(Ha, 0)

Varyans kovaryans matrisi D i¢in se¢ilen onsel dagilim eslenik onsel dagilimdir.

p(D) ~IW(v,S)

IW dagiliminda, v > g, + 1 serbestlik derecesini ve S, (¢gj X ¢;) boyutlu simetrik pozitif

tanimli 6lcek matrisini ifade etmektedir.
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5.4 Birlesik Modelde Sonsal Dagilimlar

Bayes¢i yaklagimin ikinci asamasi olan o©nsel dagilimlar belirlendikten sonra
parametrelerin tam kosullu dagilimlarinin elde edilmesinde kullanilan sonsal dagilim

fonksiyonu Esitlik 5.2° de verilen Bayes kuralindan yararlanilarak,

p(ﬁ7Y7a7bi76§7D | Ti>5i7)’i) o< P(E‘,ai;yi ‘ bi79> X p(e) (514)

seklinde yazilabilir. Olabilirlik fonksiyonu ve parametreler i¢cin belirlenen Onsel

dagilimlar agik olarak yazildiginda sonsal dagilim asagidaki gibi elde edilir:

n

0;
p(ﬁv%a7bi76§7D ‘ Ti76i7yl) H(hO( )exp(’}ﬁwi"‘ami(t)))

ho Yexp{yYTwi+ am;(s) }ds

A
[«
=

<[TT]Cnod) " 2exp {—(yio,-j) Y1) ~ 2] 1))bi) /202 }
X (27[)_qb/2|D|_1/2exp(biT D7 'py)
<2l exp{ — 5 (B — )%l (B —11p) )
<2 exp { 3 (r— )i (- 1))
2
<(03) Pexp{ — ke
< D]t exp %tr(snl) !

(5.15)

Birlesik modelde yer alan sabit etkiler parametresi 3, rastgele etkiler parametresi
b;, temel degiskenlere ait regresyon parametresi 7, iliski parametresi & ve varyans
parametreleri 67 ve D igin kosullu sonsal dagilimlar1 Esitlik 5.15 yardimiyla

bulunabilir.

5.4.1 Boylamsal Alt Model Parametreleri icin Tam Kosullu Dagihmlar

Boylamsal alt modelde 3 sabit etkiler parametresinin tam kosullu dagilima;
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n 5;
P(B | T, 8:y1,bi v, 2. D) >« [ | (o(t) exp(yTwi+ ami(r))
i=1

T;
X (—/ ho(s)exp{y"w; + am;(s) }ds
0

nj

(2mo?) "2 exp { (yi(fij) — X/ (1:;)B _ZiT(tij)bi>2/2682}

j=1
_ 1 _
< [2p1 ™ 2exp{ — 5 (B —up)TIZ5I (B~ up) |
(5.16)
seklinde elde edilir. pg ve Xg, B parametresinin 6nsel dagilim parametreleridir,

sirastyla ortalama vektorii ve varyans kovaryans matrisini ifade eder.

Varyans parametresi icin genellikle ters gamma (IG, inverse gamma) dagilimi 6nsel
dagilim olarak belirlenir. Onsel dagilim, ters gamma dagilin olarak belirlendiginde
eslenik kosullu sonsal dagilim da ters gamma dagilimi olacagindan sonsal dagilim
Gibbs orneklemesi ile kolayca giincellenebilir. Ters gamma dagilimi ile caligmasinin
zorlugu, ters gamma dagiliminda, IG(€, €) € parametresinin se¢imi 1,0.01,0.001 gibi
kiiciik degerler secildiginde yani € — O iken kosullu eslenik dagilim bilgilendirici
ozelligini kaybederek uygun olmayan sonsal dagilima neden olmasidir. Bu nedenle
Gelman ve dig. (2006) varyans parametresi Onsel dagilimi bilgilendirici olmayan
diizgiin onsel dagilimla calisilmasini Onermiglerdir.  Diizgiin 6nsel dagilimda,
belirlenen [a,b] aralifinda (U(0,100) gibi genis bir aralik) parametrenin sonsal
dagilimi icin ayni olasilik degerleri belirlenir ve b — oo giderken onsel dagilimin sonsal
dagilim iizerindeki etkisi azalir. Hiyerarsik modellerde grup sayis1 kiiciik oldugunda,
diizgiin Onsel dagiliminin se¢ilmesi varyans parametresinin biiyiik tahmin edilmesi
problemine yol agacagindan diizgiin dagilim ile calisilirken grup sayisinin J > 3
olmasina dikkat edilmedilir. Bu ¢alismada, Gelman ve dig. (2006) calismas1 referans

alinarak 082 varyans parametresinin onsel dagilimi i¢in diizgiin dagilim belirlenmistir.

Boylamsal alt modelde 6,32 varyans parametresinin tam kosullu dagilimz;

n n 2
p(0Z | Th, 8.yi,b:, B, 7,00, D) < [ [ [ [ (2w02) /2 exp { <)’i(lij) — X (1:;)B —ZiT(lij)bi> /2682}

i=1j=1

x p(07) s
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b; rastgele etkiler parametresinin tam kosullu dagilimi;

o;
p(bl ’ Eaéiyyi7ﬁa}/aa7637D) o< <h0(t> exp(yTwi+(xmi(t))>

X <— /OTi ho(s)exp{y™w;+ om;(s)}ds

1

H(Q?‘L‘Gg)l/zexp{<yi(tij) XT(tlJ)ﬁ ZT<tlJ) >/26}

j=1
x (2m)~®/2|D|" 2 exp(bT D b;)
(5.18)

seklindedir.

Rastgele etki parametresine ait varyans kovaryans matrisi D’nin tam kosullu dagilima;

n
p(D | ]}75i7yi7bi7ﬁa’y’avo-g) o< H|D’_l/zexp(b;'rD_1bi)
i=1 | (5.19)
—(Vt+ap+1)/2 _ -1
x |D| exp{ 2tr(SD >}

biciminde gosterilir. Vv ve S parametreleri sirasiyla serbestlik derecesini ve dlgek
matrisini ifade etmek iizere IW dagilimiin parametreleridir. g, rastgele etki
parametresinin boyutunu gostermektedir.  Esitlik 5.19°in sag tarafinda yer alan

bI D~ 'b; ifadesi

(bID~'b;) = tr(b] D' b)) f (5.20)

olarak yazilabilir. (Nydick, 2012) Esitlik 5.19 tekrar diizenlendiginde D varyans

kovaryans matrisinin tam kosullu dagilimu,

qp+1 1 & _ 1 _
p(D| Ti,8,yi.bi, B, 7.0, 62) o< |D| 4D # exp{—itr@bibzb "} xexp{ —Ju(sp™)}

V+n 1 1
oc |D|7 exp(——tr[(beT-l—S)D ])

(5.21)

seklindedir. Tam kosullu dagilim diizenlendiginde D varyans kovaryans matrisi ters
Wishart dagilir. D varyans kovaryans matrisi i¢in kosullu sonsal dagilim ters Wishart

dagilimi ile giincellenebilir.

62



n
D~IW (v +n,Y bib] + S) (5.22)
i=1

5.4.2 Sag Kahm Alt Modeli Parametreleri Icin Tam Kosullu Dagilimlar

Sag kalim alt modelinde temel degiskenlere karsilik gelen regresyon parametresi Yy’ nin

tam kosullu dagilimi asagidaki gibi elde edilir.

n &
P(Y| T 81, B, 2. D) o< [ | (o(t) exp(yTwi+ ami(r) )
i=1

X (_/OTihO(s)eXP{YTWi—l-(Xm,-(s)}ds (5_23)

v 1 _
< 2y ™ 2exp (= 5 (v —wp)TIZ) (= b))

Sag kalim siireci ile boylamsal siire¢ arasindaki iligkiyi agiklayan, sag kalim alt

modeline ait iligki paramtresi o¢’nin tam kosullu dagilima,

n 5;
p(o| Ti, 81,31, bis B, 62, D) =< [ T (o) exp(y™wi+ ami(1) )
i=1
T;
[ - / ho(s) exp{yTwi + ami(s)}ds | (5.24)
0

2
— o —
X(O'é) 1/2€Xp<—< 26.‘506) >
o

seklinde elde edilir.

Birlesik modelde yer alan tiim parametreler icin tam kosullu sonsal dagilimlar
elde edildikten sonra model parametreleri i¢in 6rneklem iiretme siirecine gecilebilir.
Bunun icin MCMC yo6ntemlerinden Gibbs 6rneklemesi ve MH algoritmasinin birlikte

kullanildig1 algoritmadan yararlinalacaktir.

5.5 Markov Zincirinde Yakinsamanin Degerlendirilmesi

MCMC yonteminde temel diisiince ilgilenilen sonsal dagilimla ayni duragan

dagilima sahip bir Markov siireci olusturmaktir. MCMC yonteminde ilgili sonsal
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dagilima yakinsamanin kontorlii iz grafikleri (trace plot), otokorelasyon grafikleri
ile belirlenebilecegi gibi Geweke testi (Geweke ve dig., 1991), Heidelberger ve
Welch testi (Heidelberger ve Welch, 1983) gibi testlerle de yakinsamanin kontrolii
saglanabilir. Bu testler Markov zincirinin tek zincire sahip oldugu durumlarda
kullamilan testlerdir. iki ya da daha fazla zincir kullamldig1 durumlarda, parametreler
icin yakinsamanin kontroliinde Geweke ve Rubin (Gelman ve dig., 1992) tanisinda

yararlanilir.

* Iz Grafikleri

Iz grafikleri, her parametre icin zincirin duragan bir dagilima yakinsayip yakin-
samadigr hakkinda bilgi verir.  Modeldeki her parametre icin cizdirilirler ve
yakinsamanin kontorliinde en ¢ok kullanilan yontemlerden biridir. Zincir devam
ederken, dagilim noktast belirli bir deger ilizerindeyse zincirin duraganliga ulastigi
soylenebilir. 1z grafikleriyle ilk ka¢ gdzlemin atilacagina da karar verilebilir. Eger
grafik iizerinde biiyiik dalgalanmalar var ise zincir devam ederken orneklemler hedef

dagilimdan gittik¢e uzaklasiyorsa bu yakinsamanin gergeklesmedigini gosterir.

* Otokorelasyon

Otokorelasyon grafikleri ile yakinsamanin kontrolii direkt olarak yapilamasa da bu
grafikler yakinsamanin degerlendirilmesine yardimci olur. MCMC algoritmast yiiksek
korelasyonlu 6rneklemler iiretiyorsa bu durum Markov Zincirinin yavag yakinsadigini

ve iterasyon sayisinin arttirilmasi gerektigini ifade eder. Orneklem kovaryanst,

1

h) = —

n—h
Y (67" —6)(6f —6),0<h<b (5.25)
=1

seklinde olmak tizere /& gecikmenin 6rneklem otokorelasyonu,

>

bl = <é),rhr <0 (5.26)

seklinde hesaplanir (Institute Inc, 2008).

e Geweke Tanisi
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Geweke testinde, zincir ilk ve son iterasyon olmak {iizere iki parcaya ayrilarak
sonsal ortalamalar iizerinden yakinsamanin kontrolii yapilir. 6" Markov zinciri,
Ol :t=1,...,n1 ve 0}:1t=ng,...,n iki alt kimeye ayrlsm. 1 <nj; <n, <n ve

ny =n—ng,+ 1 olmak iizere ilk ve son iterasyonun sonsal ortalamart;

I IR R A
6=—) 66, = — 0 5.27
: "lz_zi ? ”21;% 627

seklinde tanimlanir. Geweke testi, z istatistigine dayanir ve asagidaki gibi hesaplanir.

6, —6,
Z, =1 72 5.28
. 51(0) |, $(0) (5:28)
ny ny

Esitlikte asimptoitk varyanslar spektral yogunluk tahminleri iizerinden tanimlanmak-
tadir. Zincirde yakinsama saglandiginda, iterasyon sayisi arttkca n — oo, Geweke testi

0 ortalama ve 1 varyans ile standart normal dagilima yakinsar (Sinharay, 2003).

* Heidelberger ve Welch Tanist

Heidelberger ve Welch duraganlik testi (Heidelberger ve Welch, 1983) Markov
zincirinin kovaryans duragan siirecten geldigi hipotezini test ederek Markov zincirinin
duraganligin1 degerlendirir. Eger yokluk hipotezi reddedilirse, zincirdeki ilk %10’ luk
kismi atilir ve kalan %90 lizerinden tekrar test edilir. Bu siire¢ duraganlik testi gecilene

kadar ya da en az %350 iterasyon atilana kadar devam edilir (Sinharay, 2003).

e Gelman ve Rubin Tanisi

MCMC algoritmasinda iki ya da daha fazla zincir kullanildiginda, Gelman ve dig.
(1992) yakinsama tanisindan yararlanarak yakinsamanin kontorlii yapilabilir. Bu
yakinsama tanilari, varyans analizinde oldugu gibi, her bir model parametresi i¢in
zincir i¢i varyansi ve zincirler arasi varyansi karsilastirilarak degerlendirilir. Bu iki
varyans arasindaki biiyiik fark yakinsama saglanamadigini ifade eder (Carlin ve Louis,

2010).

Gelman ve Rubin tamisinda n, {t = 1,...,n} iterasyon uzunlugunu ve M, {m =
1,...,M} zincir sayismi ve 6, m. zincirin sonsal ortalamasim ve 62, m. zincirin

varyansini belirtmek iizere,
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I T
6 ==Y 6, O:MZOm
i3 i=1
N (5.29)
G =2 (6, — 6)”
=1
B ve W zincirler arasi varyans ve zincir i¢i varyans ve V varyans tahmini,
M
n _ _
B= —0)?
M—1 n;( n=9)
1o,
w = Z_’ z (5.30)
m=1
N —1 1B
% _n m+15
n mn W

seklinde hesaplanir. Paralel caligtirilan M zincir hedef dagilima ulastiysa sonsal
varyans grup ici varyans1 W’ye yakin bir deger olarak tahmin edilir. Bu durumda V /W
oraninin 1’e yakin bir deger olmasi beklenir (Carlin ve Louis, 2010). V /W oraninin
karekokii potensiyel Olcek kiiciiltme faktorii (PSRE, potential scale reduction factor)

olarak adlandirilir ve esitlikteki gibi hesaplanir.

>
QU
W

SIRS

Rc: f—+

f+

df serbestlik derecesi df ~ 2V /var(V) seklinde hesaplanir. Biiyilk PSFR degerleri

(5.31)

QU

zincirler arasi1 varyansin, zincir i¢i varyanstan biiyilk oldugunu ve daha uzun
simiilasyonlara ihtiya¢ oldugunu belirtir. PSFR orani 1’e yakin bir deger olmasi her bir
zincirin duragan oldugunu ve hedef sonsal dagilima yakinsamanin saglandigini ifade

eder (Gelman ve dig., 2013).
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6 UYGULAMA

Bu boliimde birlesik modellemede Bayesci yaklasim ile parametre tahminlerinin
elde edilmesi amaciyla. Memorial Sloan Kettering Kanser Merkezinden alinan 341
tiroid kanseri hastasina ait veri seti iizerinde bir uygulama yapilmigtir. Veri seti,
1998 — 2015 yillar1 boyunca takip edilen hastalarin boylamsal dl¢iimleri ile birlikte sag
kalim verilerini icermektedir. Hastalarin %58.7°1 kadinlardan ve %41.3’i erkeklerden
olusmaktadir. Tiroid kanseriyle en cok iligkili oldugu diisiiniilen tiroglobulin degerleri
bireylerden ziyaret zamanlarinda tekrarli olarak Olc¢iilmiistir. Hastalardan farkl
Ol¢iim zamanlarinda alinan tekrarli tiroglubulin degerleri dl¢timlerinin sayisi ortalama
12.56’dir, hastalara ait en az 5 Ol¢iim en fazla 83 tekrarli 6l¢iim kaydedilmistir.
Hastalardan farkli zamanlarda ol¢iimler alindigindan alinan 6l¢tim sayilar1 hastadan
hastaya farklilik gostermektedir ve ziyaret siireleri esit degildir. 341 hastadan farkl
ziyaret zamanlarinda toplam 5484 tekrarli tiroglubulin 6l¢timii alinmistir. Bu ¢alisma
icin ilgilenilen sag kalim olay1 bireylerde tiimoriin tekrarlamasi olarak belirlenmistir.
Bireylerde, tiimoriin tekrarlamasina kadar gecen siire bireylerin sag kalim siireleri
olarak alinmistir ve sagdan sansiirlii veri ile calistlmustir. Ilk 6l¢iimiin alindig: tarihten
once tiimoriin tekrarladigi hastalar analize dahil edilmemistir. Bireyler ¢alismada en
uzun 17 yil kalmigtir ortalama sag kalim siiresi 7 yildir (medyan=5.98). Tiimoriin
tekrarlamadig1 ya da 6liim gibi nedenlerle calismadan ayrilan hastalar sansiirlii olarak
tammmlanmistir. Calismada yer alan hastalarin izlenme siiresi sona erdiginde, 276
(%80.9) hastanin ilgilenilen sag kalim olayini yasamadigi ve 65 (%19.1) hastada ise
tumoriin tekrarladig1 goriilmiistiir. Ttimoriin tekrarinin goriildiigii 65 hastadan %56.9’u
kadin ve %43.1°1 erkek hastalardan olugmaktadir. Uygulamada zamandan bagimsiz
temel agiklayici degisken olarak cinsiyet degiskeni ve temel yas degiskeni alinmustir.

Temel yas degiskeni hastanin ¢alismaya dahil oldugu andaki yasini ifade etmektedir.
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Bayesci yontemle parametre tahminlerine gegcmeden 6nce R programinda yer alan ve
ML yo6ntemine dayanan JM paketiyle (Rizopoulos, 2010) analiz yapilacaktir. Birlesik

model analizi ile

* Tiroglobulin degerlerindeki degisim ile tiimoriin tekrarlamasi arasindaki iliski var

mudir?

* Ayni yasa ve ayni cinsiyete sahip iki bireye ait tiroglobulin degerlerindeki farklilik

bireylerde tiimor tekrarinin goriilme riski nasil etkilemektedir?

* Ayni cinsiyete sahip bireylerdeki baslangic yasindaki farklilik, bireylerde tiimor

tekrar1 yasama riski tizerinde etkili midir?

sorular1 cevaplanmaya calisilacaktir.

6.1 Klasik Yaklasim ile Parametre Tahminleri

Birlesik model ile tiroid veri setinin analizi i¢in boylamsal alt model,

log(Tgij) = log(Tgfj) + &;j = Po + Bi1Zaman;; + B, Temel Yas; + bo; + b1 Zaman;; + &;;
6.1)

Sag kalim alt modeli,

h;(t) = ho(t) exp(yiCinsiyet + y,Temel Yas + ot {log(Tgj;)} (6.2)
seklindedir. Modelde yer alan log(Tgfj) degiskeni tiroglobulin degerleri 6l¢iim
hatasindan arindirilmis ve gézlenemeyen gercek degerlerini gostermektedir.

Modelde yer alan degiskenlerin agiklamalar1 Cizelge 6.1°de verilmistir.

R(v3.5.0) programi JM paketiyle Rizopoulos (2010) ile yapilan analiz sonucunda elde
edilen ¢iktilar Cizelge 6.2’de verilmigtir. JM paketinde parametre tahminleri, ML

yontemine dayanmaktadir.

ML yontemi ile elde edilen sonuglara gore boylamsal alt modelde, zaman degiskenine

karsilik gelen parametre degeri pozitif bir deger olarak tahmin edilmigtir. Zaman
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Cizelge 6.1: Tiroid veri setinde kullanilan degiskenler ve aciklamalari

Degiskenler | Tanmim
Tg Bireylerden alinan tekrarli tiroglobulin degeleri
Cinsiyet Cinsiyet=1 ise kadin Cinsiyet=2 ise erkek
Temel Yas Bireylerin ilk dl¢timiin alindi1g1 zamandaki yas1
Zaman,; Bireylerden alinan tiroglobulin degerlerinin 6l¢iim zamani
wn
E o _| e
O IN)
LI H]
=]
@ W
L
(@]
L=,
C] —

Zaman

ekil 6.1: Tiroglobulin Olcuimlerinin zamana boyunca degisimi Rastgele secilen
g ¢ y g1$ g ¢
15 hastaya ait tiroglobulin Ol¢iimlerinin zaman boyunca degisimini
gostermektedir.

Cizelge 6.2: Birlesik Model Analiz Sonuclari

Model Degisken  Parametre Tahmin IS_It:tl;dart % 95 GA p degeri
Sabit terim  f3 1.1270  0.5358 (0.07687, 2.1772) 0.0354

Boylamsal alt model Zaman; Bi 0.1436  0.0363 (0.0726, 0.2147) <0.001
Temel Yas f» 0.0444  0.0092 (0.0264, 0.0624) <0.001
Cinsiyet " -0.1976  0.2641 (-0.7188, 0.3201) 0.4544

Sag kalim alt modeli Temel Yas P 0.0186  0.0095 (0.00003, 0.03710)  0.0496
log(Tg") o 0.2379  0.0336 (0.1722,0.3037) <0.001

degiskeninde meydana gelen bir yillik artis tiroglobulin degerlerinde 0.14 birimlik
bir artisga karsilik gelmektedir. Aym sekilde temel yas degiskeni tiroglobulin
degerlerindeki degisim iizerinde etkili bir degisken olarak tahmin edilmistir. Baslangi¢

yasindaki bir birimlik artis tiroglobulin degerlerini 0.0444 birim arttirdi81 soylenebilir.
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Sekil 6.2: Tiim hastalara ve cinsiyete gore Kaplan-Meire Egrisi. Sol tarafta yer
alan grafik tiim hastalar icin tahmin edilen sag kalim olasiliklarinin
Kaplan-Meire egrisini gostermektedir. ~ Sag tarafta yer alan grafik
Cinsiyete gore tahmin edilen sag kalim olasiliklarinin Kaplan-Meire egrisini
gostermektedir.

Birlesik model ile Tiroglubin degerlerinde meydana gelen degisim ile bireylerde

timoriin tekrarlamasi arasindaki iligkiyi gosteren, log(Tg"*) degiskenine ait «

parametresi 0.23 olarak tahmin edilmistir. Bu durum, tiroglobulin degerlerindeki bir
birimlik artigin bireyde tiimériin tekrarlamasi riskini 1.26 (exp(0.2378)) kat arttirdigi
seklinde yorumlanabilir. Tiroglobulin degerlerindeki degisim ile bireylerde tiimor
tekrarinin goriilmesi arasinda giiclii bir iligki vardir. Baglangic yasi ile tiimor tekrarinin
goriilmesi arasindaki iliski anlamlidir. Bu durum baglangi¢c yasindaki bir birimlik
artigin bireylerde tiimor tekrarinin goriilme riskini 1.02 (exp(0.0185)) kat arttirdigt

seklinde yorumlanabilir. Bu ¢alismada yer alan bireyler icin cinsiyet de8iskeni ile

bireylerde tiimoriin tekrarlama riski arasinda iliski anlamli degildir (p=0.5793).

6.2 Bayesci Yaklasim Ile Parametre Tahminleri

6.2.1 Parametrelerin Onsel Secimleri

Bayesci yaklagimin gerceklestirilebilmesi i¢in Oncelikle birlesik modelde yer alan
tiim parametreler icin belirlenen 6nsel dagilimlarin ve 6nsel dagilim hiperparametre
degerlerinin belirlenmesi gerekir. Onsel dagilimlarin belirlenmesinde Boliim 5’te

bahsedildigi gibi bilgilendirici onsel ya da bilgilendirici olmayan Onseller secilebilir.
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Bu calisma i¢in Onsel seciminde bilgilendirici olmayan onseller kullanilmistir.
Regresyon parametreleri icin normal dagilim ve 6l¢iim hatasinin varyansi ve rastgele
etki parametrelerinin varyans kovaryans matrisi i¢in ise sirasiyla diizgiin dagilim
ve ters Wishart dagilimi olarak belirlenmistir. Boylamsal alt modelde sabit etki
parametresi 3, sag kalim alt modelinde temel degiskenlere kargilik gelen y parametresi
ve « iligki paramtresinin onsel dagilimlar1 O ortalama 100 varyansa sahip normal
dagilim olarak belirlenmistir.  Olciim hatasinin varyansi Gg icin Onsel dagilim
U(0,100) diizgiin dagilim olarak belirlenmistir. D varyans kovaryans matrisinin dnsel
dagilimi 6lgek parametresi 2 x 2 boyutlu olarak birim matris olmak iizere ters Wishart

dagilimi1 /W (2,diag(1)) belirlenmistir.
6.2.2 Gibbs Orneklemesi ve MH Algoritmasi

Birlesik modelde, boylamsal alt modelde sabit etkiler parametresi 8 ve sag kalim
alt modelinde temel degiskenlere karsilik gelen regresyon parametresi y ve iligki
parametresi o ve b; rastgele etkiler parametresi ve 67 6lgiim hatasinin varyansi igin
tam kosullu sonsal dagilimlar bilinen bir dagilim yapisina doniistiiriilemediginden
bu parametrelerin sonsal dagilimlarin giincellenebilmesi i¢cin MH algoritmasindan
yararlamilmistir. Varyans kovaryans matrisi D i¢in ise bilinen bir dagilim yapisina
doniistiiriilebildiginden sonsal dagilim Gibbs Orneklemesi ile giincellenmistir. Bu
nedenle olusturulan algoritma Gibbs 6rneklemesi ve MH algoritmasi birlestirilerek
olusturulmustur. Parametrelerin sonsal dagilimlarinin giincellenebilmesi icin
olusturulan algoritma su sekilde gerceklesmektedir;

1. s=0i¢in ﬁ(o), }/(0), a(o)’ 0'82(0), b(O) , D) baslangic degerleri olarak belirlenir.

1

2. s=1,...,S i¢in asagidaki iterasyonlar tekrarlanir.

(a) Boylamsal alt modelde sabit etkiler parametresi f3 i¢in
B(S) ~ p(B | ’}/(S_l)v a(s_1)7 63(5—1)71755_])1)(5—1), Tia 55,)71')

MH algoritmasi ile sonsal dagilimdan 6rneklemler tiretilir.

(b) Rastgele etkiler paramtesi b; icin

b\ ~ p(bi | BOY D, a1, 626D DD T3 5 )
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sonsal dagilimmdan MH algoritmasi ile 6rneklemler iiretilir.

(c) o7 6lgiim hatasmin varyanst igin
682(5) ~ p(oe | ﬁ(s)}’(s_l),(X(S_l),D(s_l),Ti,&yi)

sonsal dagilimindan MH algoritmasi ile 6rneklemler elde edilir.

(d) D varyans kovaryans matrisi icin orneklemler Gibbs Orneklemesi ile elde
edilir.
DY ~ p(D| B(s)’,}/(s—l)’a(s—1)7Gsz(s)’b(S%Ti,(sl_’yi)
(e) Sag kalim alt modeli temel degigkenlere regresyon parametresi Y i¢in

v~ p(y| B, 0,620, 5D, T, 8, )

MH algoritmasi ile sonsal dagilimdan 6rneklemler elde edilir.

(f) Sag kalim siireci ile boylamsal siire¢ arasindaki iligkiyi aciklayan parametre
o igin

al® ~ p(a| BY, 79, 620, ) DY T, 8,v,)

1

MH algoritmasi ile sonsal dagilimdan 6rneklemler elde edilir.

3. Belirlenen iterasyon sayisina ulagildiginda islem durdurulur.

Bayesci yaklasim icin WinBugs, Stata, SAS gibi yazilimlar mevcuttur. Bu ¢alisma
icin R yazilimi tercih edilmigtir R (v.3.5.0) programinda yazilan algoritma iki zincir
ve her zincir 10000 iterasyon olarak calistirlmisti. MCMC algoritmasinin ilk
asamas1 olan baglangi¢c degerleri birinci zincirde regresyon parametreleri icin 0 ve
varyans parametreleri icin 1 olarak belirlendi. Ikinci zincirde ise baslangic degerleri
parametrelerin ML tahminleri olarak belirlenmistir. Zincirlerde ilk 2000 iterasyona
yakma (burnin) islemi uygulandi. Bu islem parametrelere ait sonsal ciktilarla
ilgili Ozetleyici bilgiler (ortalama, standart sapma vb.) elde edilirken baglangi¢
degerlerinin etkisini azaltmak amaciyla yapilmaktadir. Ozellikle MH algoritmasinda
orneklemler aras1 otokorelasyonu azaltmak i¢in kullanilan inceltme (thinning) yontemi
uygulandiktan sonra elde edilen parametre degerleri ve otokorelasyon grafiklerinde
biiytik bir farklilik olmadigi i¢in 6rneklemlere inceltme uygulanmadan, yakma islemi

uygulandiktan sonraki Orneklemlerin tamami parametre tahminleri ve yakinsama

72



tanilar1 i¢in kullanilmigtir. Yakma iglemi sonucunda yakinsama, her bir zincirde 8000
orneklem olmak iizere toplam 16000 sonsal orneklem ile elde edilmistir. Boliim
6.2’te bahsedildigi gibi parametrelerin sonsal dagilimlari belirlenirken sag kalim
modeli parametreleri ¥, o, boylamsal alt model parametresi 8 ve varyans parametresi
o2 igin bilinen bir dagilm yapisi elde edilemiginden bu parametrelere ait sonsal
dagilimlar giincellenirken MH algoritmasindan yararlanilmistir. MH algoritmasinin
gerceklestirilebilmesi i¢in parametreler icin Oneri dagilimlariin belirlenmesi gerekir.
Oneri dagilimlar1 genellikle simetrik bir dagilim olarak belirlenir ve genellikle
normal dagilim segilir. Bu c¢alismada S, 7, «, 682 parametreleri i¢in 6neri dagilimi
literatiirde de MH algoritmasinda 6neri dagilim i¢in siklikla kullanilan normal dagilim
belirlenmigtir. Algoritmada normal dagilimin varyansi boylamsal ve sag kalim alt
modelinin ayr1 ayr1 modellenmesinden elde edilen varyanslar olarak belirlendi ve her

iterasyonda giincel 6rneklem degerleri ortalama degeri olarak giincellenmistir.

6.2.3 Parametre Tahminleri

Birlesik modelde boylamsal ve sag kalim alt modellerine ait parametrelerin MCMC
benzetim yontemi ile sonsal dagilimlar giincellenerek elde edilen parametrelerin sonsal

ortalama degerleri, standart sapma ve HPD giiven araliklar1 Cizelge 6.3’da verilmistir.

Cizelge 6.3: Bayesci Yaklagim Parametre Tahminleri

Sonsal Standart HPD Arahg:

Model Degisken = Parametre Ortalama Sapma %95
Sabit terim  fy 1.1356 0.067 (0.9985, 1.2678)
Boylamsal alt model Zaman;; Bi 0.1435 0.0052 (0.1327, 0.1530)
Temel Yas 3, 0.0444 0.0092 (0.0421, 0.0464)
D11 612] 6.8992 0.5373 (5.8790, 7.9654)
D12 o 0.1831 0.0845 (0.0132, 0.3454)
D22 0222 0.2921 0.0263 (0.2421, 0.3438)
O¢ 0.9351 0.0093 (0.9178, 0.9546)
Cinsiyet T -0.2362 0.2877 (-0.7870, 0.3233)
Sag kalim alt modeli Temel Yag P 0.1856 0.0092 (0.0002, 0.0368)
log(Tg") a 0.2137 0.0305 (0.1585, 0.2754)

Bayesci yaklasim ile elde edilen sonuglara gore boylamsal alt modelde Zaman ve
Temel yas degiskeni, sag kalim alt modelinde temel yas deg8iskeni ve iki siire¢
arasindaki iligkiyi gosteren log(Tg*) degiskeni anlaml degisken olarak bulunmustur.

Boylamsal alt modelde, zaman degiskeni pozitif bir deger olarak tahmin edilmistir
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ve bu durum zaman ile tiroglobulin degerleri arasinda pozitif bir iligki oldugunu
gosterir. Zaman degiskeninde meydana gelen bir yillik artig tiroglobulin degerlerinde
0.14 birimlik artisa karsilik gelmektedir seklinde yorumlanabilir. Aym sekilde temel
yas degiskeni tiroglobulin degerlerindeki degisim iizerinde etkili bir degisken olarak
tahmin edilmistir. Temel yas degiskeninde meydana gelen bir birimlik artis bireylerin

tiroglobulin degerlerinde 0.0435 birimlik artisa karsilik gelmektedir.

Birlesik model ile Tiroglobulin degerlerinde meydan gelen degisim ile bireylerde
tiimoriin tekrarlamasi arasindaki iligkiyi gosteren, log(Tg");; degiskenine ait o
parametresi 0.2137 olarak tahmin edilmistir. Tiroglobulin degerlerindeki bir birimlik
artigin bireyde tiimoriin tekrarlamasi riskini 1.24 (exp(0.2137)) kat arttirdig1 seklinde
yorumlanabilir. Bayesci yaklasim ile elde edilen sonuglara gore baglangic yasi
ile bireyde tiimoriin tekrarlamasi arasindaki iligki anlamlidir. Bu durum baslangic
yasindaki bir birimlik artisin bireylerde tiimor tekrarinin goriilme riskini 1.02 kat
arttiracag1 seklinde yorumlanabilir. Bu calismada yer alan bireyler icin cinsiyet
degiskeni ile bireylerde tiimoriin tekrarlama riski arasindaki iliski HPD aralig1 sifir

degerini icerdiginden anlamli degildir.

Bayes¢i yontemde parametreler i¢in bilgilendirici olmayan onseller kullanilmistir.
Onsel secimlerinde bilgilendirici olmayan onseller kullanildig1 icin Bayes¢i yontem
ile elde edilen parametre tahminleri ve ML tahminlerinde yakin sonuclar elde
edilmigtir.  Giiven araliklar1 kargilastirlldiginda HPD giiven araliklarinin 30, f1
ve B2 parametrelerinin asimptotik giiven araliklarina gore daha dar bir araligina
sahip oldugu goriilmektedir. Bu parametreler i¢in bilgilendirici olmayan Onseller
kullanilmasina ragmen 6nsel bilgi parametreler i¢in sonsal dagilimlar giincellenerek
elde edilen 6rneklemlerde u¢ degerlerin yer almasinin Oniine gegerek parametrelerin
giiven araliklarini sinirlandirmistir. Boylamsal ve sag kalim alt modelinde yer alan
tiim degiskenler icin ML yonteminde anlamli bulunan degiskenler Bayesci yontemde

de anlaml1 degiskenler olarak bulunmustur.

6.2.4 Yakimsama Tanmlari

MCMC zincirleri Boliim 6.2.2° de verilen algoritma yardimiyla olusturulmustur. Tiim
parametreler i¢cin yakinsamanin kontroliiniin yapilabilmesi amaciyla iz grafiklerinden,

kiimiilatif grafiklerinden, otokorelasyon grafiklerinden ve Gelman ve Rubin tanisindan

74



(Gelman ve dig., 1992) ve Geweke (Geweke ve dig., 1991) tanisindan yararlanilmisgtir.
Tiim grafikler MCMC benzetiminde 10000 iterasyon uygulandiktan ve baslangic
parametresinin etkisini en aza indirmek amaciyla ilk 2000 ornekleme yakma islemi
uygulandiktan sonra elde edilen 8000 sonsal Orneklem {iizerinden c¢izdirilmistir.
MCMC benzetimi ile elde edilen sonsal c¢iktilarin grafiklerle gosterilmesi ve
Ozetlenmesi ayn1 zamanda yakinsama tanilarinda kullanilan testlerden de yararlanmak
amaciyla R yaziliminda bulunan CODA (Plummer ve dig., 2006) paketinden
yararlanilmigtir. Gelman ve Rubin tamisinda Ol¢ek azaltma faktoriiniin 1’e yakin
degerler elde edildiginde parametreler i¢in yakinsamanin gerceklestigi soylenebilir.
Geweke tanisinda ise her paramtre i¢in sonsal érneklemlerden hesaplanan Z skorlarinin
|Z| < 1.96 degerinden kiicikk olmasi yakinsamanin saglandidinin gostergesidir.
Gelman ve Rubin tanis1 ve Geweke tanisi i¢in elde edilen yakinsama sonuglar1 Cizelge
6.4’te verilmistir. Cizgelge 6.4’ten de goriildiigii gibi Gelman ve Rubin tanisi ve
Geweke tanisi i¢in yakinsama kosullar1 saglandigindan modeldeki parametreler icin

yakinsamanin gergeklestigi soylenebilir.

Cizelge 6.4: Yakinsama Tanilar

Degisken  Parametre Gelman ve Rubin Geweke

Nokta Ust

Tahmini Simir
Sabit terim  fB 1.01 .03  0.077
Zaman Bi 1.00 101 0.1185
Temel Yas f3 1.00 1.00 1.4824
D11 o} 1.00 1.00 105
D12 ol 1.00 .00 1.05
D22 o3, 1.00 1.00  0.3093
Sigma O¢ 1.03 1.03  0.0796
Cinsiyet % 1.02 1.04 0992
Temel Yas P 1.00 1.01 0.4627
Tg* a 1.01 1.02  0.7024

Sekil 6.3, Sekil 6.4, Sekil 6.5 ve Sekil 6.6 iz grafikleri ve sonsal Orneklemlerin
histogramlart verilmistir. Sekil 6.3, Sekil 6.4, Sekil 6.5 ve Sekil 6.6’de yer alan
orneklemlerin histogram grafiklerinden tiim parametreler icin sonsal drneklemlerin
orneklem ortalamasi etrafinda dagildigi goriilmektedir. B, v, &, o¢ ve D varyans
kovaryans parametleri icin ¢izdirilen iz grafiklerinden MCMC zincirlerinin duragan

oldugu ve ayn1 zamanda iyi bir karisima sahip olduklarini goriilmektedir.
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Sekil 6.3: By, B1 ve B parametrelerine ait iz grafikleri ve sonsal dagilim histogram

grafikleri.
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Sekil 6.4: y; ve 7 parametrelerine ait iz grafikleri ve sonsal dagilim histogram
grafikleri.
Tiim parametreler i¢cin otokorelasyon grafikleri Sekil 6.7°da verilmigtir. Sekil 6.7°dan
25. gecikmeden sonra tiim parametreler i¢cin otokorelasyonun sifira yaklastig
goriilmektedir. Bu durum gecikme sayisi arttikca MCMC orneklemleri arasindaki
iligkinin azaldigin1 gostermektedir. Grafikler incelendiginde yakinsama S, B;, B> ve
o parametreleri i¢in daha yavas gergeklesirken 71, 7> ve O paramtreleri icin daha hizli
gerceklesmektedir. Dy ,D1, ve Dy parametreleri i¢in drneklemler Gibbs 6rneklemesi
ile elde edildiginden MCMC orneklemleri arasindaki otokorelasyon 3. gecikmeden

sonra sifira yaklagsmaktadir.
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alpha iz grafigi alpha histogram
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Sekil 6.5: @ ve o parametrelerine ait iz grafikleri ve sonsal dagilim histogram

grafikleri.
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Sekil 6.6: D11, D12 ve D22 varyans kovaryans parametrelerine ait iz grafikleri ve
sonsal dagilim histogram grafikleri.

Bayesci yaklagimla elde edilen parametre tahminleri ML yontemi ile elde edilen
parametre tahminlerine yakin olarak tahmin edilmistir. Bunun nedeni bilgilendirici

olmayan onseller kullanilmasindan kaynaklanmaktadir.
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Sekil 6.7: Zincir I ve Zincir II i¢in Otokorelasyon grafikleri.
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7 SIMULASYON

7.1 Birlesik Verinin Uretilmesi

Bu boliimde birlesik modelde ML ve Bayesci yontemin performanslarinin deger-
lendirilmesi amaciyla simiilasyon calismasi1 yapilmigtir. Simiilasyon ¢aligmasinda,
uygulama boliimiinde kullanilan tiroid veri setine benzer olarak boylamsal ve sag kalim
verisi uretilmistir. Simiilasyon calismasinda, 7 y1l boyunca gozlenen hastalardan esit
sayida ve 8 boylamsal 6l¢iim degeri alindig1 varsayilmistir. Degiskenler iiretilirken R

programinda bulunan mvtnorm ve LaplaceDemon paketlerinden yararlanilmagtir.

Boylamsal alt modelde gercek boylamsal yanitlar,

m;(t) = Po+ Bi1Zaman;; + By TemelYa;2 + bo; + by Zaman;;

denkleminden yararlanilarak iiretilmistir.  Boylamsal oOl¢iimlerin alindigi Zaman
degiskeni icin tekdiize dagilimdan yararlanilmistir. Boylelikle gercek ver setine uygun
olarak hastalarin ziyaret zamanlarimin birbirinden farkli olmasi saglanmistir. Modelde
yer alan Temel yas degiskeni ve Cinsiyet degiskeni sirasiyla normal dagilim ve binom
dagilimindan iiretilmigtir. Tahmin yontemlerinin performanslarinin degerlendirilmesi
amaciyla yanmt degiskenleri iiretilirken uygulama boliimiinde elde edilen varyans
degeri 612 = 0.96, 622 =0.1 ve 632 = 10 olmak iizere ii¢ farkli varyans gz Oniinde

bulundurulmustur.

Birlesik modelde, iki siire¢ icin ortak parametre olan rastgele etkiler parametrelerine

ait varyans kovaryans matrisi,

2
D= Op0  Obo,b1
= 2

Op0p1  Op

seklindedir.  Rastgele kesim parametresinin varyansi 6130 = 6.98 rastgele egim

parametresinin varyansi ise szl = 0.33 olarak belirlenmistir. Kovaryans degeri ise
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Op1p0 = 0.26’dir. Dogrusal karma modelde bireylere ait degisimleri gdsteren rastgele
etki parametreleri O ortalama ve D varyans kovaryans matrisi ile normal dagilimdan
tiretilmistir, b; ~ N(0, D). Boylamsal alt modeli i¢in kullanilan dogrusal karma model

parametrelerinin gercek degerleri By = 1.127, B; = 0.1436, B, = 0.0443 seklindedir.

Modelde temel tehlike fonksiyonunun weibull dagildig1 varsayilmistir. Sag kalim alt

modeli,

hi(t) = prP~! {yTwi + Ocm,-(t)}

seklindedir. Sag kalim alt modelinde yer alan zamandan bagimsiz cinsiyet ve
temel yas degiskeninin gercek degerleri sirasiyla 3 = —0.197 ve p» = 0.186’dur.
Birlesik modelde, boylamsal ve sag kalim siirecleri arasindaki iligkiyi gosteren o

parametresinin degeri 0.23’tiir.

Simiilasyon ¢alismasinda, ML yontemiyle parametre tahminlerinin elde edilmesi R
programinda agik kaynak olarak bulunan "JM" paketindeki jointmodel fonksiyonun-
dan yararlanilarak elde edilmistir. Bu pakette dogrusal karma model i¢in "nlme"
R paketindeki Ime fonksiyonundan, Oransal Cox model i¢in "survival" R paketinde
bulunan coxph fonksiyonundan yararlanilmistir.  Bayes¢i yaklasimda parametre
tahminleri R programinda yazilan kodlarla elde edilmistir MCMC algoritmasi
icin Gibbs Orneklemesi ve Metropolis Hasting algoritmasini kullanan algoritma

olusturulmustur.

Bayesci yontemde parametrelerin 6nsel dagilimlari uygulama béliimiinde oldugu gibi
regresyon parametreleri i¢in O ortalama ve 10 standart sapma ile normal dagilimdir.
Rastgele etkilere ait varyans kovaryans matrisi onsel dagilimi D ~ IW(2,diag(1)),

olciim hatasimin varyans igin 6nsel dagilim ¢ ~ U (0, 100) olarak belirlenmistir.

7.2 Simiilasyon Sonuclar:

Simiilasyon zaman kisiti nedeniyle 500 iterasyon i¢in calistirlmisti. ~MCMC
orneklemesinde iterasyon sayis1 1200 olarak belirlenmistir. Ik 200 &rnekleme yakma
islemi uygulanmis ve sonuglar 1000 6rneklem iizerinden elde edilmistir. Orneklem
genisligi n = 100 n = 300 ve n = 600 ve varyans ¢ = (0.1,0.96,10) olmak iizere

dokuz farkli simiilasyon senaryosu iizerinden parametre tahminleri elde edilmistir.
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ML yontemi ve Bayesci yontem ile elde edilen simiilasyon sonucglart hata kareler
ortalamas1 (MSE) ve standart hatalar iizerinden karsilastirnlmistir. Varyans degerleri
6% = (0.1,0.96,10) ve orneklem genislikleri n = (100,300,600) igin simiilasyon

sonugclari sirasiyla Cizelge 7.1, Cizelge 7.2 ve Cizelge 7.3’te Ozetlenmistir.

Cizelge 7.1: 612 = 0.1 ve farkli 6rneklem genislikleri (100,300,600) icin ML ve
Bayesci yontem i¢in simiilasyon sonuglarinin karsilagtirilmasi

Parametre Bo Bi B2 % 7] a o1l o12 on

Yontem
Gercek deger  1.127 0.1436  0.0443 -0.197  0.0186 0.2380 2.64 0.26 0.58
ML Ortalama 1.121 0.1464 0.0443 -0.2376  0.0212 0.2606 2.63 0.26 0.58
Yan -0.006 0.0028 0.0000 -0.0406  0.0026 0.0226 -0.01 0.00 0.00
MSE 0.8566  0.0035 0.0002 0.3520 0.0004 0.0081 0.9241 0.0274 0.0022
SH 0.0413  0.0026 0.0007 0.0264 0.0008 0.0037 0.0428 0.0074 0.0021

n=100
Bayes Ortalama 1.1257 0.1481 0.0443 -0.2306 0.0201 0.2682 2.64 0.26 0.63
Yan -0.0013 0.0045 0.0000 -0.0336 0.0015 0.0309 0.00 0.00 0.05
MSE 0.8400 0.0036 0.0001 0.4665 0.0005 0.0107 0.9338 0.0276 0.0063
SH 0.0409 0.0027 0.0006 0.0305 0.0010 0.0044 0.0224 0.0074 0.0017
ML Ortalama 1.1096  0.1430 0.0444 -0.1825 0.0185 0.2451 2.63 0.26 0.58
Yan -0.0174 -0.0006 -0.0001 0.0145 -0.001 0.0071 -0.01 0.00 0.00
MSE 0.3186 0.0012  0.0001 0.0992  0.0001 0.0017 0.3737 0.0091 0.0007
SH 0.0252 0.0016 0.0004 0.0004 0.0003 0.0018 0.0272 0.0042 0.0012

n =300
Bayes Ortalama 1.1145 0.1440 0.0443 -0.1840 0.0190 0.2391 2.63 0.26 0.60
Yan -0.0125 0.0004 0.0000 0.0130 0.0004 0.0011 -0.01 0.00 -0.02
MSE 0.3167 0.0012  0.0001 0.1350 0.0001 0.0018 0.3739 0.0090 0.0012
SH 0.0252 0.0016 0.0004 0.0164 0.0004 0.0019 0.0273 0.0043 0.0011
ML Ortalama 1.1209 0.1417 0.0441 -0.1983  0.0180 0.2415 2.64 0.26 0.58
Yan -0.0061 -0.0019 -0.0002 -0.0013 -0.0006 0.0035 0.00 0.00 0.00
MSE 0.1470  0.0006 0.0001 0.00004 0.00005 0.0007 0.1603 0.0046 0.0004
SH 0.0171 0.0011  0.0003  0.0085 0.0003 0.0012 0.0178 0.0030 0.0009

n =600
Bayes Ortalama 1.1262  0.1427 0.0440 -0.2121 0.0183 0.2331 2.64 0.26 0.59
Yan -0.0008 -0.0009 0.0003 -0.015 -0.0003 -0.004 0.00 0.00 0.01
MSE 0.1467  0.0005 0.0001 0.052 0.0001 0.0008 0.1613 0.0046 0.0005
SH 0.0171 0.0011  0.0003  0.0101 0.0003 0.0013 0.0178 0.0030 0.0008

ML(Maximum Likelihood): En Cok Olabilirlik, MSE:Hata Kareler Ortalamasi, SH:Standart Hata.

Kiiciik hata varyanslarimin kullanildigi simiilasyon senaryosu i¢in ML ve Bayesci
yontem 1iyi performans gostermistir. Her iki yontemde de tahmin edilen
parametre degerleri icin yanlilik ve standart hata degerleri diisiiktiir. Cizelge 7.1
incelendiginde oOrneklem biiyiikliigii arttikca her iki yontemde de parametrelerin
gercek degerine yakinsamanin gerceklestigi ve MSE degerlerinin ve standart hatalar
azaldig1 goriilmektedir.  Cizelge 7.1°de Ozetlenen simiilasyon sonuclarina gore
Bayesci yontemde, parametrelerin sonsal dagilimlar1 giincellenerek elde edilen sonsal

ortalama tahminlerinin, 6rneklem genisligi arttirildiginda gercek parametre degerlerine
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Cizelge 7.2: 0'12 = 0.96 ve farkli 6rneklem geniglikleri (100,300,600) icin ML ve
Bayesci yontem icin simiilasyon sonuglarinin kargilagtirilmasi

Parametre Bo B B N 4o o o1l o1 on

Yontem
Gercek deger 1.127 0.1436  0.0443 -0.197 0.0186 0.2380 2.64 0.26 0.58
ML Ortalama 1.090 0.1380 0.0443  -0.192 0.021 0.2616 2.61 0.50 0.58
Yan -0.0368 -0.0056 0.000 0.005 0.002 0.4996 0.03 -0.01 0.00
MSE 1.0216 0.0042  0.0003 0.3642 0.0004 0.0083 1.039 0.0321 0.003
SH 0.0451 0.003 0.001 0.026  0.0008 0.0039 0.044 0.0079 0.0024

n=100
Bayes Ortalama 1.092 0.1396  0.0443 -0.2055 0.0179 0.2616 2.62 0.24 0.65
Yan -0.035 -0.004  0.0000 -0.0083 -0.0007 0.4996 0.03 -0.02 0.07
MSE 1.0045 0.0042 0.00005 0.4772 0.0005 0.0099 1.052 0.0318 0.009
SH 0.0448 0.003 0.001 0.030 0.001 0.0043 0.045 0.0079 0.0019
ML Ortalama 1.1141 0.1403  0.0440 -0.1813 0.0184 0.2463 2.64 0.26 0.58
Yan -0.0129 -0.0033 -0.003 0.0157 -0.0002 0.0083 0.00 0.00 0.00
MSE 0.3272  0.0013 0.0001 0.0863 0.0001 0.0018 0.3875 0.0097 0.0010
SH 0.0255 0.0016  0.0004 0.0131 0.0004 0.0019 0.0278 0.0044 0.0013

n =300
Bayes Ortalama 1.1250 0.1402  0.0440 -0.1866 0.0197 0.2403 2.64 0.25 0.60
Yan -0.002  -0.0032 -0.003 0.0104 0.000 0.0023 0.00 0.01 0.02
MSE 0.3256 0.0013 0.00004 0.1315 0.0001 0.0020 0.3895 0.0096 0.0014
SH 0.0255 0.0016  0.0004 0.0162 0.0005 0.0020 0.0225 0.0043 0.0013
ML Ortalama 1.1099 0.1437 0.0443 -0.1863 0.0182 0.2433 2.64 0.26 0.58
Yan -0.0170  -0.0001 0.0000 0.0107 -0.0004 0.0053 0.00 0.00 0.00
MSE 0.1671 0.0006  0.0001 0.0429 0.0001 0.0008 0.1827 0.0055 0.0005
SH 0.01826  0.0011 0.0003 0.0092 0.0003 0.0013 0.0190 0.0033 0.0010

n =600
Bayes Ortalama 1.1251 0.1433  0.0441 -0.1923 0.0180 0.2386 2.64 0.26 0.59
Yan -0.0018 -0.0003  0.0002 0.0047 -0.0006 0.0086 0.00 0.00 0.01
MSE 0.1661 0.0006  0.0001 0.0601 0.0001 0.0008 0.1862 0.0055 0.0007
SH 0.01822 0.0011 0.0003 0.0109 0.0003 0.0013 0.0190 0.0033 0.0009

ML(Maximum Likelihood): En Cok Olabilirlik, MSE:Hata Kareler Ortalamasi, SH:Standart Hata.

yakinsadig1 ve kiiciik varyans degerleri icin iyi bir performans gosterdigi soylenebilir.
Hata varyansi 612 = 0.1 ve 022 = 0.96 degerleri icin By, PB1,y» ve o parametreleri
icin gercek degerlere yakin sonuclar elde edilmistir ve parametrelerdeki yanlilik ML
tahminlerine gore azdir. Ayrica bu parametreler i¢in standart hata ve MSE degerleri
de ML yoOntemine gore kiiciiktiir. Bayesci yontemde, birlesik modelde onemli bir
parametre olan ve iki siire¢ arasindaki iligskiyi gosteren o parametresi i¢in tahminler

her simiilasyon senaryosu i¢in gercek degere daha yakin sonuglar elde edilmistir.

Cizelge 7.3’te de goriildiigii gibi hata varyansit 6> = 10 gibi biiyilk bir deger
alindiginda ve bilgilendirici olmayan Onseller kullamildiginda Bayesci yontemde
parametrelere yakinsamada iyi performans gostermedigi ve parametrelerin gercek
degerilerine yakinsamada ML yontemi Bayesci yonteme gore daha iyi sonuglar verdigi

goriilmiistiir.
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Cizelge 7.3: 0'12 = 10 ve farkli 6rneklem genislikleri (100,300,600) i¢cin ML ve Bayesc¢i
yontem i¢in simiilasyon sonuglarinin karsilastiriimasi

Parametre Bo Bi B> N 4o a o1l o2 on

Yontem
Gercek deger  1.127 0.1436 0.0443 -0.197 0.0186 0.2380 2.64 0.26 0.58
ML Ortalama 1.0935 0.1433 0.0446 -0.1895 0.0195 0.2646 2.61 0.25 0.57
Yan -0.0335 -0.0003  0.0003 0.0075  0.0009 0.0273 -0.01 -0.01 -0.01
MSE 1.3999  0.0091 0.0004 0.3668 0.0003 0.0122 2.5917 0.0973 0.0126
SH 0.0527  0.0042 0.0009 0.0270  0.0008 0.0048 0.0713 0.0139 0.0049

n=100
Bayes Ortalama 1.123 0.1467 0.0445 -0.2156  0.0200 0.2965 2.60 0.01 1.33
Yan -0.004  0.0031 0.0002 -0.0186 -0.0014 0.0585 -0.04 -0.25 0.75
MSE 1.3862 0.0260  0.0001 1.0607 0.0017 0.0529 4.8019 5.5441 70.426
SH 0.0524 0.0071 0.0009 0.0459 0.0018 0.0099 0.0971 0.1044 0.3741
ML Ortalama 1.1483 0.1391 0.0437 -0.1922 0.0182 0.2448 2.63 0.26 0.58
Yan 0.0213 -0.0045 0.0004 0.0048 -0.0004 0.0068 -0.01 0.00 0.00
MSE 0.4912 0.0027  0.0001 0.0927 0.0001 0.0024 0.8388 0.0370 0.0047
SH 0.0312 0.0023 0.0005 0.0136  0.0004 0.0022 0.0407 0.0085 0.0031

n =300
Bayes Ortalama 1.1946  0.1248 0.0435 -0.1535 0.0185 0.2425 2.62 0.16 0.67
Yan 0.0068 -0.0188 0.0002 0.0435 -0.0001 0.0045 -0.02 -0.10 0.09
MSE 0.4828 0.0030  0.0001 0.1298  0.0001 0.0035 1.2125 0.0394 0.0823
SH 0.0311  0.0023  0.0005 0.0159  0.0005 0.0026 0.0489 0.0076 0.0117
ML Ortalama 1.1196  0.1422 0.0439 -0.1835 0.0181 0.2436 2.63 0.26 0.58
Yan -0.007 -0.0014 -0.00008 0.0135 -0.0005 0.0064 -0.01 0.00 0.00
MSE 0.2167 0.0015 0.0001 0.0419 0.00004 0.0013 0.4296 0.017 0.0024
SH 0.0208 0.0017 0.0004 0.0091 0.0003 0.0015 0.0293 0.0058 0.0022

n =600
Bayes Ortalama 1.1695 0.1262 0.0437  -0.2081 0.0203  0.2350 2.64 0.21 0.61
Yan 0.0425 -0.0173 -0.0003 -0.0111 0.0017 -0.0022 0.00 -0.05 0.03
MSE 0.2171 0.0017 0.0001 0.0606 0.0001 0.0015 0.4404 0.015 0.0032
SH 0.0208 0.0017 0.0004 0.0110  0.0003 0.0017 0.0296 0.0051 0.0015

ML(Maximum Likelihood): En Cok Olabilirlik, MSE:Hata Kareler Ortalamasi, SH:Standart Hata.

Genel olarak bir degerlendirme yapilacak olursa farkli orneklem genislikleri ve
kiiciik hata varyanslari icin ML yoOntemi ve Bayesci yontem karsilastirildiginda
parametrelerin tahminleri ve standart hatalar benzer sonuglar vermistir.  Iki
tahmin yonteminde de orneklem genigligi arttikca MSE ve standart hatalar azaldig
gozlenmigtir. Tiim simulasyon senaryolar1 icin parametrelere ait giiven araliklarini

gosteren grafikler Sekil 7.1, Sekil 7.2 ve Sekil 7.3’te verilmistir.
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8 SONUC VE ONERILER

Birlesik modelleme ile alternatif yontemlere gore etkin ve yansiz tahmin ediciler elde
edildiginden son yillarda siklikla kullanilan bir yontemdir. Birlesik modellemede
boylamsal ve sag kalim siireci arasinda iligki oldugu varsayilir ve bu siirecler
arasindaki iligki, iki siire¢ i¢in ortak parametre olan rastegele etki parametreleri
ile saglanir. Birlesik modellemede parametre tahminleri genellikle ML yOntemine
dayanmaktadir. ML yonteminde, olabilirlik fonksiyonunda yer alan integralin kapali
formda ¢oziimii yoktur ve integralin alinmasi rastgele etkilerin boyutu arttikca
karmagik hale gelmektedir. Bu integrale Gauss Hermite, Uyarlanabilir Gauss Hermit

Laplace yaklasimi ve Monte Carlo gibi sayisal yontemlerle yakinsama saglanabilir.

Bayesci yontemde, karmagik olabilirlik yapilart onsel dagilimlarla birlestirildiginde
sonsal dagilimlardan parametre tahminlerinin elde edilmesi analitik olarak genellikle
zordur ve parametre sayisi arttkca islem yiikii de artmaktadir fakat MCMC benzetim
yontemleri ile parametrelere yakinsama saglanabilir. Bu calismada ML yonteminde
parametre tahminlerinde karsilasilan hesaplama zorluklarinin azaltilmasi ve parametre
tahminlerinin elde edilmesinde pratik bir yol saglamasi acisindan Bayesci yontem
benimsenmis ve ML yOntemine alternatif yontem olarak MCMC benzetim yontemi

ile parametre tahminlerinin yapilmasi 6nerilmistir.

Bayesci yontemin, ML yonteminden farki gozlenen veriden elde edilen bilgi
ile aragtirmacinin gecmis deneyimlerine dayananan Onsel bilginin birlestirilmesine
dayali bir yontem olmasidir. Bayesci yontemde, bilgilendirici Onseller ya da
bilgilendirici olmayan onseller kullanilabilir. Bilgilendirici 6nsel kullanmanin Bayesci
yontemin giictinii arttirmaktadir fakat bu calismada parametreler i¢in 6nsel dagilimlar

belirlenirken bilgilendirici olmayan onseller kullanilmigtir.

Calismada analizlerin yapilabilmesi i¢in 341 tiroid kanseri hastasina ait veri seti

kullanilmigtir.  Bireylerde tiimor tekrarimin goriilmesi ve tiroglobulin degerleri
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arasindaki iligkinin ortaya cikarilmasi ve bireylerde tiimor tekrarinin goriilmesi
tizerinde etkili olan faktorlerin ortaya ¢ikarilmasi amaciyla birlesik modellemeden
yararlanilmistir. Birlesik modellemede karsilastirma yapabilmek amaciyla oncelikle

ML yo6ntemiyle parametre tahminleri yapilmistir.

Modelde regresyon parametreleri icin normal dagilim, 6l¢iim hatasinin varyansi i¢in
diizgiin dagilim kullanilmistir. Olgiim hatasinin varyansi icin baglangigta ters gamma
dagilimi belirlenmis fakat ters gamma dagiliminda secilen Olcek parametresi ile
parametrelere yakinsamada saglanamadigindan 6l¢iim hatasinin varyansi icin Onsel
dagilim diizgiin dagilim olarak belirlenmistir. Onsel dagilim diizgiin dagilim olarak
belirlendiginde parametreye yakinsama saglanmistir. Rastgele etki parametresine
ait varyans kovaryans parametresi icin onsel dagilim ters Wishart dagilimi olarak

belirlenmigtir.

Parametrelerin tahminleri MCMC benzetim yonteminde siklikla kullanilan Gibbs
orneklemesi ve MH algortimasi birlestirilerek elde edilmistir. Parametre tahminleri
elde edildikten sonra Bayes¢i yontemde kullanilan yakinsama tanilariyla parametreler
icin yakinsama kontroleri yapilmistir. Bayesci yontemde yakinsamanin kontrolii i¢in
Geweke, Gelman ve Rubin tamilar1 kullanilmigtir. Ayni zamanda iz grafikleri ve
otokorelasyon grafikleriyle de her parametre icin yakinsamanin kontrolii yapilmistir.
Geweke, Gelman ve Rubin tanilarina gore parametrelere yakinsamanin saglandigi
goriilmiistiir.  Cizdirilen iz grafikleri zincirlerin iyi bir karisima sahip oldugunu

gostermektedir.

Bayesci yontem ve ML yontemi ile elde edilen parametre tahminleri
karsilastirildiginda, Bayes¢i ve ML tahmin degerleri birbirine yakin degerler olarak
tahmin edilmistir. Bunun nedeni parametreler icin 6nsel dagilimlar belirlenirken
bilgilendirici olmayan o©nsel seciminden kaynaklanmaktadir. Bayes¢i yontemde
bilgilendirici olmayan Onseller kullanildiginda sonsal dagilimlar genellikle olabilirlik
fonksiyonuna benzemektedir ve ML yOntemi ile elde edilen parametre tahminleri ile
Bayesci yontemler benzer sonuglar vermektedir. Bu durum birlesik modellemede
yiiksek boyutlu veri setleri ile ¢alisildignda ve ML yontemi ile parametre tahminlerinin
elde edilmesinin zor oldugu durumlarda bilgilendirici olmayan onseller ile MCMC
benzetim yontemleriyle elde edilen parametre tahminlerinin ML ydntemiyle elde

edilen parametre tahminlerine yakin sonuglar verecegini gostermektedir. Ayrica
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bilgilendirici olmayan O©nsel dagilimlarin hiperparametre degerleri belirlenirken
varyans degerleri icin biiyiik degerler belirlenmistir. Bu durum 6nsel dagilimin sonsal
dagilim iizerindeki etkisini azaltmis ve parametre tahminleri klasik yontemle benzer

sonuglar gostermistir.

Son olarak olusturulan algoritmanin performansinin degerlendirilmesi ve uygulamada
elde edilen sonuclarin desteklenebilmesi i¢in simiilasyon calismasi yapilmistir.
Simiilasyon sonuglarina gore, 6rneklem biiyiikliigii arttik¢ca Bayesci yontemde parame-
trelerin gercek degerine yakinsadigi goriilmektedir. Ayni zamanda klasik yontem
ve Bayesci yontemin performanslarmin kargilastirilabilmesi icin R programinda
bulunan JM paketinden yararlanarak parametre tahminleri elde edilmistir. JM
paketinde parametre tahminleri ML yontemi ile yapilmaktadir. Elde edilen simiilasyon
sonuglarina gore her iki yontemde de parametre tahminleri yakin sonuclar vermektedir.
Karmagik yapida olabilirlik fonksiyonuna sahip modellerde igslem kolaylig1 acisindan

Bayesci yontem ML yontemine alternatif bir yontem olarak kullanilabilir.

Birlesik modelde, boylamsal ve sag kalim alt modelinde farkli yapida modeller
kullanilabilir. ~ Alt modellerin farkli modellere genisletilmesi durumunda ML
yontemiyle tahminler yapilmak istendiginde yiiksek boyutlu integrallerin alinmasi
gerekebilir ve bu durum aragtirmacilar i¢in iglem yiikiinii arttirabilir. Bayesci yontemde
yilksek boyutlu integrallarin alinmasimna gerek yoktur ciinkii Bayes¢i yoOntem,
olusturulan algoritmalar yardimiyla sonsal dagilimlarin giincellenerek parametre

tahminlerinin elde edilmesine olanak saglar.

Bayesci yaklasim karmagik yapidaki modellerde parametre tahminleri i¢in hesaplama
yiikii acgisindan kolayliklar saglasa da cok parametreli modellerde parametrelere
yakinsamada sorunlar yasanabilir. Bu nedenle Bayes¢i yontemde onsel dagilimlar
belirlenirken parametreler uygun Onsel dagilimlarin belirlenmesi Onemlidir ve
parametrelerin Onsel dagilimlarinin belirlenmesinde bilgilendirici 6nsel kullanilmasi

Bayesci yontemin giiciinii de arttirmaktadir.

Bu calismada, boylamsal ve sag kalim siirecleri i¢in ortak parametre olan rastgele etki
parametrelerinin normal dagilimdan geldigi varsayilmigtir. Bu parametrelerin farkl
dagilimlardan gelmesi ve modelde aykir1 gézlemlerin bulunmasi durumunun birlesik

modelde parametre tahminleri tizerine etkisinin incelenmesi ileriye yonelik planlanan
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caligmalar arasindadir. Ayni zamanda caligmada, boylamsal alt modelin dogrusal
karma model oldugu varsayilmistir. Ancak veri yapist her zaman dogrusal karma
model kullanimi i¢in uygun olmayabilir. Gibbs 6rneklemesi ve MH algoritmasi gibi
MCMC benzetim yontemleri boylamsal alt modelin farkli modellere genisletilmesinde
esneklik sagladigindan birlesik modellemede boylamsal alt modelin farkli modeller

kullanilarak esnetilmesi de ileriye yonelik planlanan calismalar arasindadir.
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EKLER

EK A : Matris Islemleri
EK B : Onsel Seciminde Kullanilan Dagilimlarin Olasilik Yogunluk Fonksiyonlart
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10 Matris Islemleri

10.1 Matrisin Tersinin Tiirevi

A matrisi n X n boyutlu tekil olmayan kare bir matris olmak iizere, A matrisinin
elemanlar1 ¢ skalerlerinin bir fonksiyonu olsun. A~! matrisinin ¢ skalerinine gore
birinci dereceden tiirevi,

0A~! 0A
= —A‘lgA_l (10.1)

seklinde elde edilir (McCulloch ve Neuhaus, 2005; Searle ve dig., 2009).

10.2 Matris Determinantinin Logaritmasiin Tiirevi

A matrisi n X n boyutlu tekil olmayan kare bir matris olmak iizere, A matrisinin
elemanlar1 ¢ skalerlerinin bir fonksiyonu olsun. A matrisinin determinantinin
logaritmasinin ¢ skalerinine gore birinci dereceden tiirevi;

dlnAl  , ,0A
5 —tr< E) (10.2)

seklinde elde edilir (McCulloch ve Neuhaus, 2005; Searle ve dig., 2009).
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11 Onsel Seciminde Kullamilan Dagilimlara Ait Yogun-
luk Fonksiyonlari

11.1 Cok Degiskenli Normal Dagilim

W, p x 1 boyutlu ortalama vektorii ve X p X p boyutlu varyans kovaryans matrisi olmak
tizere X rastgele degiskeni ¢cok degiskenli normal dagilimi sahip ise, X ~ MVN(u,X)
X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

plx| %) = 2m) PPE Pexp L)z (v )}

bi¢imindedir.
11.2  Wishart ve Ters Wishart Dagilinm

M, p x p boyutlu simetrik pozitif bir matrisi ve v > p serbestlik derecesini gostermek
lizere, p X p boyutlu simetrik pozitif tanimli X matrisi Wishart dagilimina sahip
ise,X ~ W(v,M) X matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

pX|v,S)= 29T, (v)2)

1
-1/2 (v—p-1)/2 Lyl
S| X |X| exp( 2XS )

seklinde yazilir.

p X p boyutlu X matrisi ters Wishart dagilimina sahip ise X matrisinin tersi Wishart
dagilimina sahiptir. X matrisi, X ~ IW(v,S) olasilik yogunluk fonksiyonu esitlikteki
gibidir.

1

I
= gq|-1/2 —(v+p+1)/2 __y—l
EwW PRI exp (—5X7's)

p(X|V.5) ;

11.3 Tek Diize Dagilim

X siirekli rastlanti degiskeni tekdiize dagilima sahip ise, X’in olasilik yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibidir.

B 1
Cb—d’

= 0,diger durumlar i¢in

a<x<b

f()
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