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NUMERIK ASIRI-DONUSSEL OPERATORLER
OZET

Bu tezde diyagonal niimerik agiri-donitigsellik kavrami one siiriillmiis ve kla-
sik Banach dizi uzaylarinda tanimli, agirlikli sola kaydirma operatorlerinin diya-
gonal niimerik agiri-doniigselligi tizerinde caligilmigtir. Oncelikle, birinci boliimde
agiri-dontigsellik kavrami tanitilmig, bahsi gegen dizi uzaylarinda tek ve ¢ift tarafli
agirlikli sola kaydirma operatorlerinin agiri-dontigselliginin karakterizasyonlar: ve-
rilmig olup, bu karakterizasyonlar araciligiyla, verilmis bir agirlikli sola kaydirma
operatori icin agiri-doniigsel bir vektoriin ingasi yapilmigtir. Ikinci béliimde ise
niimerik agiri-doniigsellik kavrami tanitilmig, sonlu boyutlu Banach uzaylarinda
niimerik agiri-dontigsel operatorlerin varligi hakkinda bir onerme verilmis, kla-
sik Banach dizi uzaylarinda verili agirlikli sola kaydirma operatorlerinin ntimerik
agiri-doniigselliginin karakterizasyonlar1 verilmistir. Ugiincii boliimde ilk olarak
diyagonal agiri-dontigsellik kavrami ve ilgili diger kavramlar verilip, devaminda
bu kavramlarin aralarindaki iligkilerden bahsedilmistir. Sonrasinda tek tarafli
agirlikli sola kaydirma operatorlerinin diyagonal asiri-doniigselliginin bir karakte-
rizasyonu verilmistir. Dordiincii boliimdeyse diyagonal niimerik agiri-doniigsellik
kavrami one siiriilmiig, sonlu boyutlu Banach uzaylarinda diyagonal ntimerik agiri-
donitigsel operatorlerin varligina dair bir onerme ve klasik Banach uzaylarinda
verili agirlikli sola kaydirma operatorlerinin diyagonal niimerik asiri-dontisselligi

i¢in yeterli kogullar 6nerilmis ve kanitlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Banach dizi uzaylari, Agirlikli Sola Kaydirma Operatorleri, Agiri-
Doniigsellik, Diyagonal Asiri-Doniigsellik, Niimerik Asiri-Doniigsellik, Diyagonal Niime-

rik Agiri-Donitigsellik.






NUMERICALLY HYPERCYCLIC OPERATORS
ABSTRACT

In this thesis, the notion of disjoint numerical hypercyclicity is proposed and the
disjoint numerically hypercyclicity of weighted backward shift operators given on classi-
cal Banach sequence spaces is studied. In the first chapter, the notion of hypercyclicity
is presented and the characterization of the hypercyclicity of weighted backward shift
operators on classical Banach sequence spaces is given, and through these characte-
rizations a hypercyclic vector for such a given operator is constructed. In the second
chapter, the concept of numerical hypercyclicity is introduced, a proposition on the
existence of numerically hypercyclic operators on finite dimensional numerically hy-
percyclic operators is given, then characterizations for numerically hypercyclicity of
weighted backward shift operators on classical Banach sequence spaces are given. In
the third chapter, first, the concept of disjoint hypercyclicity and other related concepts
are given, and then the relations between these concepts are mentioned. Afterward, a
characterization of disjoint hypercyclicity for the unilateral weighted backward shift
operators is given. In the fourth chapter, the concept of disjoint numerical hypercyc-
licity is proposed, a proposition on the existence of disjoint numerically hypercyclic
operators on finite dimensional Banach spaces and sufficient conditions for disjoint nu-
merical hypercyclicity of weighted shift operators on classical Banach sequence spaces

are proposed and proven.

Keywords: Banach sequence spaces, Weighted Backward Shift Operators, Hypercyc-
licity, Disjoint Hypercyclicity, Numerical Hypercyclicity, Disjoint Numerical Hypercyc-
licity.
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Bolum 1

ASIRI-DONUSSEL
OPERATORLER

Bu boliimiin genelinde kaynakgada belirtilen [7], [9], [11] ve [12] kaynaklarindan yarar-
lamlmgtir. Ik altboliimde tezin geri kalaninda kullanilacak temel kavramlar ve dnerme-
ler verilmistir. Ikinci altboliimde agiri-doniigsellik kavrami ve bu kavramla iligkili olan
Birkhoff Gegiskenlik Teoremi verilmistir. Ugiincii altbdliimde agirlikli sola kaydirma
operatorleri tanitilmig olup, dérdiincii altbéliimde ise [13] nolu kaynaktan yararlanilarak
asiri-doniigsel agirlikli sola kaydirma operatorlerinin bir karakterizasyonu verilmistir.
Devaminda ise bu karakterizasyonlar kullanilarak agiri-dontigsel vektorlerin ingas1 yapil-

migtir.

1.1 Temel Kavram ve Onermeler

Tanim 1.1.1. X bir topolojik uzay olup, E C X altkume olsun. Eger X uzayinin verili
her U bostan farkl, ac¢ik altkimesinin E ile kesisimi, EN U, bos kimeden farkhysa E

kumest X uzayinda yogundur denir.

Sonug 1.1.1. (X,d) metrik uzayinda bir E C X altkiimesinin X wuzayinda yogun
olmasy i¢cin gerekli ve yeterli kosul verili x € X mnoktasr ve verili ¢ > 0 sayist i¢in
B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €} kiimesinin E ile kesisiminin, ENB(x,¢€), bos kiimeden
farkly olmasidir. Baska deyisle, E kimesinin X uzayinda yogun olmasy i¢in gerekli ve

yeterli kosul E = X olmasidar.

Tanim 1.1.2. X bir topolojik uzay olup, X wzaywmn sayilabilir ve X uzayinda yogun

bir altkimesi varsa, X ayrilabilirdir denir.



Tanim 1.1.3. X bir topolojik uzay olup, E C X altkimesinin X tuzerindeki topolojiye
gore kapamsinan ici, int(E), bos kiime ise E’ye X te seyrek kiime denir. X uzaymda
seyrek kumelerin sayilabilir birlesiminden olusan kimeye birinci kategori kime denir.
X uzaywnn birinci kategori olmayan altkimelerine ise ikinci kategori kiime denir. Ayrica

sayilabilir sayrda X uzayr tzerindeki topolojiye gore acik kiimenin kesisiminden olusan

kiimeye bir Gs-kiime denir.

Tanim 1.1.4. (X, d) bir metrik uzay olup, (x,,)5%; X uzayndan alinmas bir dizi olsun.
Verili € > 0 i¢in dyle N pozitif tamsayst varsa ki her k,m > N pozitif tamsayilar i¢in
d(xg, xm) < € saglansin. O halde (x,)02, dizisine (X, d) uzayinda bir Cauchy dizisi
denir. Bir (X, d) metrik uzaydan alinmag tiim Cauchy dizileri bu metrik uzayda yakinsak

ise (X, d) ye tam metrik uzay denir.

Fonksiyonel Analiz’in temel teoremlerinden Baire Kategori Teoremi’ni ispatsiz olarak

verelim. Bu teoremin bir kamti [12] nolu kaynakta bulunabilir.

Onerme 1.1.1 (Baire Kategori Teoremi).
(X,d) bir tam metrik uzay olsun. X uzaynda yogun agik kimelerin saylabilir kesigimi

de X uzaywnda yogun bir kimedir.
Sonug 1.1.2. Bir (X,d) tam metrik uzay: ikinci kategoridir.

Not 1.1.1. Calisacagimuz tim vektor uzaylary kompleks saylar cismi C dizerinde ve-

rilmastir.

Gosterim 1.1.1. Verilen vektér uzayman sifir vektorini 6 ile gosterecegiz. Ayrica N

ile negatif olmayan tamsayilarin kiimesini gosterecegiz.

Tanim 1.1.5. X bir vektor uzayr olup, asagidaki kosullart saglayan || * | : X — R

fonksiyonuna bir norm ve (X, || * ||) ikilisine normlu vektor uzay: denir.

(i) Verili x € X igin ||| > 0’dwr. Ayrica ||z|| = 0 olmast ancak ve ancak v = 0

olmaswyla mimkindiir.
(i1) Verili z € X ve X € C igin | Az|| = |A|]|z||.
(iii) Verili x,y € X igin ||z +y| < [|z[| + ||y|l.

Ayrica bir tam normlu vektor uzayima Banach uzayr denir.



Tanim 1.1.6. (X, || % ||) bir normlu vektor uzayr olsun. xo X ’te bir vektor ve € > 0
sayr olup, B(zg,e) = {z € X : ||z — x0|| < €} kiimesine xo merkezli € yaricapl acik
yuvar, B(xg,e) = {x € X : ||z — xo| < €} kiimesine de xo merkezli ¢ yaricaph kapal
yuvar denir. Bx = {x € X : ||z|| < 1} kimesine (X, || *||) uwzayinin birim kapaly kiires,
Sx ={z € X : |z| = 1} kimesine ise (X, || *||) uvzayimn birim kire yiizeyi diyecegiz.

Ornek 1.1.1. Verilip € [1,00) gercel sayist igin /P = {x = () jen € CN : >0 lzilP <
oo} wektor uzayr izerinde ||z, = (3272, |mj\p)%, x € LP, normunu goz onine alalim.

Gostermek mimkindir ki (€7, | x||p) ayridabilir bir Banach uzayidor.

Ornek 1.1.2. (™ = {z = (zj)jen € CN : supjey |z;| < oo} wektdr uzay izerinde
zllco = supjen |zj], ® € £°°, normunu goz éniine alalim. Géstermek mimkindiir ki

(22, || * |loo) ayriabilir olmayan bir Banach uzayidar.

Ornek 1.1.3. ¢g = {z = (zj)neny € CV : limj oo || = 0} vektor uzay dizerinde
zl]loc = supjen|zjl, © € co, normunu goz éniine alalm. Gdstermek mimkindir ki
(cos || * o), (€22, || % lloo) ” nin kapaly altuzandur. Ozel olarak, (co, || * ||oo) ayrilabilir bir

Banach uzaydar.

Ornek 1.1.4. Verili p € [1,00) gergel sayist i¢in P(Z) = {x = (xj)jez € CZ :
1
Zjez |zj|P < oo} vektor uzayr tzerinde ||x||, = (ZjeZ |zj|P)e, x € P(Z), normunu goz

onine alalvm. Géstermek mimkindir ki (¢P(Z), | * ||,) ayrlabilir bir Banach uzayider.

Ornek 1.1.5. (®(Z) = {z = (;)jez € CZ : supjez |7j| < 0o} wektér uzayr izerinde
zlloo = supjez |zjl, © € £°, normunu goz éniine alalim. Géstermek mimkindiir ki

(0°(Z), ]| * loo) ayrilabilir olmayan bir Banach uzayider.

Ornek 1.1.6. ¢y(Z) = {z = (zj)jez € CEF & inf ez g sontu supjez\ g |zj| = 0} vektor
uzayr Gzerinde ||z]loc = Supjez 7], € co(Z), normunu géz dniine alalvm. Gastermek
mimkiindiir ki (co(Z), ||*|lse) ((°(Z), ||%||oc) uzayinin kapal bir altuzayidar. Ozel olarak,

(co(Z), ]| * ||oo) ayrilabilir bir Banach uzayidur.

Tamm 1.1.7. Verili x = (x;)jen, x; € C, dizisine kars: gelen supp(x) = {j € N: x; #
0} kiimesine x dizisinin destek kiimesi denir ve bu kiimenin kardinalitesini |supp(x)|
ile gosterecegiz. Ayrica indisleri belirli bir N € N sayisindan biiyik tim terimleri sifur
olan x dizisine sonlu dizi diyecegiz ve bu durumda I(x) = max{j € N : x; # 0} olarak
gasterelim. Eger verili x dizisi 7 dzerinden indislenmisse supp(x) = {j € Z : xj # 0},

I(z) = max{|j| € N:xz; # 0} olarak gdsterecegiz.
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Gosterim 1.1.2. 5} Kronecker delta fonksiyonu olup, kanonik baz ile {e; = (5;)2 (i€

N} (veya {e; = (5;)Z 1 € Z}) olarak verilmis kimeyi kastedecegiz.

Tanim 1.1.8. (X, || x| x) ve (Y, % ||y) iki normlu vektér uzayr olsun. T : X — Y
strekli lineer dénisimine operator denir. L(X,Y) = {T : X — Y : T operator}

vektor uzayr tzerinde

Tx Y
Ty = s LY p 1 Taly = sup [Tally
vex\{oy llzllx veX veX
|zl x <1 |zl x=1

fonksiyonunu g6z éndine alalvm. Gastermek miimkindir ki (L(X,Y), || * [|1(x,y)) bir

normlu vektor uzayrdir. Y = X olmase halinde L(X, X) yerine L(X) yazacagz.

Fonksiyonel Analiz’in en temel 6nermelerinden ikisini kamtsiz olarak verelim. Bu

onermelerin kamitlar: [11] nolu kaynakta bulunabilir.

Onerme 1.1.2. (X, || * |lx) ve (Y| % ||y) iki normlu vektér uzays olsun. T : X — Y

lineer dontstimi icin asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(i) T : X — Y sdreklidir.
(ii)) T : X —'Y, X uzayiman bir noktasinda streklidir.

(iii) T : X — Y swmarlhder. Yani oyle bir M > 0 sayisy vardur ki her x € X igin

|Tz|y < M||z||x esitsizligi saglanar.

Onerme 1.1.3. (X, || x||x) bir normlu vektér uzays ve (Y, || x||y) Banach uzayr olsun.

O halde, (L(X,Y), [ * || (x,y)) bir Banach uzayidor.

Tanmim 1.1.9. (X, || x ||x) bir normlu vektor uzayr olsun. z* : X — C sirekli li-
neer dontsimine fonksiyonel denir ve (X, || * || x) tzerinde tanimly tim fonksiyonelle-
rin olusturdugu vektér uzayina, || * ||x= = sup{|z*(z)|/||z||x : = € X \ {0}} seklinde
tanimlanmag normla beraber, (X, || % ||) uzayinin (topolojik) eslenik uzayr denir ve X*

ile gosterilir.

Sonug 1.1.3. (X, || * ||x) bir normlu vektér uzayr olsun. O halde (X*,|| * ||x=) bir

Banach uzayidar.

Gosterim 1.1.3. Bu metnin geri kalaninda bahsedilen normlu vektor uzaylar, tzerle-
rinde tanimly olan norm fonsiyonlariyla birlikte anlasiimalidir. Ayrica bu metin boyunca
norm fonksiyonunu uzaywn belirtilmesi gerekmedikge || x || ile gdsterecegiz. Verilen bir
vektorin normu derken vektorin ait oldugu uzayda tanwmly norm disunilerek islem

yapilacaktur.



Tanum 1.1.10. (X, || % ||) bir normlu vektér uzay: olsun. (X, || * ||) uzayinda verilmis
II(X) = {(z,z") € X x X* : ||z|| = ||lz*]]| = 2*(x) = 1} kiimesine X uzayinan durum

kiimest denir.

Fonksiyonel Analiz’in meghur teoremlerinden Hahn-Banach Teoremi’ni kanitsiz ola-

rak verecegiz. Bu teoremin bir kaniti [6] nolu kaynakta bulunabilir.

Teorem 1.1.1 (Hahn — Banach). (X, || *||) bir normlu vektor uzayr, M C X bir
altuzay olup, f € M* fonksiyoneli verilmis olsun. O halde oyle F € X* bulunabilir ki
Fly = f ve ||Fllx- = [Iflla-

Hahn-Banach Teoremi ile ilgili agsagidaki sonucu verelim. Bu sonucun bir kanit1 [6]

nolu kaynakta bulunabilir.

Sonug 1.1.4. Verili x € X igin dyle f € X*, || f|| = 1, fonksiyoneli vardir ki f(x) =

BB

Tanum 1.1.11. (X, || % ||) bir normlu vektor uzayr olup, keyfi x* € X* ve keyfi U C C
agik kiimesi i¢in (x*)~Y(U) kiimelerinin sonlu kesisimlerinin birlesimlerinden olusan

koleksiyona X tizerindeki zayif topoloji denir.

Not 1.1.2. X uzerindeki zayf topolojiye gore acgik olan bir kimenin X dzerindek:
norm-topolojiye gore de ac¢ik bir kiime oldugu tanymdan gérilir. Ancak bu ifadenin

tersi dogru degildir.

Tanmim 1.1.12. (X, ||*||x) ve (Y, || *||y) iki normlu vektér uzayr olup, eger T : X — 'Y
bijektif, norm koruyan, yani her v € X icin ||Tz|| = ||z| kosulunu saglayan, siirekli bir

lineer donistimi varsa, X veY izomorfiktir denir ve bu durum X =Y ile gosterilir.

Uzerinde calistigimiz dizi uzaylarinin esglenik uzaylar1 hakkindaki agagidaki lemma,
ikinci ve dordiincii boliimlerde oldukga kullamgh olacaktir. Bu lemmanin bir kaniti [9]

nolu kaynakta bulunabilir.
Lemma 1.1.1.

(i) Verili p € (1,00) sayst igin q, % + % =1 egitligini saglayan sayr olsun. O halde
(P)* =2 41 ve ((P(Z))* = 4UZ).

(i) (01)* 22 0 ve (£(Z))* = 02(Z).

(iii) Verili & = (&) € 01 (siraswla (*(Z)) dizisini kullanarak x*(z) = > z;&; formiiliiyle
x* e (£°)* (swraswyla (*°(Z))*) foksiyoneli tanimlanabilir. Ayrica ||€]| = ||z*|]



Lemma 1.1.2. (co)* = ¢! ve (co(Z))* = (Y(Z).

Kanit. Keyfi o* € (cp)* (sirasiyla (co(Z))* ) fonksiyonelini alahm. Keyfi x = (z;) € ¢
(srasiyla cg(Z)) vektoriintin kanonik baza gore agagidaki formda tek tiirli gosteriminin

oldugunu biliyoruz.

x = ijej (analog olarak = = ijej)
JEN JEZ

x* € (cp)* (swrasiyla (co(Z))* ) oldugu i¢in takip eden ifade saglanir.
v (x) =) aja*(es)
J

Bu ifadede goriilen (z*(e;)) dizisinin terimleri z* fonksiyonelince tek tiirlii olarak be-

lirlenir.

Verili n € N igin agagidaki kuralla verilmisg olan y,, = (y,(cn)) € ¢ (swaswyla ¢o(Z))

vektoriinii gbz 6niine alalim.

|z* (ex)|

y(n) ey ,0 < k < n tamsay1 ve *(e) # 0
v =
0 ,k > n, tamsay1 veya x*(eg) =0
(sn"a31 la o™ — |i*gzz;| , k] < n tamsay1 ve 27 (ex) # 0 )
ylay, =
0 , tamsay1 |k| > n veya x*(ex) = 0
O halde,
n
2*(ya) = Dyt o) dir.
j=1
n
<81ra81yla x*(yn) = Z yj(n)x*(ej)).
j=—n
Keyfi n € N i¢gin y,, vektoriniin kurulugundan ||y,| = 0 veya 1’dir. 2* siirekli bir

lineer fonksiyonel olmasi nedeniyle |x*(yn)| < [|z*||||yn]|| esitsizligi saglamir ve bu ise

takip eden esitsizligi dogurur.

n n
an =Y |2*(e;)] < |2 (y an =Y |2"(e;)| < ||:c*u), neN
§=0

j=—n

6



Acgiktir ki (a,,) sayisal dizisi tistten siirl monoton artan bir dizidir. O halde (a,,) dizisi

yakinsaktir ve listten ||z*| ile simirhdir. Bagka deyisle agsagidaki esitsizlik saglanir.

le ¢j)| = lim Z\w &)l < ll*|| (veya)  |e*(ej)| = lim Z |7 ()| < [l="[])

JEZ j—*TL

Haliyle, (z*(e;)) € €' (veya (z*(ej)) € €*(Z)). Ayrica bu dizinin terimleri verili z*
fonksiyonelince tek tiirlii belirlendiginden, z* fonksiyoneline karsi gelen ve z*(z) =
> z;&; esitligini her z € o (veya co(Z)) saglayan tek tiirlii (§;) € co (veya co(Z)),
vardir. Ayrica bu (&) dizisi [|(&;)] < ||=*|| esitsizligini de saglayacaktir. Ote yandan,
keyfi z € S, (veya S, (z)) icin

I—IZ% 6J|<H$IIZ|93 6J|—le (e)] < [l=7|

%] = supygy=1 2" ()] < 225 2" (ej)] < [l=*],

ve [lz*]| = 32, [2*(ej)| oldugu sonucu almr.

Tersine, verili (¢;) € ¢* (veya ¢(Z)) vektériinii kullanarak Z € (co)* (veya (co(Z))*)

fonksiyonelini agagidaki sekilde tanimlayalim.

Z:EJ’SJ’ ) € co (veya co(Z)),

Asgikardir ki

F(2)| = 1) @&l < Y laylléil-
j ;

gercgeklenir.

Bu esitsizlikten keyfi x € Sg, (veya Sey(z)) i¢in |Z(z)| < -, [§;] saglandig ve buradan
da [|Z|| = sup|z=1 [2(2)] < 3=, [§;] oldugu goriilir. Ote yandan Z(e;) = & oldugundan

ve verili x € S¢, ( veya S¢y(z)) icin

(@) = | 25(es)| < lall 3 a(e) = 306 = (&)l < 2]

gerceklenir. Yani ||Z| = ||(&;)]] olur.

Sonug olarak, ¢ ile £! ( ayrica co(Z)*) ile £1(Z)) arasinda normu koruyan, bijektif

lineer bir siirekli doniigiimiin varoldugu goriliir. O
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Lemma 1.1.3. X = ¢y (swraswla co(Z)) olsun. O halde her (z,x*) € I(X) i¢in x*
fonksiyoneli sonlu destege sahiptir. Yani, énceki lemmayr gézoniunde tutarsak, x* fonk-

siyoneline karse gelen tek tiirlii belirli & = (&) € €% (swraswyla (*(Z)) sonlu bir dizidir.

Kanat. Varsayalim ki (z,z*) € II(X) verilmis olsun, yani |z|| = [[z*]]| = ||§|| = 1 ve

z*(z) =3, z;&; = 1. O halde,

L=a(2) = > @& = | a6 <D lwllgl < D lgl = 1.
J J J J
L= lagllggl < D 1&gl = 1.
J J

olur. Bu ifadeden agagidaki yeni egitlik elde edilir.
D 1glI = |zl =0
J

Buradan her bir j i¢in |&;||1 — |z;|| = 0 oldugu goriilir. = (z;) € Sx oldugundan
x dizisinin terimlerinin en fazla sonlu tanesinin moduliisii 1 olabilir. Bu durum ise &
dizisinin en fazla sonlu sayida teriminin sifirdan farkli olmasini gerektirir. Béylece x*

dizisinin sonlu destege sahip oldugu sonucuna varilir. O

1.2 Asiri-donissellik

Tanum 1.2.1. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir sirekli donisim olsun. (X,T)

ikilisine bir dinamik sistem denir.

Tanim 1.2.2. (X,T) bir dinamik sistem, x € X ise bir vektér olsun. T® = Id, birim
dontistiim, T" =T oT o---0T, n € N, doniisimiine ise T dénisiminin n. iteras-
yonu denir. Elemanlar T"x, n € N, formunda olan kiimeye x vektorinin T altindaki

yoringesi denir ve orb(xz,T) ile gdsterilir.
orb(x,T) = {T"x : n € N}.

Tanum 1.2.3. (X, T) bir dinamik sistem olsun. Eger T altindaki yoringesi X uzayinda
yogun olan bir x € X wvektori varsa, T operatori asiri-dontsseldir ve x vektorine T
altinda agiri-donissel vektor veya kisaca T-agiri-dontssel vektor denir. Tium T-asiri-

dontigsel vektorlerin olusturdugu kiimeyi HC(T) ile gosterecegiz.

HC(T)={ze X :0rb(z,T) = X}
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Tanmim 1.2.4. (X, T) bir dinamik sistem olsun. X uzayimn keyfi, bostan farkl, acik
U,V altkimeleri i¢in T"(U) NV # 0 kosulunu saglayan oyle n € N bulunabiliyorsa,
(X, T) dinamik sistemine topolojik gecisken denir. Bir anlamda tanwma esnetirsek, (X, T)
dinamaik sisteminin topolojik gecisken olmasy halinde T : X — X donisimiine de to-

polojik gecisken diyecegiz.

Lemma 1.2.1. Verili (X,T) dinamik sisteminin topolojik ge¢isken olmas i¢in gerekli
ve yeterli kosul X wzayvmn keyfi bostan farkh, ac¢ik U altkimesi i¢in | J,— T "(U)

kumesinin X uzayinda yogun olmasidar.

Kanit. Gereklilik : Varsayahm ki (X, T') topolojik geciskendir. Verili U,V C X bostan
farkli, acik kiimeleri i¢in 6yle n € N vardir ki T"(V) N U # @ saglamir. T siirekli
oldugundan, VNT~"(U) bostan farkl, acik bir kiimedir. V keyfi oldugundan, |J;~ , T~"(U)

kiimesinin, X uzayinda yogun oldugu goriiliir.

Yeterlilik: U ve V, X uzaymn keyfi bostan farkli, acik iki altkiimesi olsun. Varsa-
yalhm ki (J72 , T7"(V') X uzayinda yogundur. Yani |J;2 ,T~"(V)NU # 0. O halde oyle
n € N vardir ki 7-"(V)NU # (. Buise T"(U) NV # 0 oldugu sonucunu verir. Bu

durumda, (X, T) dinamik sisteminin topolojik gecisken oldugu goriiliir. O

Agiri-doniigsellik ve topolojik gegigkenlik kavramlarimi birbirlerine baglayan ve ile-
rideki sayfalarda onemli bir iglev gorecek olan Birkhoff Gecigskenlik Teoremi’ni ifade

edelim.

Teorem 1.2.1 (Birkhoff Gegiskenlik Teoremi).

(X, d) izole noktalar: olmayan ayrilabilir bir tam metrik uzay ve (X, T) bir dinamik
sistem olsun. O halde T operatorinin asiri-dontssel olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul (X,T') dinamik sisteminin topolojik gecisken olmasidur. Ayrica T asiri-déoniigselse,

HC(T), X uzaymda yogun olan bir Gs-kimedir.

Kanit. Gereklilik : Varsayalim ki T' agiri-doniigseldir. Yani, 6yle z € X vardir ki orb(z, T)
X uzayinda yogundur. U ve V', X uzaymin keyfi, bogtan farkli, agik altkiimeleri olsun.
O halde, &yle iki k,m € N bulunur ki 7%(z) € U ve T™(x) € V saglanir. Genelligi
bozmadan k < m olarak kabul edelim. T %(T*(z)) € V ve T*(z) € orb(z,T) N U
oldugu agiktir. Bu durumda, n = m — k i¢in T"(U) NV # () olur. Sonug olarak (X, T)

dinamik sistemi topolojik gegiskendir.



Yeterlilik: Varsayalim ki (X, T) topolojik gegiskendir. (X, d) ayrilabilir oldugundan,
X uzayinda yogun, sayilabilir {y; € X : j € N} altkiimesi mevcuttur. {B,(y;) : m,j €
N}, Bu(y;) = {z € X : d(yj,z) < =}, X iizerindeki metrik topolojinin sayilabilir
bir bazidir. Bu bazin elemanlarimi U, k pozitif tamsayi, ile yeniden gosterelim. Bu
durumda, bir x € X vektoriiniin HC(T') kiimesinin elemani olmasi, verili k pozitif
tamsayisi icin igin O0yle n € N varolsun ki 7"z € Uj saglanmasina denktir. Bagka

deyisle,

HO(T) = (U T ")

k=1n=0

T siirekli oldugundan, her bir k pozitif tamsayisi icin (J;- 7" (Uy) bostan farkl,
agik kiime oldugu goriiliir. Bu durumda, HC(T') kiimesinin bir Gg-kiimesi oldugunu da
goriirtiz. Ayrica, Lemma 1.2.1 nedeniyle, her bir k € Nigin [ J;2 , T~ "(Uy) kiimesinin X
uzayinda yogun oldugu sonucu elde edilir. Baire Kategori Teoremi goz 6niine alinarak,
HC(T) kiimesinin X uzayinda yogun bir Gs- kiime oldugu, bu nedenle HC(T') kiime-
sinin bogtan farkli bir kiime oldugu ve nihayetinde 7' doniisiimiiniin agiri-dontisselligi

sonucu alinir. I

1.3 Agirlikh Sola Kaydirma Operatorleri

Bu tezin amaglarindan birini bir anlamda aciklayacak, ayrica devaminda karsilasacagimiz

operatorleri anlamamiz kolaylagtiracak olan agagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 1.3.1. X = ¢y veya P, p € [1,00), uzayr olsun. A € C verili sabit bir say: olup,

T = AB ile asagidaki sekilde tanimlayacagimaz lineer dontstimi gosterelim.

T=M:X —X

(xn)nEN — ()‘xn+1)nEN

|T|| = |\ ve dolayiswyla T € L(X) oldugu kolayca gosterilir. T operatirine w =
(Wy)pen,wy = A\ v € Ny agurlikly tek tarafls sola kaydirma operatori veya Rolewicz
operatory diyecegiz.

Eger |\ <1 ise, keyfi x € X ven € N igin [|[T"z| < |A|"||z] < ||z|. Bu durumda
orb(z,T) C B(8,]z||) oldugu gériiliir. Bu ise |\| < 1 durumunda T operatérimiin asuri-

donissel olamayacagr anlamina gelir.
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Simdi |A| > 1 durumunu inceleyelim. U ve V, X uzaymn keyfi bostan farkl, acik
altkiimeleri olsun. Sonlu dizilerin olusturdugu kime X uzayinda yogun oldugu i¢in, x €
U vey €V sonlu dizileri mevcuttur. N = max{I(x),I(y)} olup, x = (x1,x2,...,2n,0,0,...)
vey = (Y1,92, .-, YN, 0,0, ...) yazabiliriz. Verili n > N tamsayist i¢in z = (2;) € X di-

zisinin terimlering
Z; seger 0 < j < N,
Zi =93 A "y; ,egern+1<j<n-+N,
0 seger j >n+ N.

olarak tanymlayalim.

O halde T"z = y ve ||z — z|| = |\ 7"|ly|| oldugu gorilir. U bostan farkls agik bir
kime oldugundan, dyle € > 0 varduwr ki B(x,€¢) C U olur. n > N sayusini yeterince biiyiik
se¢mekle ||x — z|| < € elde ederiz ki bu z € U oldugu sonucunu verir. T"z =y € V
oldugu ise agiktir. Bu sebeple T"(U) NV # () ve Birkhoff Gegiskenlik Teoremi sebebiyle
gorilir ki T operatori asiri-dontsseldir.

Nihayetinde, T operatorinin asiri-dontssel olmast i¢cin gerekli ve yeterli kosul ve-

rilmis A € C i¢in |A| > 1 olmasudar.

Tanim 1.3.1. X = ¢y veya P, p € [1,00], uzayr olsun. w = (wy)yen dizisi verilsin ve

X dizerinde B, lineer dontsimi asagidaki kuralla tamimlansin.

B,: X —X

T = (2j)jen = (Wj+1T541)jeN

B,, déniistimiine w-agirlikh, tek tarafle sola kaydirma déoniisimi, w = (W, )y, oy di-

zisine ise B, dontdsumuniin agqurhk dizisi denir.

Lemma 1.3.1. B, : X — X donusumiinin bir operator olmas: icin gerekli ve yeterli

kosul w = (wy)yen agurlik dizisinin sinarly olmasidar.

Kamt. Gereklilik: Varsayalim ki B,, bir operatordiir. Ayrica varsayalim ki w = (w, )yen
agirhik dizisi simirsizdir.O halde her bir j € N igin || Bye;|| = |wj41| siirsizdir ve agiktir
ki bu B, doniisimiintin simirsiz bir lineer doniisiim oldugu sonucunu verir. Bu ise B,
doniigtimiiniin sinirh olmasiyla celigir.

Yeterlilik: Varsayahm ki w = (wy)yen agirhk dizisi simirhdir.Yani, 6yle M > 0
sayist vardir ki her bir j € N icin |w;| < M esitsiligi saglanir.

X =P, p € [l,0), durumunda, verili € X i¢in
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1
p
[ Boz|| = (Z}'io \wg'+1xj+1!p> < (Z?io Mp\xm\p) = M|z
X =/ veya X = ¢y durumunda, verili x € X igin
[Buz| = supjez., [wjt12j+1| < Msupjeg_ [@j41] < M||z|]

Bu iki durumdan ||B,z| < M|z|| oldugu ve B, doéniisiimiiniin bir operatér oldugu

sonucu alinir. O

Not 1.3.1. B, donistimiini kanonik baz vektérleri araciligiyla asaqrdaki ozdesliklerle

de ifade edebiliriz.
B.ej = wjep—1, n > 1 ve Byeg =0

Tam sayilar kiimesi Z iizerinde indislenmis dizi uzaylarinda tamimhi c¢ift tarafll

agirlikli sola kaydirma dontisiimleri asagidaki tanimda verilmistir.

Tanim 1.3.2. X ile (P(Z),p € [1, 0] veya co(Z) uzaylarime gosterelim. w = (wy)pez, Z
tzerinde indislenmis bir dizi, B, : X — X donustimi ise asagidaki sekilde tanimlanmas

olsun.

B,: X — X

r = (Tn) — (Wn+1Tn+1)

B, déniigimiine ¢ift tarafli w = (wy) agirlikle sola kaydirma déndsimi ve w dizisine

ise B, donustiminiun agirlik dizisi diyecegiz.

Not 1.3.2. Kanonik baz elemanlar: tizerinden B,, dontsumiini
B,e, = wpen_1, n € Z

egitlikleriyle de tarif edebiliriz.

Not 1.3.3. Bir B, c¢ift tarafly agirbkly sola kaydirma déndstimindn bir operatér olmast
icin gerekli ve yeterli kosulun w = (wy)yez agurbk dizisinin sinarl oldugu Lemma 1.3.1

icin verilmis kanata benzer olarak gésterilebilir.

Tek ve cift tarafli agirlikli sola kaydirma operatorlerinin iterasyonlarmin operator

normu hakkindaki agagidaki lemmay1 ifade edelim.
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Lemma 1.3.2. X ile ¢y, co(Z), (P veya P(Z),p € [1, 0], uzaylarindan birini gésterelim
ve k pozitif tamsayisy verilmis olsun. B, : X — X, w = (wy) swrl dizisiyle verilmis
tek veya ¢ift tarafle agurhkl sola kaydirma operatori olsun, BE operatériiniin k. iteras-
Yyonunum, Bblj, operator normu asagidaki ifadeyle hesaplanir. (Bu ifadedeki supremum

siraswyla N ve Z tzerinden alinmaktadur.)

j+k
IBE| =sup| J] wo
T lv=j+1

Kamt.  (a) Ik 6énce cg, co(Z), £° veya (>°(Z) uzaylarmda 6nermeyi kamtlayalim.

Agiktir ki v = (z;) € X igin sup; |24 x| < [|z]]. O halde

j+k
1851 = sup 1550l = sup (sup|( TT w)asen)
[|z[|=1 lel=t \ 7 1 ,Zi4
Jj+k Jj+k
< sup (sup ( H wl,) supxj+k|> < sup H wy|.
lell=1 N g 12 J 7 =41

Ote yandan verili j icin asagidaki esitsizlik saglamr

j+k
k k
1BSejull = | 11 wo| < IBLI-
v=j+1
Buradan ise agagidaki egitsizlik elde edilir.
j+k
sup| [ wo| < IBEII
I Tu=j41

(b) Verili p € [1,00) i¢in X = (P veya X = (P(Z) uzaylarinda 6nermeyi kanitlayalim.

Agiktir ki verili = (z;) € X icin 3 |zj4x[7” < [|z[[P. O halde

Jj+k » %
1851 = s 5ol = sup (| TT wa)as] )
=1 =1 \ 571,250
jt+k ) jtk
< sup sup H Wy (Z|xj+k|p)5 < sup H Wy
lzl=1 5 1,2 j I =it

saglamr. Ote yandan verili j icin asagidaki esitsizlik saglamr

J+k

Il

v=j+1

k
< [|BSll-

|BEej il =

Buradan ise agagidaki esitsizlik elde edilir
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J+k

Il

v=j+1

sup < |IBE]I-

1.4 Asiri-Donitussel Sola Kaydirmalar

Buraya kadar olan bilgilerimizi kullanarak ilk 6nce ¢y veya ¢P,p € [1,00), uzaylar
izerinde verilmis tek tarafli agirlikli sola kaydirma operatorlerinin agiri-dontigselligi
igin gerekli ve yeterli bir kogulu agagidaki 6nermede sadece cg uzay1 kogullarinda ifade

edecegiz. (P, p € [1,00), uzaylari i¢in ayni énermeyi benzer sekilde kanitlayabiliriz.

Not 1.4.1. w agrhk dizisinin terimlerinden birinin sifir olmas: durumunda B,, ope-
ratorinin asiri-dontssel olmast mumkiun degildir. Bu sebeple agirlikly sola kaydirma
operatorlerinin agiri-dondgselligi tizerinde calisirken karsy gelen agirlbk dizisinin terim-

lerinin sifirdan farkly oldugunu varsayacagiz.

Onerme 1.4.1 (¢y uzayinda asirdondissellik).

By, co uzaymda tanemb, agirbk dizisi w = (wj)jen stnarl ve terimleri sifirdan farkl
olan, tek tarafly agirlikly sola kaydirma operatori olsun. B, operatorinin asiri-doniissel
olmasu igin gerekli ve yeterli kosul terimleri pozitif tamsayilar olan oyle kesin artan (ny)
dizisinin bulunabilmesidir, oyle ki keyfi j € N icin

JAnk
lim lwy| = 00 (1.4.1)

k—o0 -
v=j+1

saglansin.

Kanat. Gereklilik: Varsayalim ki B,, operatorii agiri-doniigseldir ve £ > 1 tamsayisi
verilmis olsun. Birkhoff Gegiskenlik Teoremi g6z 6niinde bulundurularak, varsayimimiz
geregi HC(B,,) kiimesinin ¢y uzayinda yogun oldugu goriiliir. Bundan dolayi, verili
9, > 0igin 6yle B,,—asir-doniissel = (z;) € co vektorii vardir ki agagidaki esitsizlikleri

saglar.

k
lz = " ejll < 6 (1.4.2)
j=0

ve keyfi derecede biiyiik ng > 2k pozitif tamsayis: vardir ki

k

IBEz =) " ejl| < 6 (1.4.3)
j=0
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(1.4.2) esitsizliginden 0 < j < k tamsayilar icin |z; — 1| < 0; ve j > k tamsayilar
icinse |zj| < d; oldugu goriiliir. O halde 0 < j < k tamsayilar igin 1 — 0 < |xj]
esitsizligi saglanir. d; < 1 oldugunu kabul edersek (1.4.3) esitsizliginden 0 < j < k
tamsayilar1 igin

( H w,,)q:jJrnk -1

v=j+1

Jt+ng
< Ok

ve j + ny > k olmasi nedeniyle de |z;yn,| > ) elde edilir. Bu iki esitsizligi birarada
g6z oniinde bulundurursak, tiggen esitsizligini kullanarak 0 < j < k tamsayilar igin su

esitsizligi elde ederiz.
J+ng

I «

v=j+1

1 — 6

>5k

Verili k£ € N igin §; sayisim 0 < 6’3k < % kosulunu saglayacak sekilde se¢gmekle,

1—

0 < j < k tamsayilar: igin
J+ng

I «

v=j+1

>k

egitsizligi alimir. £ € N keyfi oldugundan, & — oo kosulunda son esitsizlikte limite
gegersek istenilen sonug elde edilir. Yani, her bir j € N i¢in agagidaki ifade dogrudur.

J+ng

lim lwy| = o0
k—oco -
v=j+1

Yeterlilik: Birkhoff Gegigskenlik Teoremi géz 6niinde bulundurulursa, yeterliligin is-
pati icin B, operatoriiniin topolojik gecisken oldugunu gostermemiz yeterlidir.

U ve V, cg’in keyfi bogtan farkli acik altkiimeleri olsun. Sonlu dizilerin kiimesinin
co uzayinda yogun olmasi nedeniyle, x = (z;) € U ve y = (y;) € V olacak gekilde sonlu
x,y dizileri bulabiliriz. N = max{I(z),I(y)} olarak gosterelim. U ve V bostan farkh
agik kiimeler oldugundan Oyle € > 0 sayisi bulabiliriz ki B(z,¢) C U ve B(y,e) C V
iligkileri saglanir.

Amacimiz Syle z = (zj) € ¢y ve kanitin ilerleyen kisimlarinda belirleyecegimiz
yeterince biiyitk n > 2N tamsayisi belirleyebilmektir ki z € B(x,€) ve Bl(z) € B(y, €)

olsun. z = (z;)’nin terimlerini agagidaki sekilde tanmimlayalim.

,

Z; ,eger 0 < j <N,
J -1
zZj = < H wl/) Yj—n 7egern§j§n+N7
v=j—n+1
0 geriye kalan durumlarda.
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Tanmimlanigindan z’nin sonlu bir dizi oldugu ve bu sebeple ¢p’nin bir elemani oldugu
goriiliir. Buna ek olarak asagidaki ifade gegerlidir.
J -1
|z — z]| = sup{( H |w,,]> [Yj—n| :n < j <n+ N tamsayilar}
v=j—n-+1
Eger y = 0, cp uzaymn sifir vektoriiyse, ||z — z|| = 0 olur ve €’dan kiigiik olacaktir.
Eger y # 0 ise, (1.4.1) kosulundan goriiliir ki (ny) dizisinin her bir j € N igin dyle

n; > 2N terimi vardir ki

esitsizligi saglamir. j > N tamsayilar i¢in y; = 0 oldugundan, bu j tamsayilarimi goz
ard1 edebiliriz ve 0 < j < N tamsayilarinin her biri igin bir 7; > 2N tamsayilarini bul-
duktan sonra, n sayisini bu n; sayilarinin en biiytigi olarak alalim. n > 2N oldugundan
|l — z|| < e ve |ly — Bz|| = 0 < € oldugu da dogrudan hesaplamayla goriiliir.Bu ise

yeterlilik kisminin ispatini tamamlar. O

Bu 6nermedeki (1.4.1) kosulunu saglayan bir B, operatoriiniin asiri-déntigselligini
kanitlamig olup, bu operator icin agiri-doniigsel bir vektoriin insasini topolojik gecigkenlik

kavramini kullanmadan da yapabiliriz.

Onerme 1.4.2 (Yapisaler Yontem).

By, co uzayinda tanwml, simrl ve terimleri sifirdan farkl olan w = (wj)jen agerlk
dizisiyle verilmis tek tarafle agirlikle sola kaydirma operatori olsun. Terimleri pozitif
tamsaylar olan ve keyfi 7 € N icin

J+ng

lim |wy| = o0
k—oo -
v=j+1

kosulunu saglayan kesin artan (ny) dizisi varsa, By, operatori asiri-dontsseldir.
Kamt. Oncelikle, w = (wy) agirhk dizisinin simirh oldugunu hatirlatalim. Yani, 6yle

M > 1 sayis1 vardir ki her bir v € N igin |w,| < M egitsizligi saglanir. Ayrica

co ayrilabilir olmasi nedeniyle sonlu dizilerden olusan, ¢y uzayinda yogun, sayilabilir

{y™) = (y(()n), ygn), ey yfﬁ)l, 0,0,...), n pozitif tamsay1} kiimesi mevcuttur.
Amacimiz B, altindaki yoriingesi co uzaymda yogun olan bir z = (2j)jen € co

vektorii inga etmektir. Bunun iginse, B, altindaki yoriingesi {y(”) : n € N} kiimesinde
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yogun olan bir z = (zj)jen € co vektorii inga etmemiz yeterli olacaktir. Bunun icin,

(ny) dizisinin Oyle (my) altdizisini bulalim ki her bir k pozitif tamsayisi igin
me ) < 1
1B~y < ¢

esitsizligi saglansin.
Her bir j € N igin,
Jtng
lim lwy| = o0

k—oo -
v=j+1

oldugu kabuliinden, (ny) dizisinin &yle m; > 1 terimi vardir ki

Iy <1 (1.4.4)

mi
nes
1

-1
esitsizligi saglanir. 0 < j < my — 1 tamsayilan i¢in z; = 0 ve 2y, = < T wl,) y[()l)
olarak alalim.

Gene (1.4.1) kabuliinden dolay1, (ng) dizisinin 6yle mg > my + 1 terimi bulunur ki

7 =0,1icin
Jj+me -1 1
| T | 190 < 5
v=j+1
esitsizligi saglanir. 1 +m; < j < mo — 1 tamsayilan icin z; = 0 ve j = 0,1 icin

o ((rpme g, )@
zjimo = ( [j41  wv) y;” olarak alahm.
Bu iglemi boyle devam ettirirsek, (1.4.1) kogulundan, k. adimda (ny) dizisinin 6yle
myg > mi_1 + k — 1 terimini buluruz ki j = 0,1, ...,k — 1 icin

J+mg

IT | h®i <y

Jj+1

Mmi-1

esitsizligi saglanir. my_1+k—1 < j < my—1 tamsayilar i¢in z; =0ve j =0,1,...,k—1

. -1
.. m k
i¢in 2j4m, = ( | [gil k w,,) yj( )

O halde, tiimevarimla (ng) dizisinin her bir k pozitif tamsayis1 i¢in &yle my >

olarak alalim.

my_1 + k — 1 terimini bulabilecegimizi kanitlariz ki j = 0,1, ...,k — 1 igin

Jj+mp 1 *) J+my 1 1
vl = [ T @) o] <= T wo| 19® < (1.4.5)
Jj+1 J+1

esitsizligi saglanir.
Bu durumda terimlerini her bir adimda 6zel olarak sectigimiz z = (z;) dizisinin

o uzaymm bir eleman oldugunu ve her k > 1 tamsayisi icin ||[B™z — y®)|| < %
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esitsizliginin saglandigimi géstermek geriye kaliyor.

BLTkz—y(k) vektoriinii ele alalim. B, operatoriiniin tanimi geregi, j = 0,1, ..., mg—
1 oldugunda B['*zje; = 0 oldugu ve j = my,my + 1,...,mp + k — 1 oldugunda ise
Bk zjej = y](]i)mk oldugunu gormek kolaydir.

Simdi j > my, + kK i¢in B[*z;e; terimlerine bakalim. Bu terimler ya sifirdir veya bir

Il>k+1vej=0,1,..,1—1icin agagidaki formda olacaktir
J+my J+my -1 l
(L ) () ot
v=j+m;—mp+1 j+1

Dolayisiyla sifirdan farkli terimler igin, (1.4.5) esitsizliginden kullamlarak

Jtmy Jjt+my Jj+my
(I w)(ITe) w"<am T w| 1l
l/:j+ml—mk+1 ]+1 +1
Jj+my 1 1
< M H wy‘ ||yl)| |<-<=
J+1 ! k

esitsizligi saglandigr goriiliir.

Boylece, k > 1 tamsayist igin | B™z—y®)|| < L + esitsizliginin saglandigim kanitlamig
oluruz. Bu sonug orb(z, B,,) kiimesinin {y™ : npozitif tamsay1} kiimesinde yogun
oldugu anlamina gelir ve nihayetinde orb(z, B,,) kiimesinin ¢y uzayinda yogun oldugu
goriiliir.

O

co(Z) veya (P(Z),p € [1,00), uzaylar1 iizerinde verilmis tek tarafli agirlikli sola
kaydirma operatorlerinin agiri-doniigselligi icin gerekli ve yeterli bir kogulu takip eden
onermede sadece c¢o(Z) uzay: kosullarinda ifade edecegiz. (P(Z),p € [1,00), uzaylar: igin

ayni Oonermeyi benzer sekilde kanitlayabiliriz.
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Onerme 1.4.3 (co(Z) uzaynda asirmdoniissellik). B, co(Z) uzaynda tanamb, agurlik
dizisi w = (wj)jez smarh ve terimleri sifirdan farkle olan ¢ift tarafle agurhkh sola
kaydirma operatori olsun. B, operatorinin asiri-dontssel olmast i¢in gerekli ve ye-
terli kosul terimleri pozitif tamsayilar olan dyle kesin artan (ny) dizisi bulunabilmesidir
oyle ki keyfi j € Z i¢in

J J+ng
lim H wy =0, kl;ngo H lwy| = 00 (1.4.6)

k—ro0 ; :
v=j—ng+1 v=j+1

saglansin.

Kanit. Gereklilik: Varsayalim ki B,, operatorii agiri-dontigseldir. £ > 1 tamsayis1 ve-
rilmig olsun. Birkhoff Gegiskenlik Teoremi gz 6niinde bulundurularak, HC(B,,) kiime-
sinin ¢(Z) uzayinda yogun oldugu gorilir. Verili 6y > 0 i¢in B,, operatorii altinda

agiri-donitigsel olan 6yle © € ¢o(Z) vardir ki
lz = > ejll < o, (1.4.7)
ve yeterince biiyiik ng > 2k pozitif tamsayisi vardir ki

IBRkz — ) el < 6 (1.4.8)
l71<k

esitsizlikleri saglanir.

(1.4.7) esitsizliginden [j| < k kosulunu saglayan tamsayilar i¢in |z; — 1| < dj, oldugu
ve |j] > k kogulunu saglayan tamsayilar iginse |z;| < d; oldugu acik¢a goriiliir. O halde
7] < k kosulunu saglayan tamsayilar icin 1 — 0, < |x;| esitsizligi saglanir. Simdi kabul
edelim ki 05 < 1 olsun. ny > 2k oldugundan, |j| < k kogulunu saglayan tamsayilar icin
Jj—nk < —k ve j + ny > k’dir. Bu nedenle, (1.4.7) asagidaki esitsizligi verir.

J

C J] @)

v=j—ng+1

< 5ka eger ‘]| < k?

ki bu esitsizlik de agagidaki yeni esitsizligi verir.

J

M

v=j—ni+1

< O/l — Ok, eger |j| < k.
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Ayrica, (1.4.8) esitsizligi benzer olarak agagidakileri verir

Jtng
( H Wy )L jgn — 1‘ < O, eger |j| <k,
v=j+1

ki bu esitsizlik asagidaki yeni esitsizligi verir

JH+nk

Il =

v=j+1

> 1= 8/, eger|j| < k.

Verili k£ > 1 tamsayisi i¢in, 6 sayisini d; /1 — 0 < 1/k esitsizligini saglayacak gekilde
segmekle, |j| < k tamsayilar igin agagidaki esitsizlikler gegerlidir

J

1w

v=j—ni+1

< 1/k,

Jj+ng

Il =

v=j-+1

> k.

k > 1 tamsayisi keyfi oldugundan, k& — oo kogulunda bu iki esitsizlikte limite gegmekle
(1.4.6) ifadesi elde edilir.

Yeterlilik: Birkhoff Gegiskenlik Teoremi'nin sonucu olarak, B, operatoriiniin co(Z)
uzayinda topolojik gecisken oldugunu gostermemiz yeterlidir.

U, V ¢o(Z)'nin iki keyfi, bostan farkli, agik altkiimesi olsun. Sonlu dizilerin kiimesi
co(Z) uzaymda yogun oldugundan, 6yle x = (z;)jez € U ve y = (y;)jez € V sonlu
dizileri vardir ve N = max{I(z),I(y)} olarak gosterelim. O halde |j| > N kogulunu
saglayan tamsayilar icin x; = y; = 0 olacaktir. U, V bostan farkl, acik altkiimeler

oldugundan, uygun € > 0 igin B.(z) C U, Be(y) C V iligkileri saglanir.

Iddiamz Gyle bir z = (2j)jen € co(Z) dizisi ve yeterince biiylik n > 2N tamsayisi, ki
kanitin igerisinde belirleyecegiz, vardir ki z € Be(x) ve Bl'z € B.(y) iligkileri saglanir .
Bagka deyisle,

|75 — 2|, eger [j| < N

€> ||z — z|| = supjez|r; — 2| > (1.4.9)
A , eger [j| > N

ly; — (BSz);|  egerlj] < N
€ > ||y — Bzl = supjezly; — (BS2),] = (1.4.10)
[(B2);] eger |j| > N
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(1.4.9) ve (1.4.10) esitsizlikleri inga edecegimiz z dizisini belirlemekte bize yol goste-

rici olacaktir. z = (z;) terimleri asagidaki kuralla verilmis olan dizi olsun

zj, eger |j| < N;
zj = ( Jy':j—n-i—l Wy)_lyjfm eéer n—N<j<N+n,
0, eger j € Z\{j€Z: |j|<Nveyan— N <j<N-+n}.

Kurdugumuz z dizisinin gergekten co(Z) uzaymnda oldugu, (1.4.9) ve (1.4.10) sartlarim
sagladigin1 gostermek kaliyor. x,y ve z sonlu diziler oldugundan ve z dizisinin kurulus
seklinden agagidaki ifade elde edilir

J
lz =z =suwpq I lwul)Myjonl : n=N<j<N+n
v=j—n-+1
Eger y = 0 , co(Z) uzaymin sifir vektoriiyse, ||z — z|| = 0 < € olur. Bu durumda,
genelligi bozmadan kabul edebiliriz ki y # 6’dir. (1.4.6) kosulundaki ikinci kosuldan,
Jtiy
keyfi j € Z igin dyle n; > 2N tamsayisinin bulunur ki ( H ) < €/ |ly|| esitsizligi

v=j+1
saglanir. Karsilagtigimiz durumda, j > |N| tamsayilar i¢in y; = 0 oldugundan, j > |N|

tamsayilarini goz ardi edelim.
Benzer sekilde,
J
ly = Bizll =sup  [I lwwllaj-al : -N<j<N
v=j—n+1
Eger x = 0, co(Z) uzaymn sifir vektoriiyse, ||y —z|| = 0 < € olur. Bu durumda, genelligi
bozmadan kabul edebiliriz ki x # 6. O halde, (1.4.6) kogulundaki birinci kosuldan alinir
ki keyfi j € Z icin Oyle n; > 2N tamsayis1 vardir ki Hi:jiﬁjﬂ lwy| < €/||z|| saglanir.
Kargilastigimiz durumda, j > |N| tamsayilar1 i¢in z; = 0 oldugundan, j > |N| tam-
sayilarim goz ardi edelim. n ile yukaridaki n; ve f; tamsayilarimin en biiytigiini goste-
relim. Agiktir ki n > 2N ve ayrica ||z — 2| < ¢, ||y — Bllz|| < € oldugu ise kolayca

goriiliir. Buradan da B,, operatoriiniin agiri-dontisselligi elde edilir. O
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Bolum 2

NUMERIK ASIRI-DONUSSEL
OPERATORLER

Bu béliimdeki sonuglarin hepsi ve kanmitlar: kaynakgada belirtilen [8] numaral kay-
naktan alinmigtir. Niimerik agiri-donitigsellik kavrami tanitilmis, sonlu boyutlu Banach
uzaylarinda niimerik asgiri-doniigsel operatorlerin varligi hakkinda bir 6nerme verilmis,
klasik Banach dizi uzaylarinda verili agirlikli sola kaydirma operatorlerinin niimerik
agiri-doniigselliginin karakterizasyonlar: verilmistir. Shkarin [15], niimerik agiri-doniigsel
operatorler tizerinde detayli olarak ¢aligmistir ve niimerik agiri-doniigsellik i¢in bir kriter

belirlemistir.

2.1 Temel Kavramlar ve Onermeler

(X, || =) ile bir Banach uzay1, T € L(X) ile bir operatorii gosterecegiz.

Tamim 2.1.1. Bir x € X vektori i¢in orb(z,T) X uzayinda, X dzerindeki zayf to-
polojiye gore yogunsa, T operatéri zayf asiri-dontsseldir denir ve x € X wektoru T

operatori altinda zayf asiri-dondissel bir vektordiur denir.

Lemma 2.1.1. T € L(X) operatori asiri-dénigsel ise, ayn zamanda zayif asiri-

dondgseldir.

Kanit. T agiri-dontigsel oldugundan, oyle x € X vektori vardir ki orb(z,T) kiimesi
X uzaymda norm-topolojiye gore yogundur. Yani, keyfi y € X vektoriiniin keyfi U
komsguluguna uygun 6yle n € N bulunur ki 7"x € U iligkisi saglanir. X iizerindeki zayif
topolojiye gore acik olan kiimeler ayni zamanda X tizerindeki norm-topolojiye gore de

acik oldugundan lemma ispatlanir. O
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Not 2.1.1. [4] nolu kaynakta gorilecegi tzere, zayf asiri-doniissel bir operator asiri-

donissel olmak zorunda degildir.

Tanim 2.1.2. Verili (x,2*) € II(X) i¢in norb((x,z*),T) = {z*T"x : n € N} kiime-
sine T operatorinin (x,x*) ile olan nimerik yoringesi denir. Eger norb((xz,x*),T)
kimesinin C uzayinda yogun olmasina saglayan oyle (x,x*) € II(X) varsa, o halde T
operatori X uzaynda nimerik agiri-dontsseldir denir ve (x,x*) ikilisine T' ile iliskili

numertk asiri-donissel bir vektor denir.

Onerme 2.1.1. T € L(X) operatori zayf aswri-donigsel ise, ayni zamanda nimerik
asir-dondsseldir. Ayrica, xo € X vektord T altinda zayif asum-dénisselse, xi(xo) =
lzo|| kosulunu saglayan keyfi xf; € Sx= igin (ﬁ,xa), T ile iliskili nimerik asiri-

dontissel bir vektordiir.

Kanat. orb(zo, T)'nin X uzaymnda zayif yogun olmasindan, verili x € X ve verili € > 0

i¢in 6yle N € N vardir ki, f : X — C keyfi fonksiyonel olup, asagidaki esitsizlik saglanir
|f(TNx0) — f(2)| = | F(TN o — 2)| < el|zo]. (2.1.1)

Sonug 1.1.3 gbz 6ntinde buludurularak, zj(zo) = ||xo|| sartin saglayan Oyle z§ €
Sx+ fonksiyonelinin varoldugu goriiliir. Ek olarak, (”i—g”, z§) € II(X) olur. ¢ € C verilmig
bir say1 olsun. z; (cHi—g”) = ¢ oldugu agikardir.O halde, (2.1.1) esitsizliginden asagidaki

esitsizlik alinir.

N L0 * Zo N L0 Zo 1 * N
zo (T —) — zg(c )’ = |zo(T —c = |z (T o — cxo)| < €.
[[zol| ol [zoll [zl ol
Bu ise (Hﬁ—gH,xE‘)) € II(X) ikilisinin 7" ile esli niimerik agiri-doniigsel bir vektér oldugu
sonucunu getirir. O

2.2 Sonlu Boyutlu Banach Uzaylarinda Niume-
rik Asiri-doniissellik

1-boyutlu Banach uzaylarinda agiri-doniissel operator mevcut degildir. Ayrica 1-boyutlu
Banach uzaylar: izerinde niimerik agiri-dontigsellik kavrami agiri-dontigsellik kavramiyla
cakigtigindan, 1-boyutlu Banach uzaylar: tizerinde niimerik agiri-doniigsel operatér mev-
cut degildir. Ote yandan,boyutu 1’den biiyiik olan sonlu boyutlu Banach uzaylarinda

niimerik agiri-dontigsel operatorleri mevcuttur. Bu altbéliimde boyutu 1’den biiyiik
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olan sonlu boyutlu Banach uzaylarinda ntimerik asiri-dontigsel operatorlerin varligini

kanitlayan bir énermeyi paylasacagiz. Ilk olaraksa asagidaki lemmay ifade edelim.

Lemma 2.2.1. (ng)72,, n1 = 1,ng1 = npd™,my, = ngqa, k pozitif tamsayr, kural-
larwyla verilmis bir dizi olsun. O halde oyle (i), (jx) € N\{0}, ig,jx € {1,2,... 4™} k

pozitif tamsay, dizileri vardur ki

o= OOE 2k B = OOE 2mjk A1 = 26 Ny = 26
mp ) mp 5 A1 2 )
k=1 k=1

olup, {\M"™ + X" : n pozitif tamsay} kimesi C uzayinda yogundur. Yani,

C={M"+ X" : n pozitif tamsay}

olur.

Kamt. {z, € C: |z, < 2™, k positive integer} C’de yogun bir kiime olsun. Verili k
pozitif tamsayist i¢in |zy| = |yx| = 2" 2z, = ZEFY egitliklerini saglayan Syle zy, yx € C
sayilar1 vardir. Bu iddiamiz1 kanitlamakla baglayalim. Ik olarak agagidaki trigonometrik

formiilleri hatirlayalim.

cos f + cosp = 2cos (M) COS <M>

2 2
60— 0
sin0+sin1/1:200s< 2¢> sin< ;Tﬂ) , 0,0 eR
e = |zx] ve ¢ = arg(z) olarak gosterelim. O halde zp = 2™k gy = 2%k,
Or = arccos(gny) + ¢k ve Y = — arccos(gny ) + ¢ olarak tammlayalim. Bu durumda
kolayca gériiliir ki zj, = Z&F¥.

C uzayinda orijin merkezli ve 2" yarigapli gemberi, 22%; uzunluklu

An={2€C: || =2 arg(2) € npe, 2n + 1) 1)}, me {01, 4% 1),

n4nk ! ng

ile verilen 4™ tane pargaya ayiralim. O halde agagidaki esitsizlikleri saglayan iy, jr €

{1,2,...,4™} sayilar1 mevcuttur.
(e 27 o (k. 27
‘xk_2nkez7r(4k)’<27k ve |yk_2nkez 7r(4;€)‘<271C
. i . j
{wp = o 2T(tE) 4 omem(E) k> tamsay1} kiimesini ele alalim. Bu
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durumda

) i ) j
[k + Yk — wil = ok + yr — 27T — g2
4

2m( 2m(
S|$k_2nkez 7r(4k)|+|yk_2nkez 7r(4k)|<47k

esitsizligi saglanir.
_ onppi2n(5E) | ony i2n( k) S :
Bu nedenle {wy, = 2™ "™ @k 4 2™k ek ) 1 k> 1 tamsayi} kiimesi, {z + yx :
k  pozitif tamsay1} kiimesinde yogundur. Ayrica, {%* : k > 1 tamsayi} kiimesi de
{z € C : |z < 2™, k pozitif tamsay1} kiimesinde yogundur. {z; € C : |z] <
2™k k poritif tamsay1} kiimesi C uzaymda yogun oldugundan, {<¢ : k > 1 tamsay1}
kiimesi C uzayinda yogundur ve dolayisiyla {wy : k > 1 tamsayi} kiimesi C uzayinda

yogundur. Ote yandan, verili k pozitif tamsay1 icin asagidaki esitlik saglamr.

)\ ng __ 2nkeznko¢ — 9Nk exp <an Z 27TZ$)
s=1 Ms+1

k-1 .
= 2™k exp <i2ﬂ'nk Z Zk“ + Z )

o tstl nk+1 1 Ns+1

(2.2.1)

Verili k pozitif tamsayisi igin, ng bir pozitif tamsay1 oldugunu ve ng = nons ... ng_1pk,

i da pozitif tamsay1 oldugunu goézoniinde tutalim. Bu nedenle, s =1,2,...,k—1 tam-

, k—1 tamsayilar1 icin

k
~ il) = 1 ve exp(i2mng ZS 1 ns+1) = Hs:l exp(
bundan dolay:1 (2.2.1) esitligi takip eden hali alir.

exp(i nlil) = 1 olacaktir ve

/\;Lk = 2™ exp <1'27T4l:k> exp (i27rnk Z s > = 2™ exp (z27r4:> exp(iag)

n
s=k+1 s+l

Burada ap = 2mng Y o0y 11 nl—s olarak tamimhidir. Verili s pozitif tamsayisi icin i3 €

+1
{1,2,...,4"} oldugundan, ny11 = ni4"™* ve nyy; = nyq; Oyle ki verili ¢ pozitif tamsayisi

icin ¢; de bir pozitif tamsay1 oldugundan, agagidaki esitsizlik saglanir.

nk4ns
=2 =2
o 3 mz4% oy
s=k+1 s=k+1 s=k+1
o5} e¢} t
1\ 27 1 47
s Y Mewy mem > (3) = m (i) s
s=k+1 t=k t=0

Benzer sekilde asagidaki esitlik de gosterilebilir.

, o Jk .
o™ = 2™ exp (z27r4n—K) exp(ifk)
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Buradaysa

Br = 2mny, Z

s=k+1 s+ 4”k

olarak tanimlanmistir.
Bu gozlemlerimizden , verili k pozitif tamsayisi i¢in agagidaki esitsizliklerin saglandigi

goriilir.

|/\1nk + A"k — Wk’ <
|2nk€i2w;—k]€(eiak — 1)+ |2nkei27r4]7‘17kk(€iﬁk —1)]

< Mk <|1 — em’“| +|1- ew’“|>

e'?, z € C, fonksiyonu icin kuvvet serisi acilimi yapalim.

2 (iz)k
ZZ(;)
k=0

O halde, agsagidaki esitsizlik saglanir.

(2
Z(k+)

[1— €| = ]

Z ey < el
= ! k:—l—l

!
<
(k+1)! ' <
Buradan goriiliir ki

&

S om

AL+ A" — wy| < 27 <’1 — e[ 4+ [1 - eiﬁk’) < 2™ (o + Br) <

esitsizligi saglanir.
Sonug olarak ise {\1"+X2" : n pozitif tamsay1} kiimesinin {wy, : k pozitif tamsay1}
kiimesinde yogun oldugu ve bundan dolay1 da {\"+X2" : n pozitif tamsay1} kiimesinin

C uzayinda yogun oldugu goriilecektir. O

Bu lemmay: kullanarak kanitlayacagimiz en az iki boyutlu, sonlu boyutlu Banach
uzaylarinda niimerik agiri-dontigsel operatorlerin varligi hakkindaki énermeyi ifade ede-

lim.

Onerme 2.2.1. Boyutu en az 2 olan sonlu boyutlu Banach uzaylarinda nimerik asir

dontissel operator mevcuttur.

Kamt. X boyutu ¢ = dim(X) > 2 olan sonlu boyutlu bir Banach uzay1 ve M, X
uzaymin 2-boyutlu bir altuzayi olsun. B, = {vy,v2}, M i¢in bir baz olsun ve B+ =

{v},v3} ise M* eslenik uzaymin B ), bazina karsi gelen eslenik bazi olsun. Yani, v} (v;) =
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55, 1,7 = 1,2, kosulu saglanir. X uzaymin, B, bazini iceren bir bazini 8 ve X*
uzaymin, B+ bazi iceren bir bazimi ise B* ile gosterelim. (x,z*) € II(M) verili
bir ikili olsun &yle ki [z]g,, = (¢, ¢), [x*]s,,. = (d,d) ise sirasiyla x ve 2* vektdrlerinin
sirasiyla B s ve B* bazlarina gore gosterim vektorleri olsun. O halde 2*(z) = cdvi (v1)+
cdvy(va) + cdvi(v1) + cdvi(ve) = 2de = 1 olur. & = (¢, ¢,0,0,...,0) € C? ve 2% =
(d,d,0,0,...,0) € C?olarak gosterelim. Genelligi bozmadan bu vektorleri sirasiyla 9B 5/
ve B* bazlarina gore gosterim vektorleri olarak alan X’teki vektori z ve X*’dan bir

fonksiyoneli z* ile gostermeye devam edelim. (z,z*) € II(X) oldugu kolayca gosterilir.

A0
A1, A2 € C, Lemma 2.2.1’de tamimlanmig sayilar olup, A = matrisini g6z

0 A
ontine alalim. B bazina gore gosterim matrisi agagida gekilde verilmigolan 7' : X — X

operatoriinii dikkate alalim.

A, 0 0 ... 0]
0 X 0 ... O
Tls=]10 0 0 ... 0
0 0 0 0

Kolayca goriiliir ki z*(T"z) = (dvi+dv})(Afe+Aje) = #*[T)%2T. O halde (z, z*) ikilisi-
nin 7" altindaki niimerik yortingesi (z, z*), norb((x,z*),T) = {z*T"x : n pozitif tamsay1} =
{d\1"c + dX\2"c : n porzitif tamsay1} = {w : n pozitif tamsayi} olur. Lemma
2.2.1 goz o6niinde bulunduruldugunda, {\" + A" : n pozitif tamsay1} kiimesinin C

: n pozitif tamsay}

uzayinda yogun bir kiime oldugu goriilecektir. Bundan dolayi, {W

kiimesi de C uzaymda yogun bir kiimedir. Sonug olarak, norb((x,z*),T) C uzayinda

yogundur ve T" niimerik asiri-dontigseldir. O
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2.3 Niumerik Asiri-Donitigsel Agirhikli Kaydirmalar

Bu kisimda ilk olarak ¢ ve co(Z) uzaylarinda sirasiyla tek tarafli ve ¢ift tarafli agirlikh
sola kaydirmalarin niimerik agiri-doniigselliginin karakterizasyonlarini verecegiz. Son-
rasinda ise /P ve (P(Z) uzaylarinda sirasiyla tek tarafl ve ¢ift tarafh agirhikli sola
kaydirmalarin nimerik agiri-dontigselliginin karakterizasyonlarini verecegiz. Hatirlatma
amaciyla, agirlikli sola kaydirmalarin genel formunu kanonik baz elemanlar1 araciligiyla
yeniden ifade edelim.

Tek tarafli agirlikli sola kaydirma:
B.ej = wjej_1, her j € N\ {0}, Byeg =16
Cift tarafli agirhikli sola kaydirma:
B,ej = wjej_1, her j € Z,

Not 2.3.1. Q+iQ\ {0} = {q1 +iq2 : q1,92 € Q} \ {0} kiimesinin C uzayinda yogun
oldugunu biliyoruz. Ayrica verili k pozitif tamsayist icin Q + iQ kiimesinden en az bir
q1 + ig2 elemana bulabiliriz ki 0 < |q1 + iqe| < k esitsizligi saglanar. Se¢im aksiyomunu
kullanarak béyle bir elemana segelim ve ay, ile gosterelim. O halde Q+iQ\{0} kiimesinin
elemanlarina pozitif tamsainlar ile numaralandirabiliriz oyle ki verili k pozitif tamsayist
ile numaralandurilmis eleman ay, nin modilisi 0 < |ag| < k esitsizligini saglar. Sonug
olarak {ay, : 0 < |ag| < k, k pozitif tamsay}, C uzayinda yogun bir kiime olacaktir. Bu
gozlemimizden C uzayinda yogun ve sayilabilir bir {ay : 0 < |ag| < k, k pozitif tamsay:}

ktiimesinin varoldugu sonucunu da elde ederiz.

Sirasiyla ¢g ve ¢o(Z) uzaylarinda verili agirhikh sola kaydirma operatérlerinin niime-

rik agiri-doniigsel olmasi igin gerekli ve yeterli kogulu verelim.

Onerme 2.3.1. X ile ¢y veya co(Z) uzaylarma gosterelim. Swarh w = (w,) agurlk
diziyle verilmis B, : X — X operatorinin nimerik asiri-donissel olmast icin gerekli
ve yeterli kosul asaqrdaki kosulu saglayan bir ng pozitif tamsayisinin varolmasidar.
m
sup H lwy| = 400 (2.3.1)

m>ng v=ng

Kamt. Gereklilik: Varsayalim ki bir (z, f) € II(X) icin norb((z, f), B,,) C uzaymda

yogundur. Lemma(1.1.2) ve Lemma(1.1.3) birlikte diigiiniildiigiinde goriiliir ki f fonk-
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siyonelinin etkisini yaratan tek tiirlii sonlu 2* dizisi vardir ve I(z*) = max{j € N: 2] #
0} (swrasiyla I(2*) = max{[j| : 2 # 0,j € Z}) olarak gosterelim. Ayrica ng = I(z*)+1
ve M = sup,,~n, [, lwy| olarak gésterelim. M = +oo oldugunu aksini varsayarak
kanitlayacagiz. Varsayalm ki M < oco. J = {j : 2} # 0} kiimesini géz oniine alahm.

Keyfi [ > I(z*) tamsayisi igin

J+l g+ -
f(Bclux) = f(( H Wl/)xj—i-l)j = Z( H wl,)xjﬂz;
v=j+1 jeJ v=j+1

olur. O halde, agagidaki egitsizlik saglanir.

J+l j+l

|f(BLa)| < Z\( H Wu)mjﬂxi;‘ :Z( H |wp )41 ]

jeJ v=j+1 jeJ v=j+1
no—1 J+l

= STCTT lwoD Tl begealles

jeJ v=j+1 v=no
no—2 JAFl

= D> (II ) CTT lewDlzslle;] + long llehgllzng+il

jeN\{no—1} v=j+1 v=ny
-+l

<Ma+ > (I lwl)

jelNno—1} v=j+1

no—1

<M1+ > (] lwl)=R<o.
jeN{no—1} v=j+1
O halde, hangi | > I(z*) tamsayismi alirsak alalim |f(B.2)| son ifadedeki R > 0
sayisindan kiigiik olacaktir. Bu ise norb((x, f), B,,) kiimesinin C uzaymda yogun ol-

masiyla celisir. Bu durumda

M = sup H|wy| = 400

m>ngo

olmalidir.

Yeterlilik: {ay : 0 < |ag| < k, k pozitif tamsay1} C uzayinda yogun bir kiime olsun.
(2.3.1) kosulunu saglanmasini miimkiin kilan bir ng € N sayisinin varoldugunu kabul
edelim. (2.3.1) kosulu nedeniyle 6yle ny € N, ny > ng, vardir ki [[JL,, w,| > 2 saglanir.
Timevarimla, verili k pozitif tamsayist icin 6yle ng € N, nip > np_; bulabiliriz ki

[T0%, |wy| > 2F saglanir.

v=ng

30



Bu kesin artan (ny) dizisini kullanarak « = (z;) dizisini tanimlayalim:

1 ,eger j =ng — 1,

Tj = ; eger j = ny,

ag
n
Huéno Wy

0 , geriye kalan durumlarda .
O halde her bir & pozitif tamsayis1 icin agagidaki esitsizlik saglanir.

ag k
v=ng V

Bu esitsizlikten x € ¢g (swrasiyla ¢o(Z)) ve ||z|| = 1 oldugu kolayca goriiliir.

Kanonik baz elemanlar aracihgiyla asagidaki sekilde tanimlanmis e, | € cf (sirasiyla

(co(Z))* ) fonksiyonelini géz éniine alalim.

. 1 ,eger j=mng—1,
eno—l(ej) =
0 ,egerj#mng—1

Agiktir ki |ley 4|l =1 ve ey, () = 1. O halde (z,¢;, ;) € I[I(X) olur. Ayrica verili
k pozitif tamsayisi icin B ~"0F 1z dizisinin (ng — 1). terimi aj ve haliyle

. Bre—notly) = gp olur. O halde verili k pozitif tamsayisi icin

enofl( w

1
(B ) — il =0 <

l€ny—1
saglanir. Bu durumda norb((z, en,—1), B,,) kiimesi

{ar : 0 < |ax| < k,k pozitif tamsay1} kiimesinde yogundur. {ar : 0 < |ag| <
k, k pozitif tamsay1} kiimesi C uzayinda yogun oldugundan, norb((x, e,,—1), B,,) kiimesi
de C uzaymda yogundur. Yani (z,en,—1) € II(X), B, operatoriinin niimerik asiri-

doniigsel bir vektordiir. O

Bu 6nermeyi takiben P ve (P(Z),p € [1, 0], uzaylarinda sirasiyla tek tarafli ve ¢ift
tarafli agirlikh sola kaydirma operatorlerinin niimerik agiri-doniigselligi igin bir gerekli

ve yeterli kogul veren 6nermeyi ifade edelim.

Onerme 2.3.2. Verili p € [1,00] i¢in X = P veya (P(Z) uzaylarndan biri olsun ve
B, : X — X strhw = (wy) dizisi ile verilmis agirlikly sola kaydirma operatori olsun.

O halde asagidaki ifadeler birbirlerine denktir;
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(i) B, operatéri nimerik asiri-donisseldir.

(ii) Agurlik dizisi w asaqidaki kosulu saglar.

m>n,
m neN m,neZ

su Wy +o00 | siraswyla su Wy 2.3.2
sy Tl =50 (srasmin sup [Tl =420) (232

(iii) sup||B | = +o0.

Kanit. (i7) ve (ii7) ifadelerinin birbirlerine denk oldugu Lemma 1.3.2 g6zoniine alimmasiyla
goriiliir. O halde geriye (i) ve (i7) ifadelerinin denk oldugunu kanitlamak kaliyor.

(1) = (ii): B, operatoriniin niimerik agiri-déniigsel oldugunu kabul edelim ve var-
sayalim ki M = sup,,~,, | [[—, wy| < +oo olsun. Verili (z,z*) € TI(X) ve verili k € N
icin

jo*(Bga)| < lle* 1 BS NIl = 1 BSN < M.

esitligi saglanir ki bu (x*Bij) sayisal dizisi sinirli oldugu sonucunu verir. Bu ise B,
operatoriiniin niimerik agiri-doniigsel olmasiyla celigir.

(73) = (4): (4¢) ifadesinin saglandigini kabul edelim. O halde 6yle m; ve n; pozitif
tamsayilar1 vardir ki n; > 2 ve [[2 n lwy| > 22 esitsizlikleri saglanir. Ayrica tiime-
varimla, agirlik dizisinin sinirli oldugunu kullanarak verili k£ pozitif tamsayisi i¢in Oyle
my ve Nk, My > N, tamsayilar: vardir ki, mg41 —ngr1 > mg ve ngp1 —my > mg—ng+2
ve [ o lw,| > 22F egitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerden myq — mg + ng — 1 >
ng+1 — 1, mp—1 — mg +nk + 1 < 0 esitsizlikleri de elde edilir.

{ar : 0 <lag| < k, k pozitif tamsay1 } C uzaymnda yogun bir kiime olsun.

1.durum: Tk énce X = 0 veya ¢>°(Z) durumu icin savi kanitlayalim. Terimleri

agsagidaki kurallarla belirlenmis y = (y;) ve y* = (y;) dizilerini géz 6niine alalm.

2k

—mp—  eger j = my,
yj — HV ’ﬂk V
0 , geriye kalan durumlarda.
. 2% eger j =nyp — 1,
Y =
0 , geriye kalan durumlarda.

Kolayca goriiliir ki y € X ve y* € ¢! (swrasiyla £(Z)) olur. Lemma 1.1.1 gbz 6niinde

akilda tutularak, y* dizisi araciligiyla tanimladigimiz fonksiyoneli genelligi bozmadan
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gene y* ile gostermeye devam edelim.
yr(x) = zyl, o= () € X.
J

Ayrica {j : y; # 0} N {j : y; # 0} = 0 oldugundan y*(y) = >_, yjyi;‘ = 0 olur.

&€ = (&) € X terimleri agagidaki kuralla verilmis dizi olsun.

1 Leger j =ng —1,
&=

0 , geriye kalan durumlarda

g = y+& = (y;+€;) € X olarak verilmis dizi olsun. Dogrudan hesaplamayla (7, y*) €
I1(X) oldugu goriilecektir. Buradan, verili k pozitif tamsayisi icin B7*~"+17 dizisinin
(ng, — 1). teriminin ay oldugu ve bdylece y* (BL”’C*”’C“@) = aj, oldugu gorilir. O halde
{ar : 0 < |ag| < k,k pozitif tamsay1 } C norb((g,y*), By) iligkisi saglanir ve {ay :
0 < |ag| < k,k pozitif tamsay1 } C uzayinda yogun oldugundan, norb((g,y*), Bw)

kiimesinin C uzayinda yogun oldugu gorilir. Yani B, niimerik agiri-doniigseldir.

2.durum: Verili p € (1,00) igin % + % = 1 esitligini saglayan g reel sayisini alalim ve
X = P veya (P(Z) durumlar igin énermeyi kamtlayalim. A > 0 ileride belirlenecek bir

say1 olup, terimleri asagidaki kuralla verilmis y = (y;) dizisini gz éniine alalim.

—kq .
A2°p ,eger j =np — 1,
- 2k o
Yi= HTTG:% ) €ger J = My,
0 , geriye kalan durumlarda

y = (y;) dizisininin p-normunu hesaplayalim.

00 N 00 . an » 00 “kg\P 00 E\P
Iolly =32 (327") 4 D02t el < D2 (02 7) 3 (5
k=1 k=1 V="nk k=1 k=1
Bu esitsizligin en sagindaki seri toplamlarindan ilkinin yakinsaklig 2% < 1 ol-

masindan, ikinci serinin yakinsakligiysa seriler i¢in oran testinden goriiltir. Sonug olarak

y € X oldugu goriliir.
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y* = (y;) dizisinin terimleri agagidaki kuralla verilmig olsun.

2~k , eger j = ng — 1,k pozitif tamsay1
= —Dpb_
Yi =9 A p(ymk)gﬁ a , eger j = my, k pozitif tamsay1
0 , geriye kalan durumlarda
Burada Sy, = v m’“| olarak tamimlanmgtir. Kolayca goriiliir ki [|y*||d = A7P||y||5 dir.
A = ||y||p olarak alirsak, ||y*||; = 1 olacaktir. z = m ve z* = y* olarak tanimlayalim.

Lemma 1.1.1 g6z oniinde bulundurup, z* dizisi araciligiyla tanimlanan fonksiyoneli
karisikliga yol agmayacagini umarak x* ile gosterelim ve gene Lemma 1.1.1 nedeniyle

|z*|| =1 olur.

Zzﬂjj, z=(z)eX

O halde asagidaki esitlik saglanir.
* - (1 q a v
z*(x) = lylly 'v* (v) = llyll,* (ZM +p)+zymkymk>
k=1
_ —p =P Yy, 21
1ol 1<2A2 D)4 37 g 1T )

k=1 Mk

l 1 1 1 =
a ZA Fag R +Z\ymk! o=yl A Z!ymkl T

=yl A7 JlyllE =1

Bu durumda, (z,z*) € II(¢P) (swrasiyla (z,2*) € II(¢P(Z) ) olacaktir. Bildigimiz
tizere {ay : 0 < |ax| < k,k pozitif tamsay1 } C uzaymda yogun bir kiimedir. Kolayca

gosterilir ki {HyH 0 < |ag| < k,k pozitif tamsay1 } de C uzayinda yogun bir kiimedir.

Dogrudan hesaplamayla z* (B~ 1) = \\yﬁp oldugu goriiliir. O halde {llyH c0<
lax| < k,k pozitif tamsay1 } C norb((z,z*), B,) ve bu nedenle B, niimerik asiri-

dontigseldir.

3.durum: ' (sirastyla ¢1(Z)) uzaymda Snermeyi kanitlayacagiz. Terimleri agagidaki
kurallarla verilmis y = (y;) ve y* = (y;) dizilerinin sirasiyla ¢t (veya (1(Z)) ve £
(veya £°°(Z))’nin elemanlar1 oldugunu dogrudan hesaplamayla gorebiliriz. Lemma 1.1.1

akilda tutulup, y* dizisi araciligiyla tanmimladigimiz fonksiyoneli genelligi bozmadan y*
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ile gosterelim.

[2"“ ,eger j = my, k pozitif tamsay1

yj =

0 , geriye kalan durumlarda
2k
% eger j = ng — 1, k pozitif tamsay1
Hyznk Wy
* —

Y5 =91 ,eger j = my, k pozitif tamsay1

0 , geriye kalan durumlarda

Dogrudan hesaplamayla gériiliir ki [[y|| = [|y*|| = y*(y) = >_; yjyi;f = 1. Bagka deyisle
(y,y*) € II(¢Y) (swrasiyla (y,y*) € II(¢1(Z))) iligkisi ve dahasi y* (B~ ly) = q
esitligi saglanmir. O halde {a; : 0 < |ag| < k,k pozitif tamsayr } C norb((9,y"), Bw)
olur. {ag : 0 < |ag| < k, k pozitif tamsay1 } C uzayimnda yogun oldugundan, nord((y, y*), Bw)

C uzaymda yogun bir kiimedir. Yani B,, niimerik agiri-dontigseldir. O
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Bolum 3

DIYAGONAL
ASIRI-DONUSSELLIK

Bu béliimde kaynakcada belirtilen [1] ve [2] numarali kaynaklardan yararlanilmigtir.
Ilk olarak diyagonal agiri-déniigsellik kavram ve ilgili diger kavramlar verilip, devamimda
bu kavramlarin aralarindaki iligkilerden bahsedilmistir. Sonrasinda tek tarafli agirlikli
sola kaydirma operatorlerinin diyagonal agiri-donitigselliginin bir karakterizasyonu ve-

rilmigtir.

3.1 Temel Kavramlar ve Onermeler

Onceki béliimlerde oldugu iizere, X bir Banach uzayim géstermek icin kullamlacaktir.

Tanim 3.1.1. T, X dzerinde bir operator olsun. Eger X uzayinin verili, bostan farkls,
agtk U, V,W, 6 € W, altkimeleri icin W NT"™(U) # 0 ve VT ™(W) # 0 saglayan

oyle n € N wvarsa, T operatori sisme/¢okme ozelligini saglyor denir.

Tamim 3.1.2. N > 2 bir tamsay olsun. X dzerinde tanvml (T ;)jen, (T2,5)jeNs, - - -
. (Tn,j)jen operatir dizileri verilmis olsun. Eger X uzayinan verili, bostan farkh, agik

Vo, Vi, ..., Vn, W, 0 € W, altkiimeleri icin
W N T, (Vi) N Ty, (Vo) NN Ty (Viv) # 0,

Vo N T;;L(W) N TQj;(W) N---N T]g,;(W) £ ()

saglayan oyle n € N wvarsa, (T1;)jen, (T25)jens - - -, (Tnj)jen operatorler dizileri diya-

gonal sisme/¢okme veya d-sigme/¢cokme ozelligini saglyor denir.
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Tanim 3.1.3. N > 2 bir tamsayr olsun. X dzerinden taniml T1,Ts,..., TN ope-
ratorlerinin iterasyonlarmdan olusmus (Tf)jeN, (sz)jeN, el (T]{[)jeN operator dizileri
d-sigme/cokme ozelligini saglyorsa Th, Ty, . .., Tn operatirleri d-sisme/¢cokme dzelligini

saglwyor denir.

Tanim 3.1.4. N > 2 bir tamsayr olsun. X tzerinde tanwmly T1,Ts, ..., Tn asiri-
déndissel operatorleri icin dyle x € X vektori meveutsa ki (z,x, ..., x) € XN vektori €B§V:1Tj
operatiri icin XN uzayinda asvri-dénisseldir; yani d-orb(z, Ty, To,...,TN)

= {(fo,Tgx,...,T]{,x) € XN . j € N} kiimesi XV wuzayindaki carpum topolojisine
gore XN uzaymda yogunsa; Ty, Ty, . .., Tn operatirlerine diyagonal asiri-déniissel veya

d-asiri-dondissel denir.

Tamm 3.1.5. N > 2 bir tamsay: olsun. X dzerinde tanimly (T4 ;) jen, (T2,5) jen,
.oy (Tn,j)jen operator dizileri verilmis olsun. Eger X "in verili, bostan farkl, acik

Vo, Vi,..., VN altkimeleri icin
Vo NTi (Vi) N T, (Vo) -+ - N T (Vi) # 0

saglayan oyle n € N varsa, (Th5)jen, (T25)jeN, - - -, (TN ;) jen operator dizileri diyagonal

topolojik gecisken veya d-topolojik geciskendir denir.

Tanim 3.1.6. N > 2 bir tamsayr olsun. X dzerinden tanwmle Ty, Ts,..., TN ope-

ratorlerinin iterasyonlarindan olugmusg (Tf)jeN, (TQj)jeN, oo, (TY)jen operator dizileri

d-topolojik geciskense Ty, Ts, ..., T'n operatorlerine d-topolojik geciskendir denir.

Tamm 3.1.7. N > 2 bir tamsay: olsun. X dzerinde taniml (T4 ;) jen, (T2,5)jen, - - -5 (TN,j)jen
operator dizileri verilmis olsun. Eger oyle x € X wvektori mevcutsa ki

{(T1jz,T5 jz, ..., Ty jx) € XN j € N} kiimesi X uzayndaki carpim topolojisine gére

XN wzayinda yogun olsun, o halde (Ti;)jen, (T2;)jens - - - (TN j)jen operatér dizileri

d-evrenseldir denir.

Bu kavramlar birbirleriyle iligkilendiren takip eden iki lemmanin kanitlar1 [1] nolu

kaynakta bulunabilir.

Lemma 3.1.1. N > 2 bir tamsay: olup, X tzerinde tansmile (Th ;) jen, (T25)jen, - - -,

(TN j)jen operatir dizileri verilmis olsun. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(1) (Thj)jen, (T2,j)jeNs - - - (Inj)jen operatir dizileri d-topolojik gegiskendir.
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(it) (Th;)jen, (T2j)jeN, - - -, (TN j)jen operatdr dizilerii¢in d-evrensel vektorlerin kimesi

X uzaymda yogundur.

(1it) (Th)jen, (T2,j)jeNs - - - (Inj)jen operatir dizileriigin d-evrensel vektorlerin kimesi

X uzaynda yogun bir Gs-kimedir.

Lemma 3.1.2. N > 2 bir tamsay: olup, X zerinde tansml (11 ;) jen, (T2,5)jen, - - -,
(Tnj)jen operator dizileri d-sisme/¢okme ézelligini saghyorsa, bu operator dizileri d-

topolojik geciskendir.

3.2 ¢y Uzaymda D-Asiri-Donitissel Agirlikl

Kaydirma Operatorleri

co uzayinda verilmig iki adet tek tarafli agirlikli sola kaydirma operatoriiniin d-asire-

déoniigsel olmasi igin bir gerekli ve yeterli kosul ifade edelim.
Onerme 3.2.1. ¢ uzayr tzerinde, siraswyla sifirdan farkly terimli sinarl wy = (wl(,l)) ve

wo = (wﬁz)) dizileriyle verilmis tek tarafli, agirbikly By ve By sola kaydirma operatérleri

verilmis olsun. Keyfin > 1 ve 1 > 0 tamsayilary icin

(2)

n
T Yits
Qin = H 0

J=1 Wiy

olarak tanamlayalim. Asagidaki ifadeler birbirlerine denktir.
(i) B1 ve Bs operatérleri d-asiri-déntigseldir.
(ii) By ve Ba operatirleri d-sigme/¢cokme 6zelligini saglar.

(i1i) Terimleri pozitif tamsayilar olan, kesin artan dyle (ny)ren dizisi varder ki verili
1 > 0 tamsayist i¢in

lim = 400

k—o00

T
H Wiy
i=1

ve {(q0.ny,> W1y, > @21y, ---) € CN k€ N} kiimesi CN uzayinda carpim topolojisine

gore yogundur.

Kamt. (i3) = (i): Lemma 3.1.2 nedeniyle By ve By operatorlerinin d-topolojik gegisken
oldugu ve sonrasinda Lemma 3.1.1 nedeniyle de B; ve Bs operatorlerinin d-asiri-

doniigsel oldugu goriiliir.
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(7i1) = (i1): co’m keyfi bostan farkh, agik Vp, Vy, Vo, W, 6 € W, altkiimeleri verilsin.
Sonlu dizilerin kiimesi ¢y uzayinda yogun oldugundan, her bir m = 0,1,2 icin &yle
hy € Vi sonlu dizisi vardir. I(h,,) = max{j € N : h§»m) # 0} ve r = max{I(hy,) :
m = 0,1,2} olarak gosterelim. hg, h1, ha vektorlerinin span{e; : 0 < i < r tamsay1}
kiimesinin elemanlari oldugu agiktir. Vy, V1, Vo ve W, ¢o’in bogtan farkli acik altkiimeleri
oldugundan her bir m € {0, 1,2} i¢in dyle €,, > 0 sayis1 vardir ki B(hy,, €,) C Vi, ve
oyle €g > 0 sayis1 vardir ki B(6,¢p) C W saglanir. € = min{e, €1, €2, €9, 2} olarak
alalim ve bu durumda B(6,€) C W ve B(hy,,€) C Vy,,m = 0, 1,2, olacaktir. Terimleri

agagidaki kuralla verilmig hi = (;151)) € ¢p sonlu dizisini ele alalim.

~ (1) hz(l) , eger i € supp(hy)

,eger i€ {0,1,2,....7} \ supp(h1)

W ™

hy € B(hl,g) C B(hy,€) € Vi oldugu agikga gorilmektedir ve bundan dolay:
B(hi, £) C B(h1,é) C Vi saglanr. hi vektoriinil hy ile degistirelim ve genelligi boz-
madan hy ile géstermeye devam edelim. O halde € = £ icin B(6,€) C W ve B(hy,€) C

Vi, m = 0,1, 2, iligkileri saglanir.

S:span{e; 1 i =0,1,2,...,7r} — span{e; : i =0,1,2,...,r}

1)

1 .
e; — (ij) eit1, 1=0,1,2,...,7.

lineer dontigiimiint tanimlayalim. (éi7) ifadesindeki kogullar1 kullanarak yukarida

belirledigimiz € icin 6yle k pozitif tamsayisi bulabiliriz ki ny > r + 1 olup,

ng
157 hy || = sup [(JTwi?) "] < e
j=1

<i<r

ve verili ¢ € {0,1,...,r} igin
h?

ai,nk - ﬁ

€

< [
([P

saglanir. ng > r + 1 oldugundan Bi*ho = 6 ve By*hy = 6’dir ve sonug olarak hy €
VoN By "™ (W)N By, "™ (W)'dir. ||S™h4|| < € oldugundan, S" hy € B(6,e) C W saglanir.
Ek olarak, B{*S™h; = hy € V; oldugundan S™h; € By "*(V}) saglamir. Ayrica

me @)
||ngsnkh1 — hQH = sup H i+J h(l) _ h(2) <e
0<i<r |5 wz(i)] i i

esitsizligi de saglanir.

Yani, By*S™hy € B(hs,e) C Vs olur. Bu durum ise S™h; € B, ™ (V5) oldugunu
2 2
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ve en sonunda S hy € W N By " (V1) N By " (V2) neticesi almir. Bundan dolay1, By ve

By operatorlerinin d-gigme/¢okme 6zelligini sagladig1 goriiliir.

(1) = (444): Varsayalim ki By ve By operatorleri d-asiri-donisseldir ve x = (x5) € co,
By ve By icin d-agiri-doniissel bir vektor olsun. {(Ao g, Mg, Aok, -..) € CN 1 k € N},
CN uzaymda carpim topolojisine gére yogun olan bir sayilabilir kiime olsun. Her bir
k € Nicin max{|A\;x| : 0 < ¢ < k tamsay1} sayisindan biiyiik pozitif bir ¢; sayisi
belirleyelim. Ek olarak, terimleri pozitif tamsayilar olan, kesin artan 6yle (ny) dizisi

belirleyelim ki agagidaki esitsizlikler saglansin.

k
1Bz = el < My, (3.2.1)
1=0
. 1
1B3* — Z)\l,keln < 9kt1 (3.2.2)

=0
Burada M}, = min{%%7 %Q%H} olarak tanimlanmigtir. (3.2.1) ve (3.2.2) esitsizliklerinden,

verili £ > 0 ve 0 < i < k tamsayilar: i¢in bir takim yeni egitsizlikler elde ederiz.

D Titt, — 1' < My (3.2.3)

1

< gerr (3.2.4)

2
z(_t,_)jxi-i-nk — Nk

(3.2.3) esitsizliginde {iggen esitsizligini uygulayarak, 0 < i < k tamsayilar1 icin takip

eden ifadeleri elde ederiz. Burada M}, < 2,6% oldugunu da gbz oniinde bulunduralim.

1
§+)jxi+nk’—|1]' < M,
1 L
1
Jj=1

Sonuncu esitsizlikten ilk olarak ¢ € {0,1,...,k} igin x;1,, # 0 oldugu goriiliir ve ayrica

1—- k+1
— H] (3.2.5)

‘xz+nk|

saglandig1 da gortiliir. « € ¢o oldugundan limy_, o0 Zjyrn, = 0 olur. O halde,

1
T 9k+1 .
lim 2 lim

k—o0 |xz+nk\ T k—oo i+
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ve bu egitsizlik

lim
k—o0

i+j| —

oldugu sonucunu verir. Ayrica verili & € N ve her bir ¢ € {0,1,...,k} icin (3.2.5)

ifadesinden agagidaki esitsizlikler elde edilir.

Nk (2) ng ng
w7, 1
. _ i+ _ (2) ‘ (1)
J=1%itj | w(l)‘| j=1 j=1
117
Jj=1
k+1 Nk
< frenl 2 D)\ oz
zﬂ anwm ok+1 _ 1 w%%k Hwiﬂ' ik Litny,
Jj=1
k+1 Nk Nk
2 T Tw® o a4 o | R
= ok — ] i+jlitng i,k i,k i+ kb itny
Jj=1 j=1
k+1 Tk k+1 ng
< 2 T W@ — ikl + ol = TT 0,
— 9k+1 _ 1 i4j it i,k 9k+1 _ 1 i,k i+jtitng
Jj=1

j=1

(3.2.3) ve (3.2.4) esitsizliklerini de dikkate almakla agagidaki esitsizlik elde edilir.

2k+1 2k+1 1 2
|Olz',n;C - Ai,k‘ < SkFI_] 2k+1 + kI 1ckc okF1 = 2kFI_71-

Sonug olarak, i € {0, 1, ..., k} i¢in agagidaki egitsizligin saglandig goriiliir.

2

iy — Nik| < okl _ 1

Bu esitsizlikten ise, {(Aox, Ak, A2k, ---) € CN : &k € N}, CY uzaymda carpim topo-
lojisine gore yogun olmasi nedeniyle, {(con,,@1.n,,--) € CY : k € N} kiimesinin CN

uzayinda ¢arpim topolojisine gore yogun oldugu sonucu elde edilir. O

Bu 6nermenin (i¢7)-nolu ifadesindeki kogullar: kullanarak verili agirlikli sola kaydirma

operatorleri icin d-agiri-donitigsel bir vektoriin kurulusu agagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 3.2.2 (Yapisalc1 Yontem). cg uzayr tuzerinde, siraswyla sifirdan farkly terimli
(1)

wi = (w') ve wy = (w&z)) dizileriyle verilmis tek tarafli, agirlikls By ve Ba sola

kaydirma operatorleri verilmis olsun. Keyfin > 1 ve i > 0 tamsayilary i¢in

(2)

n
T Yits
Qin = H )

j=1 Wit
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olarak tamimlayalim. Terimleri pozitif tamsaylar olan, kesin artan éyle (ny)ken dizisi
vardwr ki verili © > 0 tamsayist i¢in

lim
k—o0

ng
[
=1

ve {(o.ny,, ¥1np, @2y s ) € CN k€ N} kiimesi CN uzayinda carpum topolojisine gore

yogundur. O halde By ve By operatérleri d-asiri-dontsseldir.

Kamit. cg X cg ayrilabilir bir uzay oldugundan, bu uzayda carpim topolojisine gore
yogun {(ag,bx) € co X co : I(ag) < k—1,I(by) < k — 1, k pozitif tamsay1} kiimesi
meveuttur. Ayrica wy ve wy smirh oldugundan dyle M > max{1,sup |wV|, sup ||}
v v
sayis1 vardir ki her v € N ve [ = 1,2 icin \w,(,l)\ < M saglanir. Oyle z = (2j)jen € co
vektorit kurmayr amachyoruz ki d-orb(z, B1, B2), {(ak,bx) € co x co : I(ar) < k —
1, I(bg) < k — 1, k pozitif tamsay1} kiimesinde garpim topolojisine gore yogun olsun.
(3.2.6) kosulu sayesinde (ny) dizisinin 6yle 7y > 1 terimini bulabiliriz ki

mi1 -1
(TTe) o
v=1

<1

esitsizligi saglanir.
{(Q0mys W1y s @2,y o) € CN 2 k € N} kiimesinin CY uzayimda yogun olmasi nede-

niyle (ng) dizisinin &yle my > 7 terimini bulabiliriz ki

m @ ) 1
s - s (3.2.7)
iwr o ay lla |
ve mq > M1 oldugundan
mi —1
'(Hpﬁ) a’| <1 (3.2.8)
v=1
esitsizlikleri saglamir. z; = 0, j = 0,1,2,...,m1 — 1 ve zpm, = ([} wl(,l))*lagl) olarak

alalim.
(3.2.6) kogulundan goriiliir ki (ng) dizisinin &yle e > mq + 1 terimini bulabiliriz

Syle ki j = 0,1 icin

saglanir.

Buna ek olarak {(agn,, 010, @ny,--) € CY : k € N} kiimesinin CY uzaymda
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yogun olmasi nedeniyle (ny) dizisinin dyle mgy > o terimini bulabiliriz ki j = 0, 1 igin

my , (2) 2)
e
=1 wil_gj at? 2[|az]]

esitsizligi saglanir. ﬂaveten, mg > Mo > m1 + 1 oldugundan

.0\ @1
m
M™ <Hwy+j> a < 5
v=1
esitsizligi saglanir. j = my + 1,...,m2 — 1 icin z; = 0 ve j = 0,1 i¢in zj41p, =
(I, wl(lljj)*laf) olarak alalim.

Bu iglemi boyle devam ettirirsek, k.adimda (3.2.6) kosulu sayesinde (nj) dizisinin
oyle mi > my_1 + k — 1 terimini bulabiliriz ki j = 0,1,...,k — 1 igin

M™k-1 <

1
k

= o\ w
( 11 ‘*’u+j> 4
v=1

saglanir.

Ayrica {(@on,, X1y @y o) € CN 1 k € N} kiimesinin CN uzayinda yogun olmasi

nedeniyle (ny) dizisinin 6yle my > 1y, terimini bulabiliriz ki 7 = 0,1, ...,k — 1 igin

m (2 (1) 1
vty J
- < — (3.2.9)
155 = ] < aar
ve my > mg > mg_1 + k — 1 oldugundan
mg —1 1
M- (Hw%) "] < - (3.2.10)
r=1

esitsizlikleri saglanir. j = my_1 +k —1,...,m; — 1 icin z; =0 ve j =0,1,...,k — 1 icin

Zjvm, = (T2 w}(jll j)_lag-k) olarak alalim ve bu siireci boyle devam ettirelim.

Terimlerini bu sekilde sectigimiz z = (z;) dizisinin ¢ uzayimin bir elemani oldugunu
ve d-orb(z, B, By) kiimesinin, {(ag,bx) € co x co : I(ag) < k—1,I(by) < k —

1, k pozitif tamsay1} kiimesinde ¢arpim topolojisine gore yogun oldugunu gosterelim.

Oncelikle, z = (z;) dizisinin ¢y uzaymn bir elemani oldugunu gosterelim. z = (z;)
dizisinin kurulug seklinden, ayrica (3.2.8) ve (3.2.10) ifadelerinden z = (z;) dizisinin ¢y

uzayinin bir elemani oldugu goriiliir.
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Verili k pozitif tamsayisi icin B;n’“z — ay, dizisini gz oniine alalim.

mME41 ME+41

Bi“’fz—aw(o,o,...,o, T e ] w) e,
v=1

v=mp41—mp+1

J+mpg41 J+mp41 (b41)

1 1\ —1 (k+1

I A | R
V:j+mk+1—mk v=j+1
k+mpi1 k+mp41

1 1)\—1 (k+1)

T e T ) e,

v=k+mp41—my v=k+1

Her [ > k+1 tamsayisi igin, 7 = 0,1, ...,l—1 olup, (3.2.10) esitsizligini gbz 6niine alarak

asagidaki gozlemde bulunuruz.

J+my J+mgt1 LW
T w0 I«
v=j+m;—my J+1
J+my -1 o
< M™* ( 11 w,(,l)> a; (3.2.11)
v=j-+1
T (1) 4 O] L _1
<Mz—1<HwV) a, <7<%
v=j+1

O halde, (3.2.11) esitsizliginden verili k > 1 tamsaysi icin || B{"*z — ax|| < ¢ oldugu

sonucu alinir.
Simdi By z — by, dizisini inceleyelim.

my(2) mtl  (2) mith—1  (2)

m o Wy (k) Wy (k) Wy (k)
szz_bk_(H @~ bo ] @b 11 @~ b1 000,
v=1 Wr v=2 Wpr v=1 v
Mp4+1 ME+1

H wl(,2)( H wl(ll))—laék+1)7 o
v=1

v=mp41—mp+1

Jtmi41 J+mi41

H wl(,2)( H wg))—lagkﬂ)’

v=j+mg41—mp+1 v=j+1

T W@ T e e,

k+mp g ktmip 44 )
v=k+mp41—mp+1 v=k+1
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O halde, her [ > k£ + 1 tamsayisi icin, 7 = 0,1,...,] — 1 tamsayilar olup,

Jj+my Jj+my _— Jj+my -1
IT I &) e < armt) I wl|
v=j4+m;—mg+1 v=j+1 v=j+1
Jj+my -1 1 1
my— (1) Z =
< MM Hwy larll < 7 <4
v=j+1
(3.2.12)

esitsizligi saglanir. Ek olarak, verili & > 1 tamsayisi i¢in (3.2.9) esitsizligini yeniden goz

ontinde bulundurursak,

s w w1
v+j

(11 o)y b <%

v=1 wy+j

oldugu goriilecektir. (3.2.9) ve (3.2.12) esitsizliklerinden k& > 1 tamsayisi i¢in || By*z —
b|| < 7 oldugu sonucu alnir. Bu elde ettigimiz sonuglan toparlarsak d-orb(z, Bi, Bs)
kiimesi {(ag, bx) € coxco : I(ag) < k—1, I(by) < k—1, k pozitif tamsay1} kiimesinde
yogundur. {(ax,bg) € co x co : I(ag) < k—1,I(by) < k — 1, k pozitif tamsay1}
kiimesi ¢y X ¢g uzayinda carpim topolojisine gore yogun olmasi nedeniyle, B; ve By

operatorlerinin d-agiri-doniigsel oldugu sonucununa erisilir. O
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Bolim 4

DIYAGONAL NUMERIK
ASIRI-DONUSSELLIK

Bu boliimde niimerik asgiri-doniigsellik ve diyagonal asiri-donitigsellik kavramlarinin bir
manada kaynagmasi1 olan diyagonal niimerik asiri-doniigsellik kavramim tanitacagiz.
Sonlu boyutlu uzaylarda diyagonal niimerik agiri-doniigsel operatorlerin varligini kanitlayan
bir teoremi kanitlayacagiz. Ayrica agirlikli sola kaydirma operatérlerinin diyagonal

niimerik agiri-doniigselligi i¢in yeterli kogullar verecegiz.

4.1 Temel Kavramlar ve Tanimlar

Tamim 4.1.1. X bir Banach uzay, T € L(X) bir operator olup,
W(T) ={a*(Tx) : (x,27) € I(X)}

kimesine T operatorinin niumertk deger kiumes: denir.

Tamim 4.1.2. X bir Hilbert uzayr, N > 2 wverili bir tamsayr, T1,Ts,....,Tny € L(X)

olup,
W(Ty, T, ... Tp) = {(< Tha,x >, < Tow,x >, ..., < Tyx,z >) € CN : |z =1}
kumesine Ty, Ts, ..., T, operatorlerinin es uzaysal numerik deger kimesi denir.

[5] ve [14] nolu kaynaklarda yapildigr {izere bu tanimi Banach uzayr kosullarina

asagidaki sekilde genelleyelim.
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Tanmim 4.1.3. X bir Banach uzayi, N > 2 verili bir tamsay, Ty, Ts, ..., Ty € L(X)

olup,
W(TlaTQa 7TN) = {(‘T*(Tl'r)am*(TQx)a 7:E*(TN'I)) € (CN : (.ZE,.’E*) € H(X)}
kumesine Ty, Ts, ..., T operatorlerinin es uzaysal nimerik deger kiimesi denir.

Bu tanimlamalar ve onceki boliimde bahsettigimiz diyagonal asiri-dontigsellik kav-

ramini goz oniinde bulundurarak agagidaki yeni kavramlar: one siirecegiz.

Tanim 4.1.4. X bir Banach uzay, N > 2 verili bir tamsays, T1,Ts,....,Tn € L(X) ve
(x,z*) € II(X) d¢in

{(z*(TFz), z*(T¥x), ..., x*(Tkx)) € C*: k > 0 tamsay}

kimesine (z, x*) ikilisinin Ty, T, ..., Tn operatorleriyle iligkili diyagonal niimerik yoringesi
denir ve d-norb((x,z*),Th, Ts, ..., Tn) ile gosterilir. Eger Th,Ts, ..., T, i¢in

d-norb((x,x*), Ty, Ty, ..., Tn) kitmesinin CN wzayinda yogun olmasin saglayan bir (v, z*) €
I1(X) varsa, bu operatorlere X uzayinda diyagonal nimerik asiri-dontssel veya d-niime-

rik asiri-dondssel denir.

4.2 Sonlu Boyutlu Uzaylarda d-Numerik Asiri-
Doniussellik

Verdigimiz diyagonal niimerik agiri-dontigsellik kavramini ve Lemma 2.2.1 ile birlikte
gbz oniinde bulundurarak sonlu ve en az iki boyutlu Banach uzaylarinda diyagonal
niimerik agiri-doniigsel operatorlerin varhgini kamitladigimiz asagidaki 6nermeyi ifade

edelim.

Teorem 4.2.1. N > 2 tamsay: verimig olsun. X boyutu dim(X) > 2 olan sonlu boyutlu
bir Banach uzayr olsun. O halde X tzerinde tamamls N tane d-nimerik asiri-doniissel

operator mevcuttur.

Kamt. (ng)3, dizisini Lemma 2.2.1 i¢in tammmladigimiz ny = 1,npq = ngpd™, my, =

nki1, k pozitif tamsayi, seklinde tammlayalim. {(z](gl),zl(f),...,z,(gm) e CN . |zl(€l)\ <
2" [ =1,2,...,N} kiimesi CV uzayinda yogun olsun. Verili k pozitif tamsayis1 ve
verili 1 € {1,2,..., N} i¢in r; = |z1] ve ¢r; = arg(zx,;) olarak tammlayalim. Ayrica
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Ty = 2"l = Mgl Gy = arccos(git) + Gk, Ve 1y = — arccos(zit) + Ok
olarak tamimlayalim. O halde, z;; = %ﬂﬂ” oldugu kolayca goriiliir. O halde, verili k
pozitif tamsayisi ve I € {1,2,..., N} i¢in Oyle 1, yp,; € C vardir ki |z | = |yg,| = 2™

ve zj| = %ﬂ’“ kogullar saglanir.

C uzayindaki orijin merkezli, 2™ yarigapli ¢emberi, 22%; uzunluklu 4,, = {z € C:
|z| = 2™, arg(z) € 2ngg,2(n+1) )}, n € {0,1,...,4™ —1} olacak sekilde 4™ adet
parcaya ayiralim. O halde 6yle iy, ji; € {1,2,...,4™ }sayilar bulunur ki asagidaki
2T 7;271.( Ikl )| 2

. ikl

27 (=3 ) n o
Tpg — 2" e\ TE) | < —— ve — 2"ke 4"k
[Tk, \ onr, Yk, o

(4.2.1)

esitsizlikleri saglamir. Ek olarak | = 1,2,..., N i¢in \; = 2ei Aoy = 2¢"%1 olmak

uzere
> 27l > 2T j
a = E A B = E Y
= T+l o1 T+l

olarak tamimlayalim. Burada (ix;), (jk,;) terimleri gy, jr; € {1,2,...,4"} ve (4.2.1)

A 0
kosullarini saglayan diziler olsun. B; = b ,1=1,2,... N, olarak tanimlanmig

0 Ay

matrisler olsun. Her bir B; matrisini bir 7j € L(C") matrisine Onerme 2.2.1’de yaptigimiz
gibi genigletelim ve bu matrisleri X uzayinin bir ‘B bazina gore gosterim matrisi olarak
kabul eden operatérleri de T ile gostermeye devam edelim. Ayrica X* eslenik uzayinin,
B bazina kars: gelen eslenik baz1 B* ile gosterelim. Onerme 2.2.1 icin yapilan kamtta
tammmladigimiz & = (¢, ¢,0,0,...,0) € C? ve * = (d,d,0,0,...,0) € C? vektorlerini
sirasiyla B ve 8* bazlarina gore gosterim vektori olarak kabul eden z € X ve z*

vektorlerinin olusturdugu (z, z*) € II(X) ikili olsun. Bu durumda
d-norb((x,z*), Ty, To, ..., Tn)
= {(d\11Pct+dNa 1 Pc, dN 2P ctdNaoPc, . . ., dM NPetdha nPe) € CN ¢ p pozitif tamsayi}

AP+ (A21)P (A2)P + (A22)P (ALN)P + (Ao n)?
={( 5 , 5 e 5

)y e CN : p pozitif tamsay1}.
okl Ikl
Her bir I € {1,2,...,N} tamsayis: icin {wi; = ok P27 () 4 omi o127 ()
k pozitif tamsay1} kiimesini ele alalim. O halde,

il oIkl
(77%) _ 2nk612ﬂ(m)|

|ﬂfk,l + Ykl — wk,l| = |xk,l + Yo — 2nkei27r
(4.2.2)

Ik, ) 41

Nk iQW(”fLi’l) Nk iQW(T
< Jag — 2" A Jypy — 2"k e AT
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Bu sebeple, her bir [ € {1,2,..., N} icin, {wy; : kpozitif tamsay1} kitmesi {xj; +yx, :
k pozitif tamsay1} kiimesinde yogundur. Bundan dolayi, verilmis [ € {1,2,...,N}
k,l

icin {*&! : kpozitif tamsay1} kiimesi de {z;; € C : |2y < 2", k pozitif tamsay1}

kiimesinde yogundur.

Asagidaki sayisal biiyiikliigii inceleyelim.

| A1 + )\2,1"’“ —wpy| <

o Ukl
|27 exp(i2m 7o) (exp(iay,) — 1) + 2" exp(i 4 )(eXp(Zﬁkz) -1[< (4.23)
. . 8
n <|1 _ ezak,z| + |1 _ ezﬂk,z|> < 2nk(akl + ﬁkl) < 2:;
(4.2.2) esitsizliginden asagidaki esitsizligi elde ederiz.
(1) () (v)y 1 S P _ e
(2 75275 2 )—5(%,1,&%,2,-- swi,n) || = (Z ) <N24Tk

e (4.2.3) esitsizliginden ise agagidaki yeni esitsizligi elde ederiz.

1 1
15 (A" 4 Az ™, ATS + Ag2™ L ATR + Ao ™) — 5 Wh 1 W2, - N |

1
L do X dag™ AT+ da )] <

@ a1

H(zk Y RL 9y Rk §(wk,17wk,27"'7wk,N)H+
1 1
”5()\1’17"% + A2 "™, )\n + Ag2™, . ")‘?,ICN + )\QVNnk) — §(wk71,wk,2, o 7Wk,N)H <
127 1 47r

esitsizligi saglanir. (ny) dizisinin simirsiz, pozitif tamsayi terimli, kesin artan bir dizi
oldugunu hatirlatalim. Bu sebeple, (4.2.4) esitsizliginden d-norb((x, z*),T1,To, ..., Tn)
kiimesinin {(zlgl),z,?), . (N)) e CN: |z,gl)\ < 2™, [ =1,2,...,N} kiimesinde yogun
oldugu goriiliir. {(zlC ,z,gQ),...,z,(cN)) e CN . ]z,(cl)| < 2™ | = 1,2,...,N} kiimesi
CV uzayinda yogun oldugundan, d-norb((x, z*), Ty, Ts, ..., Ty) kiimesi de CV uzayinda

yogun olacaktir. Bundan dolay1, 11,75, . .., T operatorleri d-ntimerik agiri-doniigseldir.
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4.3 ¢ ve ¢y(Z) Uzaylarinda D-Niimerik Asiri-

Donigsel Sola Kaydirmalar

Ik olarak, ¢q (sirasiyla ¢o(Z)) uzaymda verili iki adet tek tarafli (cift tarafll) agirhikh
sola kaydirma operatoriin d-niimerik agiri-doniigsel olmasi igin yeterli bir kosul 6ne
stirecegiz.

Teorem 4.3.1. X = ¢y (veya co(Z)) uzayinda tanimly ve agirliklar: siraswyla sinarh
wy = (w,(jl)) ve wy = (w,(,2)), v eN (veya v € Z), dizileriyle tanamlanmaug olan By ve Ba
tek tarafle (veya ¢ift tarafli) agirlikle sola kaydirma operatérlerini tanimlayalim. Eger

terimleri pozitif tamsayilar olan kesin artan bir (ng)p, dizisi varsa ki

hm H |lwiV| = 400, (4.3.1)

kosulu saglansin ve elemanlary her k > 1 tamsayist icin

Nk (
-1 75
v=nyg V

olarak tamimlanan {ay : k > 1 tamsayr } kiimesi C uzayinda yogun olsun, o zaman B

ve By operatérleri d-nimerik asiri-doniisseldir.

Kanmt. {(ay,bg) € C?:0 < |ag| < kve 0 < |by| < k,k > 1 tamsay1 } sayilabilir kiimesi
C? uzaymda yogun olsun.
(4.3.1) kosulunu goz o6niinde bulundurmakla goriiliir ki (ng) dizisinin agagidaki

esitsizligi saglayan Oyle mq terimi vardir ki her m > 7y, m € (ng) igin

< 1.

(IT )

v=ng

esitsizligi saglanir.

{ax : k > 1 tamsayr } kiimesi C uzayinda yogun bir kiime olmasi nedeniyle,

B(Z—ll, ﬁ) agik kiiresinde {ay : k > 1 tamsay1 } kiimesinin sonsuz tane elemanim

bulabiliriz. O halde (ny) dizisinin 6yle m; > my terimi vardir ki

ﬁﬁlm
w,(,l) ai

v=ng

1

Jaa|

o1



esitsizligi saglanir. Ek olarak, mj > m; oldugundan agagidaki esitsizlik de saglanir

<1

my
(IT <) o

v=ng

Yukaridakilere benzer sekilde ilerleyerek, tiimevarimla kanitlayabiliriz ki verili her

k pozitif tamsayist i¢in (ny) dizisinin 6yle my > my_q terimi vardir ki

i wl(,2) by, 1
Pt I(j].) - ;k < m (4.3.2)
ve
mp o 1
(T «5) | < - (4.3.3)

v=ng

esitsizlikleri saglanir.

xr = (xj)jen (veya j € Z ) dizisi terimleri agagidaki kuralla belirlenmis olsun;

1 ,eger j =mng—1
xT; = m , eger j = my, k pozitif tamsay1
0 , geriye kalan durumlarda.

(4.3.3) esitsizliginden gorilir ki verili £ > 1 tamsayist igin

_ 1
(Hwy)) 1ak < =<1
k
v=ng
olur. Bu esitsizlikten x € ¢ (veya co(Z)) ve ||z|| = 1 oldugu kolayca goriiliir. Buna ek

olarak kanonik baz elemanlar aracihgiyla asagidaki sekilde tanimlanmis e}, 4 € (co)*

(veya (co(Z))*) fonksiyonelini g6z 6niine alalim

. 1 ,egerj=mng—1,
eno—l(ej) =
0 ,egerj#mny—1.

Dogrudan hesaplamayla goriiliir ki [le}, || =1 ve e}, _;(z) = 1. Yani (z,e; ) €

mg—no+1
Bl

II(co) (veya II(co(Z))). Ayrica verili k pozitif tamsayisi igin x vektorinin

ng — 1. teriminin ay ve ezofl(BInk_"OHx) = aj, oldugu goriiliir. Dolayisiyla herhangi k
pozitif tamsayisi icin

el (BTt _gpl =0 (4.3.4)

no—1
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oldugunu goriiriiz.

v — NP . (2)
Ayrica gene dogrudan hesaplamayla (B 101 2) dizisinin no—1. teriminin [, “ayar
wy

- (2) O e . o
ve e (B3 motlyy = T[™  “e_qy oldugu goriiliir. Sonug olarak, verili k pozitif

v=ng w}(})
tamsayisi icin
mE o (2)
% — 1 w bk 1 1
|eng—1 (BY™ 7" w) — be| = |ax] H '(/1) —— 1< ’ak’m =% (4.3.5)
v=ng Wy

oldugu goriiliir. (4.3.4) ve (4.3.5) esitsizliklerinden ise d-norb((z,e;, 1), B1, B2) kiime-
sinin {(ax,bx) € C? : 0 < |ag| < k ve 0 < |bx| < k,k > 1 tamsay1} kiimesinde yogun
oldugu sonucuna ulagihr. {(ag,br) € C?: 0 < |ag| < k ve 0 < |bg| < k,k > 1 tamsay1}
kiimesinin C? uzaymda yogun olmasmdan, d-norb((x,e}, _;),B1,Bz) kiimesinin C?
uzayimnda yogun bir kiime oldugu sonucunu aliriz. Dolayisiyla By, Bs operatorleri d-

niimerik agiri-doniigseldir. O

4.4 (7 ve (’(Z) Uzaylarinda D-Niimerik Asiri-
Déoniigsellik I¢in Bir Kosul

Simdi ise P ve (P(Z) , p € [1, 0], uzaylarinda sirasiyla tek tarafli ve cift tarafli agirlikh
sola kaydirma operatorlerinin diyagonal niimerik agiri-doniigselligi icin yeterli bir kogul

verelim.

Teorem 4.4.1. X = (P (veya P(Z)), p € [1, 00|, uzayinda taniml ve agirliklar: siraswyla
siarl wy = (wl(,l)) ve wy = (wg)), v € N (veya v € 7Z), dizileriyle verilmis olan By
ve Bg tek tarafli (veya ¢ift tarafly) agirlikle sola kaydirma operatorlerini tanimlayalim.

Eger terimleri pozitif tamsaylar olan kesin artan (my) ve (ny) dizileri varsa ki
1. sup, min{my — ng,ng — mg_1} = +o0,

2. limy_yo0 [[F |w,(,1)| = 400,

v=ng

my
3. {ak = H wg)/ww k> 1} kiimesi C uzayinda yogun,

v=ny

kosullar, saglansin, o zaman By, Bo operatérleri d-nimerik asiri-donisseldir.

Kamt. {(ap,bx) € C2: 0 < |ag| < k ve0 < |by] < k, k > 1 tamsay1} kiimesi C2
uzaymda yogun olsun. Teoremin kogularmi kullarak (my) ve (ny) dizilerinin sirasi ile
oyle (1) ve (ny) altdizilerini bulabiliriz ki her k& > 1 i¢in 11 > 2, g1 — Ng1 > Mg

ve N1 — my > my — ng + 2 kogullar: ve
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A (4.4.1)
1 k t
v=my Wl(/ ) ak 2 ‘ak‘
ile
i 1
( H wiM) o (4.4.2)
v=my
esitsizlikleri saglanir.
1.durum: Tk énce X = £ ve (°>°(Z) durumu icin savi kamtlayahm. Terimleri

asagidaki kurallarla belirlenmis y = (y;) ve y* = (y;) dizilerini géz 6niine alalim.

A2kak
m 1
Hu:kﬁ,k wl(’ )

0 , geriye kalan durumlarda

eger j = My, k pozitif tamsayi
Yj =

1
* 2k

Y; =

eger j = ny — 1, k pozitif tamsay1
0 , geriye kalan durumlarda
y € X ve y* € (! (swrasiyla £1(Z)) oldugu kolayca goriiliir. Ayrica {j : y; #0}N{j:

y; # 0} = 0 oldugundan y*(y) = > yjy? = 0 olur. £ = (§) € X terimleri agagidaki

kuralla verilmis dizi olsun.

1 eger j = ni — 1, k pozitif tamsay1

0 , geriye kalan durumlarda

g=y+& = (yi+&) € X olarak verilmis dizi olsun. Dogrudan hesaplamayla
(7,y*) € II(X) oldugu goriilecektir. Ek olarak, verili k pozitif tamsayisi igin Bfl Rty

dizisinin 7 — 1. teriminin aj oldugu ve bdylece y* (Bm’“_ﬁ”lg]) = ay oldugu gorulir.

: Mgl ~ e e e e o 7 ()
Tlaveten BY™ ™ *1§ dizisinin 7z — 1. teriminin [, “”(1) ax oldugu ve boylece
mg (
(Bmk nk+1 Wy
(
y:'fL Wy

oldugu goriiliir. O halde (4.4.1) ve (4.4.2) esitsizliklerini gz 6ntine alarak d-norb((g,y*), B1, B2)
kiimesinin C? uzayinda yogun oldugu acikca goriiliir. Yani By, By operatérleri d-niime-
rik agiri-doniigseldir.

2.durum: Verili p € (1, 00) i¢in %—l—% = 1 esitligini saglayan ¢ reel sayisi olsun. A > 0

ileride belirlenecek bir say1 olup, terimleri agagidaki kuralla verilmis y = (y;) dizisini
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gbz ontline alalim:

—ka . o
A2°p ,eger j =n, — 1,
_ 2kq v oA
Yi = W:”" , eger j = iy,
0 , geriye kalan durumlarda.

Simdi y dizisinin p-normunu hesaplayalim:

o0 o P
—kq k af k
Il == () 4 St < 3 (o) e 3 ()
k=1 L= =ny, “v k=1
Bu esitsizligin en sagindaki seri toplamlarindan ilkinin yakinsaklig 2% < 1 ol-

masindan, ikinci serinin yakinsakhg ise seriler i¢in oran testi kullanilarak goriiliir. Sonug

olarak y € P (swrasiyla ¢P(Z)) olur.

y* = (y;) dizisinin terimleri agagidaki kuralla verilmis olsun

A ,eger j =np — 1,
* —P p—P_1 . X .
Yi =X W) Bkt eder j =1y,
0 , geriye kalan durumlarda.
Burada (8 = nyTmn—:‘ olarak tanmimlanmigtir. Kolayca goriiliir ki ||y*[|d = A7P|y|[5. Do-

layisiyla A = ||y||,, olarak alirsak, ||y*||, = 1 olur. z = ﬁ ve * = y* olarak tamimlarsak

*(2) = Iyl "y

q s *
e (2 S
k=1
> q ° —-pP —-p 2 p
ol (o ()

k=1 k=1 9|

Tpi ag HHG )+Zlymk!”

_ —p 1+E
= [lyll, A Z Y|
k=1

_ i 24
=yl 'A< llylly =1

oldugu goriiliir.

O halde (z,z*) € II(¢P) (swraswyla (z,2*) € II(/P(Z) ) oldugu goriiliir. Bildigimiz

25



iizere {(ag,br) € C? : 0 < |ag| < k ve 0 < |by| < k,k > 1 tamsay1 } C? uzayinda

yogun bir kiimedir. Kolayca gdsterilir ki {(y3-, Hsz\p) C 0 < ag| < kve 0 < bl <

k,k pozitif tamsay1} kiimesi de C? uzaymda yogun bir kiimedir. Dogrudan hesapla-

PLOSES [ : * mg—ng+1 . _ap * mg—ngE+1 o mg w£2) ap
mayla goriliir ki z*(B; x) = - ve (Bj z) = (I3, w£1))||pr olur.
(4.4.1) esitsizligini % sayisiyla carpmakla

i 2
[f @ ol _ b |1 (443)

rv=n

Akw,(,l) lvlly  lyllp Qk”y”p

esitsizligi elde edilir. O halde (4.4.3) esitsizligini goz 6ntine alarak d-norb((9, y*), B1, B2)
kiimesinin C? uzayinda yogun oldugunu gorebiliriz. Yani B; ve By operatorleri d-niime-
rik asiri-doniigseldir.

3.durum: (' (sirasiyla ¢1(Z)) uzaymda 6nermeyi kanitlayacagiz. Terimleri asagidaki
kurallarla verilmis y = (y;) ve y* = (yj) dizilerinin sirasiyla 0 (sirasiyla £Y(Z)) ve £°

(sirasiyla £°°(Z))’nin elemanlar1 oldugunu dogrudan hesaplamayla gorebiliriz:

(2% ,eger j = My,

Yji =
0 , geriye kalan durumlarda,
2w ,egerj =ng — 1,
HZZ“;Z b wl(fl)
e o . N
Yi 1 ,€8ET ] = M,
0 , geriye kalan durumlarda.

Dogrudan hesaplamayla [y|| = 1, (4.4.2) esitsizliginden |ly*|| = 1 ve y*(y) = >_; yjyij’f =
1 oldugu goriiliir. Baska deyisle (y,y*) € II(£}) (srasiyla (y,y*) € II(¢1(Z))) iligkisi

2

N - . @)
saglanir. Dahasi y* (By"* "’“Hy) = a ve y*(By"* "’“Hy) = 102, Z?l)ak oldugu

dogrudan hesaplamayla goriiliir. O halde (4.4.1) esitsizligini goz Oniine alarak gore-
biliriz ki d-norb((y,y*), B1, Bs) kiimesi C? uzaymda yogun bir kiimedir. Yani By ve By

operatorleri d-niimerik agiri-donitisseldir. O
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Sonuc ve Oneriler

Bu tezin konusu niimerik agiri-doniigsel operatorlerdir. Yeni ve az incelenmis bir
kavram olan numerik agiri-dontisselligin ve on yildan daha fazla bir stiredir tizerine
onlarca makale ¢ikmig ve cok caligilmig bir kavram olan diyagonal asiri-doniisselligin
dogal bir birlesimi olan diyagonal niimerik agiri-donitigsellik kavrami 6ne siiriilmiigtiir.
Sonlu boyutlu normlu vektor uzaylarinda diyagonal niimerik agiri-déniigsel operatorle-
rin varligi gosterilmis ve klasik dizi uzaylarinda tanmimli agirlikli sola kaydirma ope-
ratorlerinin diyagonal niimerik agiri-doniigselligi icin yeterli kosullar verilmistir. Ik
boliimlerde asiri-dontssellik, diyagonal asiri-dontigsellik ve niimerik asiri-dontissellik
kavramlar: tanitilmis ve temel sonuclar kanitlanmistir. Bununla birlikte ¢y dizi uzayinda
agirlikli sola kaydirma operatorlerinin agiri-doniigselligi ve diyagonal agiri-doéniigselligi
icin yeterli kogullar, sirasiyla agiri-donitigsel ve diyagonal agiri-doniigsel vektorler inga
edilerek de kanitlanmigtir.

Diyagonal niimerik asiri-doniigsellik kavraminin daha derin bir incelemesinin ve
oncelikle agirlikli sola kaydirma operatorlerinin diyagonal niimerik asiri-doniigselliginin

tam bir karakterizasyonunun ilerleyen calismalarda yapilmasi amaglanmaktadir.

57






Kaynakca

[1] J. Bes, A. Peris. Disjointness in hypercyclicity, J. Math. Anal. Appl. 336, 297-315,
2007.

[2] J. Bes, O. Martin and R. Sanders. Weighted Shifts and Disjoint Hypercyclicity,
J. Operator Theory 72:1, 15-40, 2014.

[3] F. F. Bonsall, J.Duncan. Numerical Ranges II, London Math. Soc. Lecture Note
Ser. 10, Cambridge Univ. Press, 1973.

[4] K. C. Chan, R. Sanders. A Weakly Hypercyclic Operator That Is Not Norm
Hypercyclic, J. Operator Theory 52, 39-59 , 2004.

[5] N.P. Dekker 1969. Joint numerical range and spectrum of Hilbert space operators,
Ph. D Thesis, Amsterdam, 1969.

[6] I. Gohberg, S. Goldberg, Basic Operator Theory, Birkhauser, 2001.

[7] K.-G. Grosse-Erdmann and A. Peris. Linear Chaos, Universitext, Springer-Verlag,
2011.

[8] S. G. Kim, A. Peris and H. G. Song. Numerically Hypercyclic Operators, Integr.
Equ. Oper. Theory 72, 393-402, 2012.

[9] E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications, Wiley Classics
Library, 1989.

[10] C. Pearcy, Topics in Operator Theory, Math. Surveys Monogr., 13, 1979.
[11] H. L. Royden. Real Analysis, Macmillan, 2nd Edition, 1968.

29



[12] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill Inc., 2nd Edition, 1991.

[13] H. N. Salas. Hypercyclic Weighted Shifts, Trans. Amer. Math. Soc., 347, Number
3, March 1995.

[14] A. Seddik. On The Numerical Range and Norm of Elementary Operators, Linear
Multilinear A., 2004, Vol. 52, No’s. 3—4, pp. 293-302.

[15] S. Shkarin. On Numerically Hypercyclic Operators, arXiv:1302.2483v1 [math.FA],

2013, arxiv.org.

60



Ozgecmis

Umutcan Erdur 13.02.1987 tarihinde Istanbul- Bakirkdy’de dogdu. 2010 yilinda Gebze
Yiiksek Teknoloji Enstitiisii'nden Matematik lisans derecesi ile mezun oldu. 2010-2013
yillar1 arasinda ayni yiiksek 6gretim kurumunda Matematik yiiksek lisans programi
ogrencisi olup programi tamamlamadan ayrilmigtir. 2018 yilinda Mimar Sinan Giizel
Sanatlar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik ana bilim dal’'nda yiiksek

lisans egitimine devam etmektedir.

61






