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MINIMAL OLMAYAN DEVIRLI VE DEGISMELI KODLARIN
KARSILASTIRMASI

OZET

Bu tezde, p™ uzunluklu devirli grup kodlari ile devirli olmayan degismeli grup
kodlarinm verimliliginin kiyaslanmasi iizerinde durulmustur. [1]’de p > 3 ol-
dugunda p? uzunluguna sahip devirli olmayan degismeli grup kodlarmim de-
virli grup kodlarindan daha verimli oldugu gozlemlenmistir. Biz de bu kargi-
lagtirmay1 n, 2’den biiyiik bir tamsay1 olmak lizere p™ uzunluguna sahip kod-
lar i¢in yaptik. Sonug olarak, minimal olmayan baz1 degismeli grup kodlarinin
minimal olmayan biitiin devirli grup kodlarina gore daha verimli oldugunu

gosterdik.

Anahtar Kelimeler : Devirli grup kod, Degismeli grup kod, Verimlilik
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COMPARISON OF NON-MINIMAL CYCLIC AND ABELIAN
CODES

ABSTRACT

In this thesis, the convenience of cyclic and non-cyclic abelian group codes
of length p" has been studied. In [1], it has been observed that non-cyclic
abelian group codes of length p? are more convenient than cyclic group codes
of the same length, provided p > 3. We have studied some abelian group
codes of length p™ where n is an integer greater than 2. In conclusion, we
observe that there exist some non-minimal abelian group codes which are

more convenient than all non-minimal cyclic group codes.

Key Words : Cyclic group code, Abelian group code, Convenience
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Boliim 1
GIRIS

Kodlama teorisinin amaci, bilgilerin kaynagindan hedefine eksiksiz bir se-
kilde aktarilmasini saglamak ve bu aktarimda meydana gelen hatalar: tespit
edip, hatalar1 diizeltmektir. Bir kodun verimliligini 6lgen 6nemli paramet-
releri kodun uzunlugu, kod sozciigii sayisi ve Hamming agirhgidir. Kodlama
teorisinin temel problemlerinden birisi parametreleri iyi olan bir kod yazmak-
tir. Bir kodun Hamming agirliginin biiyiik olmasi daha fazla hatanin tespitini
ve diizeltmesini saglar. Kodlarin Hamming agirligin1 hesaplamak her zaman

kolay olmamaktadir.

Baz1 kod aileleri diger kod ailelerine kiyasla daha fazla cebirsel yapi icermek-
tedir. Dogrusal kodlar ailesinin igerisinde yer alan grup kodlar1 daha fazla
cebirsel yap1 barindirir. Biz, baz1 grup kodlarinin Hamming agirligini hesap-

lamaya calisacagiz.

Bu tez calismasinda oncelikle, César Polcino Milies ve Fernanda Diniz de
Melo’nun [1] numaral kaynakta belirtilen makalesi incelenmistir. Bu maka-
lede uzunlugu p? olan minimal olmayan devirli grup kodlar: ile devirli ol-
mayan degismeli grup kodlar1 karsilagtirilmistir. Bunun sonucunda devirli

olmayan degismeli grup kodlarimin daha elverigli oldugu gorilmiistiir. Bu



tezdeki amacimiz, p™ uzunluguna sahip minimal olmayan devirli ve degismeli
grup kodlarmmin hangisinin daha verimli bir kod oldugunu bulmak {izerine-
dir. Bunun igin p" uzunluguna sahip devirli grup kodlari ile devirli olmayan
degismeli grup kodlarinin agirliklar: ve boyutlar: hesaplanmigtir. Bu degerler

sayesinde kodlarin verimliligi bulunarak bir kargilagtirilma yapilmigtir.

Bu tezin boliimleri su gekilde planlanmustir. Ikinci béliimde tez icin gerekli
olan temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Uciincii boliimde César Pol-
cino Milies ve Fernanda Diniz de Melo’nun [1] numarali kaynakta belirtilen
makalesi incelenmis olup, p? uzunluguna sahip biitiin devirli grup kodlar ile
minimal olmayan degismeli grup kodlariin verimliligi kiyaslanmigtir. Dor-
diincii béliimde p? uzunluguna sahip kodlar icin yapilan karsilagtirmanin, p"
uzunluklu kodlar i¢in genellemesi iizerinde durulmustur ve yapilan hesapla-

malarin sonucu Teorem 4.2.1’de gosterilmigtir.



Bolum 2

TEMEL TANIM VE
TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremlere deginilecektir. Tamim ve teoremler igin agirhkh olarak [1], [3], [4],

[5] numarali kaynaklar kullanilmigtir.

2.1 Halkalarin Idempotentleri

Tanim 2.1.1. R birimli bir halka ve e € R olmak tzere

(i) Eger ¢* = e saglamyor ise, e elemanina R halkasinn idempotent

elemant denir.

(i) Eger e idempotent elemani R halkasimin merkezindeyse, e’ye merkezi

idempotent eleman denir.

(11i) Diyelim ki e; ve ey, R halkasinin sifirdan farkly olan idempotent ele-
manlary olsun. Eger ejea = esey = 0 esitlikleri saglanwyorsa, e, ve e

birbirine diktir denir.



(iv) Eger sifirdan farkl olan e idempotent elemanu i¢in e = ey + ey egitligini
saglayan, birbirine dik olan sifirdan farkl ey, es idempotentleri buluna-

mayorsa, e elemamina R halkasinin ilkel idempotent elemani denar.

Tanim 2.1.2. R bir halka ve I, R halkasinan bir sol ideali olsun. Eger R
halkasinan 0 C J C I olacak sekildeki her J sol ideali i¢in J = {0} veya

J = I saglanwyorsa, I idealine R halkasinin minimal sol ideals denir.

Asgagidaki 6nerme literatiirde Brauer’in 6nsavi olarak gecer.

Onerme 2.1.3. R birimli bir halka olsun. Eger I, R halkaswmn minimal sol
ideali ise, ya I* = {0} ya da dyle bir e € R ilkel idempotent elemany vardr

ki I = Re saglanar.

Kamat. 1k olarak I? = {1y, +- - -+ Ty | 25, y; € I} kiimesinin R halkasinin
bir sol ideali oldugunu gosterelim. I # @ oldugundan I? # (’dir. Diyelim ki

x,y € I? ve r € R olsun. Bu durumda a;, a}, b;, b} € I olmak iizere

n m
T = E a;b; ve y = E a;b;
i—1 i=1

olarak ifade edilebilir, tistelik

r—y= ab— Y aibl =aiby + -+ apby + (—aj)b] + -+ + (—ap,)by,
1 =1

oldugundan, /2 kiimesinin tanimi dikkate almirsa x —y € I? oldugu goriiliir.

Simdi de

n

rr = ri a;b; = ir(aibi) = Z(mi)bi
i=1

i—1 i—1
esitligi dikkate alimirsa rz € I? oldugu goriiliir. Dolayisiyla 12, R halkasiin

sol ideali olur. 7 minimal sol ideal ve I? C I oldugundan minimal ideal

tanimindan 72 = {0} ya da I? = I olmas1 gerekir. Son olarak eger I? # {0}



ise uygun bir e idempotenti i¢in / = Re oldugunu gostermek istiyoruz. [
idealinin sifirdan farkli herhangi bir z eleman i¢in Iz = {tz | t € I} seklinde
tanimlanan kiime R halkasinin bir sol ideali olur. Ix = I oldugundan [
idealinde &yle bir e elemani vardir ki ex = z saglanir. Bu esitlikte her iki

tarafi soldan e ile carparsak
cler)=er = e’z =ex = e’z —ex=0= (> —e)z =0

elde ederiz. Ayrica J = {r € I | ro = 0} seklinde tammmlanan kiime R
halkasinin bir sol ideali ve J C [ dir. [ minimal ideal oldugundan J =
{0} ya da J = I olmas: gerekir. Eger J = I esitligi saglaniyorsa Jr = [z
olur. Buradan {0} = Jx = Iz = [ olmasi gerekir fakat I # {0} olmasi

ile celigir. Dolayisiyla J = {0} olmasi gerekir ve e?

— e € J oldugundan
dolay1 €? — e = 0 esitliginden e? = e elde ederiz. Sonug olarak I # {0}
minimal sol ideali ve e € I i¢in {0} # Re C I olur. Ama [ minimal ideal
oldugunda, I = Re saglanir. Eger e = ey + ey esitligini saglayan, birbirine
dik olan sifirdan farkli ey, es idempotentleri bulunuyorsa, Re = Re; & Res
seklinde ifade edilebilir. Fakat bu durum Re’nin minimal ideal olmas: ile
geligir. Dolayisiyla e = e; + es esitligini saglayan, birbirine dik olan sifirdan
farkli e, e5 idempotent elemanlar: bulunamaz, bylece e idempotent elemani

R halkasinin ilkel idempotent elemani olur. O

Tanim 2.1.4. Eger R halkasinin kendisinden ve asikar idealden baska ideals
yoksa R halkasina basit halka denir. R basit olmayan birimli halkast i¢in,
eger R halkast minimal sol ideallerin direkt toplama olarak yazilabiliyorsa, R

halkasina basitimsi(semisimple) halka denir.

Not 2.1.5. R basitimsi bir halka ise, her (sol) ideali minimal ideallerin direkt
toplama olarak yazlvr ve bu minimal idealler Onerme 2.1.3’ten dolay bir ilkel

idempotent tarafindan tretilirler.



2.2 Grup Kodlar:

Tamim 2.2.1. 9] A = {a1,a9, - ,a,} seklinde q elemana sahip bir kiime

olsun.

(i) A kiimesine kod alfabesi, A’nin elemanlarina ise kod sembolleri de-

nir.

(i1) Her i € {1,2,--- ,n} igin, w; € A olmak tizere w = wywy --w, A

tizerinde n uvzunlugunda bir g-lu sozciik denir.

(111) Ayni uzunluga sahip q-lu sézciiklerin bos olmayan bir C' kiimesine g-lu

kod denir.
(v) C kiimesinin her elemanina ise kod sézctigu ady verilir.

(v) C’deki kod sozciiklerinin sayisi, C'nin eleman sayisidir ve |C| olarak
gosterilir.
Biz, alfabesi sonlu bir cisim olan kodlar ile ilgilenecegiz.
Tanim 2.2.2. [4] F y vektor uzayiman bir C altuzayina, dogrusal kod denir.

Tanim 2.2.3. [4] Eger C' kodu dogrusal ve her (ag, a1, -+ ,a,_1) € C igin,

(Qp_1,a0,a1, -+ ,an_2) € C oluyorsa C’ye devirli kod denir.
Devirli kodlar, kodun iletimi i¢in 6nemli bir husus olan hizli kod ¢6zme algo-
ritmalarinin olugmasini saglar.

Not 2.2.4. [4] R, = =2 piliim halkasina ele alalm ve bu béliim halkasi-

<z"—1>

nin f(x) € R, polinomunun sinifine [f(x)] ile gosterelim. Her (ag, a1, -+ ,an_1) €

Fy icin o : Fy — R,
o((a0,a1, - 1anr)) = a0 + @1 X + -+ @y X"

6



olarak tanwmlanan o donisimi bir vektor uzay izomorfizmasidir. Bu izo-
morfizma sayesinde Fy 'deki dogrusal bir C' altuzayinin devirli kod olabilmesi
icin gerekli ve yeterli kosulun ¢(C) 'nin, R, 'nin bir ideali olmasy gerektigi go-
rilir. Bu nedenle Fy tzerinde n uzunlugundaki devirli kodlarin incelenmesi
ile R,, boliim halkasinin ideallerinin incelenmesi esdegerdir. Ote yandan, ejer
C,, mertebesi n olan devirli bir grup ve F,C,, F, cismi tizerinde tanimly grup
cebiri ise
F,lz
< x”Q[— ]1 > = FoCn
diye bir halka izomorfizmast oldugu i¢in F, cismi tizerinde tanimly n uzunlu-

gundaki devirli kodlar F,C,, grup cebirinin ideallerine karsiik gelmektedir.

Grup cebirleri, herhangi bir grup i¢in herhangi bir cisim iizerinde tanimlana-
bilir. Kodlama teorisi sonlu cisimler iizerine tanimladigindan agagidaki tanim

ve sonuglar1 sonlu grup ve sonlu cisimler {izerine sinirlandiriyoruz.

Not 2.2.5. [4] G bir sonlu grup ve F, eleman sayisi ¢ olan sonlu bir cisim

olmak tzere
F,G={a= Zagg tag € Fy}

geG

kiimesini dikkate alalim. Her o = deG ayg, B = deG Beg € F,G igin

O‘+5:Zagg+25gg:Z(O‘g+Bg)g

geG geG geG

ve her A € Fy igin

)‘(Z agg) = Z(Aag)g

geG geG



olarak tanimlanan islemler ile birlikte F,G, I, cismi dizerinde bir vektor uza-

yodar. Ayrica her o =3 cqaqg, 8=, Buh € FyG igin

aB =0 ayg) Buh) = > (ayb)gh

geq heG 9,heG

olarak tanvmlanan ¢carpma islemi ile birlikte F,G, F, cismi tizerinde grup cebirt

olur.

Not 2.2.6. Maschke Teoremi’nde, F, 'nun karakteristigi |G| yi bolmezse, F,G 'nin
basitimsi oldugunu ve dolayisiyla F,G nin her (sol) idealinin minimal (sol)
tdeallerin direkt toplama olarak yazilabilecegi soylenir. Biz de ileryen bélim-

lerde bu duruma odaklanacagz.

Tamim 2.2.7. [4] F, sonlu bir cisim ve C,,, mertebesi m olan devirli grup ol-
sun. F,C,, grup cebirindeki herhangi bir ideale ¥, cismi tizerinde devirli grup

kodu denir.

Devirli grup kodlarin bir genellemesi olarak, degismeli grup kod tanimi asa-

gidaki gibidir.

Tanim 2.2.8. [, sonlu bir cisim ve G sonlu degismeli bir grup olsun. F,G
grup cebirindeki herhangi bir ideale F, cismi tizerinde degismeli grup kodu

denir.

Tanim 2.2.9. [1] Herhangi bir o = > ;49 € F,G icin, supp(a) ile

gosterilen a’nin destek kiumesi

supp(a) = {g € G | ay # 0}

seklinde tanimlanar.



Tanmim 2.2.10. [1] Herhangi bir o € F,G i¢in, w(«) ile gosterilen o elemanin
(Hamming) agirlige adu verilen sayi, o’nin destek kimesinin kardinalitesi

olarak tanimlanar, yani
w(a) = |supp(a)]
olur.
Tamim 2.2.11. [1] Eger J, F,G nin bir ideali ise § idealinin minimum ager-
lagn
w(J) = min{ [supp(a)| | V o € J\{0}}

seklinde tanimlanar.

Bundan sonra G degismeli grubunun belirli altgruplari ile F,G grup cebirinin

ilkel idempotent elemanlar1 arasinda bir iligki kuracagiz.

Onerme 2.2.12. [5, Lemma 3.6.6] G sonlu bir grup ve H < G olsun. Eger

F,, char(F,) 1 |G| olan bir cisim ise

.1
= —5S"h
H=rm)

heH

F,G nin idempotent elemany olur. Eger H, G grubunun normal altgrubu

ise H , F,G 'nin merkezi idempotenti olur.



Kanat. Oncelikle, H'nin idempotent oldugunu gosterelim.

~ 1 1
B = (- W (om)

heH heH

1 2
S 3)

heH

= EEEICS A

heH

1
— Ezh

heH

= 4

olur. Son olarak, H < G ise H’nin merkezi idempotent oldugunu gosterelim.

H < G oldugundan her g € G icin g~'Hg = H saglanir. Bu nedenle,

~ 1 1 ~
-1f -1 7]
g 9= g hg = h =
|H|Z |H|Z

heH heH

olur ve her g € G igin H g = gPAI saglanir. Dolayisiyla, H elemamn F,G'nin
merkezi idempotenti olur. Sonug olarak, F,G H=HF G saglanir. O

Onerme 2.2.13. H sonlu bir grup ve K < H olmak tizere
HE = H

saglanar.

10



Kamit. K, H'nin altgrubu olmak {izere

P 1
HEK = |H|Z Zk

heH keK

:uwm§:h§y

heH keK

olur. O

Onsav 2.2.14. G sonlu bir grup ve H, G grubunun altgrubu olsun. H altg-
rubunun G grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kiimesini p olarak adlandi-

ralim. O zaman herhangi bir o € p i¢in
supp(odf[ )=aH

olur.

Kanit. o € p olmak iizere

~ 1
R SRR
| cH heH
icin
supp(aH) = {ah | h € H} = aH
olur. O

Onerme 2.2.15. [5, Proposition 3.6.7] G sonlu bir grup ve H, G grubunun
normal altgrubu olsun. F,, char(F,) 1 |G| olan bir cisim olmak tzere asagidaki
halka 1zomorfizmas:

(F,G)H = F,(G/H)

vardar.



Kanat. (]F‘qG)f-\[ = F,(G/H) oldugunu gosterebilmek i¢in o6ncelikle G/H =
GH oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in GH yapisini inceleyelim. GG bir grup

olmak tizere

GH = {gH | g € G}

kiimesi, ¢, i ggﬁ =g ggﬁl seklinde tanimlanan iglem ile bir gruptur. Gergek-
ten de G # () oldugundan GH # ()’dir. Bundan baska ¢, g2, g3 € G olmak
lizere glﬁ, g2}AI, ggff € GH icin

((9:H)(92 1)) (95H) = (91 H)((92H) (95 1))

esitligini saglandigindan GH kiimesi {izerinde tanimlanan isleme gore birleg-
melidir. Eger 15, G’nin birim elemani ise 1GI/1\T =H p GH’nin birim elemani-

dir. Eger gﬁ € GH ise
gf[g’ll/'-\[ = gg’lf—j —1cH=HeGH
oldugundan g}A[ € GH elemann tersi g_lﬁ € GH'dur.

Her g € Gi¢in 0 : G — Gﬁ], 0(g) = gﬁ] olarak tanimlanan # doniigimii bir
grup epimorfizmasidir. Bu epimorfizma, Ker(6) = H ve Im(0) = GH saglar.

Boylece Birinci Izomorfizma Teoremi geregi,
G/Ker(0) = G/H =~ GH = Im(f)

olur. F, cismi iizerinde GH, IFqGI/-j icin bir baz oldugundan (IFqG)ﬁI =
F,(G/H) saglanir. O

Tamim 2.2.16. [4] G degismeli bir grup olsun. H < G olmak tizere G/H #
{1} ve devirli ise, H altgrubuna G grubunun ko-devirli (co-cyclic) altgrubu

denir. G grubunun tim ko-devirli altgruplarini iceren kiime
Sce(G) ={ H | H, G grubunun ko-devirli altgrubu }

12



olarak tanimlanar.

Simde de degismeli bir G' grubunun her bir ko-devirli A altgrubu i¢in F,G'nin

idempotent elemanlarini olusturacagiz.

Notasyon 2.2.17. [1] G degismeli bir p-grup olsun ve H, G nin ko-devirli
bir altgrubu olsun. G/H devirli bir p-grup oldugundan Eslesme Teoreminden
(Correspondence Theorem) dolayr H < H* ve |H*/H| = p saglayan tek tirli
belirli bir H* vardwr. Bu H altgrubu i¢in eg = H — H* olarak tammlanar ve

eg # 0 oldugu agiktor.

Not 2.2.18. Yukarida bahsedilen ey elemany F G 'nin idempotent eleman

olur. Gergekten de
emen = (H — H)(H - H*)= HH — HH* — H*H + H*H*
esitligi elde edilir ve Onerme 2.2.13 ten
eHeH:ﬁ—I{I\*—I/—I\*+I/t-[\*:I/-]—I/-[\*:eH
olur.
Onsav 2.2.19. H bir grup ve K, H 'nin altgrubu olsun. Bu durumda
K.ey=ey
saglanar.

Kanit. K < H ise K < H* olur ve Onerme 2.2.13’ten

Key = K(H-H)

— KH-KH
A
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saglanir.

F,G'nin su idempotent kiimesini

{ec =GYU{ey = H—H* | H € S..(G)} (2.2.1)

ele alalim. Simdi bu idempotent kiimesi ile ilgili 6nemli sonuclar kanitlaya-

caglz.

Onerme 2.2.20. [3, Lemma 5| Eger p bir asal sayi, G eksponenti p™ olan
bir degismeli grup ise ve F,, (p,q) = 1 olacak sekilde eleman sayist g olan
cisim ise (2.2.1) 'deki kiime i¢indeki birbirinden farkly her idempotent birbirine

diktir. Ayrica,

saglanar.

Kamit. G grubunun birbirinden farkli ko-devirli altgruplari olan H ve K altg-
ruplarmi ele alalim. Ik olarak bu H ve K altgruplari icin egex = 0 oldugunu
gosterelim. Bu halde iki durum séz konusudur.

1.Durum: Ilk énce H C K oldugu durumu diisiinelim. Bu durumda H* C K

olur ve Onerme 2.2.13’ten
eHeK:(}AI—EI:)([A(—[/(:):[A(—K*—K+K*:

olur. Benzer sekilde K C H igin de yapilabilir.

2.Durum: Simdi H ¢ K ve K ¢ H olsun. Budurumda H C H* ve K C K*
oldugu i¢cin HK C H*K* olur. Diger yandan H C HK, K C HK oldu-
gundan H* ¢ HK, K* C HK olur ve bunlardan dolayr H*K* C HK’dir.

14



Dolayisiyla H*K* = HK'dir. Ayrica, H C H* ve K C K* oldugundan
HK ¢ HK* C H*'K* ve HK C H*K C H*K* saglanir. Fakat az once
H*K* = HK oldugu gosterdik. O zaman H*K* = HK* = H*'K = HK

olur. Sonug olarak,

enex = (H— H*)(K — K*)
= HK - HK* - H*K + H*K*
- HK - HK* — H*K + H*K*

=0

olur. Eger idempotent elemanlardan biri e = G 'ya egit ise benzer bir sonug
elde edilir.

Son olarak idempotentlerin toplaminin 1’e esit oldugunu gosterelim. S, G/H
devirli olacak gekilde G grubunun tiim H altgruplarini igeren kiime olmak
lizere e = ), .gep olarak tanmimlayalim ve e = 1 oldugunu iddia ediyoruz.
Bunu kamtlamak i¢in (F,G)e = F,G oldugunu gostermek yeterlidir. Daha

once gosterdik ki bu idempotent elemanlar birbirine diktir. Bu durumda
(F,G)e = @(FqG)eH
HeS

olur ve

dimp, (F,G)e) = Y _ dimg, (F,G)en)

HeS
saglanir. Ayrica H=H+ e ve Onerme 2.2.13 geregi ff\*eH = 0 saglandi-
gindan

(F,G)H = (F,G)H* @ (F,G)ex

olur. Boylece

dimg, ((F,G)er) = dimg, (F,G)H) — dimg, ((F,G)H*)

15



olur. Onerme 2.2.15 geregi (F,G)H = F,(G/H), (F,G)H* ~ F,(G/H") sag-

landigindan
diqu ((]FQG)BH) = dim[pq FQ(G/H) — diqu Fq(G/H*)

sonucunu elde ederiz.

G grubunun her devirli C' altgrubu i¢in C’yi tireten C’nin tiim elemanla-
rinin kiimesini G(C) ile gosterelim. C, G grubunun tiim devirli altgruplari-
nin ailesi olsun. Bu durumda |G| = Y ... |G(C)| saglanir. G bir sonlu p-
grup ve G grubunun C' devirli altgrubunun iireteg sayist ¢(|C|) oldugundan
1G(C)| = |C| —|C|/p’dir. Ayrica her X € Ci¢in ¢: C — S, |X| = |G/o(X)|
olacak gekilde iyi tanimli birebir ve orten fonksiyon vardir. Bu sonlu degis-
meli gruplar i¢in karakter teorisinin bir sonucudur [8, Chapter 10]. C' € C i¢in

¢(C) = H olarak belirleyelim. Bu durumda

dims, F,[G/H] = |C|

dimg, Fo[G/H"] = |G/H"| = |G/H|/|H"/H| = |C|/p

olur ve

dimg, ((F,G)en) = |C] — |C|/p = |G(C))|

dir. Bu durumda

> dimg, (F,G)en) = Y _1G(C)| = |G|

HeS ceC

olur. Sonug olarak (F,G)e = F,G esitligi gosterilmigtir. Dolayisiyla 1 = G +

ZHESCC(G) ey elde ederiz. -
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Teorem 2.2.21. [3, Theorem 4.1] p bir asal say: olmak tizere G, eksponenti
p" olan degismeli p-grup olsun. F,G icin (2.2.1) deki dik idempotentler ki-

mesinin ilkel idempotentler kiimesi olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(i) p" =2 ve q tek sayr
(ii) p™ =4 ve ¢ = 3(mod4)

(111) p tek asal sayr ve U(Zyn) de o(q) = ¢(p™)

durumlarindan birinin saglanmasidar.

Not 2.2.22. G bir grup ve H, G grubunun normal altgrubu olsun. 7, H

altgrubunun G grubu icindeki sol kosetlerinin temsil kiimesi olmak izere

G:UtH

ter

olarak ifade edebiliriz.

Onerme 2.2.23. [1] G sonlu degismeli bir grup ve H, G 'nin altgrubu ve 7, H
altgrubunun G i¢indeki sol kosetlerinin temsil kimesi olsun. F,, char(F,) 1 |G|

olan bir cistm olsun. Bu durumda;

(1) Her a € F,G i¢in oy € F H olmak dizere

a:Zatt

ter

olarak ifade edilir.

(i) Her x € H i¢in tH = H olur.
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(ii1) o € F H olmak dizere,

o H = e(at)ﬁ
esitligi saglanar.

(Burada €(on), o 'nin katsaydarimn F, dzerindeki toplamadar.)

Kanat. (i) Not 2.2.22’den dolay1

a = Z(Zathth)

ter heH

= 2O auh)t
ter heH
— Z Oétt (at € FqH)
olur.
(ii) Ik olarak, = € H ise vH = H dir. Boylece

xH—x |Z |H|th |H|Zh

heH heH heH
esitligi saglanir.

(ili) ¢, € F, olmak iizere ay = ., _, cxh olarak tammlansm. Ik olarak

atﬁ 'y1 inceleyelim.
atﬁl = (Z chh)ﬁl = Z chhﬁ] @ Z ch]/-\l
heH heH heH

olur. Diger taraftan,

€(ay) fAI Z cnh) H= Z ch)ﬁ = Z cnH

heH heH heH
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olur ve boylece egitlik gosterilmis olur.

Onerme 2.2.23"in dogal bir sonucu olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.2.24. [1] Herhangi aH € (FqG)ﬁI igin,

Oéﬁ[ = Zattﬁ = ZE(O&t)tﬁ

ter ter

olur. ty ve ty, 7 'nun birbirinden farkl elemanlar: olmak tizere Onsav 2.2.14

geregi

supp(t1 H) N supp(t2H) = 0

olur ve boylece (IFqG)fI ‘min her elemanimin aqirhige m € Z% olmak tizere

m.|H| formunda olmas: gerekir.

Onerme 2.2.25. [7, Proposition 2.1] G sonlu bir grup ve ¥, char(F,){ |G|
olan bir cisim olsun. H ve K, G grubunun normal altgruplar olmak iizere

H C K olsun ve e = H — K olarak tansmlansin. Bu durumda,

(i) dimg, (F,G)e = |G/H| — |G/K]|
(ir) w((F,G)e) = 2|H|

(1) A, K altgrubunun G grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kiimesi ve T,
H altgrubunun K grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kiimesi olmak

uzere

B={a(l—t)H |ac A, ter\{1}}

kiimesi F, cismi dzerinde tanvmly olan (F,G)e i¢in bir bazdor.
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Kamt. (i) Ik olarak e = H — K esitliginden H = e + K olur. ek =

(iii)

(H-K)K = HK —KK = K —K = 0 oldugundan (FqG)ﬁ = (F,G)e®
(IFQG)IA( olur ve dolayisiyla

dimg, (F,G)H = dimg, (F,G)e + dimg, (F,G) K

~

olur. H, K < G oldugundan Onerme 2.2.15’ten (F,G)H = F,(G/H),
(F,G)K = F,(G/K) ve dimg(F,G)H = |G/H|, dimg, (F,G)K = |G/K|

olur.

Sonug 2.2.24’ten dolayr (F,G)e 'nin her elemanmm agwhg m € Z*

olmak tizere m|H | formunda olmas: gerekir. Ayrica

~ ~

eH=H-KH=HH-KH=H-K=¢e (2.2.2)

gbzlemini yapalim. H ¢ (F,G)e oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dog-
rulugunu gostermek icin He (F,G)e oldugunu kabul edelim. O zaman
(F,G)e’nin birim elemani olan e ile ¢arpimindan e = H olmasi ge-
rekirdi ama (2.2.2) esitligi geregi eH = e olur. Dolayisiyla celigki elde
etmis olduk. Bu durumda w((F,G)e) > 2|H| olur.

Diger taraftan h € K\ H alalim ve

(1—h)e=(1—h)(H—-K)=H—K—hH—hK =H—hH
icin
supp(H) N supp(hH) = 0
oldugundan w((1—h)e) = 2|H | dir. Bu nedenle w((F,G)e) = 2|H| olur.

Oncelikle B kiimesinde bulunan elemanlarin (F,G)e nin elemanlari ol-
duklarini gosterelim. Her ¢ € 7\{1} i¢in (1—t)lA( —K-tKk=K-K =

0 esitligi saglanir ve
a(l—t)H =a(1 —t)H(H — K) = a(1 —t)He € (F,G)e
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olur.
Simdi de B kiimesinin lineer bagimsiz bir kiime oldugunu gosterelim.
Eger
B ID DERCEILED D PRSI D PEFL
a€Ater\{1} a€A ter\{1} acAter\{1}

ise her a € A, t € 7\{1} i¢in z,; = 0 olmas1 gerekir. Gergekten de
{aH,atH |a € A, t € 7\{1}} kiimesindeki elemanlar birbirinden ay-
rik destek kiimelerine sahip oldugundan z,; = 0 olur. Son olarak B

kiimesinin eleman sayisini hesaplayalim.
1B] = [Al(jr| = 1)
G, K
= J=(|=[=1
IR
= 1215
- 'H 'K
= dimlpq(]FqG)e

olur. Sonug olarak B kiimesi F, cismi {izerinde tanimh olan (IF,G)e i¢in

bir bazdir.
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Bolum 3

DEVIRLI VE DEGISMELI
KODLAR

Bu boliimdeki sonuglarin hepsi ve kanitlar: kaynakcada belirtilen [1] numaral
kaynaktan almmustir. {lk altbéliimde p tek asal say1 oldugunda ve G, Z,» nin
birimlerinin kiimesini iiretecek sekilde olan ¢ elemanh F, cismi {izerinde ta-
nimli p™ uzunluguna sahip tiim devirli kodlarin minimum agirligi ve boyutu
hesaplanmugtir. Ikinci altbsliimde F,(C, x C,)’deki iki minimal kodun direkt
toplami olan kodlarin minimum agirlik ve boyutlar: hesaplanmistir. Uciincii
altboliimde p? uzunluguna sahip devirli kodlar ile devirli olmayan degismeli

kodlarin verimliligi kargilagtirilmigtar.

3.1 Uzunlugu p" Olan Devirli Kodlar

Bu altbéliimde, n > 1, p tek asal say1 olmak {izere G mertebesi p™ olan devirli
bir grup ve [y,
(¢:p") =1, <q@>=U(Zp)

kogulunu sagladigimi kabul edecegiz. Bu kogullar Teorem 2.2.21 (7ii) duru-

munu saglar.
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Her 1 <i < n igin |G;| = p"~" olmak {izere
G=Gy,D>G D--DG,={1}

G grubunun altgrup zincirini olusturalim. IF,G"nin ilkel idempotentler kiimesi
1 <7< nigin

~ —_

60:G ve ei:Gi_Gifl

elemanlar ile elde edilir. Bu durumda [, cismi iizerinde uzunlugu p™ olan
J; = (F,G)e; idealleri Teorem 2.2.21°den 6tiirii minimal devirli grup kodla-
rimizdir. Bu minimal devirli grup kodlarin agirhigi ve boyutunu hesaplamak

icin Onerme 2.2.15’ten
(F,G)H = F,[G/H] ve dim(F,G(H)) =[G : H]
oldugunu hatirlayalim.

Onerme 3.1.1. [1] G bir sonlu devirli grup ve H, G grubunun altgrubu olsun.

Eger T, H altgrubunun G grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kiimesi ise
B={tH |ter)
kiimesi ¥, cismi dizerinde (IFQG)I;T icin bir bazdar.

Kamit. Bu B kiimesinin (]FqG)?[ i¢in bir baz oldugunu gostebilmek igin li-
neer bagimsiz iiretec kiimesi oldugunu gostermemiz gerekir. Oncelikle her
t € 7 igin tH € (]FqG)]/-\I’dir. Diyelim ki »°, . aitH = 0 olsun. Bu egitligin
saglanabilmesi icin her ¢ € 7 icin a; = 0 olmasi gerekir. Ciinkii Onerme
2.2.14 geregi her t1,t, € 7 i¢in supp(tlff) N supp(tgf/{\) = () olur ve boylece

her t € 7 i¢in a; = 0 olur. Bu durumda bu kiime lineer bagimsizdir. Ayrica

Onerme 2.2.15’ten |B| = |7| = |G/H| = dim((F,G)H) olur. Sonug olarak
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boyutu dim((FqG)Ef )'va esit olan lineer bagimsiz bir kiime oldugu i¢in F,
cismi tizerinde (]FqG)ﬁ i¢in bir bazdir. O

Onerme 3.1.2. [1] G mertebesi p™ olan devirli bir grup ve G = Gy D Gy D
- D Gy, = {1} altgrup zinciri olsun.
(1) dim(F,G)eg =1 ve w((F,G)ey) = |G| =p"
(ii) Her 1 <i <mn i¢in
dim(F,Q)e; = |G/G;| — |G/Gi1| ve w((F,G)e;) = 2|G;i| =2.p""
(111) Eger p, Gi_1 altgrubunun G grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kii-
mest ve 7, G; altgrubunun G;_1 grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil

kiimesi ise

B={r(1-1)G;|rep ter\{1}}

kimesi F, cismi dzerinde tanvmlanan (F,G)e; igin bir bazdur.
Kanat. Onerme 2.2.25’ten iddiamiz dogrudur. O]

Herhangi bir C' devirli grup kodu minimal devirli grup kodlarin direkt toplami
olarak yazilabildiginden C devirli grup kodunun boyutu bu kodu olusturan
minimal devirli grup kodlarin boyutlarinin toplami olarak hesaplanir. Bu

kodlarin minimum agirhgimin hesabi agsagidaki sonucta verilmistir.

Onerme 3.1.3. [1, Lemma I1.1] G derecesi p™ olan devirli bir grup ve
G =Gy DG D DG, ={1}, G'nin altgrup zinciri olsun. Eger J =
D._(F,G)e; ise bu durumda J = (FqG)é\s olur ve

w() = |G| =p"

saglanar.
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Kamit. 11k olarak

cotert - tes=G+ (G —Go)+ -+ (G —Gy)

[
2

oldugunu gozlemleyelim. Bu durumda

s

J=PFG)ei = (FG)(eo + 1 + -+ es) = (F,G)G,s
i=0
ve w(J) = w((IFqG)é\s) olur. Onerme 2.2.23 (i)’den dolay1 verilen a € F,G
ve G altgrubunun G grubu igindeki sol kosetlerinin temsil kiimesi 7 igin
a; € F G olmak lizere a = Zt@ ast olarak ifade edebiliriz. Onerme 2.2.23
(ii)’den her g € G igin gé\s = é\s olur ve Onerme 2.2.23 (iii)’den oaté\s =
e(oct)é\s saglanir. Bu durumda herhangi oG, € (FqG)é\s icin

ozé\s = Zatté\s = Z e(ozt)té\s

ter ter
olur. t; ve t9, 7 birbirinden farkli elemanlar1 olmak {izere tlé\s ve tgé\s’nin
destek kiimeleri ayriktir. Dolayisiyla

w(aGy) > w(Gy) = |Gyl

olur. Ayrica G, € (FqG)é\s oldugundan w(J) = |G| olur.

]
Onerme 3.1.4. [1, Lemma 11.2] G derecesi p" olan devirli bir grup ve G =
Go D Gy D -+ DG, = {1}, G’nin altgrup zinciri olsun. 0 < iy < --- <i; wve
e, +---+ei, # e+ +e1 olacak sekilde J = @ZZO(FqG)eik tanimlansin.

Bu durumda

w(3) = 2|G | = 2p" "

olur.
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Kanat. 11k olarak j < k olmak iizere
€ij = (GJ - ijl)Gk = Gj — Gj,1 =€ (311>
oldugunu gozlemleyelim. Dolayisiyla 1 < k < ¢ igin

(F,G)es, = (F,G)e, Gy, C (F,G)G,,

olur ve boylece § C (IFqG)él\-t "dir. Sonug 2.2.24’ten (FqG’)é;’nin her elemanin
agirhglt m € Z* olmak {izere m|G;,| formunda oldugunu biliyoruz. é\“ 3
oldugunu iddia ediyoruz. Bunun dogrulugunu gostermek icin é; € J oldu-
gunu kabul edelim. O zaman (e;; + --- + eit)é,\-t = C/JZ olmasi gerekir ama

(3.1.1) esitliginden (e;, +- - -+e;,)Gi, = (€;, +- - -+e;,) olmasi gerekir. Béylece
w(J) > 2|G,,|dir.

Simdi w(J) = 2|G;,| oldugunu gosterelim. Bir g € G;,_,\G}, segelim ve o =
(1 — g)e;, olsun. O zaman

(1= g)es, = G, = Gi_, — 9Gi, + 4Gy, = Gi, — 4G,
olur. Bu durumda w(a) = 2|G;,| olur ve béylece w(J) = 2|G,,| dir. O

Son iki 6nerme 1s181da F, cismi {izerinde p™ uzunluguna sahip devirli grup
kodlarin minimum agirhgi 1 <4 < n icin p"~* veya 2 < j < n icin 2p" 7 for-
mundadir. Olas1 her minimum agirlik i¢in Fy cismi tizerinde verilen agirhga
ve maksimum boyuta sahip olan devirli grup kodlar1 olusturabiliriz. Yani ve-
rilen hata diizeltme kapasitesi i¢in daha ¢ok bilgi tagiyan devirli grup kodlar
belirleyebiliriz.

Teorem 3.1.5. [1,Theorem 11.3] G derecesi p™ olan devirli bir grup ve I,
cismi (p",q) = 1 ve < § >= U(Zyn) kosulunu saglayan bir cisim olsun ve
0 < j < n olan her j tamsayisi i¢in, G = Gy D G; D -+ D G, = {1}, G'nin

altgrup zinciri olmak tzere

26



1) Minimum agirbge p"~ ye esit olan devirli grup kodlary i¢inde maksimum

boyuta sahip olan devirli grup kodu

J=(F,Gleo & (FGler @ -+~ & (F,G)e;
olur ve bu kodun boyutu p’ 'dir.

2) Minimum agirhgn 2p™ 7 ye esit olan devirli grup kodlar icinde maksimum

boyuta sahip olan devirli grup kodu

3 = (FqG)el D (FqG)eg b---D (FqG)ej

olur ve bu kodun boyutu p’ — 1 dir.

3.2 Uzunlugu p? Olan Degismeli Kodlar

Bu altbolimde G =< a,b | a» = P = 1, ab = ba > seklinde belirlenmis
degismeli grup ve

(¢.p) =1, <q>=U(Zy)

kosullarmi saglayan F, sonlu cismini ele alahm. G' grubunun tanimindan do-
lay1 G =< a > x < b > olarak ifade edebiliriz. Her z € G i¢cin T = < « >
olarak tamimlarsak Teorem 2.2.21’den dolay1 F,G"nin ilkel idempotentler kii-

mesl

EOZG, elza—G, egzb—G

vel <j7<p-—1i¢n
f;=abi = G

elemanlar ile elde edilir. Boylece F,G'nin minimal idealleri 0 < 7 < 2 i¢in

(F,G)e; ve 1 < j < p—1icin (F,G)f; idealleridir.
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Onerme 3.2.1. [1] G = C, x C, olsun. Bu durumda

(i) dim(F,G)eg =1 ve w((F,G)eo) = p?,
(i) i=1,2vel <j<p-—1igin

dim(F,G)e; = dim(F,G)f; =p—1 ve w((F,G)e;) = w((F,G)f;) =2p
olur.

Kanat. Onerme 2.2.25’ten iddiamiz dogrudur. O]

Tanim 3.2.2. [, ve Iy, F,G grup cebirinin iki ideali olsun. Eger F,Gye
lineer genislemesi olan v icin ¥(I;) = I olan G’nin bir 1) otomorfizmas:

varsa, I, ve Iy G-denktir denir.

Not 3.2.3. [1, Remark I11.1] i = 1,2 i¢in (F,G)e; vel < j < p—1 i¢in
(F,G) f; minimal grup kodlary ikili olarak birbirine G-denktir. Gercekten de
6(a) = a ve (b) = al’ seklinde tamwmlanan 0 : G — G bir grup izomor-
fizmasu verir ve F,G ye lineer genislemesi olan 0 : F,G — F,G igin her
a € F,G w(a) =w((a)) kosulunu saglar.

Bundan sonra herhangi iki tane minimal degigmeli grup kodunun direkt top-

laminin tanimladigi kodun minimum agirligini hesaplamaya calisacagiz.

Onerme 3.2.4. [1] G grubunun < a >, < b > ve 1l < j < p—1 ig¢in
< al’l > altgruplarindan herhangi ikisi olacak sekildeki H ve K altgruplarina
ele alalim. Her secim i¢in de G = H X K egitligi saglanir. Kabul edelim ki

h e H icin H=<h>vek € K icin K =<k > olsun. Ayrica e = H — G,
f= K — G olarak ayarlayalim ve

J=(F,Geo (F,G)f
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seklinde tanimlansin. Bu durumda
B={1-K)H|1<i<p-1IU{1-MWK|1<j<p-1}

kiimesi ¥, cismi dzerinde J i¢in bir bazdur ve dim(J) = 2(p — 1) olur.

Kanat. Onerme 2.2.25 9B kiimesinin J'nin bir baz1 oldugunu dogrular. O]

Notasyon 3.2.5. [1| Yukarida tanimlanan J ideali i¢in B kiimesi bir baz

oldugundan her oo € J igin x;, y¢ € Fy olmak tizere

p—1 p—1
a=> z(1—k)H+Y y(l—hK
=1 t=1

seklinde yazabiliriz. Daha sonra da

p—1 p—1 p—1 p—1
Q= (ZIEMLZ%) ¥ a2=z<—$i+zyt> k'
j= =1 t=1

p—1 p—1 p—1
Qg = Z (—yt + Zl}) ht, gy = — Z (331 + yt) klht

i=1 it=1

1¢IN
1
QZE(CM1+O£2+O63+O[4)

olarak ifade edilebilir.

Not 3.2.6. [1] Notasyon 3.2.5°te tanimlanan oy, as, asg, oy elemanlar ikili

olarak ayrik destek kiimesine sahiptirler. Bu nedenle
w(a) = w(ar) +wlag) + wlag) + w(ay)

esitligi saglanyr ve w(ay) < 1, w(as) < p—1, w(az) < p—1, w(lay) <
(p — 1) dir.
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Not 3.2.7. [1] Ozel olarak

le:x2:oo~:x‘p71:—y1:—y2:---:—yp71

durumu saglandiginda w(oay) =0, w(az) =p—1, w(az) =p—1, w(ay) =0

olur ve bu dzel durum igin w(a) = 2p — 2 dir.

Bundan sonraki amacimiz Onerme 3.2.4’te tanimlanan J ideali i¢in w(J) =
2p — 2 oldugunu gostermek olup, bunun i¢in de 0 < w(«a) < 2p — 2 olacak

sekilde a € J oldugunu kabul ederek bazi gézlemlerde bulunalim.

Notasyon 3.2.8. [1] p > 3 olmak dizere A matrisi —ovy in katsayilar matrisi

olsun. Yani

r1+ % T1+Y2 0 X1t Ypa
pr— To+ To+Yz2 0 TotYp
Tp1+Y1 Tpat+Y2 - Tpo1+Yp

seklindedir ve A matrisi en az dort tane situn ve dort tane satirdan olus-

maktadar.

Onerme 3.2.9. [1, Remark II1.2] Yukarda tansmlanan A matrisi ayn

anda ¢ tane girdisi sifira esit olan

A/ . |:azj CLZ‘k:|

Qhj Qpk

bicimindek: altmatrisler: icermez.

Kanat. Kabul edelim ki a;; # 0 ve a;, = apr = apj = 0 olsun. Bu durumda

rity,=0
rp+yr =0
xp+y; =0
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olur ve boylece z; = —y;, = x), = y; esitliklerinden a;; = x; + y; = 0 olmasi
gerekir. Fakat bu a;; # 0 olmasi ile ¢eligir. O halde A’ bicimindeki matrisin

ayni anda ¢ tane girdisi sifira esit olamaz. ]

Eger w(a) < 2p — 2 ise w(ay) < 2p — 2 olur. Bu durumda gosterecegiz ki

p > 3 olmak tizere w(ay)’iin alabilecegi degerler p— 1, 2p — 3 veya 2p — 4’tiir.

Onerme 3.2.10. [1, Lemma I11.3] p > 3 i¢in w(ay) < 2p — 2 ise A matri-
sinin bir satirindaki ya da sttunundaki tim girdilerin sifira esit olmast i¢in

gerekli ve yeterli kosul w(oy) = p— 1 olmasidar.

Kanat. Diyelim ki A matrisinin iy. satirida bulunan tiim girdilerin sifira egit

oldugunu varsayalim. Bu durumda

—l'i():yl:ygz...:yp_l

esitlikleri saglanir. Eger A matrisinde yukaridaki girdiler diginda sifira egit
bagka bir girdi daha bulunuyorsa ¢, indeksleri i¢in —x; = y; olur. Her 1 <
t<p—-1li¢in —x; =y ve =) =y1 = Y2 = ... = Yp—1 esitliklerinden dolay1
1. satirda bulunan tiim girdiler sifira esit olur. Her satirda p — 1 tane girdi
oldugundan ve yukaridaki argiimandan dolay1 A matrisinde sifira esit olan
girdilerin toplam sayisimin (p — 1)’in bir kati olmasi gerekir.
Simdi w(ay) = 2p — k olarak belirleyelim. Eger w(ay) = 0 ise 1 = 29 =
L= Tpo1 = —Y1 = —Yo = ... = —Y, esitlikleri saglanir ve Not 3.2.7'de
gosterildigi gibi w(a) = 2p — 2 olur. Bu nedenle 3 < k < 2p oldugunu kabul

edelim ve ay’in
(=1 = (2p—k) = (p— 1> —2Ap— 1) + k=2

tane katsayisi sifira esittir. Fakat A matrisinde sifira esit olan girdilerin top-

lam sayist (p — 1)’in bir kat1 oldugundan
=D llp-1"=20p—1)+k-2]
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olur ve dolaysiyla p — 1 | k — 2’dir. Ama 1 < k-2 <2p—-3 < 2(p—1)
oldugundan k —2 = p — 1 olmas1 gerekir ve bu nedenle £k = p+ 1 olur. Sonug

olarak w(ay) =2p—k=2p— (p+1) = p — I'dir.

Simdi diyelim ki w(ay) = p— 1 olsun. Eger A matrisi tiim girdileri sifira egit
olan bir satir igeriyorsa ispatimiz biter. Varsayalim ki A matrisi her satirinda
en az bir tane sifira egit olmayan girdiye sahip olan bir matris olsun. O zaman
w(ay) = p — 1 olmas i¢in her satirda sadece bir tane sifirdan farkli girdi
olmasi gerekir. Simdi tiim bu girdilerin ayni siitunda oldugunu gosterelim.
Birbirinden farkh olan j;, jo siitunlar icin 7; # 75 olmak {izere a;,j, ve ai,j,
girdilerinin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. p — 1 > 3 oldugundan
ii¢iincii bir 7 siitununun varhigindan séz edebiliriz. Bu j stitunu j; ve js’den
farkli oldugu i¢in ve her satirda sadece bir girdi sifirdan farkl oldugundan

a;,; = a;,; = 0 olmas1 gerekir. Boylece

l%jl %j]

Qigjy  Qigj
altmatrisinde a;, , sifirdan farkl olur ve diger ii¢ girdi sifira esit oldugundan
Onerme 3.2.9 ile celisir. Bu durumda sifira esit olmayan tiim girdilerin aym

siitunda olmasi gerekir ve diger siitunlarda bulunan tiim girdiler sifira esittir.

]

Onerme 3.2.11. [1, Lemma I11.4] Diyelim ki p > 3 igin w(ay) < 2p — 2
ve w(ay) # p — 1 olsun. Bu durumda A matrisinde en az bir satwr i¢in bu

satirda bulunan girdilerden sadece biri sifirdan farklhdar.

Kamt. w(ay) # p — 1 oldugundan Onerme 3.2.10 geregi A matrisi tamami
sifira egit olan bir satir veya siitun igermez. A matrisinin her satirmin en
az iki tane sifira esit olmayan girdiye sahip oldugunu varsayalim. A matrisi

(p — 1) satirdan olugtugundan dolay1 en az 2(p — 1) tane girdi sifirdan farkh
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olur. Dolaywsiyla w(ay) > 2(p — 1) olur. Fakat bu durum w(ay) < 2p — 2
olmasi ile ¢elisir. Bu ¢eligkiye her satirda en az iki tane sifira esit olmayan
girdi oldugunu varsayarak diigtiik. Boylece A matrisinde en az bir satirin

sadece tek bir girdisi sifirdan farklidir. O

Onerme 3.2.12. [1, Lemma I11.5] p > 3 olmak iizere A matrisi Onerme
3.2.11de belirtilen sekildeki gibi olan iy, 1o satirina icerdigini kabul edelim ve

Qi gy s Qigjo SUardan farkly olan girdiler olsun. Bu durumda j, = jo olur.

Kanat. Eger ji # jo ise kabuliimiiz geregi ¢; satirinda sadece a;,;, sifirdan
farkli, iy satirinda sadece a;,j, sifirdan farkh oldugundan a;,;, = a@;,;, = 0
olmas1 gerekir.

p — 1 > 3 oldugundan j; ve jo siitunlarindan farkh olan bir js siitunundan
bahsedebiliriz. Bundan dolay1 a;, j, = a;,;, = 0 olur. Boylece

A/ _ |:a’i1.j1 Qi1 5o ai1j3:| — |:ai1j1 0 0}

Qigjy  Giggy  Qinj 0 aiy, 0

altmatrisinde a;,j, # 0, ai,;, # 0 oldugundan Onerme 3.2.9 ile celigir. Bu
geligkiye 71 # j2 oldugunu varsayarak diistiik. O halde j; = j5 olmalidir. [J

Onerme 3.2.13. [1, Lemma I11.6] p > 3 olmak iizere A matrisii,. satirnda
sadece a; 5, girdisi sifirdan farkl olacak sekildeki bir matris olsun. Eger is.
satirda en az iki tane girdi sifirdan farkl ise bu satirda (a;,; harig) tim

girdiler sifirdan farklhdar.

Kanat. Bu ispatta iki durum s6z konusudur.
1.Durum: a;,;, # 0 oldugunu kabul edelim ve 7, satirmnda bulunan diger bii-
tlin girdilerin sifirdan farkh olduklarimi gosterelim. Simdi a;,;, sifirdan farkl

olan bir diger girdi olsun. p — 1 > 3 oldugundan j; ve j, siitunlarindan farkh
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olan bir j siitunundan bahsedebiliriz. Bu durumda a;; = 0 olur ve eger

Qigjy iy Uipjy O

altmatrisinde a;,;, # 0 oldugundan Onerme 3.2.9 ile celisir. Bu celiskiye

a;,; = 0 esitligi saglanirsa

a;,; = 0 oldugunu kabul ederek diigeriz. Bu durumda i, satirinda bulunan
tiim girdiler sifirdan farklh olur.

2.Durum: Simdi a,,;, = 0 olarak kabul edelim ve iy. satirda a,,;, girdisi
disinda tiim girdilerin sifirdan farkli oldugunu gosterelim.

Eger iy. satirda a;,; = 0 olacak sekilde bagka bir girdi varsa bu durumda

laim am} _ [%a’l 0}
Wigjy  inj 0 0
altmatrisinde a;,;, # 0 oldugundan Onerme 3.2.9 ile celisir. Boylece 45 sati-

rinda a,,;, disinda tiim girdiler sifirdan farkh olur. O

Artik w(ay) igin olan iddiamiza hazriz.

Onerme 3.2.14. [1] Eger w(ay) < 2p — 2 ise w(oy) %in alabilecegi degerler

p—1, 2p — 3 veya 2p — 4 tir.

Kanat. 1k énce Onerme 3.2.10 ile w(ay) = p — 1 olmasi icin gerek ve yeter
kosulun A matrisinin tiim girdileri sifira egit olan bir satir veya siitun iger-
mesi oldugunu gosterdik.

Daha sonra w(ay) # p — 1 oldugunda Onerme 3.2.11°de en az bir satirda sa-
dece bir tane girdinin sifirdan farkl oldugunu gosterdik. Tiim satirlar boyle
olsayd1 w(ay) = p — 1 olurdu ve w(ay) # p — 1 olmast ile geligirdi. Bu ne-
denle A matrisinin en az bir satir1 birden fazla girdisi sifirdan farkl olacak
sekildedir. Onerme 3.2.13 bu satirda bulunan girdilerin biri hari¢ hepsinin

sifirdan farkli olmasi gerektigini gosterir. Bu son iki gozlem 15181 altinda bize
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minimum agirligl verecek olan matris

B 0 .. l'1+y] O T
0 e x2+y] O
Tty o Tty o Tkt Yp
0 o xk+1+y] O
L 0 e :L'p_1+yj O ]

formunda olup, Onerme 3.2.13 x), + y; hari¢ biitlin x; + y;’ler ve x;, + y;'ler
sifirdan farkli oldugunu séyler. Sonug olarak eger w(ay) # p — 1 ise w(ay) =

2p — 3 veya w(ay) = 2p — 4 degerlerinden biri olur.

Onerme 3.2.15. [1, Lemma I11.7] Ejer p > 3 ise w(J) = 2p — 2 olur.

Kanat. Bu 6nermenin ispatini w(ay)’iin olasi alabilecegi degerler iizerine ya-
pacagiz.

Diyelim ki w(ay) = p — 1 olsun. Bu durumda —a,’iin katsayilar matrisi olan
A, Onerme 3.2.10 geregi bir satir1 ya da bir siitunu tamamen sifira esittir.
Kabul edelim ki . satirda bulunan tiim girdiler sifira esit olsun. Bu durumda
—x; = Y1 = Yo = -+ = yp_1 esitlikleri saglanir. Eger A matrisinde 7. satir
diginda bagka bir girdi daha sifira esit ise o satirda bulunan diger girdiler
de sifira esit olmasi gerekir. O zaman A matrisinde sifirdan farkl her girdi-

nin ayni satirda olmasi gerekir. Diyelim ki bu satir j. satir olsun. O zaman
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esitlikleri saglanir. Bu durumda
p—1 P

ay = Z(—Iz + z_: L

=1 t=

= (_xl+yl+"'+yp—1)k+"'+(_xj+y1+"'+yp—1)kj
+ ---+(—xp71+y1+~--+yp71)kp*1

= pyik + -+ (=2 + (p = Dy)k? + - + pya k"™

olur. Eger y; = 0 olursa o # 0 oldugundan z; # 0 olmasi gerekir. Bu
durumda az = (—x;)k’ olur ve w(ay) > 1’dir. Bu 6zel se¢im igin, yine y; = 0

durumunda

g3 = (—yt —+ Z SCZ)ht

olur ve w(az) = p — I’dir. Béylece w(a) > 2p — 2 olur. Eger y; # 0 ise
w(ag) > p— 2’dir. Eger w(as) = p — 2 olursa a; # 0’dir ve boylece w(ay) =
1’dir. Sonug olarak w(a) > 2p — 2’dir.

Eger w(ay) = 2p — 3 olursa —ay’tin katsayilar matrisi

B 0 o x1+y] O T
0 .. an_{_y] O
A: 0 PN -kal‘i‘yj O
Tty o TetTY; o Tkt Ypot
0 e xk+1+yj o e 0
L 0 c o xp—l—i_yj O )

formundadir. Bu durumda w(as) > 1 ve w(az) > 1 oldugu goézlemlenir.

Béylece w(a) > 2p — 2 olur.
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Son olarak w(ay) = 2p — 4 olursa —ay’iin katsayilar matrisi

B 0 e xl_{_y‘] O T
0 e :L'2_+_y] O
T+ e 0 e Tt Yp
0 o xk+1+y] O
i 0 e x-p_1+yj O ]

formundadir. Bu durumda w(as) > 1 ve w(as) > 1 oldugu gozlemlenir.

Sonug olarak w(a) > 2p — 2 olur. O

Onerme 3.2.16. [1] Eger p = 2 ise w(J) = 2 olur.

Kanat. H = {1,h}, K = {1,k} altgruplan i¢in e = h— A\, f= k—A
olarak ayarlayalim ve § = (F,A)e®(F,A) f seklinde tanimlansin. Bu durumda
B = {(1—k)H}U{(1—h)K} kiimesi F 4 Cismi lizerinde J ideali i¢in bir bazdir.

O zaman a # 0 € J i¢in 2,y € F, olmak tizere
a = z(1—k)H+y(1-hK

N %[(:c +y)l+ (@ —y)h+ (y — 2)k — (x + y)hk]

olarak ifade edilir. Bu durumda w(a)) > 2 olur. Eger x = —y esitligi saglanirsa

w(a) = 2'dir ve boylece w(J) = 2 olur. O

Onerme 3.2.17. [1] Eger p = 3 ise w(J) = 4 olur.
Kamit. A grubunun < a >, < b > ve i = 1,2 icin < ab® > altgruplarindan
herhangi biri olacak gekildeki H ve K altgruplarimi ele alalim. Bu altgruplara

kargilik gelen ilkel idempotent elemanlar e = H - ﬁ, f= K — A dir ve
J=(F,Aed (F,A)f olarak tanimlansin. Herhangi bir o € J igin
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elemanlari igin

()z:g(Oé1+OZ2+()é3+Oé4)

olarak ifade edilir. Bu durumda w(J) = 4 olur. Bunu gostermek igin éncelikle

—ay ln katsayilart matrisi olan

_[T1 T Tty
To+ Y1 To+ Yo

matrisini olugturalim ve olabilecek tiim durumlar inceleyelim. Eger w(ay) =
0 olursa bu durumda x; = s = —y; = —ys esitlikleri gergeklesir ve w(a) = 4
olur. Eger w(ay) = 3 saglanirsa w(ay) = 1 dir ve béylece w(a) > 4 olur. Son
olarak w(ay) = 2 oldugunda w(as) > 1, w(ag) > 1’dir ve bdylece w(a)) > 4

olur. Sonug olarak w(J) = 4 olur.

]

Onerme 3.2.15, Onerme 3.2.16, Onerme 3.2.17 birlikte bize asagidaki sonucu

verir.

Teorem 3.2.18. [1, Theorem I11.8] Eger p bir asal sayi, A= C, x C, olan
bir grup, F, cismi de (p,q) = 1 ve < q >= U(Z,) kosulunu saghyorsa A
grubundaki indeksi p olan birbirinden farkls H ve K altgruplar i¢in e =
H— A, f= K — A olarak belirleyelim ve § = (F,A)e & (F,A)f seklinde
taniymlandiginda

dim(J) = w(J) =2(p—1)

olur.
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Ornek 3.2.19. [1, Example 111.9] A sonlu degismeli grubu a® = b° = 1
icin A =< a > X < b> olacak sekilde tanimlansin ve FoA grup cebirini ele

alalim. Bu durumda FoA’nan ilkel idempotentleri
er=0—A, ea=b—A, fi=ab— A

fo=a? — A fy=ab®— A, f=ab'— A

seklindedir. Bu ilkel idempotentlerden yararlanarak Wo A grup cebirinin birbi-

rine izomorfik olmayacak sekildeki ideallerini inceleyelim. Bu idealleri I; =

I, = (FyA)e; @ (FaA)e,

J1 = (FaA)e; @ (FaA)es @ (F2A) fi

Jo = (FyA)e; @ (FyA)es @ (FoA) f1 @ (FoA) fo

J3 = (FoA)e; & (FoA)ea @ (FoA) f1 @ (FoA) fo & (F2A) f3

Jy = (FeA)e; @ (FoA)es @ (FoA) f1 @ (FoA) fo @ (F2A) f3 @ (FoA) fy
olarak belirleyelim. Belirlenen her ideal i¢in GAP(Groups, Algorithms Program-
ming)[13] yardvmuyla

w(ly) =10, w(ly) =8, w(J;) =6

w(Je) =4, w(J3) =2, w(Jy) =2

olarak hesaplanmastir.

Not 3.2.20. [1, Remark I11.10] A sonlu degismeli grubu a? = 0P = 1 i¢in
A =< a > x < b > olacak sekilde tanvmlansin ve F A grup cebirini ele

alalvm. F, A grup cebirinin birbirine izomorfik olmayan idealleri
Il = (FQA)Gl, ]2 = (FqA)Bl D (FqA)BQ,
Ji = (FsA)er & (FyA)es @ (FuA) f1
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ve her <i <p—1 1i¢in
Ji=Jie1® (FA) fi

formundadirlar. Onerme 3.2.1°den w((F,A)er) = 2p ve Teorem 3.2.18den
w((F,A)e; & (F,A)es) = 2p — 2 oldugu hesaplanmustir. Ayrica w(Jy—2) =
w(Jp—1) = 2°dir. Bu yiizden

esitligi saglanacak gibt duruyor. Fakat ispati hem makalenin yazarlars hem

de bizim tarafimizdan yapilamamastar.

Asgagidaki 6rnek grup kodlarimi kullanarak kod ¢ézmenin nasil yapilacagi hak-

kindadar.

Ornek 3.2.21. G = C3 x O3 =< a > X < b > ve ¢ = 2 olmak tizere

Fo(Cs x C3) grup cebirini ele alalim ve
Fy(Cy x C3) = {1, a,a? b,b* ab, ab®, a®b, a*b*}
olur. G'nin ko-devirli altgrubu olan H =< a > altgrubu ile Fy(C5 x Cs) "in
en=H—G= |—;[’Zh—éZg:b%—ijLab%—ab?%—aQb—l—ang
heH e

ilkel idempotent elemans elde edilir. Boylece,
F2(05 X 03)6}[ = {O, ey, bBH, b2€H}

Fo(Cs x C3) %in minimal ideali olur. E = {ey,--- ,eq} kiimesi Y un standart

swraly bazr olmak tizere

¢103X03—>E
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1l—— e
a— ey

a? — e
b— ey

b2 — e

ab — eg

ab® — e

a’b — eg

a’h? — eg

seklinde tanimlanan fonksiyonun lineer genislemesi 0 : Fo(Cy x C3) — FY

vektor uzayn izomorfizmas: sayesinde Fo(Cs x C3) %iin ideallering, T un bir

altuzayr olarak gorebiliriz. Yani Fo(Cs x C3)ey minimal ideali igin
0 : Fy(Cs x C3) — T}
0 — 000000000
ey — 000111111
bey — 111010101

b2ey — 111101010

olup, C' = {000000000,000111111,111010101,111101010} C FJ olur. Diye-
lim ki alewya x = 111010100 sézeiigii ulasmas olsun. Oncelikle C’nin baz

kosetlerini yazalim:
000000000 4+ C' = {000000000,000111111,111010101, 111101010}

000000001 + C' = {000000001,000111110,111010100,111101011}.
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O zaman x kod sozciguniin bulundugu kosetteki en kiiciik agirliga sahip olan
elemana segelim ve e olarak adlandiralim. Bu e elemanina hata dizgesi denir

ve e = 000000001 olur. O zaman
v=x—e¢e=111010100 — 000000001 = 111010101

olarak ¢ozilir.

3.3 Uzunlugu p? Olan Devirli Kodlar Ile Degis-
meli Kodlarin Karsilagtirilmasi

Bu altboliimde uzunlugu p? olan devirli grup kodlar ile devirli olmayan de-

gigsmeli grup kodlarinin kiyaslanmasi iizerinde durulacaktir.
Asgagidaki 6nermeyi kiyaslayacagimiz kodlarin ortak bir cisim kullanarak ya-

zabilmek i¢in kullanacagiz.

Onsav 3.3.1. Eger p tek asal sayr ve m < n ise U(Zym) < U(Zyn) saglanar,

Ayrica q, U(Zym) igin bir dreteg ise q elemans U(Zyn) igin de bir dreteg olur.

Kanit. Eger m < n ise U(Zym) < U(Zyn) saglanir. Gergekten de m < n ise,
her a € U(Zym) i¢in (a,p™) = 1 oldugundan (a,p”) = 1 olur. Dolayisiyla
U(Zym) C U(Zyn) saglanir.

Simdi de & > 2 icin ¢'nun U(Z,)'nmn bir iireteci oldugunu kabul edip,
U(Zy+1) igin de bir {irete¢ oldugunu gosterelim. Bunu gostermek i¢in ¢'nun
U(Zyk+1)'deki derecesinin h oldugunu kabul edelim. O zaman

¢" =1 (mod p**)
saglanir. Lagrange Teoremi geregince h | |U(Zx+1)| olmasi gerekir, yani

hl (P =p") (3.3.1)
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olur. Ayrica ¢" = 1 (mod p**1) ise, ¢" = 1 (mod p*) saglanir. Bu durumda

U(Z,x) igindeki ¢'nun derecesi olan (p* — p*~')’in h’yi bélmesi gerekir, yani

" =P | h (3.3.2)

olur. Ozel olarak h, p'nin bir katidir. O zaman (3.3.1)’den ha = (p*+! — p¥)
olacak gekilde pozitif a tamsayisi ve (3.3.2)’den dolay1 (p* —p*~1)b = h olacak

sekilde pozitif b tamsayist vardir. Bu durumda

ab(pk . pk—l) — <pk+1 _pk)

esitligi saglanir. Dolayisiyla ab = p olmasi gerekir. Boylece a = 1 yada b =1
saglanir. Bu nedenle h = p*+1 —p¥ ya da h = p¥ —p*~! olmasi gerekir. Diyelim

ki h = p* — p** olsun. Simdi, U(Z,) i¢in ¢ bir iireteg oldugundan

k—

q° 4 Z 1 (mod pk)

olur. Ayrica g € U(Zyx-1) oldugu ve bu grubun eksponenti pF=1t —pF=2 oldugu
icin

¢ 7 =1 (mod pF )
saglanir. Son iki satirdaki matematiksel ifadeler p'nin bolmedigi bir u tam-
sayist icin g7 P77 = 1 4 up® ! esitliginin saglanmasi gerektigini soyler.

Dolayisiyla,

(@ 7P = (upthy
-G Qe (o

olur. Dikkat edilirse her 1 <17 < p — 1 igin (p)’ p’nin bir katidir. Ciinkii,
1

G)_ pt  _plp—1)---(p—i+1)
i) illp—i4)  i(i—1)---2-1
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pti(i—1)---2-1vep|p(p—1)---(p—i+1) oldugundan p | <p) gerekir. Eger
i

k+La holiiniir.

1= 2ise (]2)) , p’'nin bir kati oldugundan <]2?> (up*~1)? terimi p
Ciinkii, eger k = 2 ise p-p? = p? ifadesi p*’e boliiniir, k > 3ise 2k —2 > k+1

oldugundan (g) (up*~1)? terimi p*+Ve boliiniir. Ayrica 2 < i < p saglayan

her 7 icin ik —i > k + 1 olur ve boylece p**! her (p) (up®~1)? terimini boler.
i

Sonug olarak,

=1+ up® (mod p*)

—~

)
iS]

|
3
~—
3

I

saglanir. Boylece
(@ 77 )P =1+uwp" (mod pth)

k+1)

yani ¢?" P = 14+ upk (mod p saglanir ve u, p'nin bir kat1 olmadigindan

@ P £ 1 (mod p*t?t) olur. Bu da U(Zyr+1)'de ¢'nun derecesinin h =

1

p¥ — pF~! olmasi ile celisir. Dolayisiyla h = pF™! — p* olmasi gerekir. Sonug

olarak ¢, U(Z,+1) i¢in bir iireteg olur. O

Uzunlugu p? olan devirli grup kodlarmnda grubun eksponenti p? oldugu icin
F, cismi tizerindeki kogulumuz (¢,p*) = 1, < ¢ >= U(Z,2) oldugunu ve
uzunlugu p? olan degismeli grup kodlarinda grubun eksponenti p oldugu icin
F, cismi {izerindeki kosulumuzun (¢,p) = 1 ve < ¢ >= U(Z,) oldugunu
hatirlayalim. Dikkat edilirse p asal say1 oldugundan (¢q,p) = 1 ise (¢,p*) = 1
olur. Dolayisiyla bu altbélimde F, cismi {izerindeki kosulumuzu, (¢,p) = 1

ve Onsav 3.3.1°den dolay1 < § >= U(Z,) olarak kabul edecegiz.

Ik 6nce uzunlugu p? olan devirli grup kodlarini inceleyelim. Eger A; merte-
besi p? olan ve a ile iiretilen sonlu devirli grup ise Béliim 3.1’den hatirlanacag:

tizere IF, A, in ilkel idempotentleri
eo=A1, eg=aP — Ay veey =1—aP
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bigimindedirler ve bu ilkel idempotentler ile ¢ = 0,1,2 i¢in J; = (F,4:)e;
minimal idealleri elde edilir ve bu minimal idealler i¢in
w(Jo) = p?, dim(Jo) =1
w(Jr) =2p, dim(F) =p—1
w(Jz) =2, dim(J) =p* —p

oldugu goriiliir. Daha sonra da F,A;’in minimal olmayan ideallerinden ayni
agirliga sahip olanlar i¢ginde bize maksimum boyutu verecek olan idealleri ele

alalim. Bu idealler Jo @ J1, J1 @ J2 olup, Teorem 3.1.5’ten
w(Jo®J1) =p, dim(Jo @ J1) =p

w1 @ J2) =2, dim(J; & J2) = p’—1

oldugu goriiliir.
Simdi de mertebesi p? olan degismeli A, grubunu ele alalim ve a? = ¥ = 1
icin Ay =< a > X < b > olsun. Bu durumda Boliim 3.2’den hatirlanacag:

tizere IF, Ao'nin ilkel idempotentleri
60:17{\27 €1 26_2\27 €2 :/5_1/4\2

ve

fi=abi— Ay, 1<j<p—1

bigiminde olurlar ve bu ilkel idempotentler ile ¢ = 0,1, 2 i¢in £, = (F,A42)e;
ve ]l < j <p-—1icn M; = (F,A2)f; minimal idealleri elde edilir ve bu

minimal idealler i¢in
w((F,Az)ep) = p?, dim(F,As)ey) =1
w(g;) =2p, dim(g;)=p—1, i =1,2
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w(M;) = 2p, dim(M;) =p—1, 1<j<p—1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla agirligi 2p’ye esit olan minimal devirli grup kod-
lar1 ile devirli olmayan minimal degigmeli grup kodlarinin ayni boyuta sahip
oldugu goriiliir ve boyutlart p — 1’e esittir. Onerme 3.2.3’tekine benzer ar-
giman kullamildiginda 7 = 1,2 i¢in £; ve 1 < j < p — 1 icin 9, idealleri
birbirine As-denk oldugu goriiliir.

Simdi Ay grubunun C),’ye izomorfik olan birbirinden farkh H ve K altg-
ruplarim ele alalim. Bu altgruplarin belirledigi idempotent elemanlar olan
e=H-—A;, f=K— 4, icin N = (F,Ar)e @ (F,As) f olarak tamimlansin.
Bu durumda

w() = 2(p— 1), dim(MN) = 2(p — 1)

oldugu Teorem 3.2.18'de gozlemlenmistir. F,A;’de her olasi agirlik icin bize
maksimum boyutu verecek minimal olmayan idealler Jo ® J; ve J1 @ J2 olup
boyutlar sirasiyla p ve p?—1’dir. F,Ay’de her olas agirlik i¢in bize maksimum
boyutu verecek minimal olmayan ideallerin boyutlar1 2 < m < p + 1 i¢in
mp —m’dir yada 1 <m < p+1i¢in 1 +mp — m’dir. Bu nedenle uzunlugu
p? olan minimal olmayan devirli grup kodlar ile devirli olmayan degismeli

grup kodlarinda boyutlar1 egit olan sadece

A(A) =3, 83, = (F,A)(1— 4)

—_

Ads) = S A f & 3 (Fydo)es = (Fydy)(1— )

1 i=1

bS]

.
Il

idealleri vardir. Bu ideallerin boyutu p? — 1’ye esittir. Ayrica bu ideallerin
minimum agirhiklar: 2’dir. Gergekten de, birim elemandan farkli olan a; € A;

—

i¢in (a; — 1)(1 — A;) € A(A4;) olur ve
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@-D0-8) = -V ¥ o

1
aa;) + ( Z a)
|A7'| acA;\{1}

a)

— |Ai]  “
ce AN {ai} ac A\ {1}

olur. Bu elemanin agirhigi 2’ye egittir.

Dikkat edilirse, F,A;’de boyutu p ve minimum agirhigi p olan J,@J; idealine,
F,As'de yaklagik olarak aynm boyutta ve minimum agirhg: iki kati olan £,
9N ideallerine sahibiz.

Genelde hata diizeltme kapasitesi iyi olan ve olabildigince biiyiik boyuta sa-
hip kodlar ele alinmak istenir. Bu degerlerden biri arttikca digeri azaldigin-
dan farkli agirliga ve boyuta sahip kodlarin verimliligini kargilagtirmak ic¢in

agagidaki tanim yapilabilir.
Tanim 3.3.2. [1] Herhangi bir C' kodunun verimliligi(convenience)
conv(C) = dim(C)w(C)

seklinde ifade edilir.

Birbirine yakin boyuta veya agirliga sahip olan kodlarin kargilagtirilmas: du-
rumunda bu kavramin daha anlaml hale geldigi goriiliir. Bununla birlikte
parametrelerden herhangi birini digerinden oldukga biiyiik olarak secersek
verimliligi biiyiik bir kod olabilir. Ancak bu kod kullanigh olmaz. Ciinkii C'
kodunun boyutu arttik¢a C’deki eleman sayis1 da hizla artacak ve iizerinde

calisilmasi zorlagacaktir.
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Minimal olmayan kodlardan ayni agirliga sahip olanlar i¢cinde bize maksimum

boyutu verecek olan devirli grup kodlar1 i¢in

2

conv(Jo @ J1) =p° ve conv(J B Jz2) = 2(p2 - 1)

olur. Ayrica iki minimal devirli olmayan degigmeli grup kodunun direkt top-

lami olan 91 = (F,As)e & (F,A,) f kodu igin
conv(M) = 4(p — 1)°
olur.
Simdiye kadar yapilan incelemelerin sonucunda agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.3.3. [1] p > 3 bir asal sayr ve Fy, (¢,p) =1 ve < ¢ >= U(Z,)
kosulunu saglayacak bir cisim ise B, cismi tizerinde tanvml p* uzunlugundaki
mimimal olmayan, devirli olmayan degismeli grup kodlari, ayni uzunluktak:

biitin devirli grup kodlarindan daha verimlidir.
Ornek 3.3.4. [1] Ornek 3.2.19°da G = Cy5 x Cs igin tansmlanan ideallerin
dim(I}) = 4, dim(L) =8, dim(J;) = 12
dim(Jy) = 16, dim(J;) = 20, dim(Jy) = 24

olur ve boylece

conv(ly) =40, conv(ly) =64, conv(Jy)="72

conv(.Jo) = 64, conv(J3) =40, conv(Jy) =48
olarak bulunur.

Ornek 3.3.5. [1] G = Cys mertebesi 25 olan devirli bir grup olsun ve G,
G grubunun mertebesi 5 olan tek altgrubu olmak tizere FoG 'nin ilkel idempo-

tentlers

eo=G, e1=G1 —G ve ea=1-—G;
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seklinde olup,
Iy = (FoG)ey, I = (FoG)ey, Iy = (FoG)es
FyG 'nin minimal idealler: olur. Bolim 3.1°den
dim(Iy) =1, dim(l;) =4, dim(ly) =20
w(ly) =25, w(l) =10, w(ly) =2
conv(ly) =25, conv(l;) =40, conv(ly) =40

sonuclarma ulasirz.

Ayrica Onerme 3.1.3 ve Onerme 3.1.4 yardumuyla minimal olmayan idealle-

TIMIZ 1CIN
w(lo® ) =5, w(ly®lr) =2, wl,® ) =2

conv(ly @ ;) =25, conv(ly ® [y) =42, conv(l; & I) =48

sonuclarina ulasiriz.
Dolayswyla, devirli durumda maksimum verimlilik 48 tken, devirli olmayan
durumda maksimum verimlilik 72°dir. Yani devirli olmayan degismeli grup

kodlart daha verimlidir.
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Bolum 4

p" UZUNLUKLU DEVIRLI VE
DEGISMELI KODLARIN
KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde p™ uzunluklu devirli ve degismeli grup kodlarini kargilagtiracagiz.

4.1 Minimal Olmayan Bazi1 Degismeli Kodlarin
Agirhik Hesabi

Bu altboliimde minimal olmayan, devirli olmayan bazi degismeli grup kodla-
rin agirlik hesabini yapacagiz. Bundan sonra bu boliimde G mertebesi p™ olan
degismeli grubu, [ > 2 olmak tlizere ky > ko > --- > kyve ky+ko+---+k =n
olacak sekilde

Cppr X Cppg X+ X Cy

devirli gruplarin direkt garpimi olsun. Ayrica ¢,
(¢,p") =1 ve <g>= U(Zy)

kosulunu saglayan F, cismini ele alalim.
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Onsav 4.1.1. G grubunun ko-devirli altgruplar i¢inde G’deki indeksi p ola-
cak sekildeki birbirinden farkly H ve K altgruplarin ele alalim ve

T=HNK
olarak adlandiralim. Bu durumda
(i) HIT = C, ve K/T = C, olur. Ayrica H/T # K/T dur.
(ii)) G/T = C, x C, olur.
(iii) |T| = p™ 2 dir.

Kanat. (i) H ve K birbirinden farkl altgruplar ve her ikisinin de mertebesi

p" ! oldugundan T # H ve T # K olmasi gerekir. Her g € G i¢in
0:G— G/H xG/K, 0(9) = (gH,gK)

olarak tanimlanan # bir homomorfizmadir. Gergekten de her g1, g, € G

icin
0(9192) = (9192H, 9192 K) = (91 H, 1 K )(92H, 92 K) = 6(91)6(g2)
saglanir. Bu tanimlanan # homomorfizmasi i¢in
Ker(0) ={ g€ G |0(9) = (9H,9K) = (H,K)} =T

olur. Ayrica G/H = C,, G/K = C, ve H # K oldugundan dolay1

G = HK esitligi saglanir. Ikinci Izomorfizma Teoremi geregi
H/T=H/HNK=HK/K =G/K =,

olur, yani H/T = C,’tir. Benzer sekilde K altgrubu i¢inde yapilirsa
K/T = C, olur ve H # K oldugundan H/T # K /T dir.
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(ii) Her g € G icin

(iii)

0:G— G/HxG/K, 0(g) = (9H,gK)

olarak tanmimlanan € bir homomorfizma oldugunu gostermistik ve bu
¢ homomorfizmasi i¢in Ker(f) = 7’dir. Bu durumda G/T, G/H X
G/K’nin bir altgrubuna izomorfik olur. H ve T', G grubunun normal
altgruplari ve T < H oldugunu biliyoruz. O zaman Ugiincii Izomorfizma
Teoremi geregi

(G/T)/(H/T) = G/H

olur. G/H = C,, oldugundan
(G/T)/(H/T) = G,

olur ve boylece [G/T : H/T] = p olmasi gerekir. (i) sikkindan H/T =
C, oldugundan |H/T| = p olur ve boylece |G/T| = p* olmas: gerekir.
Bu durumda |G/T| = p* ve G/T, G/H x G/K’nmn bir altgrubuna
izomorfik oldugundan dolay1 G/T = C,, x C, olur.

G mertebesi p™ olan bir grup ve (i7)'den |G/T| = p* oldugundan |T'| =

Va2

p"~? olmas gerekir.

]

Onsav 4.1.2. G grubunun |rT| = p ve |sT| = p olacak sekilde yle r ve s

elemanlary, vardir ki

olur.

G/T =<1rT > x <sT >

T altgrubunun G grubu i¢indeki sol kosetlerinin temsil kiimesi

_ p—1 p—1 p—1 p—1 p—1  p—1
p_{lj’,“’...’r ’S’...’S 77"‘87...’7"5 ’...’7“ 87...,7"‘ S }

olmak tzere

B ={nT | nep}
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kiimesi ¥, cismi tzerinde (IFQG)T\ igin bir bazdar.
Kanit. Onerme 3.1.1°den dogrudur. O
Onsav 4.1.3. Herhangi o € (FqG)f igin

p—1 p—1

a:E E Q' s™T

=0 m=0

seklinde ifade edilir ve bu ifadede yer alan birbirinden farkl her elemanin

destek kiimesi ayriktor.

Kanat. Her 0 < lj,lo < p—1ve 0 < my,ms < p—11igin (I1,my) # (I3, ms)
saglaniyorsa

li # Iy (mod p) veya my % my (mod p)

olur ve Onsav 2.2.14’ten

supp(rllsmlf) N supp(rbsmf) =0
olur. ]
Onsav 4.1.4. Her 0< 1< p—1,0 <m < p—1 olacak sekildeki almrlsmf €

(F, )T igin

mas O, A, = 0
e = {|T| QU # 0

olur.

Yukaridaki 6nsavin dogal bir sonucu olarak asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug 4.1.5. Herhangi o € (FqG)f’nm agirligo
w(er) = k[T
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olur. Burada k sayist o = Zf;ol an_:lo almrlsmf toplamandaki sifirdan farkh

olan gy, lerin sayisidar.

Kanat. Onsav 4.1.3te her 0 < I,m < p—1icin qurlsm’f elemanlarinin ayrik

destege sahip oldugunu gostermistik. Bundan dolay:

p—1 p—1 p—1 p—1
w(a) = w( s T ZZU} s T
=0 m=0 =0 m=0
olur ve Onsav 4.1.4'ten w(«) = k|T|'dir. O

Onerme 4.1.6. G degismeli bir grup ve Onsav 4.1.17de tansmlanan T altg-
rubu igin her nT € (FqG)T\ olmak tizere

vr: (BT — Fy(G/T),  r(nT) =T
olarak tamimlanan Yy donisimi halka izomorfizmasidir.

Kanat. Onerme 2.2.15’ten dogrudur. O]

Onerme 4.1.7. o € (F, ATy o = = SIS (gt s™TY) olarak ifade

edelim. O zaman k sayist ssfirdan farklh olan oy, lerin sayist ise

= w(yr(a))

saglanar.

Kanit. o € (F,G)T elemammn ¢y izomorfizmas: altindaki goriintiisii

p—1 p—1

= Z Z(almrlsmT)

=0 m=0

olur. Ayrica
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O, Ay = 0

w(almrlsmT):{l i # 0
) lm

oldugundan

w(yr(a)) = (Sifirdan farkli olan oy, ’lerin sayisi).l = k

esitligi elde edilir. O]
Yukaridaki 6nermelerin 15181 altinda su sonucu elde ederiz.
Sonug 4.1.8. Her a € (IFqG)f i¢in
w(ar) = w(yr(a))|T|
olur. Dolayswyla J, (IFqG)f’nm bir ideali ise w(J) = w(r(J))|T| dir.

Simdiki amacimiz Onsav 4.1.1°de oldugu gibi G' grubundaki indeksi p olan
birbirinden farkli H ve K altgruplarinin belirledigi minimal ideallerin direkt

toplami olan

(IFqG)eH I, (IFqG’)eK

idealinin minimum agirligini hesaplamaktur.

Onsav 4.1.9. H ve K, G’deki indeksi p olan altgruplar olmak zere
(i) (FyGlen C (F,G)T

(i’i) ¢T(€H) = €H/T

(i) r(FeG)en ® (FyGlex) = Fo(G/T)enr ® Fo(G/T)exr

saglanar.
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Kanat.

(i) H, G grubunda indeksi p olan altgrup oldugu i¢gin H* = G

esitligi saglanir ve

olur. Dolayisiyla,

ey

ZhT

heH/T

(Y gT)

g€G/T

rG| Zg

ey 1dempotent elemani

!G/

—

H-H*

-G

heH/T 9eG/T

seklindedir. Teorem 2.2.21°den ey, F,G'nin ilkel idempotent eleman

oldugundan (F,G)ey minimal ideal olur. Ayrica (F,G)ey C F,G'dir.

Daha sonra iki tarafi T ile carparsak (F,G)e ul C (]FqG)f elde ederiz.

Onsav 2.2.19'dan ey T = ey esitligi saglandig icin (F,G)en C (FqG)f

olur.

(ii) ey idempotent elemanimin 7 izomorfizmas: altindaki goriintiisii

Yrlen) =

olur.

Yr(H - G)
Yr(H) — ¢ (G)
1 .
Uy ; ") =g ;
1 1
/7] (ZH; ")~ 1@ <§ 9T)
H/T - G/T
= €Hg/T
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(iii) (F,G)en @ (F,G)ek idealinin ¢y izmorfizmasindaki goriintiisii

Yr((FoGlen © (FyGlex)) = ¢r((FyG)(en + ex))
= F(G/T)(enyr + ex/r)

= Fo(G/T)enr ®F(G/T)exr

saglanir.

O

Teorem 4.1.10. G mertebesi p™ olan devirli olmayan bir degismeli grup ol-
sun. Hve K, G’deki indeksi p olan altgruplar olmak izere (F,G)ey @ (F,G)ex

tdealinin minimum agirhge
w((F,G)en @ (F,Gex) = 2p" " = 2p" 2
olur.

Kanait. Sonug 4.1.8’de (FqG)T\ ‘nin her idealinin minimum agirligini nasil he-
saplanacagimi gostermistik. Daha sonra Onsav 4.1.9'un (44) sikkinda (F,G)ex®
(FyG)ek idealinin 97 altindaki goriintiisiintin Fo(G/T)en/r ® Fo(G/T)ex)r
olarak bulmusgtuk ve Teorem 3.2.18’den dolay1 bu formda olan bir idealin mi-

nimum agirligr 2p — 2’dir. Sonug olarak (F,G)ey @ (F,G)ex idealinin agirhig

w((FyGen @ (FyGlex)) = wtor((FyGlen @ (FyGex))|T|
= (2p—2)p"~°

— 2pn71 _ 2pn72

olur. O
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4.2 Karsilagtirma

Bu altboliimde uzunlugu p™ olan minimal olmayan, devirli ve devirli olmayan

baz1 degismeli grup kodlarinin kiyaslamasi iizerinde durulacaktir.

Bu kiyaslamay1 yapabilmemiz icin F, cismi tizerindeki kogulumuzu tamimla-
mamiz gerekir. Uzunlugu p" olan devirli grup kodlarinda grubun eksponenti
p" oldugu i¢in [F, cismi iizerindeki kogulumuz (¢,p") = 1, < § >= U(Z»)
oldugunu ve Béliim 4.1°deki gibi tanimlanan uzunlugu p” olan degismeli grup
kodlarinda grubun eksponenti p** oldugu i¢in F, cismi {izerindeki kogulumu-
zun (¢,p") =1ve < g>=U (Z,, ) oldugunu hatirlayalim. Dikkat edilirse p
asal say1 oldugundan (q,p*) = 1 ise (¢q,p") = 1 olur. Dolayisiyla bu altbo-
liimde FF, cismi iizerindeki kosulumuzu, (¢, p**) = 1 ve Onsav 3.3.1’den dolay

< q >= U(Zy ) olarak kabul edecegiz.

Ik 6nce uzunlugu p” olan devirli grup kodlarmi inceleyelim. Eger A; merte-
besi p™ olan ve a ile iiretilen sonlu devirli grup ise Boliim 3.1’den hatirlanacag:
tizere F A, in ilkel idempotentleri

co=A, vel<i<nicn e =ar —ar’
bigimindedirler ve bu ilkel idempotentler ile 1 < i < n igin J; = (F,4;1)e;

minimal idealleri elde edilir ve Onerme 3.1.2’den
w(Jo) = p" ve w(J;) = 2p""

olur. Simdi de F,A;’in minimal olmayan ideallerini diisiinelim. Bu idealle-
rin minimum agirliklar hakkinda Onerme 3.1.3’ten bir 1 < j < n icin p"~/
oldugu veya Onerme 3.1.4’ten bir 2 < k < n icin 2p" % oldugu gozlemlen-
mistir. Daha sonra Teorem 3.1.5’ten p™ 7/ minimum agirhginda ve maksimum

boyuta sahip olan idealin Jo ® J1 & - - - @ J; olup, boyutunun p’’e esit oldugu
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gozlemlenir. Yine Teorem 3.1.5’ten 2p"~* minimum agirhginda ve maksimum
boyuta sahip olan idealin J; ® Jo @ --- @ Ji olup, boyutunun p* — 1’e esit

oldugu gozlemlenir. Yani, her 1 < j <n igin

ve her 2 < k < n igin

dim(J, @ --- o) =p" -1

olur.

A, mertebesi p” olan degismeli grubu [ > 2 ve k1 4+ .-+ + k; = n olacak
sekilde Cr, X -+ - X Cpy devirli gruplarim direkt ¢arpimi olsun. Ay grubunun
icinde indeksi p olan H; ve Hy ko-devirli altgruplarini diislinelim ve bunlarin

tanimladigi ilkel idempotentler
61:1{[\1—;1\27 62:1[/[\2—1/4\2

olup, minimal ideallerimiz (F,As)e; ve (F,A2)es’dir. Bu minimal ideallerimiz

icin Onerme 2.2.25’ten
w((FgAz)er) = w((FyAsz)er) = 2p" "
dim((F,Az)er) = dim((F,A2)es) =p — 1
olur. Ayrica bu iki minimal idealin direkt toplami i¢in Teorem 4.1.10’dan
w((F Az)e1®(F,Az)eq) = 2p™" 1 —2p" %, dim((F,Az)es ® (F,Az)eq) = 2p—2

olur.

Minimal olmayan devirli grup kodlarinda ayni agirliga sahip olanlar i¢inde
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bize maksimum boyutu verecek olan kodlar i¢in her 1 < 7 < n olmak iizere

conv(Jo @ DF;) = dim(Fo@---J)w(@o @+ J;)
= pp"
= pn

ve her 2 < k < n olmak tizere

conv(J1 @@ Jp) = dm(FH S D IJp)w(T1 S D Jk)
= (p*—1)2p""

— 2pn il 2pn—k

olur. Simdi de Ay grubunda indeksi p olan ko-devirli altgruplarin belirledigi
minimal degigmeli kodlar1 diigiinelim. Bu sekildeki iki minimal degismeli grup

kodunun direkt toplami olan 97t kodu i¢in

conv(IM) = dim(M)w (M)
= (2p-2)@" -2p")

= 4" *(p-1)°

olur.
Simdiye kadar yapmig oldugumuz incelemeler sonucunda asagidaki teoremi

elde ederiz.

Teorem 4.2.1. p > 3 bir asal sayr ve Fy, (¢,pF) = 1 ve < § >= U(Z,)
kosulunu saglayacak bir cistm ise ¥, cismi tizerinde tanimly p" wzunluguna
sahip devirli grup kodlarindan daha verimli olan ayni uzunluga sahip devirli

olmayan degismeli grup kodlar, vardar.

Kanat. Yukarida yapilan gozlemler sonucunda p"” uzunluguna sahip devirli

grup kodlarinin alabilecegi maksimum verimlilik degeri p™ veyaher 2 < k < n
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icin 2p™ —2p"~* oldugunu, daha sonra da Teorem 4.1.10’daki gibi tanimlanan
minimal olmayan degismeli grup kodlarimin 4p™~2(p — 1) verimlilik degerine
sahip oldugunu gozlemledik. Bu durumda p > 3 oldugunda minimal olmayan
degismeli grup kodunun verimliligi daha biiyiik olur. Sonu¢ olarak devirli
grup kodlarindan daha fazla verimlilige sahip devirli olmayan degigsmeli grup

kodu bulunmustur. O

Not 4.2.2. p = 2 veya p = 3 oldugunda p"™ uzunluguna sahip minimal olma-
yan devirly grup kodlar: Teorem 4.1.10°dakt gibi tanimlanan devirli olmayan
degismeli grup kodlarina gore daha verimlidir. Biz bu tezde baz p™ uzunlu-
guna sahip devirli olmayan degismeli grup kodlarinin verimliligini hesaplada-

gmazdan bu durumlar i¢in tam olarak bir kwyaslama yapamamaktayz.

Ornek 4.2.3. G mertebesi 125 olan degismeli bir grup olsun. Bu durumda
G grubu Cla5, Cos X Cy, Cs x Cy x C5 gruplarindan birine izomorfiktir. Eger

G = Chg5 ve bir a elemana tarafindan tretiliyorsa F,G 'nin ilkel idempotentler:

— ~ —_

eo = Clas, €1 = a® — Cias

ea =a® —a®, e3=1—a*

olup bu ilkel idempotentler ile (FqG)ey, (FqG)er, (FqG)es, (FqG)es mini-
mal idealleri elde edilir. Daha sonra F,G nin minimal olmayan ideallerini
diistinelim ve aynt agirhiga sahip olanlar i¢inde bize maksimum boyutu ve-
recek olan idealleri ele alalvm. Bu idealler (FqG)ey @ (FqG)e; @ (FqG)es ve
(FgG)ey & (FqQ)es @ (FqG)es olup, Teorem 3.1.5°ten

w((FgG)ey @ (FgG)er @ (FgG)es) =5

dim((FgG)ep @ (FqG)ey @ (FqG)ey) = 25
w((FqG)e; & (FgG)ex @ (FgG)es) = 2
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dim((FgG)er @ (FgG)ex @ (FqG)es) = 124
olarak hesaplanar. Dolayisiyla
conv((FgG)ey & (FqG)ey & (FgG)esy) = 125

conv((FgG)er & (FqG)es & (FgG)es) = 248

olarak hesaplanar.
Simdi de G = Cy5 x C5 olsun. G’de indeksi p olan Hy ve Hy ko-devirli altg-

ruplarine ele alalim ve ilkel idempotentlerimiz
€1=E—@, 62:]/‘1\2—6
olup, (F,G)e; ve (F,G)ey minimal ideallerdir. Onerme 2.2.25 ten
w((F,Ger) = w((F,G)ez) = 50

dim((F,G)e;) = dim((F,G)ez) =4

olur. Ayrica bu iki minimal idealin direkt toplamains disindigimizde Teorem
4.1.10°dan
w((F,G)e; & (F,G)eq) = 40

dim((F,G)e; & (F,G)e2) =8

olarak hesaplanir. Dolayisiyla
conv((F,G)e; & (F,G)es) = 320

olur.
Son olarak G = C5 x C5 x Cy olsun. G’de indeksi p olan K1 ve Ky ko-devirli

altgruplarima ele alalim ve ilkel idempotentlerimiz

—~

=K -G, fi=K -G
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olup, (F,G)f1 ve (F,G)fo minimal ideallerdir. Onerme 2.2.25 'ten
w((FyG) f1) = w((FyG) f2) = 50

dim((F,G) f1) = dim((F,G) f2) = 4

olur. Ayrica bu iki minimal idealin direkt toplaminy diistindigimizde Teorem
4.1.10°dan
w((F,G)fi & (F,G) fo) =40

dim((F,G) f1 @ (F,G) f2) = 8

olarak hesaplanwr. Dolayisiyla
conv((F,G) f1 & (F,G) f2) = 320

olur. Yani devirle olmayan deqismeli grup kodlar: daha verimlidir.
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