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� görsel, işitsel ve yazılı tüm bilgi ve sonuçları bilimsel etik kurallarına uygun

olarak sunduğumu,
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İLİŞKİSİ
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ÖZET

Bu tezde; iki boyutlu Laplasyen büyümesi olarak da bilinen, sıkıştırılamaz bir

akışkanın reel iki boyutlu bir akışı olan Hele-Shaw akışı ile kompleks Monge-

Ampère denklemi arasındaki ilişki Julius Ross ve David Witt Nyström’ün 2014−
15 yıllarındaki çalışmalarından yola çıkılarak incelenmiştir. Bu bağlantılar kul-

lanılarak; başlangıç bölgesi tek nokta (enjeksiyon noktası) olan, değişken geçirgenliğe

sahip bir ortamdaki Hele-Shaw akışının varlığına ve tekilliğine dair bir kanıt su-

nulmuştur. Dahası; başlangıç koşulu bir düzgün Jordan bölgesi olan değişken

geçirgenlikli Hele-Shaw akışının potansiyel teorinin bir ters problemi, ters loga-

ritmik potansiyel problemi, olduğu görülerek böyle bir Hele-Shaw akışının varlığı

ve tekliği gözlemlenmiştir.

Anahtar Kelimeler : Hele-Shaw akışı, kompleks Monge-Ampère denklemi,

Kähler manifold, kompleks moment, Schwarz fonksiyonu, ters potansiyel

problemi.
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The RELATION BETWEEN HELE-SHAW FLOW and COMPLEX

MONGE-AMPÈRE EQUATION

Işıl Rüveyda Biltekin
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Mathematics, Master of Science Thesis, 2023

Thesis Supervisor: Doç. Dr. Sibel Şahin

ABSTRACT

In this thesis, the relation between the Hele-Shaw flow which is a real two dimen-

sional flow of an incompressible fluid, also known as two dimensional Laplacian

growth, and complex Monge-Ampère equation is examined by following the

path of the works of Julius Ross and David Witt Nyström. Using these connec-

tions a proof for existence and uniquness for the Hele-Shaw flow with varying

permeability when starting from a single point (injection point) are presented.

Additionally, it is shown that the Hele-Shaw flow with varying permeability is

an inverse potential problem, inverse logarithmic potential problem, when star-

ting from a smooth Jordan domain. Thus the existence and uniqueness for a

such Hele-Shaw flow are observed.

Key Words : Hele-Shaw flow, complex Monge-Ampère equation, Kähler

manifold, complex moments, Schwarz function, inverse potential problem.
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3.1 Hele-Shaw Akışı ve Holomorfik Diskler . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1 Kompleks Momentler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.1.2 Schwarz Fonksiyonları . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1.3 Holomorfik Diskler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 HMAE ve Holomorfik Diskler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Bölüm 1

Giriş

Hele-Shaw hücresi; bir akışkanın akışının laminer ve türbülans durumları arasındaki

geçişini araştıran Henry Selby Hele-Shaw (1854 − 1941)

tarafından, akış çizgilerini gözlemlemek ve böylece akışın

formunu reel 2-boyuta resmetmek amacıyla kurulmuş bir

düzenektir. Böyle bir hücre; aralarındaki mesafe çok küçük

bir h ile sabitlenmiş ve birbirine paralel olan düz, hareket-

siz iki plakadan oluşur. Gözlem için; biri diğerine göre vis-

koz olan, birbiri ile karışmayan iki Newtonyen (Newton viz-

kozite kanununu sağlayan akışkan1) akışkan düşünülür ve

akışkanlardan birinin hücre içerindeki ortamı oluşturduğu diğerinin ise hücrenin

üst duvarından enjekte edildiği/geri çekildiği varsayılır. Böylece; yüzey gerilimi,

dış kuvvetler(enjeksiyon gibi) gibi mekanizmalar ile mey-

dana gelen akış, bu iki akışkan arasındaki arayüzeyin or-

taya çıkardığı bir serbest sınır problemini karakterize eder

ve gelişen bu arayüzeyin şeklini bulma problemine de Hele-

Shaw serbest sınır problemi, Hele-Shaw Problemi, denir.

1Uygulanan kayma gerilimi ile şekil değiştirme hızı doğru orantılı olan akışkan. Örneğin;
su ve hava newtonyen birer akışkan iken nişastalı su newtonyen olmayan bir akışkandır.
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Bu problem; dış mekanizmalar, akışkanların konumlanması (well-posed, ill po-

sed) gibi faktörlerin değiştirilmesi ile çeşitlenmiş ve bir buzun erimesi, bazı tümör

çeşitlerinin büyümesinin modellenimi, yağın geri kazanımı gibi konulara hiz-

met eden genel olarak mühendislik-doğa bilimleri alanlarında bir uğraşı haline

gelmiştir[GuA].

Lamb’in metodu ile; sıkıştırılamaz, viskozlu bir akışkanın hücreye enjeksiyon/

hücreden geri geçme işlemi yeterince yavaş2 ve sabit oranla yapıldığında, mey-

dana gelen akışın matematiksel olarak reel 2-boyuta nasıl idealize edildiğini

biliyoruz(Bölüm 2.2.1’e bakılabilir). Problemin 2-boyuta idealizasyonunda iki

önemli nokta vardır. Bunlardan ilki; Stokes-Leibenzon modelinin Lamb’in me-

toduna eklediği bir enjeksiyon noktası ve sıfır yüzey gerilimi ile kurulmuş akışın

Laplace eşitliğine ve basıncın, yayılan akışkanın oluşturduğu bölge üzerinde,

Laplace denklemi için bir Dirichlet probleminin sonucuna indirgeniyor olmasıdır.

İkincil olarak; sıkıştırılamaz bir newtonyen akışkanın akışını kontrolleyen Navier-

Stokes denklemleri, gözenekli bir ortamdaki viskoz bir akışkanın akışını tarifle-

yen Darcy Yasası’na indirgenir. Böylece geçirgenliği bir κ fonksiyonu ile verilmiş

ortam için; p, akışkanın basıncı ve V , ortalama hız olmak üzere bir Hele-Shaw

akışı

V = −κ∇p

eşitliği ile tariflenebilir[NyR14].

Çeşitli κ durumları için Hele-Shaw Problemi üzerine farklı çalışmalar yapılmıştır.

Örneğin, κ’nın bir sabit olduğu durum için [GuA] ve referanslarına bakılabilir.

2Akış rejimini belirleyen Reynold sayısı Re = ρV h/µ’nün Re < 2100 eşitsizliğini
sağlayabileceği kadar yavaş olarak düşünülebilir[Mor]. Yine de, H. S. Hele-Shaw tarafından
h < 0.02 inç ile kurulmuş bir Hele-Shaw hücresindeki, herhangi hızla sürdürülen akışın lami-
ner olduğunun gösterilmiş olduğunu ekleyelim[Vas]
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Ayrıca, κ’nın reel analitik olduğu durumda; reel analitik bir başlangıç bölge

koşulu ile verilen Hele-Shaw Problemi’nin de tek türlü olacak şekilde bir çözümünün

var olduğu [HeSh]’de gösterilmiştir. Biz ise bu tezde; J. Ross ve D. W. Nyström’ün

pozitif ve düzgün κ varsayımıyla ele aldıkları Hele-Shaw probleminin üzerine

yaptıkları çalışmaların ([NyR14], [NyR], [NyR15]) bir okumasını yaparak, Hele-

Shaw problemi ve HMAE üzerine bir araştırma ve derleme yapacağız. Tez bo-

yunca izlediğimiz esas yol; düzgün bir κ > 0 geçirgenlikli Hele-Shaw probleminin

Monge-Ampère denklemi, kompleks düzlemde Laplace’a denk olan denklem, ile

verilmiş belirli bir Dirichlet problemiyle arasındaki bağlantıyı kurmak olacaktır.

Bu çalışma, giriş bölümü hariç üç bölümden oluşmaktadır:

Bölüm 2, iki kısım halinde bazı gerekli temel bilgiler ile derlenmiştir. Birinci

kısım; düzgün ve pozitif geçirgenliğe sahip bir Hele-Shaw akışına karşılık ge-

lecek olan Kähler bir manifold üzerindeki bir kompleks Monge-Ampère denklemi

ile kurulmuş serbest sınır problemini(Donaldson’ın problemi) anlamak üzere

yazılmıştır. İkinci kısım ise bir Hele-Shaw hücresindeki akışın kompleks düzlem

üzerinde nasıl modellendiğini ve bir serbest sınır problemine dönüştüğünü göste-

ren, akışın en temel halidir.

Bölüm 3.1 ve 3.2’de holomorfik diskler yardımı ile iki sınır probleminin birbirine

nasıl eşlenebileceğini inceledik ve devamındaki 3.3’te Monge-Ampère denklemi-

nin çözümünün varlığı ile başlangıcı tek noktadan oluşan; bir pozitif, düzgün

geçirgenlikli Hele-Shaw akışının kısa bir süre için de olsa var olduğunu göster-

dik. 3.4’te ise düzgünlük koşulu altında olmadan genel olarak bir Hele-Shaw’un

tanımını, zayıf çözüm, verdik ve zayıf çözüm ile Monge-Ampère denkleminin

genel çözümleri arasında kurulan bir başka duallikten bahsettik. Öyle ki; bu du-

allik ile tek noktadan delinmiş bir bölge üzerindeki Monge-Ampère denkleminin

regüler olmayan çözümleri, hatta iki kez türevlenemeyen çözümlerinin varlığı
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ispatlanabilir.

Kompleks değişken ve kornformal eşleme fikirlerinin probleme katılmasıyla bir-

likte Stanley Richardson (1943 − 2008); sıfır yüzey gerilimli Hele-Shaw ser-

best sınır problemini, bir ters potansiyel problem olarak görmemizi sağlayacak

olan moment kavramını ortaya çıkarmıştır[Ric] ve problemi yeniden paramet-

rize etmiştir. Biz de Bölüm 4’te; Bölüm 3.1.1’de tanımını verdiğimiz kompleks

momentler ile, bir κ-geçirgenlikli problemin bir ters potansiyel problem olarak

görülebileceği üzerinde durduk.
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Bölüm 2

Temel Bilgiler

Bu bölümde, tez boyunca kullanılacak bazı temel kavramları açıklayacağız. Tez,

kompleks manifold üzerinde reel 2-boyutlu bir hidrodinamik problemi üzerine

kurulu olduğundan; metin bağlamına uygun olacak şekilde bu bölüm iki kısım

halinde verilmiştir. İlk kısım, kompakt bir Kähler manifoldun üzerindeki bir ser-

best sınır probleminde yer alan bazı elemanların; ikinci kısım ise fiziksel bir prob-

lem olan Hele-Shaw akışının kompleks düzlem üzerindeki modelinin anlaşılması

için okunabilir.

2.1 Kompleks Manifoldlar Üzerinde Bazı Temel

Bilgiler

Tanım 2.1.1. X, ayrılabilir bir Hausdorff uzay olsun. X’in herhangi bir U açık

altkümesini Cn’nin bir açık altkümesine eşleyen τ homeomorfizmasına bir harita

ve zi : U 7→ C olmak üzere her p ∈ M için haritanın τ|p = (z1, . . . , zn)|p ∈ Cn

sağlayan bileşenlerine U üzerindeki lokal koordinatlar denir.
⋃(

Uα
)
α∈I , X’nin

bir açık örtüsü olmak üzere τα : Uα → Vα ⊂ Cn haritalarının bir
(
τα
)
α∈I

ailesine de X’in bir atlası denir. Bir
(
τα
)
α∈I atlası ile verilmiş X’e n-boyutlu

bir kompleks manifold denir.
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Kısaca, n-boyutlu kompleks bir manifoldu lokal olarak Cn’ye modellenebilen

bir uzay olarak görebiliriz ve topolojik olarak Cn ≃ R2n olduğundan her n-

boyutlu kompleks manifoldun bir 2n-boyutlu reel manifold olduğunu söyleyebi-

liriz. Ayrıca, bir manifoldun temelinde yer alan topolojik uzay eğer kompaktlık,

basit bağlantılılık ve benzeri gibi yapısal özelliklere sahipse oluşturduğu mani-

fold yapısı da kompakt, basit bağlantılı, vb. manifold olarak isimlendirilir.

Tanım 2.1.2. X,
(
τα
)
α∈I atlası ile verilmiş kompleks bir manifold olmak üzere;

her α, β ∈ I için ταβ
.
= τα ◦ τ−1

β : τβ
(
Uα ∩ Uβ

)
→ τα

(
Uα ∩ Uβ

)
geçiş fonksiyon-

ları holomorfik(kompleks diferansiyellenebilir) olan
(
τα
)
α∈I atlasına holomorfik

bir atlas denir ve holomorfik bir
(
τα
)
α∈I atlası ile verilmiş dimCX = n bo-

yutlu kompleks manifolda da kompleks diferansiyellenebilir(kompleks analitik)

manifold denir.

Her kompleks diferansiyellenebilir manifoldu bir reel analitik manifold olarak

görebiliriz ve kompleks diferansiyellenebilir bir manifoldu reel bir manifold üze-

rine de kurabiliriz; tabii, bu durumun sağlanması için reel manifoldun yalnızca

çift boyutlu ve düzgün olması değil kompleksleştirilebilir olmasının da gerekli

olduğunu söylememiz gerekir.1 Diğer yandan, C∞-diferansiyellenebilir reel ma-

nifoldlar Rn’ye düzgün bir şekilde gömülebiliyor(Whitney gömülme teoremi) ve

Rn ile lokal olarak difeomorfiklerken; kompleks analitik manifoldlar genel ola-

rak Cn’ye holomorfik bir şekilde gömülemez(Maksimum Prensibi’nden) ve lokal

olarak biholomorfiklik sağlayamazlar(Liouville Teoremi’nden).

Birkaç kompleks manifold örneği verelim:

Örnek 1. Her kompleks vektör uzayı ve Cn’nin açık altkümeleri trivial birer

kompleks manifold örneğidir.

1Reel bir manifoldun kompleksleştirilebilmesi ile ilgili [Wel], [KoN] ve [Şah]’a bakılabilir.
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Örnek 2. Cn+1 \ {0} için bir normal alt grup olan C× .
=
(
C \ {0}, ·

)
’ın

C∗ × Cn+1 \ {0} → Cn+1 \ {0}

(
c, (z0, . . . , zn)

)
7→ (cz0, . . . , czn)

etkisi ile z ∼ z̃ ⇔ ∃c ∈ C∗ ∋ z = z̃ olarak tanımlanan denklik bağıntısının

Cn+1 \ {0} üzerinde oluşturduğu bölüm uzayına kompleks projektif uzay denir

ve bu Cn+1 \ {0}
/

∼

.
= CPn bölüm uzayının herhangi bir noktası, en az biri

sıfırdan farklı olmak üzere her c ∈ C× için [z0 : . . . : zn] = [cz0 : . . . : czn]

sağlayan [z0 : . . . : zn] notasyonu ile gösterilir.

q : Cn+1 \ {0} → CPn

(z0, . . . , zn) 7→ [z0 : . . . : zn]

bölüm eşlemesi ile CPn üzerinde kurulacak bölüm topolojisine göre, her i ∈

{0, . . . , n} için Ui
.
= {[z0 : . . . : zn]|zi ̸= 0} birer açık küme olacağından ∪ni=0Ui,

CPn için bir açık örtü olur ve [z0 : . . . : zn] 7→τi

(
z0
z1
, . . . , zi−1

zi
, zi+1

zi
, . . . znzi

)
olmak üzere τi, Ui için bir harita olur. Her i, j için z 7→τij z−1

i z holomorfik

olacağından (τi), CPn’nin holomorfik bir atlası olur. Ayrıca Cn+1’deki kompakt

bir küme ile CPn arasında örten bir sürekli fonksiyon var olduğundan[Mar] CPn,

n-boyutlu kompakt bir kompleks analitik manifolddur.

Özel olarak; n = 1 için kompleks projektif doğru CP1’in herhangi noktası ya

[0 : 1]’e ya da [1 : z]’ye eşit olacağından [z0 : z1] 7→ z1/z0 eşlemesi ile CP1’i,

C ∪ {∞} olarak görebiliriz.

Örnek 3. S2n
R =̇{x ∈ R2n+1 : |x| = 1} birim küre 2n-boyutlu düzgün bir

reel manifolddur[Lee]. Topolojik olarak S2n, n-boyutlu bir kompleks manifold

olmasına rağmen her n-değeri için bir kompleks diferansiyellenebilir manifold

değildir. Örneğin, n = 1 için kompleks analitikken n = 3 için kompleks analitik
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bir manifold değildir[Ati].

2.1.1 Kompleks Analitik Manifold Üzerinde Diferansiyel

Hesabı

Bir n-boyutlu kompleks analitik manifold lokal olarak Cn ile, geçiş fonksiyonları

holomorfik olacak şekilde, homeomorfik olduğu için Cn üzerindeki diferansiyel

hesabı kompleks bir manifold üzerinde de çalışabiliriz.

Tanım 2.1.3. X,
(
τα;Uα

)
atlası ile verilmiş bir n-boyutlu kompleks manifold

ve f , bir Ω ⊂ X açık kümesi için f : Ω → C olmak üzere; eğer her α için

f ◦ τα−1 : τα(Uα ∩ Ω) → C fonksiyonu Ck-sınıfından diferansiyellenebilir ise

f ’ye Ω üzerinde Ck-sınıfından denir ve böyle fonksiyonların kümesi de Ck(Ω,C)

ile gösterilir. Benzer şekilde tanımlanan Ω üzerindeki holomorfiklerin kümesi de

O(Ω,C) ile gösterilir. İki manifold arasındaki bir fonksiyon da benzer şekilde

tanımlanır.

zk = xk+iyk ∈ O(Ω,C) olmak üzere (z0, . . . , zn), açık bir Ω ⊂ X kümesi üzerin-

deki kompleks analitik lokal koordinatlar olsun. Doğal olarak (x1, y1, . . . , xn, yn),

Ω üzerinde reel analitik bir koordinattır. Herhangi bir p ∈ Ω için X’in reel tan-

jant uzayı TR
p X;

{
∂/∂xk, ∂/∂yk

}
bazına sahip reel bir vektör uzayı ve tanjant

uzayının duali olan reel kotanjant uzayı (TR
p X)∗ da bir bazı {dxk, dyk} olan reel

bir vektör uzayıdır. Böylece bir f ∈ Ck(Ω,R)’nin diferansiyeli kısaca

df =

n∑
k=1

(
∂f/∂xk

)
dxk +

(
∂f/∂yk

)
dyk (2.1.1)

olarak yazılan bir R-lineer dfp : TR
p X → R eşlemesidir[Dem]. X; üzerinde hemen

hemen kompleks bir yapı, J2 = −id sağlayan bir J ∈ End(TR
p X), var olan bir

manifold olduğundan tanjant ve kotanjant uzayları kompleksleştirilebilirdir[KoN,

Wel]. TR
p X’in kompleksleştirilmişi TR

p X ⊕ iTR
p X

.
= TC

p X’e kompleks tanjant
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uzayı denir ve ∂/∂zk = 1/2
(
∂/∂xk − i∂/∂yk

)
, ∂/∂zk = 1/2

(
∂/∂xk + i∂/∂yk

)
olmak üzere

TC
p X =

〈{
∂/∂zk

}〉
C︸ ︷︷ ︸

.
=T 1,0

p X

⊕
〈{
∂/∂zk

}〉
C︸ ︷︷ ︸

.
=T 0,1

p X

olarak yazılabilen bir kompleks vektör uzaydır; T 1,0X ve T 0,1X’e sırasıyla ho-

lomorfik ve antiholomorfik tanjant uzayı denir. Benzer şekilde kompleks ko-

tanjant uzayı (TC
p X)∗ da dzk = dxk + idyk, dz̄k = dxk − idyk olmak üzere

(TC
p X)∗ =

〈{
dzk
}〉

C⊕
〈{
dzk
}〉

C olarak yazılır. Bir f ∈ C1(Ω,C)’nin diferansiyeli

için, Ref, Imf ∈ C1(Ω,R) olduğundan f ∈ C1(Ω,R2) olarak görülebilir. Böylece

f ’nin diferansiyeli (2.1.1)’deki gibi hesaplanabilir ve yukarıdaki eşitliklerinden

f ’nin diferansiyeli z ile z cinsinden yazılabilir. Böylece, C1-sınıfından kompleks

değerli bir fonksiyonun diferansiyeli kısaca

df =

n∑
k=1

(
∂f/∂zk

)
dzk +

(
∂f/∂zk

)
dzk (2.1.2)

olarak hesaplanabilen bir R-lineer dfp : TC
p X → C eşlemesidir.

2.1.2 Diferansiyel Formlar ve Akımlar

X, n-boyutlu kompleks analitik manifold olsun. TX =
⋃
a∈X T

C
a X ve TX∗ =⋃

a∈X(TC
a X)∗’ne sırasıyla kompleks tanjant ve kompleks kotanjant demeti denir.

Tanım 2.1.4. p, q ∈ N olsun. X üzerinde (p, q)-form; açık bir Ω ⊂ X kümesi

üzerinde, lokal koordinatlar (z1, . . . , zn) olmak üzere her z ∈ Ω için

u(z) =
∑

|I|=p,|J|=q

uIJ(z)dzI ∧ dzJ

tipinde yazılabilen bir u : X → ∧p,qTX∗ eşlemesidir. Özel olarak, her Ω ⊂ X

açık kümesi için u’nun lokal katsayıları uIJ ∈ Ck(Ω,C) ise u’ya Ck-sınıfından bir
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form denir ve böyle formların kümesi de Ck(Ω,∧p,qTX∗) olarak gösterilir.

Diferansiyel formların üzerinde tanımlı bazı temel işlemler:

Dış çarpım. İki diferansiyel u, v formun dış çarpımı (u ∧ v)p = up ∧ vp olarak

tanımlanır yani lokal olarak; Ω ⊂ X açık kümesi üzerinde

u(z) =
∑

|I|=p,|J|=q

uIJ(z)dzI ∧ dzJ ∈ ∧p,qTX∗

ve

v(z) =
∑

|Ĩ|=p̃,|J̃|=q̃

vĨJ̃(z)dzĨ ∧ dzJ̃ ∈ ∧p̃,q̃TX∗

olarak yazılabilen u ve v’nin dış çarpımı(ya da wedge çarpımı)

(u ∧ v)(z)
.
= u(z) ∧ v(z) =

∑
uIJ(z)vĨJ̃(z)dzI ∧ dzJ ∧ dzĨ ∧ dzJ̃

şeklinde tanımlı bir (p+ p̃, q + q̃)-formdur.

Dış Türev. Lokal koordinatlar üzerinde
∑
uI,JdzI∧dzJ 7→

∑
duI,J ∧dzI∧dzJ

olarak tanımlanan d : C∞(Ω,∧p,qTX∗) → C∞(Ω,∧p+1,q+1TX∗) diferansiyel

operatörüne dış türev denir ve (2.1.2)’den dış türevi

∂ : C∞(Ω,∧p,qTX∗)→ C∞(Ω,∧p+1,qTX∗)
u 7→

∑(
∂uI,J/∂zk

)
dzk ∧ dzI ∧ dzJ

ve

∂ : C∞(Ω,∧p,qTX∗)→ C∞(Ω,∧p,q+1TX∗)
u 7→

∑(
∂uI,J/∂zk

)
dzk ∧ dzI ∧ dzJ

olmak üzere d = ∂+∂ olarak ayırabiliriz. Dış türevin d(u∧v) = du∧v+(−1)p+q∧

dv Leibniz kuralını ve bir dış çarpımın doğal bir sonucu olarak d2 = 0 eşitliğini

sağlar. d2 = (∂ + ∂)2 = ∂2 + ∂∂ + ∂∂ + ∂
2

olacağından ∂
2

= ∂2 = 0, ∂∂ = 0
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eşitlikleri de sağlanır ve özel olarak, du = 0 sağlayan bir forma kapalı form;

bazı v formları için u = dv sağlayan bir forma da tam form denir. Manifoldlar

üzerinde, kapalı formların denklik sınıflarını veren temel bir kohomoloji grubu

vardır: Her p, q ∈ Z için

. . . Kp,q Kp+1,q+1 . . .
dp−1,q−1 dp,q dp+1,q+1

q < 0 ya da p < 0 ise Kp,q = 0, dp,q = 0; p, q ≥ 0 ise Kp,q = C∞(Ω,∧p,qTM∗),

dp,q = d olmak üzere (dp,q) bir komplekstir (cochain kompleksi) ve her p, q ∈ N

için

Hp,q
dR (X)

.
= ker dp+1,q+1/imdp,q =

{d-kapalı, (p, q)-formlar}
{d-tam, (p, q)-formlar}

kohomolojisine X üzerinde (p, q)-formların de Rham kohomoloji grubu denir. X

üzerindeki herhangi bir (p, q)-form u’nun denklik sınıfı [u] ∈ Hp,q
dR (X)’na u’nun

kohomoloji sınıfı ve aynı sınıftaki herhangi iki elemana da birbirleriyle kohomo-

log denir.

C∞(Ω,∧p+1,qTX∗)

C∞(Ω,∧p,0TX∗) . . . C∞(Ω,∧p,q−1TX∗) C∞(Ω,∧p,qTX∗) . . .
∂p,0 ∂p,q−2

∂∂p+1,q

∂p,q−1 ∂p,q

∂p+1,q

∂∂̄p,q = ∂p,q ◦ ∂̄p−1,q−1 olmak üzere (∂̄p,k)k ve (∂∂̄p+k,q+k)k kompleks zinciri de

bir •-kohomoloji grubu verir ve kohomolojiler de X üzerindeki •-kapalı formların

denklik sınıflarını tanımlar. Özel olarak, k = 0 için im∂p,k−1 = {0} kabulü ile

her k ∈ {0, . . . , n} için

Hp,k

∂
(X)

.
=

ker ∂p,k

im∂p,k−1

bölüm uzayına X’in ∂-kohomoloji grubu veya Dolbeault kohomoloji grubu denir

ve Hp,k

∂
(X)’nun elemanlarını X üzerindeki holomorfik (p, k)-formların, ∂̄ = 0,

denklik sınıfları olarak görebiliriz.

Geri görüntü (pull-back). F : X1 → X2 iki kompleks manifold arasında bir
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biholomorfik eşleme, yani X1’in herhangi atlası τ ve X2’nin herhangi atlası ϕ için

ϕ ◦ F ◦ τ−1, Cn1 ’in bir altkümesinden Cn2 ’nin bir altkümesine biholomorfik bir

fonksiyon, olsun. X2 üzerindeki bir (p, q)-form u(z) =
∑
uI,J(z)dzI ∧ dzJ ’nun

geri görüntüsü; z = F (z̃) olmak üzere

F ⋆u(z̃) =
∑

uI,J
(
F (z̃)

)
dFi1 ∧ · · · ∧ dFip ∧ dF j1 ∧ · · · ∧ dF jq

olacak şekilde X1’de yine bir (p, q)-formdur[Dem] ve her geri görüntü işlemi

altında kapalılık, tamlık özellikleri korunur.

Pozitif diferansiyel form. Bir (p, p)-from u için eğer u; v1, . . . , vn−p’ler birer

(1, 0)-form olmak üzere v = iv1 ∧ v̄1 ∧ · · · ∧ ivn−p ∧ v̄n−p biçimindeki her (n −

p, n− p)-form v için

u ∧ v = fβn; f ≥ 0

sağlıyorsa u’ya bir pozitif form denir. Burada βn; X’in kanonik bir (n, n)-

formudur, yani lokal olarak (z0, . . . , zn) koordinatları ile βn = i/2dz1 ∧ dz̄1 ∧

· · · ∧ i/2dzn ∧ dz̄n olarak verilen formdur[Dem]. Bir (p, p)-formun pozitif olması;

X’in p-boyutlu herhangi S altmanifoldu için u|S ’nun S üzerinde pozitif bir hacim

formu(volume form), sıfırlanmayan en üst dereceden form, olması ile denktir ve

her pozitif u formu reeldir, u = ū, [Dem].

Örnek 4. (uij) bir Hermitsel pozitif matris olmak üzere u = i/2
∑
uijdzi∧dzj,

pozitif bir (1, 1)-formdur.

Örnek 5. u pozitif bir form ise kompleks lineer işlemler altında u’nun geri

görüntüsü de pozitif bir formdur([Dem]; Bölüm 3, Önerme 1.12).

Tanım 2.1.5. Bir açık Ω ⊂ X kümesi için Ω üzerindeki tüm (p, q)-test form-

ların, kompakt desteğe sahip düzgün (p, q)-formların, kümesi D(p,q)(Ω) olsun.

Schwarz Topolojisi[[Dem]; Tanım 2.2] ile verilmiş D(p,q)(Ω) için herhangi bir

T : D(p,q)(Ω) → C sürekli lineer fonksiyoneline bir (n− p, n− q)-akım denir ve
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bir u test formu için T ’nin u üzerine etkisi ⟨T, u⟩; tüm (n− p, n− q)-akımların

ailesi de D′
(p,q)(Ω) ile gösterilir [Ko l91].

Örnek 6. u, M üzerinde katsayıları L1
loc’den olan bir (p, q)-form olmak üzere

⟨Tu, v⟩ =

∫
M

u ∧ v; v ∈ D′
(n−p,n−q)(M)

için T ∈ D′
(p,q)(M) olur.

Eğer T , Ω üzerinde bir (n−p, n−q)-akım ise TJ,K ’lar birer dağılım olmak üzere

T ∈ D′
(p,q)(Ω)’nin lokal koordinatlar üzerinde

∑
|J|=n−p,|K|=n−q

TJ,KdzJ ∧ dzK

formunda bir yazılışı vardır[Dem]. Böylece; akımları, dağılım katsayılı formlar

olarak görebiliriz. Diferansiyel formlar üzerindeki işlemleri ve özellikleri genel

olarak genel olarak akımlarda da çalışabiliriz: Bir (n − p, n − q)-akım T için,

T ’nin bir düzgün form u ile dış çarpımı her test fonksiyon v için

⟨T ∧ u, v⟩ .= ⟨T, u ∧ v⟩;

dış türevi de u ∈ D(p+1,q+1)(X) için

⟨dT, u⟩ .= (−1)p+q⟨T, du⟩

olarak tanımlanır. F : X1 → X2 biholomorfik eşlemesi altında T2 ∈ D′
(p,q)(X2)’nin

geri görüntüsü

⟨F ⋆T2, u⟩
.
= ⟨T2, F⋆u⟩

olarak tanımlanan bir F ⋆T2 ∈ D′
(p,q)(X1); T1 ∈ D′

(p,q)(X1)’in ileri görüntüsü(push-

forward)

⟨F⋆T1, u⟩
.
= ⟨T1, F ⋆u⟩
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olarak tanımlanan bir F⋆T1 ∈ D′
(p,q)(X2)’dir. Akımlar üzerinde pozitiflik ise;

u1, . . . , up’ler X üzerinde birer (1, 0)-form olmak üzere u = iu1∧ū1∧· · ·∧iup∧ūp

tipinde yazılabilen, basit form, her u ∈ D(p,p)(X) için ⟨T, u⟩ ≥ 0 sağlayan T ∈

D′
(p,p)(Ω)’ye pozitif akım denir.

Örnek 7. Herhangi bir u ∈ Psh(X) ∩ L1
loc(X) için

T = i∂∂̄u = i
∑ ∂2u

∂zj∂z̄k
dzj ∧ dz̄k

pozitif, kapalı(dT = 0) bir (1, 1)-akımdır. Tersine, X üzerindeki herhangi pozi-

tif, kapalı (1, 1)-akım T için; her x ∈ X noktasının bazı Ω ⊂ X komşuluklarında

T|Ω = i∂∂̄u sağlayan bir u ∈ Psh(Ω) vardır([Dem]; Bölüm 3, Önerme 1.19)(Lo-

kal ddc-Lemma).

Örnek 8. dc=̇ 1
i2π (∂ − ∂̄) ve Ω ⊂ X bir açık küme olmak üzere; lokal olarak

sınırlı bir u ∈ Psh(Ω) ve Ω üzerinde pozitif, kapalı bir (n−p, n−p)-akım T için

ddc(uT )=̇ddcu ∧ T

olarak tanımlanan uT pozitif ve kapalı bir akımdır([Dem]; Bölüm 3, Önerme

3.2). Böylece, lokal olarak sınırlı her u çoklu altharmonik fonksiyon için (ddcu)n

tanımlanabilir ve bir (n, n)-akım olur[Dem]. Özel olarak lokal olarak sınırlı her u

çoklu alt-harmonik fonksiyonu için MA(u)=̇(ddcu)n operatörüne Monge-Ampère

operatörü denir[BeT].

2.1.3 Kähler Manifoldlar

Tanım 2.1.6. X, n-boyutlu bir kompleks manifold olsun. (hjk); düzgün kat-

sayılı, pozitif bir hermitsel matris olmak üzere kapalı bir (1, 1)-form ω, eğer lokal

koordinatlar üzerinde

ω = i
∑

hjkdzj ∧ dz̄k

15



olarak yazılabiliyorsa ω’ya bir Kähler form ve (X,ω) ikilisi de bir Kähler mani-

fold denir[Ko l91].

Örnek 9. CPn kompakt manifoldu ve Fubini-Study Kähler formu olarak bilinen

ωFS = i/2∂∂̄ log(1 + |z|2) ikilisi kompakt bir Kähler manifolddur.

Örnek 10. F : X1 → X2 holomorfik bir gömme eşlemesi ve ω, X2 üzerinde

bir Kähler form ise F ∗ω, X1 üzerinde bir Kähler formdur[Gue]. Böylece, bir

Kähler manifoldun herhangi bir kompleks altmanifoldu da bir Kähler manifold

olur.

Örnek 11. Herhangi bir ρ ∈ C∞(X,R) kesin çoklu altharmonik fonksiyon için;

ρ, herhangi bir U ⊂ X açık kümesi üzerinde
(

∂2ρ
∂zj∂z̄k

)
, düzgün katsayılı, pozitif

bir hermitsel matris olacağından ω = i/2∂∂̄ρ, X üzerinde bir Kähler formdur.

Bir X manifoldu üzerindeki (1, 1)-form u için u = ddcf sağlayan bir f ∈ C∞(X)

varsa f ’ye u’nun potansiyeli denir. Böylece Örnek 11 ile; her düzgün çoklu alt-

harmoniğin bir potansiyel, hatta bir Kähler potansiyel, olduğunu söyleyebiliriz.

Diğer taraftan, herhangi Kähler form her ne kadar manifoldun tümünde lo-

kal olarak çoklu altharmonik bir potansiyele sahip(Örnek 7) olsa da bu durum

global olarak her zaman sağlanamaz. Örneğin kompakt manifoldlar üzerinde,

Maksimum Teoremi ile herhangi bir sabit olmayan form için böyle bir fonksiyon

bulunamayacağını biliyoruz.

X kompakt Kähler manifoldu üzerinde birer u; reel, kapalı, düzgün (1, 1)-form ve

ũ; pozitif, kapalı (1, 1)-akım alalım. ddc-Lemma’dan([Dem];Lemma 8.6)([GuZ17];

Lemma 7.31), X’in her düzgün hacim formu üzerinde integrallenebilen bir ψ ∈

L1(X,R ∪ {−∞}) fonksiyonu için ũ = u + ddcψ olarak yazılabilir ve u ile ũ’yu

kohomolog olarak görebiliriz. Lokal olarak, herhangi bir açık küme Ω ⊂ X üze-

rinde, u = df ve ũ = dg sağlayan birer f ∈ C∞ ve g ∈ PSH(Ω) var olduğundan

ψ|Ω = f + g sağlanır. Böylece ψ’nin lokal olarak bir düzgün ve bir çoklu alt-

16



harmonik fonksiyonun toplamı olarak yazılabilen bir X → R ∪ {−∞} eşlemesi

olduğunu söyleyebiliriz ki böyle fonksiyonlara da quasi çoklu altharmonik fonk-

siyon denir. Böylece, bir (X,ω) Kähler manifoldu için; ω’nın X üzerinde bir

potansiyeli olmasa da ωφ=̇ω + ddcφ > 0 sağlayan, yani ωφ bir Kähler form

olacak şekilde, geniş bir φ ∈ C∞(X) ailesi vardır. Böyle φ’lere de ω-Kähler

potansiyeller denir: K(X,ω)=̇{φ ∈ C∞(X) : ω + ddcφ > 0}.

2.1.3.1 Quasi Çoklu Altharmonik Fonksiyonlar

X; kompakt, bağlantılı bir Kähler manifold ve ω da X üzerinde tanımlı bir

Kähler form olsun.

Tanım 2.1.7. ω’nın her lokal potansiyeli u için ψ+ u üst yarı sürekli(ü.y.s) ise

ψ’ye ω-üst yarı sürekli denir ve ω-ü.y.s herhangi ϕ ∈ L1(X,R ∪ {∞}) için eğer

akım anlamında ω + ddcψ ≥ 0 sağlanıyorsa ψ’ye ω-çoklu altharmonik(ω-ç.a.h)

fonksiyon denir. Tüm ω-ç.a.h fonksiyonların kümesi de PSH(X,ω) ile gösterilir:

PSH(X,ω) = {ϕ ∈ L1(X,R ∪ {∞})| ω + ddcϕ ≥ 0, ϕ bir ω-üys}.

Bir ω-çoklu altharmonik fonksiyon quasi çoklu altharmonik olduğundan üst

yarı sürekli bir fonksiyondur ve böylece lokal olarak üstten sınırlıdır. Ayrıca;

PSH(X,ω) kümesinin [ω] ile tamamen bağlantılı, konveks bir küme olduğunu

görebiliriz:

Teorem 2.1.8. (i) ω1 ≤ ω2 durumunda PSH(X,ω1) ⊂ PSH(X,ω2) sağlanır.

(ii) Her A ∈ R∗
+ için ϕ ∈ PSH(X,ω) 7→ Aϕ ∈ PSH(X,Aω) bir izomorfizm

olduğundan PSH(X,Aω) = A · PSH(X,ω) sağlanır.

(iii) Eğer ω′ = ω + ddcv ise PSH(X,ω′) = PSH(X,ω) + v sağlanır.
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(iv) Eğer ψ, ϕ ∈ PSH(X,ω) ise

maks{ψ + ϕ}, ψ + ϕ

2
, log (eψ + eϕ) ∈ PSH(X,ω)

olur[GuZ05].

Örnek 12. Her sabit fonksiyon bir ω-ç.a.h’tir ve böylece her çoklu harmonik

fonksiyon da PSH(X,ω)’ın bir elemanıdır.

Örnek 13. f ∈ C2(X) olmak üzere yeterince küçük her ε > 0 için εf ∈

PSH(X,ω) olur.

Örnek 14. Bir örnek aile olarak PSH(CPn, ωFS) düşünülebilir. Ayrıca,

L(Cn)
.
=
{
ψ ∈ PSH(Cn)| ψ(z) ≤ 1

2
log (1 + |z|2) + Cψ

}
ailesine Cn’de logaritmik büyüyen çoklu altharmoniklerin Lelong sınıfı denir ve

PSH(CPn, ωFS) ailesi ile aralarında birebir bir eşleme vardır:

L(Cn) → PSH(CPn, ωFS)

ψ 7→ ϕ(z) =

ψ(z) − 1
2 log (1 + |z|2) z ∈ Cn ise

limw∈Cn→z

(
ψ(w) − 1

2 log (1 + |w|2)
)

z ∈ H∞ ise.

Bir ω-ç.a.h fonksiyonlar kümesinin büyüklüğünün, tamamen ω’nın kohomoloji

sınıfındaki pozitif, kapalı (1, 1)-akımlara bağlı olduğunu söyleyebiliriz
(
[GuZ05];

Önerme 2.4
)
. Böylece ω’nın kohomoloji sınıfının pozitifliği arttıkça PSH(X,ω)’in

boyutunun da büyüyeceğini ve [ω] bir Kähler sınıf olduğundan Örnek 13 ile

PSH(X,ω)’ın oldukça geniş bir küme olduğunu görebiliriz.
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2.1.3.2 Kompakt Kähler Manifold Üzerinde HMAE

X, n-boyutlu bir Kähler manifold ve ω da X üzerinde tanımlı bir Kähler form

olsun. Herhangi sınırlı bir ψ ∈ PSH(X,ω) için

MAω(ψ)=̇(ω + ddcφ)n

şeklinde tanımlanan operatöre ω’ya göre kompleks Monge-Ampère operatörü ve

(ω + ddcψ)n = 0

eşitliğini çözen ψ fonksiyonuna homojen Monge-Ampère denkleminin (HMAE)

bir çözümü denir. HMAE’nin çözümü tek türlü bir şekilde belirlenebilir[Ko l98].

HMAE için Bir Dirichlet Problemi: (X,ω) bir n-boyutlu kompakt Kähler

manifold ve D ⊂ C birim kapalı disk olmak üzere; X×D, πX : X×D ↪→ X pro-

jeksiyonundan elde edilen π∗
Xω ile bir n+ 1-boyutlu kompakt Kähler manifold-

dur. Her τ ∈ ∂D = S1 için Fτ ∈ K(X,ω), yani Fτ = F (., τ), (ω + i∂∂Fτ )|X > 0,

olan bir F ∈ C∞(X × S1) verilsin. F ’nin X ×D üzerine

MAπ∗
Xω

(Φ) = 0

eşitliğini sağlayan bir Φ ∈ PSH(X×D,π∗
Xω)∩C0 genişlemesine, sınır değeri F ile

verilmiş HMAE’nin çözümü denir. Aslında bu, sınır değerleri Kähler formların

düzgün bir ailesi ile verilmiş HMAE için bir Dirichlet problemidir ve problemin

tek türlü olacak şekilde bir çözümü vardır:

Φ=̇sup∗{Ψ ∈ PSH(X ×D,π∗
ω) : limsupz→ζΨ(z) ≤ ϕ(ζ), ζ ∈ X × S1}

[NyR18]. Eğer çözüm Φ, her τ ∈ S1 için Φτ ∈ K(X,ω) sağlayan bir düzgün

fonksiyon ise Φ’ye bir regüler çözüm denir.

Sınır değeri F , düzgün ve S1’den bağımsız olarak verildiğinde Φ(z, τ) = F (z)
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problemin trivial regüler bir çözümü olduğundan[NyR18] problemin çözüme sa-

hip sınır değerlerinin kümesi boştan farklıdır. Diğer yandan, her ne kadar her-

hangi sınır değeri için problemin regüler bir çözüme sahip olma garantisi ol-

masa da([Don]’da Teorem 2’den ya da Örnek 17’den bakılabilir.); regüler çözüm

var olacak şekilde sınır değerlerini belirleyen tüm ϕ fonksiyonlarının kümesinin

C∞(X ×D)’de açık olduğunu biliyoruz:

Teorem 2.1.9. ([Don]; Donaldson Açıklık Teoremi)X × D üzerindeki regüler

çözüme sahip sınır koşullu HMAE’lerin kümesi C2-topolojide açıktır, yani bir

F sınır koşulu ile verilmiş HMAE’nin eğer regüler bir çözümü var ise herhangi

ε > 0 için öyle bir regüler çözüme sahip sınır koşulu F̃ vardır ki ||F − F̃ ||C2 < ε

eşitsizliği sağlanır.

2.2 Kompleks Düzlemde Bir Hidrodinamik Prob-

lemi

Hele-Shaw akışı, bir Hele-Shaw hücresindeki sıkıştırılamaz bir akışkanın dağılımını

tarif eden bir modeldir. Bir Hele-Shaw hücresi ise iki paralel düz plaka arasındaki

dar bir bölgede viskoz bir sıvının akım çizgilerini görselleştirebilmeyi sağlayan ve

2-boyutlu akışını anlamaya yarayan bir düzenektir. Hele-Shaw akışları üzerine

yapılan çok çeşitli ve birbirinden farklı modeller vardır[GuA]. Biz tüm tez bo-

yunca; plakların biri üzerinde olan sabit bir noktadan, ortamdaki akışkana göre

çok daha viskoz (örneğin enjekte edilen akışkanı su ve ortamdaki diğer akışkanı

hava olarak görebiliriz) ve sıkıştırılamaz yeni bir akışkanın enjekte edilmesiyle

kurulmuş sıfır yüzey gerilimli problem ile ilgileneceğiz. Burada; viskozlu sıvının

enjekte edilmesiyle içerideki akışkanın resmi hareket etmeye başlar. Böylece, iki

akışkan arasındaki arayüzeyin ortaya çıkardığı hareket bir serbest sınır proble-

mini karakterize eder ve sıfır yüzey gerilimi varsayımı altında gelişen arayüzey-

20



leri bulma problemine Hele-Shaw serbest sınır problemi denir.

Problemdeki fiziksel akışın matematiksel olarak ifadesi için Stokes-Leibenzon

modeline bakılabilir.

2.2.1 Stokes-Leibenzon Modeli

Sıkıştırılamayan, viskozlu bir akışkanı, aralarındaki mesafe yeteri kadar küçük h

olan bir Hele Shaw hücresine yavaş ve sabit bir oran ile enjekte ettiğimizi düşüne-

lim. Akışkanın hızı V = (u, v, w), bir Q gücü ile akışkan enjeksiyon edilmesiyle

üretiliyor olsun. Enjeksiyon durumu ile kaynak gücünü genelliği bozmayacak

şekilde Q = −1 olarak alabiliriz[GuA]. Akışkanın enjeksiyonunu akışı hemen

hemen daimi ve levhalara paralel olacak şekilde yaptığımızı varsayalım. Yani,

dikey akış hareketi ve hız-zaman değişimi var olmasın: w = 0, ∂V∂t = 0.

z

x

y

h

(a)

z

x

h

0

(b)

Şekil 2.1: (a) Hücrenin üst duvarından akışkan enjekte edilerek oluşturulan akışın
bir şeması,(b) Hele Shaw hücresinin x yönündeki kesitinde hız profili

Bu türlü bir hücredeki akış için Fb = 0 alarak Navier-Stokes eşitliğini düzenler-

sek;

0 = ∂V
∂t + (V · ∇)V − 1

ρ

(
−∇p+ µ∇V

)
=({

u∂u∂x + v ∂u∂y

}
,
{
u ∂v∂x + v ∂v∂y

}
, 0
)
− 1

ρ

({
− ∂p

∂x +µ∆u
}
,
{
− ∂p

∂y +µ∆u
}
,−∂p

∂z

)
=({

u∂u∂x + v ∂u∂y + 1
ρ
∂p
∂x − µ∆u

ρ

}
,
{
u ∂v∂x + v ∂v∂y + 1

ρ
∂p
∂y − µ∆v

ρ

}
, 1ρ

∂p
∂z

)
eşitlikleri sağlanır. Diğer yandan, boyutsal homojenliği korumak adına boyut

analizi(dimensional analysis) ile dar levhalar arasındaki akış teorisini birlikte
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değerlendirirsek; yani h << L varsayımıyla h, akışın tipik bir dikey (z yönündeki)

uzunluk ölçeği; L, akışın tipik bir yatay (x ve y yönündeki) uzunluk ölçeği;

U , tipik bir yatay akış süraat ölçeği olmak üzere akış hızının bileşenlerinin

L mertebeli mesafede U mertebeli miktar kadar değişeceğini düşünürsek hız

bileşenlerinin yatay yöndeki türevlerinin büyüklük mertebeleri için

∂u

∂x
∼ U

L
,
∂u

∂y
∼ U

L
,
∂v

∂x
∼ U

L
,
∂v

∂y
∼ U

L
;

dikey yöndeki türevleri için de

∂u

∂z
∼ U

h
,
∂v

∂z
∼ U

h

diyebiliriz. Aynı düşünce ile ikinci dereceden türevleri de

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(∂u
∂x

)
∼ U

L2

olarak değerlendirebiliriz. Dar levhalarda çalıştığımız için varsayım gereği 1
L <<

1
h olduğundan hız bileşenlerinin yatay türevlerinin dikey türevlerine göre çok

küçük olduğunu söyleyebiliriz. Bu halde, u ve v’nin x ve y’ye göre türevleri z’ye

göre olan türevine kıyasla ihmal edilebilirdir. Bu yaklaşımla i = 1, 2 için

∂iu

∂xi
=
∂iu

∂yi
=
∂iv

∂xi
=
∂iv

∂yi
= 0

eşitliklerini de Navier-Stokes eşitliğinde yerlerine yazarsak, sistemden

∂p

∂x
= µ

∂2u

∂z2
;

∂p

∂y
= µ

∂2v

∂z2
;

∂p

∂z
= 0

elde ederiz. Buradan; p, z’den bağımsız olacağından,basıncın yalnızca x ve y’ye

bağlı bir fonksiyon ve u ile v’nin

u(x, y, z) =
1

2µ

∂p

∂x
z2 +A(x, y)z +B(x, y)
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v(x, y, z) =
1

2µ

∂p

∂y
z2 + C(x, y)z +D(x, y)

biçiminde olduğu sonuçlarına varmış oluruz. Sınır koşulları nedeniyle (hücre du-

varlarındaki akışkan parçacıklarının hareketinin sıfır olma kabulü; no-slip con-

dition) de

u(x, y, z) =
1

2µ

∂p

∂x
(z2 − hz); v(x, y, z) =

1

2µ

∂p

∂y
(z2 − hz)

eşitliklerini elde ederiz. Böylece; birim genişlik başına ortalama akış hızı,

1

h

∫ h

0

udz = − h2

12µ

∂p

∂x
;

1

h

∫ h

0

vdz = − h2

12µ

∂p

∂y

eşitlikleri sağlanacağından, Vort = V için

V = − h2

12µ
∇p (2.2.1)

olarak yazılabilir. Burada p yalnızca x ve y’ye bağlı olduğundan bu eşitliği, ki

bu eşitlik Hele Shaw eşitliği olarak bilinir, tamamen iki boyutlu bir eşitlik olarak

görebiliriz. Böylece bu eşitlik sıkıştırılamaz bir akışkanın iki boyutlu bir akışını

tarifler.

Şimdi, enjeksiyon noktasını genelliği bozmayacak şekilde (0, 0) seçelim. Yeteri

kadar küçük bir ε için, Uε
.
= {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < ε} olmak üzere kütle

değişim oranı
∫
∂Uε

ρV · nds sabittir ve α, herhangi bir noktadaki hız vektörü ile

birim normal vektör arasındaki açı olmak üzere; Hele Shaw eşitliğinden
∫
∂Uε

Vnds =

−h2 cosα
12µ

∫
∂Uε

∇pds ve Green Teoremi’nden

∫
∂Uε

∇pds =

∫
∂Uε

(px, py)(dx, dy) =

∫
∂Uε

−pydx+ pxdy =

∫
Uε

(pxx + pyy)dxdy

olacağından her ε için
∫
Uε

∆pdxdy = sabit olmuş olur. Böylece potansiyel p,

∆p = −δ(0,0) (2.2.2)
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eşitliğini sağlar ve Hele Shaw eşitliği Laplace eşitliğine indirgenmiş; basınç fonk-

siyonu p, bir dağılım fonksiyonu olmuş olur. Dahası, sınırlarda da; dış hava

basıncını ve yüzey gerilimini 0 varsayarak p’yi 0 alabiliriz.

Akış ile ilgili bazı sonuçlar:

(1) Dağılmış bir vizkoz akışkanın z = x + iy düzleminde oluşturduğu bölge

Ω olmak üzere Ω için ∆p|Ω = −δ0 ve p|∂Ω
= 0 sağlayan potansiyel bir

fonksiyonun varlığı bir Dirichlet problemi ve p de Ω’nın 0 kutuplu bir

Green fonksiyonu olarak görülebilir[Kli].

(2) (x, y) ∈ R2 olmak üzere V(x, y) = (u(x, y), v(x, y)); sıkıştırılamaz bir

akışkanın döngüsel olmayan bir akışının hız alanı olsun. Döngüsel olmayan

bir akışı için

0 = curl V = ∇×V =
∂v

∂x
− ∂u

∂y

eşitliği sağlanır ve basit bağlantılı bir bölge üzerinde V korunumlu bir

alandır, yani reel değerli bir ϕ fonksiyonunun gradyanıdır. Böyle ϕ fonk-

siyonlarına hız potansiyeli, potansiyel, denir ve akışkanın sıkıştırılamaz

olması durumu matematiksel olarak bize

0 = div V = ∇ ·V =
∂u

∂x
+
∂v

∂y

eşitliğini vereceğinden potansiyel bir harmonik fonksiyondur:

∆ϕ = ∇ ·
(
∇ϕ
)

= ∇ ·V = 0.

Basit bağlantılı bölge üzerinde bir sabit farkıyla tek türlü şekilde be-

lirlenebilen bir w = ϕ + iψ holomorfik fonksiyonu için reel 2-boyutlu

akış teorisinde potansiyelin bize verdiği w’ya kompleks potansiyel denir.
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z = x+ iy ∼ (x, y) olmak üzere

w′(z) =
dw

dz
=
∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
= u− iv

için w′’ne de kompleks hız denir. Şimdi, Hele-Shaw akışına dönecek olur-

sak; (2.1.1) eşitliğinden Hele-Shaw’un, potansiyel fonksiyonu basınç fonk-

siyonun bir katı olan bir akış olduğunu söyleyebiliriz.

(3) Darcy’nin Yasası; κ geçirgenliğe sahip gözenekli bir ortamdaki viskoz akışkanın

akışını makroskopik olarak ifade eden bir eşitliktir ve yavaş bir akış için

V = −κ
µ∇p olarak ifade edilebilir[GuTV]. Bu ifade κ = h2/12 için (2.1.1)’e

denk olduğundan; Hele-Shaw eşitliğinin, geçirgenlikli ortamdaki akışları

kontrolleyebilen bir eşitlik olduğunu söyleyebiliriz.

2.2.2 Serbest Sınır Problemi Olarak Hele-Shaw Akışı

Bir t anı için Ωt; vizkos sıvının z = x+ iy-düzleminde yayıldığı basit bağlantılı,

sınırlı bir bölge olsun. Başlangıç durumu t = 0 için Ω0 olarak gösterilsin ve

∂Ωt’nin de bir f(x, y, t) ≡ f(z, t) = 0 ile verildiğini varsayalım. Her t için p =

p(z, t); ∆p|Ωt
= −Qδ0 eşitliği ile Ωt \{0}’da harmonik ve p|∂Ωt

= 0 ile sıfır yüzey

gerilimi dinamik koşulunu sağlayan bir potansiyel olsun. Serbest sınırın hareketi,

∂Ωt üzerindeki akış hızı tarafından belirleneceğinden; nt, ∂Ωt üzerindeki dış

birim normal vektör olmak üzere ∂Ωt’nin hareketi Vn = V|∂Ωt
·nt dışsal normal

hızı ile belirlenir. Hele-Shaw eşitliğinde genelliği bozmayacak şekilde h2/12µ = 1

varsayarsak; nt · ∇p = ∂p/∂n, p’nin ∂Ωt üzerindeki dış normal türevi olmak

üzere kinematik sınır koşulu da Vn = − ∂p
∂n olarak elde edilir. O halde; sıfır

enjeksiyon noktalı, sıfır yüzey gerilimli Hele-Shaw serbest sınır problemini, Hele-

Shaw akışını,

∆p|Ωt
= −Qδ0 (2.2.3)
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p|∂Ωt
= 0 (2.2.4)

Vn = − ∂p

∂n
(2.2.5)

eşitliklerini sağlayan bir Ωt olarak formülüze edebiliriz. Ayrıca problemin verdiği

basınç fonksiyonu p ve p’den elde edilen kompleks potansiyel w(z, t)’yi şöyle

hesaplayabiliriz:

Sabitlenmiş her t için; Re(wt), (2.2.1)-(2.2.2)’yi çözen ve Ωt üzerinde holomorfik

olan bir fonksiyondur. Potansiyel teoriden laplasiyeni δ0 olan bir potansiyelin

−Q
2π log |z| olduğunu bildiğimizden[Ran] modelin bize verdiği potansiyel p’nin her

z ∈ Ωt için ht(z) harmonik olmak üzere

p(z, t) =
−Q
2π

log |z| + h(z, t)

şeklinde olduğunu söyleyebiliriz. Holomorfik wt için

dwt
dz

=
∂p

∂x
− i

∂p

∂y

sağlanacağından w̃(z, t), Ωt üzerinde analitik ve regüler bir fonksiyon olmak

üzere

w(z, t) =
−Q
2π

log z + w̃(z, t)

olarak hesaplanılabilir.

2.2.2.1 Konformal Eşleme ve Moment Sabitleri

Polubarinova-Kochina ve Galin, birbirlerinden bağımsız olarak, kompleks değişken

ile Riemann eşlemesi kullanarak 1945’te Hele-Shaw akışının konformal bir karak-

terizasyonunu verdiler[Vas]. Daha sonra, 1972’de, Richardson konformal eşlemeyi

kullanarak Hele-Shaw’u karakterize etmemizi sağlayan sonsuz bir dizi tanımladı[Ric].

Ωt, bir önceki kısımda karakterize ettiğimiz gibi Hele-Shaw akışını sağlayan,
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yani (2.2.1)− (2.2.3) eşitliklerini sağlayan, z = x+ iy-düzleminde sınırlı ve basit

bağlantılı bir bölge ailesi olsun. Böyle bir Ωt için; yardımcı bir ξ = ζ + iη-

düzlemindeki ∆(0, 1) = {ξ : |ξ| < 1} birim diski için ∆(0, 1)’ten Ωt’ye sınırları

sınırlara taşıyan, f(0, t) = 0 ve f ′(0, t) > 0 sağlayan tek türlü konformal (birebir

ve holomorfik) bir eşlemenin varlığını Riemann Eşleme Teoremi’nden biliyoruz.

Böyle bir

f : (ξ, t) 7→ a1(t)ξ + a2(t)ξ2 + . . .

fonksiyonu ile başlangıç sınırını ve serbest sınırı ∂Ω0 = {f(eiθ, 0) : θ ∈ [0, 2π)}

ve ∂Ωt = {f(eiθ, t) : θ ∈ [0, 2π)} olarak parametrize edebiliriz. Ωt’nin dışsal

birim normalini bu f dönüşümü ile

n = ξ

∂f
∂ξ∣∣∣∂f∂ξ ∣∣∣ ; ξ ∈ ∂∆(0, 1)

olarak yazabiliriz ve böylece ∂Ωt üzerinde normal hız

Vn = −(∇p) · n = −Re

(
∂w

∂z
ξ

∂f
∂ξ∣∣∣∂f∂ξ ∣∣∣
)

olarak elde edilir. Konformal eşleme altında green fonksiyonun değişmezliğinden[Kli]

(w ◦ f)(ξ, t) = −1
2π log ξ sağlanır ve türev ile

∂w

∂z

∂f

∂ξ
(ξ, t) = − Q

2πξ

eşitliği elde edilir. Diğer yandan, hareketli sınır için normal hız Vn = Re
(
∂f
∂t n|∂∆

)
olarak hesaplanacağından[GuA], herhangi bir ξ ∈ ∂∆(0, 1) için

Re
(∂f
∂t
n|∂∆

)
= −Re

(
∂w

∂z
ξ

∂f
∂ξ∣∣∣∂f∂ξ ∣∣∣
)

= − Q

2π
∣∣∣∂f∂ξ ∣∣∣

olacağından

Re

(
∂f

∂t
ξ
∂f

∂ξ

)
= − Q

2π
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eşitliği sağlanır. Daha açık olarak |ξ| = 1 için

∂f

∂t

∂f

∂ξ
+ ξ2

∂f

∂ξ

∂f

∂t
= − Q

πξ

eşitliği gerçeklenmiş olur.

Serbest sınırlar için verdiğimiz bu eşitliğe Polubarinova-Galin eşitliği denir ve

eşleme fonksiyonunun zaman üzerindeki bağımlılığı tamamen bu eşitlik ile an-

latılabilir olduğundan; bölgenin büyümesi kontrollü şekilde ifade edilebilir ve

probleme aşikar çözümler inşa etmek mümkün hale gelebilir (Örnek görmek için

Bölüm 2.2.2.2’ye bakılabilir)[GuA].

Moment sabitleri, Polubarinova-Galin’in diferansiyel eşitliğinin daha genelleşmiş

bir halidir: Burada t ∈ [0, t0) alınır ve k = 0, 1, 2, . . . için moment sabitleri

ck(t)
.
=

∫
Ωt

zkdxdy

olarak tanımlanır. Temel diferansiyel formlar ile Stokes Teoremi’nden

ck(t) =

∫
Ωt

zkdxdy =
1

2i

∫
Ωt

zkdz̄dz =
1

2i

∫
Ωt

zkd(z̄dz) =
1

2i

∫
∂Ωt

zkz̄dz

eşitlikleri sağlanır ve Ωt’nin zamana bağlı değişiminden; ∆ = ∆(0, 1) olmak

üzere

dck
dt

=
d

dt

(
1

2i

∫
∂Ωt

zkz̄dz

)
=

1

2i

d

dt

( ∫
∂∆

fkf̄
∂f

∂ξ
dξ

)
=

1

2i

∫
∂∆

d

dt

(
fkf̄

∂f

∂ξ

)
dξ

=
1

2i

∫
∂∆

(
kfk−1 ∂f

∂t
f̄
∂f

∂ξ
+ fk

∂f̄

∂t

∂f

∂ξ
+ fkf̄

∂2f

∂t∂ξ

)
dξ =

1

2i
fk
∂f

∂t
f̄︸ ︷︷ ︸

0
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− 1

2i

∫
∂∆

fk
∂

∂ξ

(
f̄
∂f

∂t

)
dξ

︸ ︷︷ ︸
− 1

2i

∫
∂∆

fk ∂f̄
∂ξ

∂f
∂t dξ−

1
2i

∫
∂∆

fkf̄ ∂2f
∂ξ∂tdξ

+
1

2i

∫
∂∆

fk
∂f̄

∂t

∂f

∂ξ
dξ +

1

2i

∫
∂∆

fkf̄
∂2f

∂t∂ξ
dξ

=
1

2i

∫
∂∆

fk

(
∂f

∂ξ

∂f̄

∂t
− ∂f̄

∂ξ

∂f

∂t

)
dξ =

1

2i

∫
∂∆

fk

(
∂f

∂ξ

∂f̄

∂t
+ ξ2

∂f

∂ξ

∂f

∂t

)
dξ

=
Q

2πi

∫
∂∆

fk

ξ
dξ =


Q
2πi2πi, k = 0

fk(0), k > 0
=

Q, k = 0

0, k > 0

gerçeklenir. Demek ki; bir Ω0 başlangıç bölgesi verildiğinde, moment sabitleri-

nin başlangıç değerleri hesaplanabilirdir ve belirli bir süre sonunda akışkanın

kapladığı alan A kadar büyüdüğünde c0’ın değeri de A kadar artmış olacaktır

ancak moment sabitleri dizisinin geri kalan terimleri değişmeyecektir:

c0(t) = c0(0) +Qt

ck(t) = ck(0); k > 0.

Böylece, bir başlangıç bölgesinin verilmiş olması durumunda sürekli değişimlerin

meydana gelme şeklini moment sabitleri ile hesaplayabiliriz. Buradan bakıldığında

Hele-Shaw akış probemini bir moment problemi olarak görebiliriz (bunun için

Bölüm 4’e bakılabilir).

2.2.2.2 Çözümler Üzerine

Problemin fiziksel olarak yorumu; Q > 0 durumu için orijinden enjeksiyon

yapılması, Q < 0 durumu için ise orijinden akışkanın geri çekilmesi olarak

yapılır[GuA]. Dahası; problemin Qδ0 yerine, kompakt desteğe sahip sonlu ve

pozitif bir ölçü ile kurulmuş daha genel hali ve çözümlerinin varlığıyla ilgili

[Gus]’a bakılabilir.
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Polubarinova-Galin eşitliğini kullanarak Hele-Shaw için açık çözümler elde edile-

bilir. Burada ana fikri; parametrik f fonksiyonunun Polubarinova-Galin eşitliğini

çözen özel bir formunu kullanmak olarak görebiliriz. Örneğin başlangıç bölgesi

Ω0, orijin merkezli bir disk olmak üzere f(ξ, t) =
√

|Ω0|−tQ
π ξ eşlemesi, t ∈

[0,∞) ile Q > 0 durumu için orijinden enjeksiyonla kurulan Hele-Shaw’un;

t ∈ [0,−|Ω0|/Q] ile Q < 0 durumu için orijinden geri çekme ile kurulan Hele-

Shaw’un çözümünü parametrize eder ve bu parametrizasyon da kaynak nok-

tası merkezli bir diskin genişlemesi veya daralması olarak görselleştirilebilir.

Aşikar olmayan, başka bir açık çözüm örneği olarak; Polubarinova-Galin kar-

diyoitini verebiliriz. a0(t) ve a1(t) reel katsayılar olmak üzere bir [0, t0) için

f(ξ, t) = a0(t)ξ + a1(t)ξ2 eşlemesi; bir başlangıç koşulu (bir başlangıç bölgesi

ve buna bağlı olarak katsayılar arasındaki bir ilişki) ile aşağıdaki şekildeki gibi

gelişen Hele-Shaw’un şeklini parametrize eder[GuA].

Tezin geri kalan kısmında Hele-Shaw serbest sınır problemini Q > 0 durumu

için incelemeye devam edeceğimizi burada belirtelim ve genelliği bozmayacak

şekilde Q = 1 alalım.

Genel olarak Hele-Shaw akışının çözümünden, (2.2.1) − (2.2.3), bahsettiğimiz

de iki tür yaklaşım söz konusudur. Bu yaklaşımlardan ilki, potansiyel-teorik

yapılar kullanılarak tarif edilen zayıf Hele-Shaw akış; ikincisi ise fiziksel yoru-

munu verdiğimiz, akışın sınır hareketinin tarifi ile dinamik olarak tanımlanan

güçlü veya klasik Hele-Shaw akıştır ve ikincisi için düzgünlük gereklidir. Bu
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çözümlerin tanımlarını vermeden önce, bir bölgenin ve ailenin düzgünlüğünden

bahsedebilmek için bazı tanımlar verelim:

Bir Ω ∈ C bölgesinin düzgün olması ∂Ω’nın, lokal olarak düzgün bir fonk-

siyonun grafiği olarak yazılabilmesi demektir; yani, herhangi bir p ∈ ∂Ω’nin

bir U ⊂ C komşuluğu için ∂Ω ∩ U ’nun, bir düzgün fonksiyonun grafiği ola-

rak ifade edilebilir olması demektir. C’deki bölgelerin bir {Ωt}t∈(a,b) ailesinin

düzgün olması ise ∂Ωt’nın lokal olarak t’ye bağlı, düzgün bir fonksiyonun grafiği

olarak yazılabilir olması demektir. Böylece bir t0 ∈ (a, b) için; n, ∂Ωt0 üzerin-

deki dış birim normal vektör alanı olmak üzere t0’a yakın bir t ∈ (a, b) için bir

ft(z) = f(z, t) ∈ C∞(∂Ωt0) ile ∂Ωt = {z+f(x, t)nz : z ∈ ∂Ωt0} olarak yazılabilir

ve t0 anındaki ∂Ωt0 ’nın dışsal normal hızı

Vt0 =
d

dt |t=t0

∂Ωt =
dft
dt |t=t0

n

olarak heaplanabilir[NyR14].

Tanım 2.2.1. {Ωt}t∈[0,t0), R2’de orijini içeren bölgelerin bir düzgün ailesi ve

p(z, t) = −GΩt
(z, 0) olmak üzere eğer Vn = −∂p/∂n sağlanıyorsa Ωt’ye, (2.2.1)−

(2.2.3) Hele-Shaw akışının klasik çözümü denir.

Tanım 2.2.2. {Ωt : t ∈ [0, t0)}; orijini içeren, sınırlı, açık kümelerin bir ailesi

ve her t için

u(z, t)|C ≥ 0 (2.2.6)

u(z, t)|(Ωt)
c

= 0 (2.2.7)

χΩt
= χΩ0

+ tδ0 + ∆u (2.2.8)

denklemini sağlayan bir u = u(z, t) fonksiyonu varsa Ωt ailesine (2.2.1)− (2.2.3)

Hele-Shaw probleminin zayıf çözümü denir.

Bir zayıf çözümden bahsettiğimizde, ki problemin her zaman bir zayıf çözümü vardır
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[Gus], bu çözümdeki kümelerin Lebesgue alan ölçüsüne göre duygunlaştırılmış

olduğunu eklemeliyiz. Bu varsayımla birlikte, çözüm tek türlü olarak belirlene-

bilir olur[GuA]. Ayrıca, klasik çözümde zaman olarak görülebilen t’nin, zayıf

çözüm için yalnızca bir parametre olduğunu söyleyebilir ve zayıf çözümleri, kla-

sik çözümlerin genelleştirilmişleri olarak görebiliriz:

Öncelikle bize şimdi ve sonrası için yardımcı olacak bir teoremden bahsedelim.

Teorem 2.2.3. ([Fla] Reynold’ın transport teoremi; düzlem üzerindeki integral

için Leibniz kuralı) Ω(t) ⊂ R2; x ∈ Ω(t) olmak üzere, zamana bağlı olarak

V = V (x, t) hız alanına göre değişen bir bölge ve f = f(x, t) de Ω(t) üzerinde

bir fonksiyon olsun. n, birim normal vektör alanı ve dA bir alan formu olmak

üzere;

d

dt

(∫
Ω(t)

fdA

)
=

∫
Ω(t)

∂f

∂t
dA+

∫
∂Ω(t)

fV · nds

eşitliği sağlanır.

Şimdi, bir klasik çözümün zayıf bir çözüm olduğunu gösterebiliriz: Eğer Ωt,

Hele-Shaw probleminin güçlü bir çözümü ise; Ωt’de altharmonik herhangi bir

φ ∈ C∞(C) fonksiyonu için

d

dt

∫
Ωt

φdA =

∫
∂Ωt

Vnφds = −
∫
∂Ωt

∂p

∂n
φds = −

∫
∂Ωt

p︸︷︷︸
0

∂φ

∂n
ds

+

∫
Ωt

(
p∆φ︸︷︷︸
≥0

−φ ∆p︸︷︷︸
−δ0

)
dA ≥ φ(0)

sağlanır ve Ωt artan bir aile ise bu eşitliğin integralini alırsak

∫
Ωt

φdA −
∫
Ω0

φdA =

∫ t

0

d

dt

(∫
Ωt

φdA
)

dt ≥
∫ t

0

φ(0)dt = tφ(0)

eşitsizliğini elde ederiz. O halde, Hele-Shaw’un herhangi bir monoton artan

güçlü çözümü Ωt ve Ωt’de altharmonik, integrallenebilen herhangi bir φ ∈
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C∞(C) fonksiyonu için

∫
Ωt

φdA−
∫
Ω0

φdA− tφ(0) ≥ 0 (2.2.9)

eşitsizliği sağlanacağından; t > 0 olmak üzere

u(z, t)|z∈C
.
=

∫
Ωt

log |ξ − z|dA(ξ) −
∫
Ω0

log |ξ − z|dA(ξ) − t log |z| (2.2.10)

olarak tanımlarsak φ(ξ) = log |ξ − z| fonksiyonu Ωt’de integrallenebilir ve alt-

harmonik olduğu için

u|C ≥ 0

eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan z ∈ Ωct olmak üzere φ(ξ) = log |ξ−z| fonksiyonu

Ωt üzerinde harmoniktir ve (2.2.9)’daki eşitsizliklik harmonik fonksiyonlar için

eşitlik durumunda olacağından

u|Ωt
c = 0

eşitliği de gerçeklenmiş olur. Ayrıca, rastgele bir ψ ∈ C∞
C (C) için

∫
C
ψ∆u =

∫
C
u∆ψdA

=

∫
C

(∫
Ωt

log |ξ − z|dA(ξ) −
∫
Ω0

log |ξ − z|dA(ξ) − t log |z|

)
∆ψ(z)dA(z)

=

∫
C

∫
Ωt

log |ξ − z|∆ψ(z)dA(ξ)dA(z) −
∫
C

∫
Ω0

log |ξ − z|∆ψ(z)dA(ξ)dA(z)

− t

∫
C

log |z|∆ψdA(z)

olur. ∆ψ sınırlı ve log |z| lokal olarak integrallenebilir olduğundan Fubini Te-
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oremi gereğince

=

∫
Ωt

∫
C

log |ξ − z|∆ψ(z)dA(z)dA(ξ) −
∫
Ω0

∫
C

log |ξ − z|∆ψ(z)dA(z)dA(ξ)

− t

∫
C

log |z|∆ψdA(z)

sağlanır ve

=

∫
Ωt

(∫
C
ψ∆ log |ξ − z|

)
dA(ξ) −

∫
Ω0

(∫
C
ψ∆ log |ξ − z|

)
dA(ξ)

− t

∫
C
ψ∆ log |z| =

∫
Ωt

ψδξdA(ξ) −
∫
Ω0

ψδξdA(ξ) − t

∫
C
ψδ0 =

∫
Ωt

ψdA

−
∫
Ω0

ψdA−t
∫
C
ψδ0 =

∫
C
ψχΩt

−
∫
C
ψχΩ0

−t
∫
C
ψδ0 =

∫
C
ψ
(
χΩt

−χΩ0
−tδ0

)
olacağından

∆u = χΩt
− χΩ0

− tδ0

eşitliği de gerçeklenir. Böylece Ωt, Hele-Shaw için bir zayıf çözüm olmuş olur

ve ayrıca zayıf çözümün u potansiyeli ile klasik çözümün p potansiyeli, akışın

basıncı, arasında

ut =

∫ t

0

pΩτ
dτ

ilişkisi vardır. Ayrıca, kanıtın formel bir hali için [[Gus], Teorem 1]’e bakılabilir.
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Bölüm 3

İki Serbest Sınır

Probleminin Dualitesi:

HMAE ve Hele-Shaw Akışı

Hele-Shaw eşitliği, gözenekli ortamdaki akışı kontrolleyen Darcy Yasası ile aynı

tipte olduğundan[GuTV]; materyallerinin geçirgenliği pozitif herhangi bir κ ile

verilmiş Hele-Shaw hücresindeki akışın hareketi tekrar tanımlanabilir[NyR14]:

Tanım 3.0.1. {Ωt}, R2’deki bazı bölgelerin sıfırı da içeren bir ailesi olsun. pt,

∂Ωt üzerinde 0’a eşit olan ve Ωt üzerinde ∆pt = −δ0 eşitliğini sağlayan fonksiyon

ve Vt, ∂Ωt’nin dışsal normal hızı olmak üzere her t için ∂Ωt’de

Vt = −κ ∂p
∂n

eşitliği sağlanıyorsa {Ωt}’ye κ geçirgenlikli Hele-Shaw’un bir çözümü denir.

Çeşitli κ durumları için yapılan çalışmalar ile ilgili [NyR14], [GuA] ve referans-

larına; sabit bir κ durumu için Bölüm 2’ye bakılabilir.

Biz bu bölümde geçirgenliği pozitif, düzgün κ fonksiyonu ile verilmiş bir Hele-

Shaw akışı ve kompakt bir Kähler manifold üzerindeki bir Homojen Monge-

35



Ampère eşitliğinin regüler çözümleri arasında bir düalite inşaa ederek κ geçirgenlikli

Hele-Shaw’un çözümünün varlığı üzerine bir ispat vereceğiz.

3.1 Hele-Shaw Akışı ve Holomorfik Diskler

Bu kısımda; kompleks düzlemdeki κ geçirgenlikli Hele-Shaw akışının, bir holo-

morfik disk ile taşındığı daha yüksek boyutlu bir manifold üzerindeki karakte-

rizasyonunu vereceğiz.

3.1.1 Kompleks Momentler

Tanım 3.1.1. Ωt, C’deki bölgelerin bir ailesi ve κ; pozitif, düzgün bir fonksiyon

olmak üzere k ≥ 0 için

Mk(t)
.
=

∫
Ωt

zk
1

κ
dA

değerine Ωt’nın k. kompleks momenti denir. Özel olarak, k ≥ 1 için Mk’ya

yüksek momentler denir. Burada, dA Lebesgue ölçüsü olmak üzere 1
κdA düzgün

bir alan formudur. Alan formuna göre bölgenin alanının zamana göre değişimi

t ile lineer olarak değişir: M0(t) = M0(0) + t.

Teorem 3.1.2. Eğer Ωt Hele Shaw akışı tarafından verildiyse yüksek momentler

t’ye göre sabittir: k ≥ 1 için Mk(t) = Mk(0).

Kanıt 3.1.3. Reynold’ın transport teoremi ve Hele-Shaw eşitliğinden

dMk

dt
=

∫
Ωt

d

dt
(zk)

1

κ
dA+

∫
∂Ωt

zk
1

κ
Vtds = −

∫
∂Ωt

zk
∂pt
∂n

ds;

Green formulü, zk harmonikliği ve p’nin bölgedeki tanımlanışından

=

∫
Ωt

(
pt ∆(zk)︸ ︷︷ ︸

0

− zk∆pt︸ ︷︷ ︸
zk(0)δ0

)
dA−

∫
∂Ωt

pt︸︷︷︸
0

∂zk

∂n
ds = 0

sağlanır.
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Teorem 3.1.4. Basit bağlantılı bölgelerin; sıfırı içeren, düzgün, artan ve yüksek

momentleri t’ye göre sabit olan herhangi bir {Ωt : t ∈ (−ε, ε)} ailesi Hele-Shaw

akışının bir çözümdür.

Kanıt 3.1.5. Her t için Ωt’nin 0’da logaritmik tekilliği olan Green fonksiyonu

için gt(z, 0)
.
= pt(z) olmak üzere; pt|∂Ωt

= 0 ve ∆pt|Ωt
= −δ0 eşitliklerini

sağlayan bir pt fonksiyonu vardır ve

∫
∂Ωt

∂pt
∂n

zkds =

∫
Ωt

(
pt∆(zk) − zk∆pt

)
dA−

∫
∂Ωt

pt
∂zk

∂n
ds = 0

sağlar. Diğer yandan k ≥ 1 için

0 =
dMk

dt
=

∫
∂Ωt

zk
1

κ
Vnds

sağlanacağından ∫
∂Ωt

zk
( 1

κ
Vn − ∂pt

∂n

)
ds = 0

olur. Böylece ∂Ωt üzerinde

Vn = −κ∂pt
∂n

de sağlandığından Ωt bir çözümdür.

Böylece; basit bağlantılı bölgelerin düzgün ve artan bir ailesinin κ-geçirgenlikli

bir Hele-Shaw’un çözümü olması ile t’ye göre sabit olan κ-yüksek momentlere

sahip olması birbirine denktir.

3.1.2 Schwarz Fonksiyonları

Şimdi, Schwarz fonksiyonun varlığı ile κ geçirgenlikli bir Hele-Shaw akışının

moment karakterizasyonunu yeniden ele alacağız.

Tanım 3.1.6. Ω, C’de bir bölge ve ϕ; ∂Ω’nın bazı komşulukları üzerinde tanımlanan

kesin altharmonik, düzgün bir fonksiyon olsun. Ω üzerinde; ∂Ω’ya sürekli genişleyen
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ve ∂Ω’da

S(z) =
∂ϕ

∂z
(z)

eşitliğini sağlayan meromorfik bir S fonksiyonu varsa S’ye (Ω, ϕ) ikilisinin bir

Schwarz fonksiyonu denir.

Örnek 15. C’nin bir quadrature bölgesi ile ϕ(z) = |z|2 fonksiyonu için bir

Schwarz fonksiyonu vardır([GuA]; Teorem 3.7.1).

Önerme 3.1.7. ϕ, bir D bölgesinde düzgün ve kesin altharmonik bir fonksiyon

olsun. t ∈ (a, b) olmak üzere, sıfırı içeren Jordan bölgelerinin düzgün ve artan

bir Ωt ailesi için; ∂Ωt ⊂ D sağladığını ve (Ωt, ϕ) ikilisinin, basit kutbu sıfır hariç

Ωt’de holomorfik olan bir St Schwarz fonksiyonunun var olduğunu varsayarsak

bir s = s(t) parametrizasyonu ile Ωs ailesi κ = 1
∆ϕ geçirgenlikli Hele-Shaw

akışının bir çözümüdür.

Kanıt 3.1.8. Sabitlenmiş bir t0 ∈ (a, b) için rastgele bir t ∈ (t0, b) alalım. k > 0

için

∫
Ωt\Ωt0

zk
1

κ
dA =

∫
Ωt\Ωt0

zk∆ϕdA = −2i

∫
Ωt\Ωt0

zk
∂2ϕ

∂z∂z
dzdz

= −2i

∫
Ωt\Ωt0

zk
{ ∂

∂z

(∂ϕ
∂z

)
dz
}

dz = −2i

∫
Ωt\Ωt0

zkd
(∂ϕ
∂z

)
dz

= −2i

∫
Ωt\Ωt0

zkd
(∂ϕ
∂z

dz
)

= −2i

∫
∂Ωt

zk
∂ϕ

∂z
dz + 2i

∫
∂Ωt0

zk
∂ϕ

∂z
dz

= −2i

∫
∂Ωt

zkStdz + 2i

∫
∂Ωt0

zkSt0dz = 4πRes{zk(St − St0); z = 0} = 0

olduğundan yüksek momentlerin korunduğunu söyleyebiliriz. O halde Teorem

3.1.4’ten Ωt, uygun bir parametrizasyon ile, Hele-Shaw için bir çözüm olmuş

olur.

Böylece, Schwarz fonksiyonunun varlığı ile bir Hele-Shaw akışının çözümü doğrudan

elde edilebilir olur. Aslında burada önemli olan ϕ’nin seçimi olur çünkü uygun
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bir Ωt ve ϕ ikilisi için uygun bir Schwarz fonksiyonunun var olması demek Ωt’nin

1
∆ϕ geçirgenlikli Hele Shaw probleminin çözümü olması demektir. Bu durumda

da κ geirgenlikli Hele-Shaw’un çözümünün var olabilmesi için; pozitif, düzgün

genel bir κ için, uygun bir potansiyel ϕ belirlemek durumundayız. Peki her-

hangi bir κ için uygun bir Schwarz fonksiyonu var olacak şekilde bir potansiyel

ϕ fonksiyonu var mıdır?

Önerme 3.1.9. Ω0, sıfırı içeren düzgün bir Jordan bölgesi ve κ, C üzerinde

düzgün, pozitif bir fonksiyon olsun. Ω0’ın tümleyeninin bir U komşuluğu için;

κ′|U\Ω0
= κ sağlayan bir κ′ ∈ C∞(U) ve ∆ϕ = 1

κ′ sağlayan kesin altharmonik

öyle bir ϕ ∈ C∞(U) vardır ki (Ω0, ϕ) ikilisinin basit kutbu sıfır hariç holomorfik

olan bir S0 Schwarz fonksiyonu vardır. Dahası, eğer κ reel analitik ve Ω0 reel

analitik sınıra sahipse κ′ = κ seçebiliriz.

Önerme 3.1.9’un kanıtına geçmeden hemen önce kanıtta kullanacağımız bir

formül verelim:

γ ⊂ C düzgün, kapalı bir kontür ve f , γ üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak

üzere

g(z)=̇
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ

şeklindeki ifadelere Cauchy tipi integral denir[Gak]. γ’nın içerisinde kalan bölge

Ω olmak üzere g fonksiyonu bize Ω ve (Ω)c’de birer holomorfik g+ iç ve g− dış

fonksiyonu verir. g+ ve g− her zaman birbirlerinin analitik devamı olmayabilir

fakat Sokhotski-Plemelj formülü ile bu iki holomorfik fonksiyonun γ üzerindeki

ilişkilerini hesaplayabiliriz.

Lemma 1. (Sokhotski-Plemelj Formülü; Sınıra Sıçrama Durumu). Ω düzgün

sınıra sahip bir bölge ve f , ∂Ω üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak üzere;
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Cauchy tipindeki

g(z)
.
=

1

2πi

∫
∂Ω

f(ξ)

ξ − z
dξ

integrali için g+ ve g− ∂Ω’ya düzgünce genişler ∂Ω üzerinde

g+ − g− = f

sağlanır. Dahası, eğer Ω reel analitik bir sınıra sahipse g+ ile g− fonksiyonları

∂Ω’ya holomorfik olarak genişler ve g+ − g− = f holomorfik olur.

Bu teoremin kanıtı ve teorem ile ilişkili daha fazla bilgi için [Gak]’a bakılabilir.

Şimdi, Önerme 3.1.9’un kanıtını verebiliriz:

Kanıt 3.1.10. C üzerinde pozitif ve düzgün bir κ fonksiyonu verilmiş olsun.

∆ϕ0 = 1
κ sağlayan bir ϕ0 ∈ C∞ seçerek sabitleyelim.

g(z)
.
=

1

2πi

∫
∂Ω0

∂ϕ0

∂z (ξ)

ξ − z
dξ

Cauchy integralinin ürettiği fonksiyonlara, g’nin Ω0’a ve (Ω0)c’a kısıtlanışları,

g+ ve g− dersek Sokhotski-Plemelj formülünden z ∈ ∂Ω0 için

g+(z) − g−(z) =
∂ϕ0
∂z

(z)

sağlanır. z → ∞ iken g−(z) → 0 ve g−, (Ω0)c’de holomorfik olduğundan bazı ai

sabitleri için

g−(z) =
a1
z

+
a2
z

+
a3
z

+ . . .

olur.

ĝ(z) = g−(z) − a1
z

için ĝ, (Ω0)c’de holomorfik olduğundan bir ∂
∂z -primitifi vardır: G. Böylece, ∂Ω0
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üzerinde

g+(z) − a1
z

=
∂ϕ0
∂z

+ ĝ =
∂ϕ0
∂z

+
∂G

∂z
=
∂ϕ0
∂z

+
∂2Re(G)

∂z
=

∂

∂z
(ϕ0 + 2Re(G))

sağlanır. (Ω0)c üzerinde

ϕ
.
= ϕ0 + 2Re(G)

olarak seçersek ∆ lineer ve Re(G) harmonik olduğundan ∆ϕ = ∆ϕ0 = 1
κ > 0

sağlanır. Dahası; g−, ∂Ω0’a düzgün genişlediğinden ϕ de Ω0
c’nin bir U komşuluğuna

düzgünce genişler. Böylece, rastgele verilen düzgün bir Jordan bölgesi ve bir

düzgün κ > 0 için bölgenin tümleyeninde tanımlı kesin altharmonik bir ϕ fonk-

siyonu bulunmuş olur. κ′|U\Ω0
= 1

∆ϕ |U\Ω0

= κ sağlanacak şekilde, U üzerinde

κ′
.
= 1

∆ϕ tanımlayabiliriz. Sonuç olarak; sıfırda basit kutbu olan g+(z)− a1
z fonk-

siyonu Ω0 \ {0} üzerinde holomorfiktir ve sürekli şekilde ∂Ω0’na genişleyerek

∂Ω0 üzerinde ∂ϕ
∂z = g+(z) − a1

z sağlayacağından

S0(z)
.
= g+(z) − a1

z

fonksiyonu (Ω0, ϕ) ikilisi için istenildiği gibi bir Schwarz fonksiyonu olmuş olur.

Eğer κ reel analitik ve Ω0 da reel analitik bir sınıra sahipse; g−, ∂Ω0’ın bir U

komşuluğunda bir holomorfik fonksiyona ve 2Re(G) da sınır üzerinde bir har-

monik fonksiyona genişler. Böylece U üzerinde ϕ yukarıdaki gibi tanımlanırsa

U üzerinde de ∆ϕ = 1
κ sağlanmış olur. Yani U üzerinde κ′ = κ olur.

Böylece bir Ω bölgesi ve düzgün bir κ > 0 fonksiyonu verildiğinde; κ’nın, ∂Ω’nın

bir komşulu üzerindeki herhangi potansiyeli ϕ için (Ω, ϕ) ikilisinin her zaman bir

Schwarz fonksiyonu olmayabilir ama sınırın, hatta Ωc’nin, bir U komşuluğunda

tanımlı öyle bir ϕ potansiyeli vardır ki; U − Ω’da κ = 1/∆ϕ eşitliği sağlanır ve

(S, ϕ) ikilisinin 0-basit kutbu hariç holomorfik bir Schwarz fonksiyonu vardır.
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3.1.3 Holomorfik Diskler

Önerme 3.1.9 ile sıfırı içeren bir düzgün Jordan bölgesi Ω0 için; (Ω0, ϕ) ikili-

sinin sıfır hariç holomorfik olan bir Schwarz fonksiyonu S0 var olacak şekilde,

Ω0’nın tümleyeninin bir komşuluğunda kesin altharmonik uygun bir ϕ fonksi-

yonu alalım.

C üzerinde sıfır basit kutbu hariç holomorfik olan bir Schwarz fonksiyonu S’nin

grafiği (z, S(z)), C×CP1 üzerinde bir holomorfik eşleme olarak görülebilir([Ste];

Bölüm 3, Teorem 1.2).

Tanım 3.1.11. Diyelim ki S; basit kutbu sıfır hariç holomorfik olan, (Ω, ϕ)

ikilisinin Schwarz fonksiyonu olsun. Böylece, holomorfik olacak olan S : C →

CP1 fonksiyonunun grafiği olarak tanımlanan

Σ = ΣΩ
.
=
{(
z, S(z)

)
: z ∈ Ω

}
⊆ C× P1

eşlemesi için ΣΩ, C × CP1’ya bir holomorfik disk denir. Dahası, bu holomorfik

disk şunları sağlar:

(i) Σ’nın sınırı için

{(
z,
∂ϕ

∂z

)
: z ∈ ∂Ω

}
⊆
{(
z,
∂ϕ

∂z

)
: z ∈ U

}
=̇Λ ⊂ C× C

olur.

(ii) Σ’nın kapanışı ile {0} × CP1 yalnızca (0,∞) noktasında kesişir.

(iii) π1, ilk faktöre göre bir projeksiyon olmak üzere π1 : Σ → π1(Σ) eşlemesi

bir izomorfizmdir.

Teorem 3.1.12. Σt; yukarıdaki üç durumu sağlayan, C × CP1 üzerindeki ho-

lomorfik disklerin rastgele düzgün bir ailesi olsun. π1(Σt)=̇Ωt, düzgün Jordan
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bölgelerinin artan bir ailesi ise Ωt, κ
′ .

= 1
∆ϕ geçirgenlikli Hele-Shaw akışının

bir çözümüdür. Dahası, κ′ geçirgenlikli Hele-Shaw akışını çözen düzgün Jordan

bölgelerinin artan herhangi bir düzgün Ωt ailesi bu şekilde elde edilebilir.

Kanıt 3.1.13. Öncelikle, böyle verilen bir Σt, Ωt’nin Schwarz fonksiyonu St’nin

bir grafiği olarak düşünülebilir ve holomorfik disk tanımından St|Ωt
de 0 ba-

sit kutbu haricinde holomorfik bir fonksiyondur. Böylece her (Ωt, ϕ) ikilisinin

Ωt \ {0}’da holomorfik bir Schwarz fonksiyonu var olduğundan Önerme 3.1.7

gereğince Ωt’nin bir çözüm olduğunu söyleyebiliriz. Diğer taraftan Ωt düzgün,

Jordan bölgelerinin düzgün artan bir ailesi olmak üzere diyelim ki κ′ geçirgenlikli

Hele-Shaw akışı için bir çözüm olsun. pt(z) = p(z, t) de pt|∂Ωt
= 0 ve ∆pt|Ωt

=

−δ0 eşitliklerini sağlayan basınç fonksiyonu olsun. Her klasik çözüm, bir zayıf

çözüm olacağından zayıf çözümü belirleyen

u|C ≥ 0

uΩt
c = 0

∆u = (κ′)−1(χΩt
− χΩ0

) − tδ0

durumlarını sağlayan potansiyel u fonksiyonu

ut(z) = u(z, t) =

∫ t

0

pΩτ
(z)dτ

olarak hesaplanabilir ve böylece

St =
∂ϕ

∂z
− ∂ut

∂z
− χΩ0

(∂ϕ
∂z

− S0

)
olarak kurulan St fonksiyonu; 0’da basit kutbu olan ve

∂St
∂z |Ωt−Ω0

=
∂

∂z

(∂ϕ
∂z

− ∂u

∂z

)
= ∆ϕ− ∆u = ∆ϕ− ∆ϕ+ tδ0 = 0
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ile

∂St
∂z |Ω0−{0}

=
∂

∂z

(
S0 −

∂u

∂z

)
=
∂S0

∂z
− ∆ϕ = 0

eşitliklerinden de Ωt \ {0} üzerinde holomorfik olan bir fonksiyondur. Böylece

St; Ωt’nin, 0’da basit kutbu hariç Ωt üzerinde holomorfik olan bir Schwarz fonk-

siyonu olmuş olur ve düzgün bir holomorfik disk ailesi olan Σt = {(z, St(z)) :

z ∈ Ωt} ⊂ C× CP1’nin projeksiyonundan Ωt elde edilebilir olur.

Sonuç olarak bir Ωt ⊂ C ailesinin 1/∆ϕ-geçirgenlikli bir Hele-Shaw’un çözümü ol-

ması ile; C’ye projeksiyonunun görüntüsü Ωt olan, sınırı Λ tarafından içerilen ve

kapanışı C ∪ {∞}’la yalnızca (0,∞) noktasında kesişen C× CP1 üzerindeki bir

holomorfik disk ailesi Σt için Ωt’nin Σt’nin var olması durumları birbirine denk

olur.

3.2 HMAE ve Holomorfik Diskler

Burada, serbest bir sınır değeri ile verilmiş HMAE’nin regüler bir çözümünü ile

ilgileneceğiz:

Problem 3.2.1. {ωFS+ddcFτ}τ∈S1 , CP1 üzerinde bir Kähler form ailesi olacak

şekilde verilen bir F ∈ C∞(CP1×S1,R) için F ’nin (CP1×D,π∗
CP1ωFS) üzerine;

(i) {ωFS + ddcΦτ}τ∈D, CP1 üzerinde bir Kähler form ailesi

(ii) (π∗
CP1ωFS + ddcΦ)2|CP1×D

= 0

olacak şekilde düzgün bir genişlemesi var mıdır?

Bu problemin çok daha genel bir halinin çözümü için [Don]’da holomorfik diskler

ile simplektik yapılar üzerinden yapılmış alternatif bir yorum vardır. Diğer yan-

dan problemin bu hali için belirli bir çözüm de kompleks analizden yapılabilir.
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Bu kısımda; çözüme dair iki durumdan da bahsedeceğiz.

Problem 3.2.1’in holomorfik diskler ile karakterizasyonu: Bu alternatif

yorumu vermeden önce gerekli birkaç yapıdan bahsedelim.

Tanım 3.2.2. M bir kompleks manifold ve Θ, M üzerinde bir holomorfik bir

2-form olsun. Θ1 ve Θ2 birer simplektik form, yani kapalı ve dejenere olmayan

birer reel 2-form[Sil], olmak üzere; eğer Θ = Θ1 + iΘ2 olarak yazılabiliyorsa

Θ’ya bir kompleks simplektik form ve (M,Θ) ikilisine de bir kompleks simplek-

tik manifold denir. Kompleks simplektik manifold M ’nin herhangi bir reel Y

altmanifoldu için; eğer her i : Y ↪→ M ile (Y, i∗Θ2) bir simplektik manifold ve

i∗Θ1 = 0 sağlanıyorsa Y altmanifolduna bir LS-altmanifold denir[Don],[Sil].

Tanım 3.2.3. X,M ve A birer kompleks analitik manifold ve π : M → X bir

holomorfik eşleme olmak üzere; X’in herhangi bir açık kümesi U için π−1(U) =

M|U ⊂M ile U×A biholomorfik iseler M ’ye X üzerinde bir holomorfik lif demeti

denir. Yani, X üzerindeki bir holomorfik lif demetini lokal olarak X×A’ya denk

olarak görebiliriz.

Örnek 16. X, herhangi bir U açık kümesi üzerinde (z1, . . . , zn) kooordinat-

larına sahip kompleks analitik bir manifold olmak üzere X’in kompleks kotan-

jant demetinin (1, 0)-kısmı (T1,0U)∗ = {(p, ϵ) : p ∈ U, ϵ ∈ ⟨zi⟩} = X × ⟨zi⟩

olarak görülebileceğinden (T1,0X)∗, X üzerinde trivial olarak bir holomorfik lif

demetidir. Ayrıca, kısa bir hesap ile herhangi holomorfik Θ ∈ (T1,0X)∗ bir komp-

leks simplektik form olacağından (T1,0X)∗’nın kompleks simplektik bir manifold

olduğunu söyleyebiliriz.

Önerme 3.2.4. (CP1, ωFS) kompakt Kähler manifoldu üzerinde, ωFS ile aynı

sınıftaki Kähler formları belirli LS-altmanifoldlarına eşleyen ve kompleks simp-

lektik bir yapıya sahip holomorfik bir lif demeti W vardır[Don].

W’i lokal olarak X’in kompleks kotanjant demetinin (1, 0) kısmı olarak göre-
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biliriz. Ayrıca π ile yapılan eşlemeyi lokal olarak şu şekilde hesaplayabiliriz:

U, V ⊂ CP1, birer açık top olsun ve ωFS |U = ddcϕU , ωFS |V = ddcϕV sağlansın.

U üzerindeki herhangi bir Kähler form ωFS + ddcϕ için ∂(ϕU + ϕ)’nin grafiği

WU ’nun bir LS-altmanifoldudur ve U ∩ V üzerindeki geçiş fonksiyonları da

∂(ϕV − ϕU ) ile verilir.

Şimdi problemin holomorfik diskleri içeren alternatif yorumunu verebiliriz:

Teorem 3.2.5. ([Don]; CP1 için Teorem 3) {ωFS + ddcFθ}θ∈S1 , CP1 üzerinde

bir Kähler form ailesi olacak şekilde bir F ∈ C∞(CP1 ×S1,R) verilmiş olsun ve

herhangi ωFS + ddcFθ’nın π : W → CP1 altında karşılık geldiği LS-altmanifold

Λθ ile gösterilsin. Sınır değeri F tarafından belirlenen Problem 3.2.1’in bir

çözümünün olması için gerek ve yeter koşul

(1) Her z ∈ CP1 için π(gz(0)) = z

(2) Her z ∈ CP1 için gz(θ) ∈ Λθ

(3) Her τ ∈ D için z 7→ π(gz(τ)); CP1’den CP1’e bir difeomorfizm

olacak şekilde bir (gz : D → W)z∈CP1 holomorfik disk ailesinin var olmasıdır.

Dahası, her τ ∈ D için z 7→ gz(τ)’nun görüntüsü ωFS + ddcΦτ ile eşlenen

LS-altmanifold Λτ ’dur.

Problem 3.2.1’in özel bir çözümünün varlığı: Genel bir yol ile C ↪→

(CP1, ωFS) olarak düşünelim ve C2 üzerine bir C× = C\{0} etkisi tanımlayalım:

ρ(λ)(z, w) = (λz, λ−1w).

CP1 = C∪{∞} olarak düşünülebileceğinden ρ’yu S1’in CP1 ×S1 üzerine etkisi

olarak da düşünebiliriz.

Şimdi, kesin altharmonik herhangi bir ϕ ∈ C∞(C) fonksiyonu CP1 × D üze-

rinde bir çözüme sahip olan sınır koşuluyla verilmiş HMAE ile ilişkilendireceğiz.
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Ama ondan hemen önce rastgele alınan bir ϕ’nin istenilen kadar yakınında S1-

invaryant başka bir potansiyelin olduğunu söyleyen bir önerme verelim:

Önerme 3.2.6. D üzerinde |z|2’ye eşit ve |z| → ∞ iken ψ−log(1+|z|2) düzgün

bir fonksiyona genişleyecek şelkilde; C üzerinde S1-invaryant, düzgün ve kesin

altharmonik bir ψ fonksiyonu alalım. Her ε > 0 için

(i) Br(0) = {z ∈ C : |z| < 1} topu üzerinde ϕε = (1 − δ1)(|z|2 + o
(
|z|2)

)
− δ2

(ii) |z| > 1 için ϕε = ψ

(iii) ||ϕε − ψ||C2 < ε

sağlayan düzgün, kesin altharmonik bir ϕε fonksiyonu ve δ1, δ2, r > 0 değerleri

vardır[NyR14].

Teorem 3.2.7. ϕ düzgün ve kesin altharmonik bir fonksiyon olmak üzere; prob-

lemin bir çözümü var ve (z, θ) ∈ Br(0)×S1 için ωFS+i∂∂F̃θ’nin lokal potansiyeli

cϕ(θz) olacak şekilde sınır koşulunu belirleyen, S1-etki ρ altında invaryant bir

F̃ ∈ C∞(CP1 × S1) fonksiyonu ile c, r ∈ R>0 değerleri vardır[NyR14].

Kanıt 3.2.8. Önerme 3.2.6’daki ψ için CP1 üzerinde bir F0(z, θ) = ψ(z) −

ϕFS(z) tanımlayalım. Sınır değerleri F0 tarafından belirlenen problemin, yani

sınır değerlerleri {ddcψ} olan HMAE’nin, bir trivial çözümü vardır. İstenildiği

kadar küçük bir ε > 0 için Önerme 3.2.6’daki değerler ile F (z, θ) = ϕε(θz) −

ϕFS(z) kurabiliriz ve ||F − F0||C2 < ε sağlanacağından Teorem 2.1.9 gereğince

F için problemin bir çözümü vardır. Ayrıca düzgün ve kesin altharmonik bir

ϕ, lokal olarak ϕ(z) = |z|2 + o
(
|z|2

)
yazılabileceğinden birim top üzerinde ϕε =

(1−δ1)ϕ−δ2 sağlanır. Böylece c = 1−δ1 ve (z, θ) ∈ Br(0)×S1 için ωFS+ddcFθ =

ddc(cϕ(θz)) sağlanır.
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3.3 Başlangıç Koşulu Olmayan Hele-Shaw Akışının

Kısa Süreli Varlığı

Teorem 3.3.1. Bir pozitif ve düzgün κ fonksiyonu için ;

Alan(Ωt) = t; 0 < t < ϵ

sağlayan bir ϵ > 0 değeri ve κ geçirgenlikli Hele-Shaw akışını sağlayan bir C ⊃

Ωt −−−→
t→0

{0} ailesi vardır.

Kanıt 3.3.2. Rastgele, pozitif bir κ ∈ C∞(C) verilmiş olsun. ϕ − ϕFS, CP1

üzerine düzgün bir fonksiyon olarak genişleyecek şekilde ∆ϕ|C = 1/κ sağlayan

bir potansiyel ϕ fonksiyonu ve bu potansiyele uygun olarak problem 3.2.1’in bir

Φ regüler çözümü var olacak şekilde; her θ ∈ S1 için ddc(cϕ(θz))|Br(0)
= ωFS +

ddcFθ sağlayan, S1-etki ρ-altında invaryant bir sınır koşulu F ∈ C∞(CP1 × S1)

ile c, r ∈ R>0 değerleri sabitlensin. Sınır değeri F tarafından belirlenen problem

için Teorem 3.2.5’deki (1), (2), (3)’ü sağlayan holomorfik disklerin düzgün bir

ailesi olarak bir (gz)z∈CP1 alalım.

Φ regüler bir çözüm olduğundan 0 ∈ D için ωFS + ddcΦ0 > 0 ve Φ(z, 0) =

Φ0(z) ∈ C∞(CP1 × {0}) olacağından log(1 + |z|2) + Φ0’ın P1 üzerinde kesin

altharmonik, düzgün bir fonksiyon olduğunu söyleyebiliriz ve eğer bir z ̸= 0 için

∂(ϕFS + Φ0)(z) = 0 sağlanırsa ∆(ϕFS + Φ0)|CP1 ̸> 0 olacağından her z ̸= 0

için ∂(ϕFS + Φ0)(z) ̸= 0 eşitsizliği sağlanır. Φ0, CP1 üzerinde S1-invaryant bir

fonksiyon olacağından Φ0(z) = Φ0(|z|) sağlanır ve ∂Φ0

∂z (z) = ∂Φ0(|z|)
∂z = z ∂Φ0

∂z (|z|)

olacağından ∂(ϕFS + Φ0)(0) = 0 olur. Böylece, her z için

gz(0) ∈ Λ̃0 ∼ ωFS + ddcΦ0

olduğundan da g0(0) = 0 ve z ̸= 0 için de gz(0)’ın ikinci koordinatı sıfırdan

farklıdır.
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W üzerindeki holomorfik disklerin (gz)z∈CP1 ailesinin sürekliliğinden; WC, π

altında W’nın bir açık kümesi olmak üzere yeteri kadar küçük |z| ̸= 0 değerleri

için imgz ⊂ WC durumu sağlanır. WC, C’nin kompleks kotanjant demetinin

(1, 0)’lık kısmı ile denk olacağndan WC ∼= C2 olarak hesalanabilir ve böylece bir

˜̃ε > 0 değeri; 0 < |z| < ˜̃ε sağlayan z değerleri için

imgz ⊂ C2

durumunu sağlar. Böylece, W üzerindeki gz holomorfik disklerinin ailesi ile C×

CP1 üzerinde bir holomorfik disk ailesi kurabiliriz:

z, 0 < |z| < ˜̃ε sağlayan bir değer olmak üzere

fz : D× → C× CP1

τ 7→ ρ(τ)gz(τ)

fonksiyonu D üzerine genişleyebilir ve θ ∈ S1 ve τ ∈ D için fθz(τ) = fz(θτ)

olacağından fz holomorfik diskinin yalnızca |z|’ye bağlı olduğunu söyleyebiliriz.

Şimdi, |z| = t için C×CP1 üzerindeki bu holomorfik diske Σt diyelim. Böylece;(
Σt
)
t∈(0,˜̃ε)

, C× CP1 üzerindeki bu holomorfik disklerin düzgün bir ailesi olmuş

olur ve şu durumlar sağlanır:

(i) Her θ ∈ S1 için Σt(θ) = ρ(θ)gt(θ) = gθt(1) ∈ Λ̃1 ve yeterince küçük

bir t için, gtθ’nin görüntüsü Br(0) × C’de olacağından bir ε̃ ≤ ˜̃ε için her

t ∈ (0, ε̃) değeri gθt(1) ∈ Br(0)×C durumunu sağlar. Böylece t ∈ (0, ε̃) ve

θ ∈ S1 için

Σt(θ) ∈ Λ̃1 ∪ (Br(0) × C) =
{(
z, c

∂ϕ

∂z
(z)
)

: z ∈ Br(0)
}

⊂
{(
z, c

∂ϕ

∂z
(z)
)}

=̇Λ
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içermesi sağlanır.

(ii) {0} × CP1 ile Σt = Σt[D] ta olarak (0,∞) noktasında kesişir.

(iii) π holomorfik lif demeti için π : Σt → π(Σt) bir izomorfizmadır.

CP1 üzerindeki γ(z)=̇πgz(1) difeomorfizması ve 0 < |z| < ε̃ sağlayan bir z değeri

için {γ(θz) : θ ∈ S1} = {πfz(θ) : θ ∈ S1}; πΣ|z|’nin sınırıdır ve γ bir difeomor-

fizm olduğundan γ’nın, |z| = t yarıçaplı çemberinin altındaki görüntüsü C’de

basit ve kapalı düzgün bir eğri, düzgün Jordan eğrisi, olur. Böylece; t = |z| için

∂Ωt = {γ(θz) : θ ∈ S1}

düzgün Jordan eğrilerinin belirlediği bölgelerin ailesi {Ωt}t∈(0,ε̃), düzgün Jordan

bölgelerinin artan, orijini içeren ve t → 0 iken Ωt → {0} sağlayan bir ailesi

olmuş olur. Böylelikle Ωt = {γ(τz) : τ ∈ D} = {πfz(τ) : τ ∈ D} = πΣt ailesi;

Teorem 3.1.12 ile 1/(c∆ϕ) geçirgenlikle Hele-Shaw akışı için bir çözümdür.

Kompleks momentlere göre Hele-Shaw akışı için çözüm, geçirgenliğe göre ho-

mojendir; yani bir c ∈ R>0 için κ geçirgenliği cκ ile değiştiğinde çözüm, za-

manın yeniden parametrize edilmesi ile sabit kalır. Sonuç olarak ε = c−1ε̃ için

{Ωt}t∈(0,ϵ) ailesi, κ geçirgenlikli Hele-Shaw akışının çözümü olmuş olur ve

Alan(Ωt) = Alan(Ω0) + t; t ∈ (0, ε)

sağlanır.

3.4 Ek

Zayıf Hele-Shaw Akışı ve HMAE:

Pozitif bir κ geçirgenliği ve açık, sınırlı bir Ω0 başlangıç bölgesi için; Hele-Shaw
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akışının zayıf çözümünün;

∆ut = κ−1(χΩ̃t
− χΩ̃0

), u|C ≥ 0, u|Ω̃c
t

= 0

durumlarını sağlayan tek türlü bir u = u(z, t) ile tek türlü bir şekilde

Ω̃t = {z ∈ C : ut(z) > 0} ∪ Ω̃t0

olarak yazılabileceğini söyleyebiliriz[Gus].

Tanım 3.4.1. X bir Riemann yüzeyi ve ω, X üzerinde bir Kähler form olmak

üzere; bir ψ ∈ PSH(X,ω) = Sh(X,ω) için

vzo(ψ)=̇sup{c ≥ 0 : ψ ≤ cln|z − z0|2 + O(1)}

değerine ψ’nin z0’daki Lelong sayısı denir.

Şimdi, t ∈ R için

ψt=̇sup{ψ ∈ Sh(X,ω) : ψ ≤ 0, vzo(ψ) ≥ t}

olmak üzere

Ωt=̇{z ∈ X : ψt(z) < 0}

olarak tanımlansın. Göreli kompakt her S ⊂ X üzerindeki ω’ya göre ψt ile Ωt

tek türlüdür ve Ωt; ωψt
= (1 − χΩt

)ω + tδz0 eşitliğini sağlayan, t > 0 için z0’ı

içeren açık, bağlantılı bir bölgedir[NyR18]. Böylece; C üzerinde, ψ = −ut olmak

üzere {Ωt}t∈(0,t0) ailesi zayıf Hele-Shaw akışını verir. Ωt’ye, ω-Kähler formuna

göre zayıf Hele-Shaw akışı ve ψt’ye de Ω’ya göre Hele-Shaw zarfı denir.

ω, X üzerinde bir Kähler form olmak üzere πX : X ×D → X için

Φ̃=̇{Ψ ∈ PSH(X ×D,π∗
Xω) : limsupX×S1Ψ ≤ 0, v(z0,0)(Ψ) ≥ 1}
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tanımlayalım. (Burada τ , D’nin ve z, X’nin koordinatı olmak üzere v(z0,0)(Ψ) ≥

1; her c < 1 için (z0, 0)’ın etrafında Ψ(z, τ) ≤ cln(|z − z0|2 + |τ |2) + O(1)

eşitsizliğinin sağlanması anlamına gelir.) Ψ̃, X ×D − {(z0, 0)} üzerinde sınırda

lim|τ |→1Φ̃(z, τ) = 1 sağlayan HMAE’nin (zayıf)çözümüdür[[NyR18]; Önerme

6.2] ve ω için Hele-Shaw zarfları ile arasında

ψt(z) = inf|τ |>0{Φ̃(z, τ) − (1 − t)ln|τ |2},

Φ̃(z, τ) = supt{ψt(z) + (1 − t)ln|τ |2}

ilişkisi vardır[[NyR18]; Teorem 6.3]. Böylece düzgünlük şartı ortadan kaldırıldığında

da; HMAE ve Hele-Shaw arasında bir duallikten söz edebiliriz.

HMAE ve Hele-Shaw dualliğine uygun bir örneğe değinelim:

Örnek 17. X = CP1 olsun.

Ωt, X üzerinde bir Hele-Shaw akışı olmak üzere bir p ∈ C ⊂ CP1 için;

(i) t < t0 için Ωt sınırlı, basit bağlantılı ve düzgün bir aile

(ii) Ωt0 , C’de basit bağlantılı ve ∂Ωt0 , kendini tam olarak p noktasında

teğetsel olarak kesen bir eğrinin görüntüsü

olacak şekilde eğer bir t0 > 0 varsa Ωt’ye p noktasında kendine-teğet

gelişen Hele-Shaw akışı denir.

Örneğin: Sabirlenmiş bir t0 için Ω̃t0 ; analitik sınıra sahip olan, −i

noktasını içeren ve z → −z altında simetrik olan bir bölge ve ω̃ =

i|z|2dzdz olsun. Analitik ikili için klasik Hele-Shaw var olacağından

bir [t0−δ, t0 +δ0] aralığında Hele-Shaw’un çözümü var olacak şekilde

bir δ > 0 değeri vardır. f(z) = z2 elemesi ile ω̃’nın geri görüntüsü ω =

ddc|z|2 olur ve t ∈ [t0 − δ, t0] için Ωt=̇f(Ω̃t) bölgeleri ω’ya göre bir

Hele-Shaw akıştır ve p = 1 noktasında kendine teğet olur.
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Bir ω’ya göre Hele-Shaw akışı; bir p noktasında kendine-teğet olarak gelişiyorsa

HMAE’nin çözümü olan Φ̃, {p} × S1 üzerinde iki kez türevlenemez[[NyR18];

Teorem 9.2].

Bu konu ile ilgili ayrıntılı bilgi okumak ve ilgili teoremleri görebilmek için

[NyR18], [NyR] ve [NyR15]’e bakılabilir.
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Bölüm 4

Ters Potansiyel Problemi

Potansiyel teoride genel olarak; ρ, bir yoğunluk fonksiyonu ve µ, bir ölçü olmak

üzere

uρ(z) =

∫
K(z, w)ρ(w)dA(w)

ile

uµ(z) =

∫
K(z, w)dµ(w)

fonksiyonlarına sırasıyla ρ’nun ile µ’nün bir K çekirdeğine göre potansiyeli

denir[Isa]. Potansiyel teorinin ters problemi ise verilmiş bir potansiyelin ölçüsünü

veya bölgesini araştırır.

Özel olarak; bir Ω bölgesi ve C üzerindeki bir yoğunluk fonksiyonu ρ için

UΩ(z) = UΩ,ρ(z)=̇

∫
Ω

log |z − w|ρ(w)dA(w)

fonksiyonuna Ω bölgesinin logaritmik potansiyeli denir ve bölgenin potansiyeli

U , bölgenin tümleyeni üzerinde harmonik; tüm düzlem boyunca da altharmonik

bir fonksiyondur. Böylece, bir bölgenin logaritmik potansiyeli anlamında ters

potansiyel problemi; sınırlı, basit-bağlantılı bir E bölgesi ve bir ρ yoğunluğu

için (E)c üzerinde, z → ∞ durumunda uygun şekilde büyüyen bir u harmonik
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fonksiyonu verildiğinde; u fonksiyonunun basit-bağlantılı bir Ω ⊂ E bölgesinin

ρ’ya göre potansiyeli olup olamayacağını, u = UΩ,ρ, ve eğer bir çözüm varsa bu

çözümün tek türlü olup olamayacağını araştırır [[Che]; Problem 1].

Eğer Ω problemin bir çözümü ise, yani bir Ω için u = UΩ sağlanıyorsa;

∂u

∂z
=

∂

∂z

∫
Ω

log |z − w|ρ(w)dA(w) = −1

2

∫
Ω

1

z − w
ρ(w)dA(w)

eşitliği sağlanır ve |z| > maksw∈Ω|w| sağlayan z ∈ C değerleri için de

1

z − w
=

1

z

(
1 − w

z

)−1

=

∞∑
k=0

wk

zk+1

eşitliği gerçekleneceğinden

ak =

∫
Ω

wkρ(w)dA(w)

olmak üzere

∂u

∂z
=

∞∑
k=0

akz
−(k+1)

olarak hesaplanır. Böylece; uz |Ωc ’nin kuvvet serisinin katsayıları olan (a0, a1, . . . );

Ω’nın ρdA ölçüsüne göre kompleks momentlerini verir. Böylece ters potansiyel

problemi;

“D, bir disk ve (a0, a1, . . . ), bir kompleks sayı dizisi olmak üzere her

bir ak’nın bir ρ yoğunluğuna göre k. kompleks momenti olacağı tek

türlü belirli bir basit-bağlantılı Ω ⊂ D bölgesi var mıdır?”

olarak yeniden karakterize edebiliriz[[Che]; Problem 2].

C üzerinde; momentler ile bir bölge her zaman tek türlü olarak belirlenemeyeceği

gibi problemi çözen bir Ω bölgesi de her zaman bulunamayabilir[Che]. Hatta,

bazı u fonksiyonları için problemin çözümü var olacak şekilde uygun yoğunluk

fonksiyonu seçilebilir. Örneğin verilen u(z) = 1/z + e1/z
2

fonksiyonu için ρ ≥
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0.0074 sağlayan tüm sabit ρ yoğunluklu problem için problemin bir çözümü var;

u(z) = 1/z + 1/z3, ρ > 1874 ikilisinin ise bir çözümü yoktur[[Che]; Örnek 2.1,

2.3]. Genel olarak, problemin farklı boyutlarda ve farklı çekirdeklerle kurulmuş

halleri için [Che] ve [Isa]’ya bakılabilir. Dahası, bazı düzgün Ω0 ⊂ C bölgeleri

için UΩ0 potansiyelinin; öyle bir ut varyasyonu vardır ki ut için ters potansiyel

problemin Ω0’a yakın tek türlü belirli bir Ωt çözümü vardır[NyR18]. Peki, verilen

bir Ω bölgesi için Ω’nın; moment değişimleri t’ye göre korunan ve artan bir

düzgün Ωt varyasyonu var mıdır?

Teorem 4.0.1. Ω, düzgün bir Jordan bölgesi ve V ; ∂Ω’nın üzerinde düzgün,

sıfırlanmayan bir dış normal vektör alanı olarak verilsin. Bir ε > 0 değeri için

d

dt |t=0

∂Ωt = V

olacak şekilde; moment değişimleri t’ye göre lineer olan bir {Ωt}t∈[0,ε) düzgün

varyasyonu vardır.

(Teorem 4.0.1’in kanıtı için [NyR14], Bölüm 8’e bakılabilir.) Teorem 2.1.4’ten;

Ωt, bir 1/ρ-geçirgenlikli Hele-Shaw akışı için bir çözümdür. Böylece bu teoremi

boş olmayan başlangıç koşullu Hele-Shaw akışının varlığı olarak görebiliriz: Bir

Ω0 düzgün Jordan bölgesi ve ∂Ω0’ın bir komşuluğu üzerinde düzgün, pozitif bir

κ = 1/ρ fonksiyonu verildiğinde bir süre için κ geçirgenlikli Hele-Shaw akışını

çözen düzgün artan bir {Ωt}t∈[0,ε) ailesi vardır. Bu teoremin detayları için

[NyR14], Bölüm 7 incelenebilir.
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