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KESKIN 2-GECISLI LINEER GRUPLAR

OZET

Bu tezin ana konusu keskin 2-gecisli lineer gruplari siniflandirma problemi-
dir. Belli baz1 kogullar1 saglayan keskin 2-gegisli gruplarin siniflandirilmasi
yapilmig olmakla birlikte, son yillarda insa edilen o6rnekler sayesinde tiim kes-
kin 2-gecisli gruplarin tahmin edilenden ¢ok daha zengin bir sinif olusturdugu
anlagilmigtir. Bu tezde permiitasyon karakteristigi 2 olmayan keskin 2-gecisli
lineer gruplarla ilgilenilmig ve siniflandirma probleminin iki farkli ¢éziimiine
yer verilmisgtir. Birinci ¢oziimde cebirsel gruplardan, ikinci ¢oziimde ise sonlu

grup teori tekniklerinden yararlanilmigtir.
Anahtar Kelimeler : 2-Gegisli Grup Etkisi, Lineer Grup, Cebirsel Grup

Sayfa Sayis1 : 44
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SHARPLY 2-TRANSITIVE LINEAR GROUPS

ABSTRACT

The main subject of this thesis is the problem of classification of sharply 2-
transitive linear groups. Although classification of sharply 2-transitive groups
which satisfy some specific conditions has been made, recently constructed
examples showed that the whole class of sharply 2-transitive groups is much
richer than expected. In this thesis sharply 2-transitive linear groups with
permutation characteristic not 2 are studied and two different solutions of
the classification problem are presented. Algebraic groups are used in the first

solution, and finite group theory techniques are used in the second solution.

Key Words : 2-Transitive Group Action, Linear Group, Algebraic Group
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il



igindekiler

ONSOZ

OZET

ABSTRACT

ICINDEKILER

1 Giris

2 Gerekli Tanim ve Teoremler

3 Keskin 2-Gegigli Gruplar

3.1 Involiisyonlar . . . .. .. ... ...

3.2 Permiitasyon Karakteristigi

3.3 Yakin-cisimler . . . . . . ...

4 Lineer Gruplar

4.1 Tammlar ve Ozellikler . . . . . .. .. ... ... ... ....
4.2 Cebirsel Gruplar . . . . . ... ... oo

5 Keskin 2-Gegigli Lineer Gruplar
5.1 Permiitasyon Karakteristigi ve Cisim Karakteristigi 2’den Farkl

ii
iii

iv

10
14
20

24

24
28

32

Olan Keskin 2-Gegigli Lineer Gruplar . . . . . . . ... .. ..

5.2 Permiitasyon Karakteristigi 2’den Farkli Olan Keskin 2-Gecisli
Lineer Gruplar . . . . . . . .. ...

v



Bolum 1
Giris

Her grubun kendi iizerine keskin gecisli bir etkisi olmakla beraber, k& > 2
i¢cin bir grubun keskin k-gegisli (goklu) etkisinin bulunmasi grubun yapisi
lizerine bazi kisitlamalar getirmektedir. Bu nedenle keskin ¢oklu gegisli grup-
larin simiflandirmasini yapmak her zaman matematikcilerin ilgisini ¢eken bir
problem olmustur. Zassenhaus 1936 yilinda keskin 2-gecisli ve keskin 3-gecisli
sonlu gruplar1 siniflandirmigtir. Jordan da simetrik veya alterne tipte olma-
yan sonlu bir grubun keskin 4-gecisli ise My, keskin 5-gecisli ise My, Mat-
hieu grubu oldugunu gostermigtir. Sonsuz gruplarin siniflandirilmasinda ise
k > 4 olmak iizere keskin k-gecisli sonsuz grup olamayacagini birbirlerinden

bagimsiz olarak J. Tits ve M. Hall kanitlamigtir.

Bu durumda keskin 2-gecisgli ve keskin 3-gegigli sonsuz gruplarin nasil bir
siniflandirmaya sahip oldugu sorusu ortaya ¢ikmigtir. Keskin 3-gecisli sonsuz
gruplarin siiflandirilmasi acik bir soru iken keskin 2-gecisli sonsuz grup-
lar i¢in bilinen standart bir ornek vardir. Keskin 2-gecisli sonsuz gruplarin
yalnizca standart 6rnekteki formda olup olmadigi ise kargt bir érnegin [17]’de
sunulmasina kadar bilinmiyordu. Bu sebeple bu tezde temel olarak [4] ve [6]

araciligiyla keskin 2-gecisli sonsuz gruplarin simiflandirma problemine yardimei



olabilecek bir ¢oziim olusturmak amaclanmigtir. Bunun igin tezde lineer grup

olma koguluyla birlikte keskin 2-gecisli lineer gruplarin incelemesi yapilmistir.

Tezin girig boliimii diginda dort boliimii bulunmaktadir. Tez boyunca yardimci
olabilecek gerekli tanim ve teoremler tezin ikinci boliimiinde yer almaktadir.
Uciincii boliimde ise ilk olarak yukarida da bahsettigimiz keskin 2-gecisli son-
suz grup ornegi olan standart 6rnek ele alinmigtir. Ayrica involisyon tanimi
ve ardindan tezde gokga yer alacak olan pc(G) olarak da gosterilen bir grubun
permautasyon karakteristigi tanimi verilip bu tanimlarla ilgili gerekli lemma-
lar tezde yerini almigtir. Bu boliimiin sonunda ise yakin-cisim tanimini ele
alip bu tanim ile birlikte gerekli kogullar1 saglamasi halinde keskin 2-gecisli

bir grupta bir yakin-cisim inga ediyoruz.

Dordiincii boliimde bu tezin amaci olan keskin 2-gecisli lineer gruplarin incele-
mesine baglayabilmek adina lineer grup ile cebirsel grup tanimlar: verilmig ve
bu gruplara ait birtakim yardimci teoremler incelenmistir. Besinci boliimde
ise [4] ile [6]'daki temel teoremler sayesinde pc(G) # 2 ve G < GL,(F) kes-
kin 2-gegigli sonsuz bir grup olmak iizere énce char(F) # 2 ise cebirsel grup
yontemi sayesinde G grubunun etkisinin standart oldugunu, ardindan da ge-
nel durumda sonlu grup teorisi yontemi ile G grubunun etkisinin standart
oldugunu gosterecegiz. Son olarak G grubunun etkisinin standart oldugunu
gosterdigimiz teoremden pe(G) # 2 kogulunun kaldirlamayacagim [5] maka-

lesinde insa edilen karsit ornek sayesinde soyleyecegiz.



Bolim 2

Gerekli Tanim ve Teoremler

Bu boliimde sonraki boliimlerde gerekli olan tanim ve teoremlere yer verile-

cektir.

Tanim 2.1. G bir grup ve X bir kiime olsun. G x X’ten X'e giden bir f

fonksiyonu ele alalim. g € G ve x € X olmak iizere,

f:Gx X —X

(g,2) —g-x
seklinde tanimlayalim.
1. Herz € X icinwd - x =z
2. Her g1,90 € G veher z € X i¢in ¢1 - (92 - ) = (9192) - «

sartlar1 saglaniyorsa G grubu X kiimesi uzerine etki eder denir.

Notasyon. Bundan sonra ¢ - x ifadesi gz olarak gosterilecektir. Ayrica baz
durumlarda, G grubu X kiimesi tizerine etki eder ifadesini, G ~ X olarak

gosterecegiz.



Tanim 2.2. G grubu X kiimesi tlizerine etki etsin.

a) Sabitleyici. Her x € X igin stabg(z) = stab(z) = {g € G : g = x}, 2’

sabitleyen altgrup olarak tanimlayalim.

Her g € G i¢in fizx(g) = fix(g) = {xr € X : gx = z}, g'nin sabit biraktig
elemanlar kiimesi olarak tanimlayalim.

b) Yéringe. Her x € X igin orbg(x) = orb(z) = {gz : g € G}, 2’in G'nin
etkisi altinda gidebildigi yerlerin kiimesi olarak tamimlayalim. Ayrica A < G

icin orba(x) = {ax : @ € A} olur.

Lemma 2.3. stab(z) < G.

Kanat. Tlk olarak, stab(z) # 0 ciinkii ide = z. Simdi ¢, h € stab(x) alalim.
(gh)x = g(hz) = gxr = x olur. Yani, gh € stab(z) ve stab(z) grup iglemi
altinda kapalidir. Dahasi eger gz = x ise, * = idx = (g7 'g)r = g '(gx) =
g 'z olur ve g7! € stab(z) dir. Bu da stab(x)’in G'nin altgrubu oldugunu
kanitlar. U

Lemma 2.4. G ~ X vex € X olsun. Bu durumda bir g € G i¢in stab(gz) =

1

gstab(x)g~" olur.

Kanat. Oncelikle a € stab(z) olsun. Yani az = = saglansm. Bu durumda,
gag~'(gz) = gax = gx ve gag—' € stab(gx) olur. Simdi b € stab(gx) olsun.
Yani bgx = gr saglansin. Bu durumda ise ¢ 'bg(z) = g gz = 2 ve g7 lbg €

1

stab(z) olur. Ayrica, b = g(g7'bg)g™! € gstab(x)g~' olur. Bu durum ise

stab(gx) = gstab(z)g~' oldugunu gosterir.
Benzer sekilde, a = ¢ '(gag™')g € g 'stab(gx)g olur ve bu durum da
stab(z) = g~ tstab(gx)g oldugunu gosterir. O



Lemma 2.5. G grubu X kiimesi tzerine etki etsin, A < G ve [G : A] < o0
olsun. Bu durumda x € X ise oyle z; € X wvardwr ki orbg(x) = orbs(z) U

orba(xe) U...Uorba(zy) olur.

Kanat. g; € G olmak tizere G'nin koset parcalanmiginin G = AlAgsL. . .LUAgy

oldugunu varsayalim. O halde

orbg(x) = {9z : g € G}
={gr:g€ AUAg .. .UAg}
={ar:aec Ay U{agr:a € A} U...U{agrr:a € A}

= orba(z) Uorba(gex) U ... Uorba(gix)

olur. Simdi ¢g;x = x; dersek orbg(z) = orba(z) Uorba(za) U ... U orba(zy)

elde ederiz. m

Tanim 2.6. G ~ X olsun. Eger her z,y € X igin G'de gr = y’yi saglayan
bir g € G varsa, G grubu X kiimesi iizerine geg¢isli (transitive) etki eder denir.

G grubu X kiimesi tizerine gegisli etki etmiyorsa grup etkisi gecissizdir denir.

Ayrica grup etkilerinin gegigli olmasi bir z € X i¢in orb(z) = X’e denktir.

Teorem 2.7. G bir grup ve A < G olsun. Bu durumda G grubunun G/A

kumesi tizerine etkisi gecislidir.

Kanat. Etkinin gecisli oldugunu gosterebilmek adina g1, go € G olmak tizere
her 1A, g2A € G/A igin g1 A elemanimi gy A elemanima gotiiren bir g € G
bulmamiz yeterli olacaktir. Bu durumda g = g,g; * seklinde secersek gecisli

etki icin aradigimiz elemani bulmug oluruz. 0

G ~ X olsun. A genellestirilmis késegeni gostermek iizere X*\A = {(ay, ..., az) :

a; € X, a; = a; ise i = j} olarak tamimlayalim.

3



Tanmim 2.8. k < |X]| icin G grubunun, X%\ A iizerine gecisli etki etmesi,
G'nin X kiimesi tizerine k-gecisli etki etmesi demektir. Buna denk olarak,
eger her farkh ay,...,ax € X ve her farkli by,...,b, € X icin 1 <1 < k
olmak ftizere ga; = b; esitliklerini saglayan bir ¢ € G varsa, G grubu X

kiimesi iizerine k-gecisli etki eder denir.

Tanim 2.9. G ~ X olsun. Bu durumda G grubu X*\ A {izerine gecisli etki
ediyor ve bir z € X*\ A igin stab(z) = {id} ise G grubu keskin k-gegislidir.
Etki gecisli oldugu igin alternatif olarak her x € X*\ A igin stab(x) = {id}
ise de G grubu keskin k-gegislidir.

Keskin k-gecisli gruplarda en az k noktayi sabitleyen tek elemanin birim

eleman oldugu kolaylikla gortlebilir.

Ayrica dikkat etmek gerekirse keskin k-gecisli etkilerde her id # g € G igin
|fiz(g)| < k — 1 olmaldir.

Ornek 2.10. Her grubun kendi tizerine keskin gecisli etkileri bulunur. G bir

grup ve g,x € G olmak tizere,
GxGE—G
(g,2) — g
veya

GxG—(

(9,2) —> zg "

ikisi de keskin geciglidir.

Ornek 2.11. S, grubu hem keskin n-gecisli hem de keskin (n — 1)-geciglidir.
A,, grubu ise keskin (n— 2)-gegiglidir. Bu 6rneklerin kaniti igin [16]’da 7.1.4.%¢
bakilabilir.



Onerme 2.12. G grubu, X kiimesi tizerine gegisli etki etsin. | X| >k >2
verilsin, a € X olsun. G’nin (keskin) k-gegisli olmasu i¢in gerek ve yeter

kosul stab(a) ’'nin X \ {a} tzerine etkisinin (keskin) (k — 1)-gecisli olmasidar.

Kanmit. (=) :i,j =2,...,k olsun. ¢ # j ise a; # a; ve b; # b; olmak iizere
ag,...,ar € X\ {a} ve by, ..., by € X \ {a} alahm. G grubu k-gegisli oldugu
icin ga = a, gag = bs,...,gar, = by'y1 saglayan bir ¢ € G vardir. ga = a
oldugu i¢in g € stab(a) olur. Bu durumda stab(a), X \ {a} kiimesi iizerine
(k — 1)-gegisli etki eder.

(<) 14,5 = 1,...,k olsun. i # j ise a; # a; ve b; # b; olmak {izere
ar,...,a € X ve by, ..., by € X olsun. Varsayalim ki stab(a), X \ {a} kiimesi
tizerine (k — 1)-gecisli etki etsin. G, X kiimesi tizerine gegisli etki ettigi i¢in
oyle g, f € G bulabiliriz ki ga; = a ve fa = by olur. Ayrica 6yle bir h €
stab(a) bulabiliriz ki, h(ga1) = f~'b1, h(gas) = f~1ba,..., h(gar) = f by
saglanir. Yani (f o h o g)(a;) = by olmak iizere, (f o h o g)(a;) = b; her
1 =2,...,kicin saglanir. Boylece G'nin k-gecisli olmasi i¢in gereken fohog €

G’yi bulmug oluruz. OJ

Tanim 2.13. G bir grup olmak tizere G’deki her elemanin mertebesi sonlu

ise G'ye periyodik grup denir.

Tanim 2.14. G bir grup olmak iizere,

(a) G'nin her sonlu iiretecli altgrubu sonlu ise G’ye yerel sonlu grup denir.

(b) G’nin her sonlu tiretegli altgrubu ¢oziilebilir ise G’ye yerel ¢dzilebilir

grup denir.

Teorem 2.15. Periyodik yerel ¢ozulebilir her grup yerel sonludur.



Kanat. Herhangi bir G grubunun periyodik yerel ¢oziilebilir ve {gy, ..., g,} C
G oldugunu varsayalm. O zaman tamim geregi K = (gi,...,g,) periyo-
dik ¢oziilebilir grup olur. Boylece {id} = Koy < K; J... <K, = K ve
1 <i<s—1igin K;;1/K; abelyan olan bir dizinin var oldugunu soyleyebili-
riz. O zaman sonlu tiretegli abelyan gruplarin siniflandirmasini bildigimiz igin
K /K, 1 grubu sonlu olur. K, ; grubu da sonlu iiretecli bir grubun iginde
sonlu indeksli oldugu i¢in sonlu iiretecli olur. Simdi ise s tizerine tiimevarim
yapildiginda tiim K;’lerin sonlu oldugu goriilebilir. Bu durumda K sonlu ve

sonug olarak G grubu yerel sonludur. O

Tanim 2.16. A bir grup ve B de A'min 6z altgrubu olsun. Bu durumda
A'nin Frobenius grup ve B’nin de Frobenius timleyeni olmasi demek a € A

i¢gin a='Ba N B # {id} ise a € B olmasi demektir.

Ornek 2.17. Herhangi bir z € X icin B = stab(z) olmak iizere keskin 2-
gecigli her A grubu Frobenius gruptur. Ozel olarak, B iki elemanh herhangi

bir altgrup olmak iizere A = S3 Frobenius gruptur.
Teorem 2.18. A sonlu grup olmak tzere bir Frobenius grubu ve B de bir

Frobenius timleyeni olsun. O zaman M \ {id} = A\ (U e 'Ba) normal

a€A

altgrup olur ve M 'ye Frobenius ¢ekirdegi denir. Ayrica, A = Bx M saglanar.

Kanat. Kant igin [16]'da 8.5.5.’¢ bakilabilir. O

Teorem 2.19. A bir sonlu Frobenius grubu ve M de bir Frobenius cekirdegi

olsun. Bu durumda [A : M| indeksi ¢ift ise M abelyandor.

Kanat. Kanit igin [9]'da Lemma 7.21°¢ bakilabilir. O



Bolum 3

Keskin 2-Gecgigli Gruplar

Bu boliimde keskin 2-gecigli gruplarin temel ozellikleri incelenmistir. Bunun

icin [4], [6] ve [18] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

Ayrica bu boliimde |X| > 2 olmak iizere G, X kiimesi tizerine keskin 2-
gegigli etki eden bir grubu gostermektedir. Yani her a; # as, by # by € X
icin ga; = by ile gas = by esitlikleri saglanir ve en az iki noktay1 sabitleyen

tek eleman birim elemandir.
Ornek 3.1. (Standart Ornek) F herhangi bir cisim olmak iizere, G =

01
X kiimesi tlizerine matris ¢carpimi ile etkisi keskin 2-geciglidir.

{[a b}:aEF\{O},bEF}VeX: [ﬂ:xeﬂ? olsun. G' grubunun

G grubunun X kiimesi iizerine etkisi matris carpimi ile lg b} . {x} =

1 1
ar +b
1

{xl] ) {IQ} € X ve {yl] , {92] € X alalim. {awl +tb= ?ﬂ} denklem siste-

} € X geklinde olacaktir. Simdi x1 # x5 ve y; # yo olmak lizere

1 1 1 1 ars +b =1y

mine, a # 0 olacak sekilde ortak ¢oziim ararsak, a(z; — x3) = y; — yo olur.

Bu durumda @ = 22— %2 #0 e F\ {0} ve b =1y, —az; € F olacak sekilde
Tl — X2

tek bir ¢oztim vardir. Boylece x1 # x5 ve y; # yo olmak tlizere, X'in x1,x,

elemanlarini y, yo elemanlarina keskin 2-gecisli etki ile gotiirmiig olduk.



Ayrica eger F = Fy secersek G = Zy ve eger F = 3 segersek de G = S5 olur.
Not. Ashnda yukaridaki 6rnegin kanitinda F \ {0} tizerindeki garpmanin
degismeli olmasi ve carpmanin sagdan toplama tizerine dagilmasi kullanilmamaigtir.
Bu nedenle F yakin-cisim olsa da ornek gegerlidir. (Yakin-cismin tanimi
Tanim 3.24’te verilmistir.) Bundan sonra F bir yakin-cisim olmak tizere bu

ornege standart ornek veya etkiye standart etki diyecegiz.

Lemma 3.2. G grubu X dzerine keskin 2-gegisli etki etsin. g,h € G\ {id}
olmak tizere gh = hg ise fix(g) = fiz(h) olur.

Kanat. 1k olarak g, h € G\ {id} olmak iizere fiz(g) C fiz(h) oldugunu
gosterelim. Bunun igin rastgele bir a € fiz(g) alahm, yani ga = a olur.
Simdi gh = hg oldugu i¢in gha = hga = ha olmalidir. Bu durum ise ha €
fiz(g) oldugunu gosterir. Fakat aym zamanda keskin 2-gegislilikten dolay:
|fiz(g)| < 1 olmalidir. Yani a = ha elde ederiz. Sonug olarak, a € fiz(h) ve
fix(g) C fixz(h) olur. Benzer sekilde fix(h) C fiz(g) oldugu gosterilebilir.

O

3.1 involiisyonlar

Tanim 3.3. Mertebesi iki olan elemanlara involisyon denir.

Ornek 3.4. Standart 6rnegimizdeki G grubunun involiisyon kiimelerini in-

celeyelim. a € F\ {0} ve b € F olmak iizere,

R R R R

olur. a®> = 1 ise a = +1 olmalidir. Bu durumda F cisminin karakteristigine

gore G grubunun involiisyon kiimelerini bulabiliriz.

10



(i) char(F) # 2 olsun. a = 1 ise b = 0 olur. Bu durumda tek ¢6ziim birim

elemandir fakat o da involiisyon degildir. a = —1 ise { [_01 ll)] b e IF}

kiimesi G'nin involiisyon kiimesi olur.

(ii) char(F) = 2 olsun. a = 1 olur. Bu durumda ab + b = 0 esitligi her

b € F icin dogru olur. G'nin involiisyon kiimesi ise { [(1) (1)] tbe ]F} olarak

bulunur.

Lemma 3.5. G grubunun involisyonlar, vardur.

Kanat. G grubunda mertebesi 2 olan bir eleman bulmamiz yeterli olacaktur.
Biliyoruz ki G' grubu X kiimesi iizerine keskin 2-gecigli etki ediyor. Simdi,
farkli x,y € X alirsak 2-gecislilikten dolay1 gz = y ve gy = x olacak sekilde
bir g € G vardir. Bu durumda ¢z = g(gx) = gy = x ve g%y = g(gy) = gv =
y olur. O zaman keskin 2-geciglilikten dolay1 g*> = id olur. Sonug olarak,

g # id oldugu icin g mertebesi 2 olan bir elemandir. O

Notasyon. G’deki involiisyonlarin kiimesini [ ile gosterelim.

Lemma 3.6. [ tek bir eslenik sinifadar.

Kanat. i,j € I olsun. ¢ € G olmak iizere ¢ 'ig = j olsun istiyoruz. Bu
durumda oncelikle X iki elemanli bir kiime ise keskin gecislilikten dolay:
|G| = 2 olacagi igin G = Z, olur. Buradan da kolaylikla G’de tek bir in-
voliisyon oldugunu ve tek esleniginin de kendisi oldugunu soyleyebiliriz. Simdi
X en az 3 elemanlh bir kiime ise x € X alalim oyle ki ix # x ve jor # x
saglansin. G grubu 2-gecisli oldugu i¢in bir ¢ € G vardir 6yle ki gr = x

ve gjr = ix saglanir. Yani g = (x)(jz,ix,...) - formundadir. O zaman,

g ligj(z) = gtz = g7l = x ve g ligj(jx) = g tigr = g lix = jx

11



olur. Boylece g 'igj elemam iki farkli noktay1 sabitlemis olur. Keskin 2-

gecislilikten dolay1 da g~ tigj = id olmahdir. Sonuc olarak g~ 'ig = j olur. [J

Notasyon. Bundan sonra herhangi bir z € X elemanin sabitleyelim ve
stab(z)’i H olarak gosterelim. Ayrica tiim stab(x)’ler eglenik oldugu i¢in han-

gisine H dedigimizin bir onemi olmayacaktir.

Lemma 3.7. N, G'nin asikar olmayan normal altgrubu olsun. O zaman,

G = NH olur.

Kanit. g€ G\ H,n € N vey € X\ {z} olsun 6yle ki ny # y saglansin.
Ayrica hx = y ve hgr = ny olacak sekilde h € G olsun. Bu durumda
h™in=thgx = h™'n"'ny = h™'y = x olur. Yani h='n"thg € H'dir. O zaman
h™*n=thg = h, € H olarak yazarsak g = h~'nhh; olur. n € N ve N<
G oldugu icin de ¢ € NH olur. id € N oldugundan dolay:1 biitin g € G

elemanlar1 i¢in bu durum saglanir. 0

Lemma 3.8. z € H olmast i¢in gerek ve yeter kosul H Nz 'Hz # {id}

olmasidar.

Kanat. Oncelikle z € H alahm ve 2~ € H elemanim H ile soldan carpalm.
O halde 27'H C H elde ederiz. Ayrica 2 'H'yi sagdan z ile carparsak
2 'Hz C H olmalidir. Bu durumda H Nz 'Hz = H # {id} olur.

Simdi ise HNz"'Hz # {id} olsun. O zaman 6yle bir a # id eleman vardir ki
a € H ve a € z7'Hz saglanir. Boylece bir b € H icin a = z bz yazabiliriz.
a € H oldugu i¢in z € X olmak iizere ax = z oldugunu biliyoruz. Ayrica
b € H oldugundan dolay1 a(z7'z) = 27'bz(27'z) = 27!z olur. Bu durumda

1

keskin 2-geciglilik geregi ve a # id oldugu icin z7'xz = x olmahdir. Yani

z € H elde ederiz. O
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Lemma 3.9. H de en fazla bir involiisyon olabilir.

Kanat. 1,5 € HNI,y € X\{z} ve g € G alalim dyle ki g = (v)(jy, iy,...) -
olsun. Bu durumda, jg~'ig(y) = jg~'iy = jjy = y ve jg~'ig(jy) = jg~ ity =
jg 'y = jy olur. Yine keskin 2-gecislilikten dolay1 jg~tig = id olmahdir. O
zaman j = g lig ve j € H N g 'Hg olur. Buradan da Lemma 3.8 geregi
g € H olmahdir. Yani bir z € X i¢in gz = x olur. Ayrica gy = y oldugunu
da bildigimize gore keskin 2-gecislilikten g = id olmahdir. j = g lig oldugunu

bildigimiz i¢in buradan ¢ = j oldugunu gorebiliriz. 0

Notasyon. F' ile G'deki sabit noktasi olmayan elemanlarin kiimesini goste-

relim.

Lemma 3.10. I% := {ij : i # j € I} kiimesindeki elemanlar X ’in hicbir

noktasina sabitleyemez. Yani I? C F saglanar.

Kanat. Celigki ile ispat edelim. ¢ # j € I alalim Oyle ki ijz = x olsun. O

1 1

zaman, (ij)"' = 774 = ji = j7(ij)j ve j7(ij)j € HNj'Hj olur. Diger
taraftan Lemma 3.8 geregi 7 € H olmalidir. O halde i1z = z ve i, j € H olur.

Bu durum ise Lemma 3.9 ile celisir. 0J

Lemma 3.11. Eger birr € I i¢in Ir nin elemanlary birbirler: ile yer degistirir

ise 0 zaman I* U {id} < G olur.

Kanat. Diger kosullar acik oldugu i¢in sadece carpma altinda kapali oldugunu
kanitlamamiz yeterli olacaktir. 4,7, k,1 € I alahm ve ijkl € I? oldugunu
gosterelim. Oncelikle tek bir » € I icin Ir’'nin elemanlar1 birbirleri ile yer
degistiriyorsa, Lemma 3.6 geregi her r € [ i¢cin bu argiimanin dogru oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu sebeple 6zel olarak Ii i¢in de bu argiiman dogrudur. Ayrica,

Ii = il oldugunu goz oniine alirsak, o zaman buradan (ijk)? = ijkijk =
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kiijjk = id olur. Yani, ijk € I U {id} dir. ijk eger bir involiisyonsa o zaman
ijkl € I? olur ve igsimiz biter. Simdi ijk = id oldugunu varsayalim. Eger
H’nin involiisyonu varsa ij = k olacagindan Lemma 3.6 geregi bir g € G i¢in
g Yijg = g kg € H olur. Ya da g tijg € I? elemaninin z’i sabitledigini de
soylememiz ayni1 anlama gelecektir. Bu da Lemma 3.10 ile celisir. Eger H nin
involiisyonu yoksa ijk = id oldugu icin ij = k € I olur. Yani I C I? dir.
Buradan, ijkl = (id)l =1 € I C I? olur. O

3.2 Permiitasyon Karakteristigi

Lemma 3.12. Eger H 'nin bir involisyonu varsa o zaman G 'nin X tzerine

etkisi G'nin I tzerine eslenik etkisine denktir.

Kanat. Oncelikle Lemma 3.9 geregi H'deki tek bir involiisyonu i, ile goste-
rirsek 7,2 = x olmak tlizere G'nin I tizerine etkisini asagidaki sekilde eglenik

etkisi olarak yazabiliriz.

GxI—1

(9,4z) — ging ™"

Bu durumda bu iki etkinin denk olabilmesi igin G’den G’ye giden bir «
otomorfizmasini o = id olarak secelim. Ayrica X'ten I'ya giden fonksiyonu

ise § olarak adlandirirsak ve

b: X — 1

T 1y

seklinde secersek, [ fonksiyonu birebir ve érten olur. Ciinki ilk olarak her

x € X i¢in varsayim geregi H’de bir involiisyon oldugu icin £ iyi tanmimhdir.
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Ayrica x # y € X i¢in x ve y elemanlarinin ayni involiisyona gittigini varsa-
yalim. Bu durumda bu involiisyon ayni anda iki noktay1 sabit birakmig olur
ve keskin 2-gecislilik geregi bu involiisyonun birim elemana esit olmasi gere-
kir. Bu da bir celigkidir. Yani £ birebirdir. Son olarak rastgele bir involiisyon
aldigimizda bir tane sabit noktasi oldugu icin de g ortendir. O halde bu
secimler istedigimiz iki etkinin denkligi icin yeterli olacaktir. Ciinkii gercekten

(gizg71)(gx) = gz olacag igin B(gx) = i, saglanir. O

Lemma 3.13. Ejer H 'de tek bir involiisyon varsa I? tek bir eslenik sinafadar.

Kanat. Lemma 3.12 geregi biliyoruz ki G'nin X {izerine etkisi G'nin [ iize-
rine eglenik etkisine denktir. O zaman i # j, k # [ € I alalim. Bu durumda
G grubu 2-gecisli oldugu icin 6yle bir g € G vardir ki g~ tig = k ve g Ljg = [
saglanir. O halde buradan ¢='(ij)g = (¢~ 'ig)(g~'jg) = kl elde ederiz. Sonug

olarak I? tek bir eslenik simifi olur. O

Onerme 3.14. G grubu keskin 2-gegisli bir grup olmak tizere H min bir in-
voliisyon icerdigini varsayalim. Bu durumda I? deki biitiin elemanlarin mer-
tebesi aynidir. Dahasi elemanlarin mertebesi ya sonsuz ya da bir p > 2 asal

sayst olur.

Kanat. I?, Lemma 3.13 geregi tek bir eslenik siifi oldugu icin I? kiime-
sindeki biitiin elemanlarin mertebesi aymdir. Ayrica I? kiimesi kuvvet alma

altinda kapalidir. Bunu gostermek icin herhangi bir ij € I? ve m € N alalim.

m—1

Eger m tek say1 ise (i)™ = [(ji)"= j(ij) "2 ] iki involiisyonun ¢arpim olur,
eger m cift say1 ise (i7)™ = i[(j(i5)2 1)i(j(ij)2 )] yine iki involiisyonun
carpimi olur. Yani I? kiimesi kuvvet alma altinda kapaldir. Simdi eger 12
kiimesindeki elemanlarin mertebesi sonlu ise bu mertebeyi n ile gosterelim.

Celigki elde etmek i¢in de n’nin asal olmadigini kabul edelim ve p asal say1
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olmak iizere p | n oldugunu varsayalim. Bu durumda I? kiimesindeki bir (ij)?

elemaninin mertebesi % # n olur ve bize istedigimiz celigkiyi verir. O

Dikkat. Eger p = 2 ise oncelikle H’de involiisyon oldugunu diigtinelim.
Ayrica I?’den bir elemani mertebesi 2 olacak sekilde secelim. Bu durumda
I*’deki eleman involiisyon olur ve bir noktay1 sabitler. Fakat Lemma 3.10

geregi boyle bir eleman secemeyiz. Yani H’de involiisyon varsa p = 2 olamaz.

Tanim 3.15. G keskin 2-gecigli bir grup olmak tizere G'nin permiitasyon

karakteristigi pc(G) ile gosterilip agagidaki gibi tanimlansin:

2 H’de involiisyon yoksa,
pc(G) = ¢ p  H'de involiisyon var ve I?’deki elemanlarin mertebesi p ise,
0

H’de involiisyon var ve I?’deki elemanlarin mertebesi oo ise.

Tanim 3.16. G herhangi bir grup olmak iizere A < G ve N G olsun. Eger
G = AN ve AN N = {id} kosullar1 saglaniyorsa G’ye N ve A'nin yaridirekt
carpimi denir ve G = N x A = A x N seklinde gosterilir.

Tanim 3.17. G bir grup ve X bir kiime olmak tizere, G grubu X {izerine
keskin 2-gecisli etki etsin. Eger 2 € X ve N 4G i¢in G = N x stab(z) seklinde
yazilabiliyorsa G’ye ayrilan (split) grup denir.

Ornek 3.18. pc(G) = 2 icin [14]'te ve pe(G) = 0 i¢in [15]’te ayrilmayan grup

ornekleri inga edilmigtir.

Ornek 3.19. pc(G) = 0 igin [1]’de basit grup 6rnekleri inga edilmistir.
Teorem 3.20. Eger pc(G) = 3 ise G grubu ayrilar.

Kamnat. Kisaltma amac ile, yalnizca bu kamtta I? U {id} yerine I? ya-

zacagiz. Simdi G grubunun G = I?x H seklinde yazilabildigini diigiinelim.

Eger I? normal altgrup ise Lemma 3.7 geregi G = I?H olur ve Lemma
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3.10 geregi de I?, X'’te bir nokta sabitleyemeyecegi i¢cin H N I? = {id}
olur. Yani bu diisiincemizi kanmitlamak icin sadece I?’nin normal altgrup
oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Lemma 3.11°e gore de ¢« € I ol-
mak iizere Ii = il oldugunu gostermek I?nin normal altgrup olabilmesi
i¢in yeterlidir. Simdi ¢« € H N I, H’nin bir involiisyonu ve j # k olmak tizere
ji, ki € Ii olsun. Bu durumda G’nin keskin 2-gecisliliginden dolay1 jiki ve
kiji’nin farkh iki noktada ayni elemani ayni elemana gotiirdiigiinii gostermek
yeterli olacaktir. Lemma 3.12 geregi, X'i I ve etkiyi de eslenik etkisi ala-
biliriz. Bu durumda (jiki)~'j(jiki) = (kigi)~'j(kiji) ve (jiki) 'k(jiki) =
(kiji)~k(kiji) oldugunu gosterebilirsek jiki ve kiji'nin farkh iki nokta olan
j ve k’de ayni elemani ayni elemana gotiirdiigiinii gostermis oluruz. Simet-
riden dolay1 esitliklerin birini gostermek yeterli olacaktir. Simdi, pe(G) = 3
oldugu i¢in (i5)® = id, (ik)® = id ve (jk)* = id oldugunu soyleyebiliriz. O
zaman,

(jiki) i (jiki) = (ikij)j(jiki) = (iki)j(iki) = (jDk(if) = (ijij)k(jiji) =
(ii)jki(iji) = (ifi)kjk(iji) = (ijik)j(kiji) = (kiji)~j(kiji)

oldugu i¢in gostermek istedigimizi elde etmis oluruz. O

Lemma 3.21. Eger pc(G) # 2 ve heri € I i¢inix = x olacak sekilde tek bir
x € X varsa o zaman Cg(i) = {g € G : gi =ig} olmak tizere Cq(i) = stab(z)

olur.

Kanat. Oncelikle z € fiz(i) ve g € Cq(i) olsun. O zaman Lemma 3.2 geregi
fixz(i) = fiz(g) olur ve x € fiz(g) elde ederiz. Bu ise g € stab(x) demektir.
Yani Cg(i) < stab(x) olur.

1 1

Simdi g € stab(x) olsun. O zaman g lig(z) = g lix =g 'z = x ve iz = x
oldugu i¢in Lemma 3.9 geregi g~ tig = i olmalidir. Yani ig = gi ve g € Cg(7)

olur. Sonug olarak Cg(i) = stab(z) elde ederiz. O
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Lemma 3.22. G grubu X kiumesi tzerine keskin 2-gecisli etki etsin ve N,
G 'nin asikar olmayan normal altgrubu olsun. Bu durumda N gecislidir. Ayrica,

N grubu abelyansa N keskin gecislidir.

Kanat. G grubu 2-gecisli oldugu i¢in N’nin gecisli oldugunu soyleyebiliriz.
Cinkii z € X, g € G ve n € N olmak iizere orby(z) = {nz:ne€ N} C X
olsun. Simdi x # na olmak tizere z, nz € orby(x) ve y € X \ orby(z) alahm.
Bu durumda G grubu 2-gecisli oldugu igin oyle bir ¢ € G vardir ki gr = x ve
gnz =y saglamir. O zaman y = gnz = gng ' (gx) = gng~'z € orby(x) olur

ve celigki elde ederiz. Demek ki orby(z) = X ve N gegisli olmahdur.

Bu durumda N gegisli etki ettiginden dolay1 her z,y € X icin nx = y olacak
sekilde bir n € N vardir. Simdi N’nin abelyan oldugunu varsayalim, bu
durumda Lemma 2.4 geregi her n € N igin staby(z) = n~'staby(nz)n =
staby (nz) olur. §imdi ise g € staby(x) = staby(nz) alahm. O zaman gy =
g(nx) = nx = y olur. Yani g, her y elemanimi sabitlemis oldu. Bu durumda
keskin 2-gegislilikten g = id olmahdir. Sonug olarak staby(z) = {id} ve N,
keskin gecisli olur. O

Teorem 3.23. GG, X kumesi tzerine etki eden keskin 2-gecisli sonsuz bir
grup ve N, G grubunun asikar olmayan abelyan normal altgrubu olsun. Bu

durumda p bir asal sayr olmak tizere

(i) ejer pc(G) =p # 2 ise N = I* U {id} elementer abelyan p-grup ve

(i1) eger pc(G) =2 ise N = I U{id} elementer abelyan 2-grup olur.

Kanat. (i) Oncelikle pc(G) # 2 oldugunu varsayalim ve ¢ € I alalim. O
zaman tanim geregi t, X kiimesinde bir nokta sabitleyecektir, bu noktaya z

diyelim. Ayrica N asgikar olmayan abelyan normal altgrup oldugu i¢in Lemma
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3.22 geregi keskin gecigli etki edecektir. Bu durumda Lemma 3.21 geregi
Cn(t) = NN Cg(t) = N N stab(z) = {id} olur. Buradan da [t, N] # {id}

saglanir.

O zaman, n € N olmak tizere [t,n] =t 'n~'tn # id olur. Simdi s = n™in
dersek [t,n] = t7's = ts € I? elde ederiz. Lemma 3.13’ten I? kiimesindeki
elemanlarin eglenik oldugunu hatirlayahm. Bu durumda [¢t,n] = t~'n"ttn =
ts € [t, N] < N < G olur. Yani ts'nin tiim eglenikleri N grubundadir. Boylece
I? C N olur. Ayrica I*'nin X kiimesi iizerine etkisi gecislidir. Ciinkii farkh
x,y € X i¢in r, stab(z)’teki involiisyon olsun ve s(x) = y olacak gekilde s € T

secelim. O zaman (sr)(z) = s(rz) = s(x) = y olur.

Son olarak a € N \ I? olsun. N keskin gecisli oldugu icin u,v € X olmak
{izere au = v yazabiliriz. Ayrica I? gecisli oldugu icin bu = v olacak sekilde
bir b € I? C N vardir. Bu durumda a € N\ I? ve b € I*> C N oldugundan
dolay1 @ # b € N olur. Ote yandan au = v ve bu = v oldugunu biliyoruz.
Fakat N grubu keskin gecisli oldugu i¢in a = b olmak zorundadir. Bu durum
ise geligkidir. Yani N = I? U {id} olmahdir.

(#7) Simdi ise pe(G) = 2 oldugunu varsayalim. Bir x € X i¢gin H = stabg(z)
olsun. NV, G'nin asgikar olmayan normal altgrubu oldugu i¢in Lemma 3.7 geregi
G = NH seklindedir. Simdi ¢ € I alahm. I, G'deki involiisyonlarin kiimesi
oldugu icin bir n € N ve h € H icin t = nh yazabiliriz. O zaman, id = t*> =
tt = nhnh = nhn(h=*h)h = nhnh='h? olur. Ayrica, h? = hn~'h=n"t € N
ve HON = {id} oldugu icin h? = id olmahdir. Ote yandan, pc(G) = 2 oldugu
icin tanim geregi H’de involiisyon olmadigini biliyoruz. Yani HNI = () olur ve
buradan da h = id oldugunu soyleyebiliriz. O zaman t = nh =n.id =n € N
oldugundan dolay1 ¢ € N olur. Lemma 3.6 geregi de I, tek bir eslenik sinifi

oldugu igin I C N elde ederiz. Ayrica G, I kiimesi iizerine eglenik etkisi ile
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gecisli etki ettigi icin TU{id} C N, G'nin gegisli altkiimesi olur. Sonug olarak
yine yukaridaki benzer sebeplerden dolay1 N = I U {id} elde ederiz. O

3.3 Yakin-cisimler

Tanim 3.24. K kiimesi en az iki elemanli olmak tizere tlizerinde toplama (+)

ve garpma (-) islemleri tanimlansin. Bu durumda

—_

. (K, +) toplamsal birim eleman: 0 olan abelyan bir grup,

[\]

. (K '\ {0},-) garpimsal birim eleman1 1 olan bir grup,
3. Hera,b,ce Ki¢gina-(b+c¢)=a-b+a-c,

4. Herae Kicina-0=0-a=0
ozellikleri saglaniyorsa (K, +,-) yakin-cisim olarak adlandirilir.

Ayrica yakin-cisim ile cisim arasindaki farkin, yakin-cisimdeki carpmanin
soldan toplama iizerine dagilmasi ve cisimdeki carpmanin degigsmeli olmasi

olduguna dikkat edelim.

Ornek 3.25. Her bolme halkasi ve her cisim bir yakin-cisimdir. Bolme halkasi

olmayan en kii¢iik yakin-cisim ornegi 9 elemanlhdir.

Teorem 3.26. |X| > 2 ve G < Sym(X) asikar olmayan abelyan normal
bir N altgrubuna sahip olan keskin 2-gecisli grup olsun. Bu durumda bir
K yakin-cismi vardur oyle ki K \ {0} = K* olmak tizere G ~ X denktir
K*x K~ K (ve G= K*x K) olur. Ayrica G grubunun etkisi standart

olarak adlandirilar.
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Kanat. Oncelikle K kiimesini K = X seklinde secelim ve ardindan rastgele
0,1 € K segelim. Lemma 3.22 geregi N'nin keskin gegigli ve N \ {id} C F

oldugunu soyleyebiliriz. O halde n € N olmak tizere

fliN — K

n +— n(0)

birebir ve orten olur. Ciinkii ny; # ny € N alalim. f(ny) = f(ng2) olsun. Bu
durumda n;(0) = n2(0) olur. N keskin gecisli oldugundan dolay1 iki farklh
eleman 01 aym yere gotiiremeyecegi icin ny = ng ve f; birebir olmalhdir.
Ayrica N gegigli oldugu igin de f; ortendir. §imdi m € N olmak tizere K
tizerindeki toplamay1 n(0) + m(0) = nm(0) seklinde tanimlayalim. Bu du-
rumda fi(n-m) = nm(0) = n(0) + m(0) = fi(n)+ fi(m) oldugu i¢in (K, +)
bir grup olur ve f; fonksiyonu N ile (K, +) arasinda izomorfizmaya doniisiir.

Yani yakin-cisim tanimindaki birinci ozellik saglanir.

Ayrica Onerme 2.12 geregi, stab(0)m keskin gegisli oldugunu séyleyebiliriz.
O zaman K \ {0} = K* ve g € stab(0) olmak iizere

fa: stab(0) — K~

g—g(1)

fonksiyonu da birebir ve orten olur. Ciinkii g; # ¢o € stab(0) olmak {izere
f2(g1) = fa(g2) olsun. Bu durumda g¢;(1) = ¢2(1) olur. Yine stab(0) keskin
gecisli oldugu i¢in g; = gy ve fy birebir olmalidir. Ayrica yine stab(0) gecisli
oldugu igin de fy ortendir. Simdi K* fizerindeki garpmay1 g, h € stab(0)
olmak tizere g(1) - h(1) = gh(1) seklinde tanimlayalim. Bu tamim sayesinde
folg - h) = gh(1) = g(1) - h(1) = fa(g) - f2(h) oldugu icin (K*,-) grup
ve stab(0) ile (K*,-) da izomorfik olur. Yani yakimn-cisim tanimindaki ikinci

ozellik saglanir.
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Ayrica her a € K i¢in a -0 = 0 - a = 0 olarak tanimlayalim. O halde, yakin-

cisim tanimindaki dordiincii ozellik saglanir.

N grubu normal oldugu i¢in her n € N ve g € stab(0) icin g~'ng € N
oldugunu biliyoruz. Bu durumda g(1) - n(0) = gng=*(0) olur. Ciinkii eger
n = id ise gng~! = id olur ve buradan da g(1)-n(0) = g(1)-0 =0 =id(0) =
gng~t(0) olmahdir. Eger n # id ise o zaman &yle tek bir i € stab(0) vardir ki
n(0) = h(1) olur ve yine g € stab(0) oldugu igin de g(1)-n(0) = g(1)-h(1) =
gh(1) = gn(0) = gng~'(0) olmahdr.

Simdi herhangi a,b,c € K alalim. Bu durumda eger a = 0 ise a - (b+ ¢) =
0-(b+¢)=0=04+0=0-b+0-colur. Eger a # 0 ise g € stab(0) ve n,m € N
olmak iizere a = ¢(1), b = n(0) ve ¢ = m(0) olsun. O zaman a - (b + ¢) =
g(1) - (n(0) +m(0)) = g(1) - nm(0) = g(nm)g='(0) = (gng=")(gmg=")(0) =
gng=(0) 4+ gmg=1(0) = g(1) -n(0)+g(1)-m(0) = a-b+a-c olur. Yani yakin-
cisim tanimindaki iigiincii 6zellik de saglanir ve K'nin yakin-cisim oldugunu

kanitlamig oluruz.

Dahasi yine n € N ve a € K olmak iizere, a = m(0) esitligini saglayan bir
m € N vardir ve N grubu K iizerine n(a) = nm(0) = n(0)+m(0) = n(0) +a
seklinde etki eder. Benzer sekilde g € stab(0) ve a # 0 olmak iizere a = h(1)
esitligini saglayan bir h € stab(0) vardir ve bu durumda stab(0) da K {izerine
g(a) = gh(1) = g(1) - h(1) = g(1) - a seklinde etki eder. Eger a = 0 ise
g € stab(0) oldugu igin g(0) = 0 = g(1) - 0 olur.

Son olarak Lemma 3.7 sayesinde biliyoruz ki G = N -stab(0) ve ayrica N C F'
oldugu igin de NNstab(0) = {id} olur. Bu durumda G' = N xstab(0) seklinde

ve n € N, g € stab(0) olmak tizere her a € G, o = gn seklinde yazlabilir.
Béylece aa) = gn(a) = g(n(0) +a) = g(1) - (n(0) +a) = g(1) - n(0) +g(1) - a
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elde ederiz. Oyleyse o = gn ve X = K olmak iizere

Gx X —X

(@,a) — g(1) -n(0) +g(1) - a
etkisi ile g(1) - n(0) = y ve g(1) = x olmak iizere

(K*x K)x K — K

((z,y),a) —> ax +y

etkisi denktir ve dogal olarak G = K* x K olur.
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Bolim 4

Lineer Gruplar

Bu boliimde tezin son boliimii i¢in gerekli olan lineer grup ile cebirsel grup

tanimlarina ve gerekli teoremlere yer verecegiz.

4.1 Tammlar ve Ozellikler

Tanim 4.1. F bir cisim olmak iizere GL,(F) = {M € F™" : det(M) #
0} bir gruptur ve bu gruba genel lineer grup denir. GL,(F) grubunun her

altgrubuna ise lineer grup denir.

Ornek 4.2. GL,(F) ve SL,(F) = {M € F™" : det(M) = 1} gruplan lineer

gruba ornek olarak verilebilir.

Tamim 4.3. F bir cisim ve u € GL,(F) olsun. Bu durumda r € F*»*" nilpo-
tent (diger bir deyigle bir m € Z* i¢in ™ = 0) olmak iizere eger u = I +r

seklinde yazilabiliyorsa u, unipotent olarak adlandirilir.

Lemma 4.4. F bir cisim olmak tizere G < GL,(F) altgrubu unipotent ise

nilpotenttir.
Kanat. Kant i¢in [8]'de 17.5.’teki Sonug’a bakilabilir. O
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Lemma 4.5. F bir cisim ve p asal say: olmak tzere char(F) =p > 0 ise bu
durumda g € GL,(F) unipotent olmast i¢in gerek ve yeter sart bir n € Z7*

icin ¢*" = I olmasidar.

Kanat. F bir cisim ve p asal say1 olmak tizere char(F) = p > 0 olsun.

(=) : g € GL,(F) unipotent oldugunu varsayalim. O halde tanim geregi
g— I nilpotenttir. Yani bir k € Z" igin (g—I)* = 0 olur. Simdi p" > k olacak
sekilde bir n € Z* segelim. Bu durumda (g — I)?" = 0 olur ve char(F) = p
oldugu i¢in de g, (x — 1)?" = 27" — 1 = 0 denklemini saglar. O zaman

" — I = 0 olmaldir. Yani ¢*" = I olur.

(<=) : Simdi ise ¢ € GL,(F) olmak iizere bir n € Z* igin ¢g*" = I oldugunu
varsayalim. Bu durumda ¢?" — I = 0 olur ve g, 2" — 1 = 0 denklemini
saglar. O halde char(F) = p oldugu icin 27" — 1 = (z — 1)?" = 0 olur. Yani
(g—1I)P" = 0 elde ederiz. Bu durum ise g — I'nin nilpotent oldugunu gosterir.
O zaman r € F™*" i¢cin ¢ — I = r yazabiliriz. Sonug olarak g = I +1r ve g

unipotent olur. O

Lemma 4.6. F bir cisim olmak tzere id # g € GL,(F) olsun. Her k € Z*
icin g 'nin GL,(F) de ¢* 'ya eslenik oldugunu varsayalm. O zaman g unipo-

tent olur. Ayrica, char(F) = 0 elde edilir.

Kanat. Oncelikle genelligi kaybetmeden F cisminin cebirsel kapal oldugunu
varsayalim. Boylece GL,(F) iizerinde cahgabiliriz. Simdi A, g'nin ézdegeri
olsun. Bu durumda g terslenebilir oldugu i¢in \ 6zdegeri sifirdan farkli ol-

malidir.

Lemma varsayimimizi kullanirsak her pozitif & tamsayisi icin A\¥, ¢¥'nin 6zdegeri
olur ve g, ¢*’ya eslenik oldugu icin A\*, g’nin de 6zdegeri olmahdir. Bu durum

ise A™ = 1 olacak sekilde bir my) nin varhigini gerektirir. Simdi, Ay,..., \g
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g’nin farkli 6zdegerleri olsun ve m := my, - my, - - - my, seklinde secelim. Bu
durumda, ¢"™nin tiim 6zdegerleri {\7, A, ..., A7} = {1} olur. Ote yandan
g™ de g’ye esleniktir. Yani g’nin tek 6zdegeri 1 olmalidir. Demek ki g unipo-
tenttir. Simdi ¢g'nin mertebesine & diyelim. Bu durumda ¢* = id olur. Fakat
ayn1 zamanda biliyoruz ki g, ¢*’va eslenik ve ¢ # id’dir. Boylece celigki elde
ederiz ve |g| = oo olur. Bu durumda, g unipotent oldugu icin p asal say1
olmak tizere eger char(F) = p # 0 ise Lemma 4.5 geregi bir n € Z* i¢in
g"" = id olmahdir yani |g| | p". Fakat |g| = oo oldugu icin char(F) = 0

olmak zorundadir. O

Teorem 4.7. G lineer bir grup, D eslenik alma altinda kapali ve G yi treten
G “deki involiisyonlarin kiimesi olsun. Eger her c¢,d € D igin o(cd) tekse G

cozulebilir ve periyodik bir grup olur.

Kanat. Kanit igin [6)’da yer alan Teorem 1.1.7in 6zel bir durumu oldugunu

soyleyebiliriz. Ayrintih olarak [6]'ya bakilabilir. O

Teorem 4.8. Y, GL,(F) dekin x n’lik degismeli kosegenlestirilebilir matris-
lerden olusan bir kiime olsun. O zaman dyle bir tersinir P € G L, (F) matrisi

vardur ki her A € Y icin P~YAP késegen matris olur.

Kanat. Kanit igin [7]’de Boliim 6.5. Teorem 8’e bakilabilir. O]

Teorem 4.9. F bir cisim ve G < GL,(F) olsun. Bu durumda p, q asal olmak
tizere char(F) = q # p ise G grubunda sonsuz elementer abelyan p-grup

olamaz.

Kanit. A < G maksimal elementer abelyan p-grup olsun. a € A\ {id}

alalim. Bu durumda o(a) = p olur.
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Iddia. a c A< G < GL,(F) kosegenlestirilebilirdir.

Iddia’nan Kanti. Oncelikle a? = [ oldugu icin a, 27 — 1 = 0 denklemini
saglar. O halde 6,(x), a’'min minimal polinomu olmak tizere d,(z) | 27 — 1 =
f(x) olur. Bu durumda f/(z) = pzP~! olmak tizere (f(z), f'(z)) = (2P —
1,pzP~1) = 1 olmahdir. Yani f’de kath kok yoktur. d,(x) | f(z) oldugundan
dolay1 6,(x)’de de kath kdk yoktur ve a € A kogegenlestirilebilirdir. o

O zaman gimdi herhangi a,ay € A elemanlarim alirsak A grubu abelyan
oldugu i¢in ajas = asa; olur. Bu durumda Teorem 4.8 geregi A’daki her

eleman aym anda kogegenlegtirilebilirdir. Yani 6yle bir g € GL,(F) vardir

by 0 O
ki g7tAg < { 0 . 0 : b € F\ {O}} grubu kogegenlestirilebilir
0 0 b, .
b 0 0 b 0 0]°
altgrup olur. Ayrica [ g *-. o | =10 '-. 0| = I olacaktir. Yani
0 0 bt 0 0 b,
bi'ler ¥ — 1 = 0 denkleminin kokiidiir. Biliyoruz ki bu denklemin F tizerinde
bp 0 O
en fazla p tane kokii olabilir. Dolaysiyla A < { 0 . 0 cbiP = 1}
0 0 b, .

ve A < @Z, olur. Yani A grubu sonsuz olamaz.
Not. Eger G = GL,(F) ise yukaridaki teoremin diger yonii de saglanir.

Bunu gostermek i¢in char(F) = p oldugunu varsayalim. Bu durumda € Z,, =

1 0 ¢

{ 0 . 0 ic € IF} < G olur. Yani G grubu sonsuz elementer abelyan
O 0 1 nxn

p-grup icerir. O
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4.2 Cebirsel Gruplar

Tanim 4.10. £ cebirsel kapali bir cisim ve n > 1 olmak tizere k™’deki sonlu
tane polinomun ortak sifirlarindan olusan kiimeye k itizerinde afin varyete
denir. Bu kiimeyi V ile, polinomlar: 1 < ¢ < ¢ olmak tizere P; ile gosterirsek

V=A{(xy,...,z,) € K" : Pi(21,...,2,) =0,..., P(x1,...,2,) =0} olur.

Tanim 4.11. X bir afin varyete olsun. fi, ..., fi, € k[z1, ...,z olmak {izere
eger
fr XE— Xx™
(1, yak) — (fi(zr, oo k)y ooy fn(2, o0y 2p))

ise f’'ye morfizm denir.

Tanim 4.12. G, hem k tizerinde bir afin varyete hem de bir grup olsun. Eger

a:GxG—G 6:G— G
ve

(z,y) — xy x— !

fonksiyonlart morfizm ise G’ye k tizerinde cebirsel grup denir.

Ornek 4.13. k cebirsel kapal cisim olmak {izere SL, (k) cebirsel bir grup-
tur. Cilinkii determinant, matris ¢arpmasi ve matrisin adjointi polinomlarla

verilebilir.

Tanim 4.14. k" bir afin varyete olmak iizere kapali kiimeleri afin varyeteler

olan topolojiye k™ tlizerinde Zariski topoloji denir.

Teorem 4.15. k cebirsel kapalr cisim olmak tzere her cebirsel grup k tze-

rinde lineerdir, dahast G L, (k) nin kapaly bir altgrubuna izomorfiktir.

Kanat. Kanit igin [8]’de Teorem 8.6.7ya bakilabilir. O]
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Tanim 4.16. Eger bir afin varyete bog olmayan iki kapali 6z altkiimenin

birlegimi seklinde yazilamiyorsa bu afin varyeteye indirgenemez denir.

G cebirsel grup olsun. G grubuna indirgenemez yerine baglantily grup denir.

Onerme 4.17. G cebirsel grup ve G° da G'nin birim elemaniny iceren en
biyiik indirgenemez bileseni olsun. Bu durumda G°, G 'nin sonlu indeksli bir

normal altgrubu olur. Ayrica G° grubunun kosetleri de indirgenemezdir.

Kanat. Kanit i¢in [8]'de 7.3.’e bakilabilir. O

Teorem 4.18. k cebirsel kapalr bir cisim olmak “tizere G, k tzerinde cebirsel
grup ve N, G’nin kapaly normal altgrubu olsun. Bu durumda G/N = {gN :
g € G} cebirsel grup olur. Ayrica G grubu baglantili ise G/N de baglantilidar.

Kanat. Kant igin [2]'de Teorem 6.8’e bakilabilir. O

Tanim 4.19. G cebirsel bir grup, X bir afin varyete olsun. f morfizmasini

fiGxX —X

(g,) —g-x

seklinde tanimlayalim. Bu durumda f’ye cebirsel etki denir.

Bundan sonra cebirsel gruplarin etkisini cebirsel etki olarak kabul edecegiz.

Lemma 4.20. Baglantily gruplarin afin varyete tuzerindeki cebirsel etkisi

altinda, tum yoringeler indirgenemezdir.

Kanat. G, X afin varyetesi iizerine etki eden baglantili bir grup olsun.
orb(z) = O C X yoriingesini ele alalim. Eger O indirgenemez degilse o
zaman kapali 6z altkiimelerin birlesimidir. Yani O = Oy U ... U Oy seklinde

yazilabilir. Simdi herhangi bir x € O; alalm ve 1 < ¢ < k olmak iizere
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A; ={g € G : gx € O;} seklinde tanimlayalim. O zaman G = A; U ... U Ay

olur.
Simdi ise
0: G — X

gr— gx

morfizmini tammlayalm. Bu durumda (A;) = 671(0;) olur. Ayrica O;’lerin
her biri kapali oldugu i¢in A;’lerin de her biri kapali olmalidir. O halde G
grubu A; kapali altkiimelerinin ayrik birlegimidir. Fakat G baglantili oldugu
icin G = Ay olmalidir. Boylece O = O; olur. Yani O yoriingesi indirgenemez-

dir. O

Tanim 4.21. G cebirsel bir grup olmak iizere G'nin unipotent elemanlar:
normal altgrup olugturur. Bu altgruba G'nin unipotent radikali denir.
R,(G), G’nin unipotent radikalini géstersin. O zaman R, (G) = {I} ise G’ye
indirgeyici grup denir.

Gozlem 4.22. G/R,(G) grubu indirgeyicidir.

Ornek 4.23. F bir cisim, n > 2 ve G = {M € F*™™ : M;; = 0 eger i > j ise}
olmak tizere R, (G) = {M € F™" : M;; =1 ve M;; = 0 eger i > j ise} # [

oldugu icin iist licgensel matrislerden olusan bir grup indirgeyici degildir.

Teorem 4.24. A baglantily indirgeyici grup ve B < A indirgeyici 0z altgrup
olsun. O zaman, A’da yogun (B, B)-¢ift koseti yoktur.

Kanat. Kanit igin [3]’e bakilabilir. O]

Teorem 4.25. G cebirsel grubu, bos olmayan X afin varyetesi tuzerine ce-

birsel etki etsin. O zaman her yoringe kapanisinda acgiktir.
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Kanat. Kanit igin [8]’de 8.3."e bakilabilir. O

Teorem 4.26. G baglantil indirgeyici grup ve s € G kosegenlestirilebilir

olsun. Bu durumda Cg(s) indirgeyici olur.
Kanat. Kanit igin [11]’de Teorem 14.2’ye bakilabilir. O

Asgagidaki teorem ile birlikte keskin 2-gecisli cebirsel gruplar siniflandirilmigtir.

Ayrica, bu teoremi tezde kullanmayacagimiz i¢in kanitsiz olarak veriyoruz.

Teorem 4.27 ([10], Sonug 3). G cebirsel grup olmak tzere eger bir afin

varyete uzerine keskin 2-gecisli etki ediyorsa bu etki standarttir.

Kanat. Kanit igin [10]’daki makaleye bakilabilir. O]
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Bolum 5

Keskin 2-Gecisli Lineer Gruplar

Bu boliimde tezin temelini olugturan [4] ve [6] makalelerinin ana teoremleri

yer almaktadir.

5.1 Permitasyon Karakteristigi ve Cisim Ka-
rakteristigi 2’den Farkli Olan Keskin 2-
Gegisli Lineer Gruplar

Biliyoruz ki bir G grubunun X*\ A kiimesi iizerine gecisli etki etmesi demek
G grubunun X kiimesi iizerine k-gecigli etki etmesi demektir. Bu boliimde
ise k-gecisli etki kosulunu hafifletip G'nin jenerik k-gecisli etkisi tanimindan

bahsedecegiz.

Tanim 5.1. G cebirsel grup, X afin varyete olmak tizere o : G x X — X
cebirsel etki olsun. Bu durumda k € Z* olmak iizere eger X* {izerinde G'nin
ok etkisi acik ve yogun bir yoriinge iceriyorsa a’ya jenerik k-gecisli etki denir.
Eger « etkisi agik ve yogun bir yoriinge igermiyorsa a’ya jenerik 0-gecisli etki
diyecegiz.

a, jenerik k-gecisli cebirsel etki olmak tlizere « etkisinin jenerik gecislilik de-
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recesi (jgd), jgd(a) = max{k : « jenerik k-gecisli} seklinde tanimlanir.
G cebirsel grubunun jenerik gegiglilik derecesi ise jgd(G) = max{jgd(a) : «

G'nin cebirsel etkisi} geklinde tanmmlanir.

Lemma 5.2. G baglantily cebirsel grup ve i = 1,2 olmak tizere X; indirgene-
mez afin varyete olsun. G'nin X; uzerine etkisine «; diyelim. ¢ : X7 — Xo
olmak ‘zere @’nin orten morfizm ve g € G, x € X i¢in gp(x) = ¢(gz)

oldugunu varsayalim. Bu durumda jgd(ay) < jgd(ag) olur.

Kanat. Kanit igin [13]'te Lemma 2’ye bakilabilir. O

Sonug 5.3. A baglantils cebirsel grup olmak tizere, C' < B < A olacak sekilde
kapaly iki grup alirsak jgd(A: A/C) < jgd(A : A/B) olur.

Kanat. A baglantili cebirsel grup ve B < A olsun. O zaman A ~ A/B
gegisli oldugunu biliyoruz. Bu durumda C' < B igin A ~ A/C' de gegisli olur.

Simdi
p: AJC — A/B

aC — aB
seklinde secelim. Oncelikle @ iyl tanimhdir. Clinkii a;,as € A olmak iizere
a1C' = aoC oldugunu varsayalim. O zaman C = aflagC ve aflag e C
olur. Aynmi zamanda C' < B oldugu icin a;'ay € B olmahdir. Buradan ise
B = a;'ayB ve a1 B = ayB oldugunu sdyleyebiliriz. Yani p(a;,C) = p(ayC)
elde ederiz. Lemma 5.2 geregi de jgd(A: A/C) < jgd(A: A/B) olur. O]

Bu boliimde ele alinan kapaniglar Zariski kapanisi olacaktir.

Teorem 5.4. B < A cebirsel gruplarnin her ikisi de indirgeyici grup ise

jgd(A: A/B) =1 olur.
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Kanat. Kanitimiz1 yaparken jgd(A : A/B) = 1 oldugu sonucundan biraz
daha fazlasimi gostermis olacagiz. Yani ayni kogullar altinda A/B x A/B
kiimesinde hi¢ agik yoriinge bulamayacagimiz1 gosterecegiz. A ~ A/B gecisli
oldugu i¢in jgd(A : A/B) > 1 oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi celigki ile ispat
etmek i¢in B'nin A/B x A/B flizerine etki ettigini ve O agk bir yoriinge
olmak tizere O C A/B x A/B oldugunu varsayalim.

Ik olarak Onerme 4.17 geregi A° < A ve B° < B oldugunu biliyoruz. Ayrica
yine Onerme 4.17 geregi [B : B°] < oo oldugu igin her B-yoriingesi 6zel-
likle de ele aldigimiz O acgik yoriingesi, Lemma 2.5 geregi B° yoriingelerinin
sonlu birlegimlerinden olusur. Boylece B° yortingelerinden en az biri, ki bu
yoriingeye a € A olmak iizere O = B°aB diyelim, acik olur. Bu durumda,
B° baglantili oldugu igin Lemma 4.20 geregi yoriingeleri indirgenemezdir. Bu
yizden X = A°aB° olmak tizere, O; yoriingesi A/B’nin baglantili bilegeni

olan X = A°aB tarafindan icerilir. Simdi,

¢: A/B° — A/B

aB° — aB

fonksiyonunu ele alalim ve bu fonksiyonu X = A°aB° baglantili bilesenine
kisitlayalm. O zaman [B : B°] < oo oldugundan dolay1 ¢ : X — X
ortii fonksiyonu olur. Boylece, O = B°aB° = ¢ 1(0;) N X kiimesi X 'te
hala agiktir ve X baglantili oldugu icin bu kiime ayrica yogundur. Sonug ola-
rak B°aB°, A°’da acik yogun c¢ift koset olur. Bu durum ise Teorem 4.24 ile

celisir. O

Onerme 5.5. G < GL,(F) keskin 2-gegisli grup ve pc(G) # 2 olsun. G ’'nin
astkar olmayan abelyan normal bir altgrubu yoksa o zaman bir k cebirsel
kapaly cismi ve p : G — GL,(k) birebir grup homomorfizmasy vardur ve

p(G) indirgeyici olur.
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Kanat. F, F'nin cebirsel kapanigi olmak iizere GL,(F) < GL,(F) ve py :
G — GL,(F) birebir grup homomorfizmas olsun. po(G) Zariski kapans
ve R de bu kapanigin unipotent radikali olsun. N = po(G) N R olsun. Bu
durumda Lemma 4.4 geregi R nilpotenttir ve buradan N de nilpotent olur. N
nilpotent oldugu igin, eger asikar degilse N'nin alt merkezi serisinin sondan
bir 6nceki elemani p(G)nin abelyan normal altgrubu olur. Bu durum ise
varsayimimiz ile geligir. Buradan anlagilacagy tizere N = {id} olmahdir. O

zaman tanim geregi R < po(G) oldugu i¢in Rpo(G) < po(G) olur. Boylece

Rpo(G)/R < po(G)/R oldugunu soyleyebiliriz. Simdi Rpo(G)/R indirgeyici

ve po(G)/R cebirsel grubu da Teorem 4.15 geregi lineer oldugu icin p(G)
Zariski kapanigini indirgeyici yapan yeni bir p birebir grup homomorfizmasi

bulabiliriz. O

Onerme 5.6. G < GL,(F) keskin 2-gecisli bir grup olmak tizere char(F) # 2
ve pc(G) # 2 olsun. k, F'nin cebirsel kapamsi; S < GL,(k), G’'nin Zariski
kapanisi; stabg(x) = H olmak tizere T < G Ly (k), H 'nin Zariski kapamsi ve

1, H’deki tek involisyon olsun. Bu durumda

(o) T < Cs(i),

(b) i kosegenlestirilebilir,

(c) jgd(S : S/T) > 2
olur.

Kanat. (a) Lemma 3.9’dan dolay1 ¢, H'deki tek involiissyondur. O zaman
Lemma 3.21 geregi H = Cg(i) olur. Buradan Cg(i) < Cg(7) olacag: igin ve
Cs(7) kapal oldugu i¢in 7' < Cg(7) elde ederiz.

35



(b) Ayrica, char(k) = char(F) # 2 oldugu i¢in ¢ € H kogegenlestirilebilirdir.
Ciinkii ¢ involiisyonunu A € GL, (k) matrisi olarak ele alirsak A? = I olur.
Buradan A% — I = 0 olacag: icin A matrisi 22 — 1 = 0 denklemini saglar.
da(x), A'nin minimal polinomu olmak iizere d4(z) | 22 — 1 olur. O zaman
da(z) = x4+ 1 veya x — 1 veya 2% — 1 olmalidir. d4(z) =z + 1ise A = —1
olur ve kogegenlestirilebilirdir. §4(z) =z — 1 ise A = I olur ve A involiisyon

olmaz. Son olarak §4(z) = 2% — 1 ise A yine kogegenlestirilebilirdir.

(c¢) Simdi ise S’nin jenerik 2-gecisli oldugunu gostermek igin bir g € G \ H
secelim.

Iddia. O = orbs(T, gT) € S/T x S/T acik ve yogun bir yoriingedir.
Iddia’nwn Kanatr. Teorem 4.25 geregi O'nun S/T x S/T’de yogun oldugunu
gostermek yeterlidir. O zaman, G = H U HgH olarak yazalim. Her iki ta-
rafin Zariski kapanigimi alirsak S = G = HU HgH = T UTgT"dir. Buradan,
GT = (HUHgH)T = TUHJT oldugundan G < GT =TUHgT <TUTgT
olur. G grubu G = S’de yogun oldugu icin 7' U T'¢T kiimesi de S’de yogun

olur.

TUTgT kiimesi yine Teorem 4.25 geregi kapaniginda acgik olmalidir. Yani bu
durumda T'UT¢T kapanigi olan S’de agik olur. T tanim geregi kapalidir. Bu
ylzden T'gT, S’de acik olur.

Simdi,

7: S/T x S/T — S/T
(aT,bT) — oT

ilk bilesene gore izdiigtim fonksiyonu olsun. Bu durumda, orbg(T, ¢T) =
{(aT,agT) : a € S} ve 7 1(T) = {T} x S/T olur. O zaman kesigimleri de
{(aT,agT) :a €T} ={(T,TgT)} = {T} xTygT olur. Boylece, yukaridaki iki
paragraftan dolay1 {T'} x T'gT kiimesi, {T} x S/T = 7~(T)’de agik ve yogun
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olmahdir. S ~ S/T gegisli oldugu icin O, her g € S igin her 771(¢T')’de agik
ve yogundur. Bu durumda O yoringesi, |7 (¢T) € S/T x S/T kiimesinde
yogun olur. Yani S’nin S/T {izerine etkisi jenerik 2-gecislidir. Bu da iddiamiz

ispatlar ve kanitimizi bitirir. O

Teorem 5.7. G < GL,(F) keskin 2-gecisli grup, char(F) # 2 ve pc(G) # 2

olsun. Bu durumda asikar olmayan abelyan normal bir N <G altgrubu vardr.

Kanat. Bu teoremi celigki ile ispat edelim. Varsayalim ki G grubunun agikar
olmayan abelyan normal bir altgrubu olmasimn. O zaman, Onerme 5.5 geregi k
cebirsel kapali bir cisim olmak iizere G < G'L,(k) oldugunu varsayip G = S
Zariski kapaniginin indirgeyici oldugunu soyleyebiliriz. Simdi, H keskin 2-
gecisli etkide bir noktanin sabitleyicisi olsun. H = T ve i € H de H’deki tek
involiisyon olsun. pc(G) # 2 oldugunu kabul ettigimiz i¢in béyle bir involiisyo-
nun var oldugunu biliyoruz. Onerme 5.6’dan dolay1, S ~ S /T tizerine jenerik
2-gecisgli etkisi vardir. Cs(i) = C olarak yazarsak Sonug 5.3 geregi, jgd(S :
S/C) > jgd(S : S/T) > 2 olur. Onerme 5.6’daki cisim iizerine olan karakte-
ristik varsayimini kullandigimizda ise i’nin kosegenlestirilebilir oldugunu ve
boylece Teorem 4.26 geregi C's(i) = C’nin de indirgeyici oldugunu sdyleyebi-
liriz. Bu durumda ise Teorem 5.4 geregi jgd(S : S/C) = 1 olacag igin geligki

elde ederiz ve kamitimiz tamamlanir. O

Teorem 5.8. F bir cisim ve G < GL,(F) keskin 2-gecisli bir grup olsun.
char(F) # 2 ve pc(G) # 2 olsun. Bu durumda K yakin-cisim olmak izere
G = K* x K olur.

Kanat. Teorem 5.7 geregi G'nin agikar olmayan abelyan normal bir N <
G altgrubu oldugunu biliyoruz. Bu durumda, Teorem 3.26’y1 uygularsak

kanitimiz tamamlanir. O
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5.2 Permiutasyon Karakteristigi 2’den Farkl
Olan Keskin 2-Gegisli Lineer Gruplar

Bu boliimde bir 6nceki boliimden farkli olarak cisim karakteristiginin 2 oldugu
durumlar da dahil olmak tizere yeni bir kanit verilerek keskin 2-gecisli lineer

gruplar incelenmistir.

Onerme 5.9. G < GL,(F) keskin 2-gecisli (sonsuz) bir grup ve pe(G) = 0
olsun. O zaman char(F) = 0 olur ve G asikar olmayan abelyan normal bir

altgrup icerir.

Kanat. Oncelikle pc(G) = 0 oldugu i¢in H'de involiisyon vardir ve Lemma,
3.13 geregi de biliyoruz ki 12, G’de eslenik smifidir. O zaman Onerme 3.14
geregi her g € I? ve her k > 1 tamsayisi icin ¢g* € I? olur. Yani g, ¢*’'ya
egleniktir. Bu durumda Lemma 4.6 geregi char(F) = 0 olur ve Teorem 5.7

geregi de G'nin agikar olmayan abelyan normal bir altgrubu vardir. 0

Lemma 5.10. G en az t¢ elemanly bir kimeye etki eden keskin 2-gecisli bir
grup, p tek asal sayr ve pc(G) = p olmak tzere G’deki her ¢ involisyon

sonlu bir grup uretir.

Kanat. Tlk olarak E C I ii¢ involiisyondan olugan bir kiime olsun. L = (E)
diyelim. Bu durumda pc(G) = p oldugundan dolay1 L~ E'L, birbirinden farkh
¢,d € L"'EL i¢in o(cd) = p olacak sekilde L’deki involiisyonlarin bir eglenik
sinifi olur. Simdi eger L lineer ise Teorem 4.7 geregi L ¢oziilebilir ve ayrica
periyodik olur. Boylece L ¢oziilebilir, periyodik ve ii¢ iiretecli oldugu icin

Teorem 2.15 geregi L sonlu olur. 0

Teorem 5.11 ([12], Teorem 1, (2)). G, X kiimesi tzerine etki eden keskin
2-gecisli bir grup olsun. G’deki her ¢ involisyonun G’de sonlu bir altgrup

urettigini varsayalim. O zaman G grubunun etkisi standarttir.
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Kanat. Yukaridaki varsayimlar altinda ashinda pc(G) > 0 oldugunu goz
ontinde bulunduralim. Fakat burada p tek asal say1 olmak iizere sadece ihti-

yacimiz olan pc(G) = p olmasi durumuyla ilgilenecegiz.

O zaman p tek asal say1 olmak tlizere pc(G) = p oldugunu varsayalim. Rast-
gele bir 0 € X alalim ve stab(0)’daki tek involiisyona da ¢ diyelim. G’deki

involiisyonlarin kiimesini 7 ile gosterdigimizi hatirlayalim.

Simdi eger ¢t/'nin carpma altinda kapali oldugunu gosterebilirsek kanitimizi
tamamlayabiliriz. Ik olarak rastgele 4,7 € I alahm. Gostermek istedigimiz
titj € tI oldugudur. U = (t,1, j) olsun. U’'nun sonlu bir altgrup oldugunu bi-
liyoruz. Bu durumda Uy = staby (0) Frobenius tiimleyeni olmak iizere U’'nun
bir Frobenius grup oldugunu gosterelim. Simdi bir u € U igin u ™' Upu(u=1(0)) =
w1 (0) olur ve u™'UpunUy kiimesi, u~1(0) ile 0’1 sabitler. Eger u™'UyunUy #
{id} ise u=1(0) = 0 olur. Ayrica u=*(0) = 0 ise u(0) = 0 olacag: i¢in u € Uy
olur. Yani gercekten de U bir Frobenius gruptur. O zaman buradan U sonlu
Frobenius grup oldugu i¢in Teorem 2.18 geregi M \ {id} = U\ ( U u'Upu)
olmak tizere U = Uy x M olur. Yukarida belirttigimiz tizere ¢, stag(GOU)’daki tek
involiisyondur. Yani Uy involiisyon igerir ve mertebesi ¢ifttir. Ayrica, Teorem

2.19 geregi de M abelyan olmalidir.

Biliyoruz ki tI C I? C F’de de yer aliyor. O zaman bu durumda ¢I sabit

nokta icermeyecegi icin ti ve tj7 M’de olmalidir ve bu yiizden yer degistirmelidir.

Simdi ¢ ile eglenik almanin ¢/'nin elemanlarinmi ters ¢evirdigini soyleyebiliriz.
Ciinkii @ € I igin herhangi bir ta € tI alahm. Bu durumda ¢t~'(ta)t =

at = a 't = (ta)™! olur. Ayrica, eger t herhangi bir x elemanini ters

! 171 = (tz)~! olur. Boylece

cevirirse yani txt = x~° ise o zaman tx = z~

tr € I U {id} olur. Bu da z =t veya x € tI demektir. O zaman titj'yi t

ile sagdan ve soldan carparsak ve elemanlarin yer degigtirmesini kullanirsak
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t(tity)t = itjt = jtit = (titj)~! elde ederiz. Buradan titj € tI oldugunu
goriiriiz ve tI'nin carpma altinda kapali oldugu sonucuna ulasiriz.

Son olarak, ij € I? alirsak dogal olarak (ij)~! = j=4~! = ji € I? olur ve

I*nin ters alma altinda kapal oldugunu gorebiliriz. Ayrica, tI'nin carpma
altinda kapali oldugunu bildigimizden dolayr herhangi bir 47 € [ icin ij =
(tt)i(tt)j = t(tit)ty = ti'tj = tI oldugunu soyleyebiliriz. Boylece tI = I? olur
ve I? normal altgrup oldugu icin de Teorem 3.26 geregi kanitimiz tamamlanir.

0J

Teorem 5.12. F bir cisim, G < GL,(IF) keskin 2-ge¢isli sonsuz bir grup ve
pc(G) # 2 olsun. Bu durumda G grubunun etkisi standart olur.

Kanat. Oncelikle pce(G) = 0 ve G lineer grup olsun. Bu durumda, Onerme

5.9 geregi teorem saglanir.

Simdi ise pc(G) = p > 2 asal say1 olsun. G’deki her {i¢ involiisyonun sonlu
bir grup iirettigini Lemma 5.10 geregi biliyoruz. Bu durumda, Teorem 5.11

sayesinde teorem saglanir.

Sonug olarak her iki durumda da G’nin agikar olmayan abelyan normal bir

altgrubu vardir ve G grubunun etkisi standart olur. 0

Not. Yukaridaki teorem pe(G) = 2 oldugu durumda gegersizdir. Kargit 6rnek
icin [5]’e bakilabilir.

Sonug 5.13. G < GL,(F) keskin 2-geg¢isli sonsuz bir grup ve pc(G) # 2

olsun. O zaman pc(G) = char(F) olur.

Kanat. Tk olarak pc(G) = 0 ise Onerme 5.9 geregi char(F) = 0 oldugunu
biliyoruz. Simdi pe(G) = p > 2 asal say1 olsun. O zaman Teorem 5.12 geregi
{id} # N < G abelyan oldugunu soyleyebiliriz. Bu durumda Teorem 3.23
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sayesinde IV, sonsuz elementer abelyan p-grup oldugu i¢in Teorem 4.9 geregi
de char(F) = pc(G) = p olmak zorundadir. Aksi halde, G grubu sonsuz

elementer abelyan p-grup iceremezdi. O

Not. Yukaridaki sonug pe(G) = 2 oldugu durumda gegersiz olur. Ciinkii G <
SL3(R) ve pe(G) = 2 olan kargit érnek [5]’te insa edilmistir. Ornekte char(R) =
0 oldugu i¢in char(R) # pc(G) oldugunu goriiriiz.
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