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LIMIT GRUPLARIN MODEL TEORI ILE INCELENMESI

OZET

Bu tezde limit gruparin cebirsel 6zellikleri incelenmis, limit gruplar icin cegitli
karakterizasyonlar gosterilmig ve bu cebirsel Ozelliklerden ve karakterizas-
yonlardan yararlanilarak limit grup 6rnekleri verilmigtir. Limit gruplarin bu-
rulmasiz, degismesi gecisli ve CSA olma Ozellikleri incelenen cebirsel 6zel-
liklerin en onemlileridir. Gosterilen karakterizasyonlardan ilki sonlu iiretecli
limit gruplarin tamamen artik serbest gruplara denk oldugudur. Bir diger
karakterizasyonda ise sonlu tiretecli abelyan olmayan limit gruplarin, abel-
yan olmayan serbest gruplarin evrensel teorisi ile ayni evrensel teoriye sahip
oldugu kanitlanmistir. Gosterilen ticiincii karakterizasyon ise Fj serbest gru-
bunun ultragiiciiniin sonlu iiretegli altgruplarinin limit grup oldugu ve tim
limit gruplarin F, grubunun ultragiiciiniin sonlu tiretecli altgruplar: olarak

goriilebilecegi olmugtur.

Anahtar Kelimeler : Limit gruplar, Tamamen artik serbest gruplar,

Evrensel teori
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A MODEL THEORETIC APPROACH TO LIMIT GROUPS

ABSTRACT

In this thesis, we examine the algebraic properties of limit groups; we explain
various characterizations for limit groups; and, by using these algebraic pro-
perties and characterizations, we give examples of limit groups. The examined
properties of limit groups are being torsion-free, commutative transitive, and
CSA. The first of the characterizations that we give is that the finitely ge-
nerated limit groups are precisely the fully residually free groups. In another
characterization, we prove that finitely generated non-abelian limit groups
have the same universal theory as the non-abelian free groups. The third
characterization is that every finitely generated subgroup of an ultrapower
of the free group F5 is a limit group, and every limit group can be obtained

in this way.

Key Words : Limit groups, Fully residually free groups, Universal
theory
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Bolum 1
Giris

Alfred Tarski'nin 1945 yilinda sordugu abelyan olmayan serbest gruplarin
elementer teorilerinin ayni olup olmadigi sorusu bu yiizyihin baginda Zlil
Sela ve ayrica Kharlampovich ve Myasnikov tarafindan birbirinden bagimsiz
galigmalarla olumlu olarak cevaplandi. Zlil Sela’nin bu soruyu ve daha faz-
lasini cevaplayan makaleler dizisinin ilki olan [12] makalesinde limit gruplar
tanimlanmig ve limit gruplarin abelyan olmayan serbest gruplarin evrensel

teorisinin bir modeli oldugu gosterilmistir.

Christophe Champetier ve Vincent Guirardel [4] makalesinde limit gruplar
igin Grigorchuk tarafindan 1980’lerde tanimlanan isaretli gruplar uzayinda
Sela’nin tanimina denk olan bagka bir tanim yaparak limit gruplari incelemek
icin farkl bir bakig agis1 ve ¢esitli yontemler geligtirmislerdir. Bu tezde [4]
makalesi temel kaynak olarak kullanilarak limit gruplarin cebirsel 6zelliklerini
incelemek, cesitli limit grup ornekleri vermek ve limit grup olmaya denk

karakterizasyonlar vermek amaclanmigtir.

Limit gruplar igaretli gruplar uzayinda serbest gruplar dizilerinin limiti ola-
rak tammlanmigtir. Incelenen 6nemli cebirsel zellikleri limit gruplarm bu-

rulmasiz, degismesi gecisli, CSA olmasi ve limit gruplarin alt gruplarinin yine



limit grup olmasi olarak siralanabilir.

Limit gruplarin ilk 6rnekleri olarak serbest gruplar verilmigtir. Ardindan
Bass-Serre teorisi, gruplarin birlestirilmis ¢arpimi ve HNN geniglemesi kul-
lanilarak limit gruplarin merkezleyicisi ile serbest geniglemesinin ve limit

gruplarin basit ¢izgesinin yine limit grup oldugu gosterilmistir.

Sonlu tretecli limit gruplarin karakterizasyonlar1 model teori kullanilarak
yapilan karakterizasyonlar ve cebirsel karakterizasyonlar olarak iki bashikta
incelenmigtir. Bu karakterizasyonlardan ilki sonlu tiretecli limit gruplarin ta-
mamen artik serbest gruplara denk oldugunu kanitladigimiz cebirsel karak-
terizasyondur. Abelyan olmayan sonlu tiretecli limit gruplarin evrensel te-
orisinin abelyan olmayan serbest gruplarin evrensel teorisi ile ayni oldugu
gosterilen karakterizasyonlardan bir digeridir. Gosterilen bir bagka karakteri-
zasyon ise sonlu tretecli bir limit grup olmanin gerek ve yeter kosulunun F,

grubunun ultragiictintin sonlu tiretecli altgruplarindan biri olmak oldugudur.



Bolim 2

Model Teori

Bu boliimde model teorinin bazi temel tanimlarini verecegiz, ultrafiltre ve
ultragarpimlarin temel teoremlerini kanitlayacagiz. Bu boliim [10] ve [2] kay-

naklarindan yararlanilarak olusturulmustur.

Oncelikle model teorinin temel kavramlar olan dilin ve yapimmn ne oldugunu

tanimlayarak baglayalim.

Tanim. Bir £ = (F, R,C) dizisi F' fonksiyonlar sembolleri kiimesinden, R
iliski sembolleri kiimesinden ve C' sabit sembolleri kiimesinden olusan bir
semboller dizisidir. Oyle ki f € F icin degisken sayisim belirten n 7 derecesi

ve her bir r € R iligkisi i¢in kagh iliski oldugunu belirten n, derecesi vardir.

Derecesi 1 olan iligki yerine tekli iligki ve derecesi iki olan iligki yerine ikili
iliski denilmektedir. Ilk dil 6rnegi olarak hicbir fonksiyon sembolii, iliski sem-
bolii ve sabit sembolii icermeyen bog dili diigtinebiliriz. Bos dil diginda 6rnek-

ler vermek istersek,

(1) Lo = {<} siralamann dili,

(2) Lo ={,"",e} gruplarm dili,



(3) Lr ={+,—,-,0,1} halkalarin dili,

(4) Lor = Lo U Lk sirali halkalarin dili

akla gelen ilk 6rneklerdir. Bu verdigimiz 6rneklerde < bir ikili iligki sembolii,
~1 ve — bir tekli fonksiyon sembolleri, + ve - ise ikili fonksiyon sembolleridir.

e, 0 ve 1 ise sabit sembolleridir.

Dillerin, sadece sembollerden olugsan kiimeler olduklar: igin, tek baslarina
bir anlam ifade etmedikleri soylenebilir. Ancak dil matematiksel bir yapi
icinde anlam kazanir ve esasinda dil matematiksel yapilarin dogasini belirler.

Bahsettigimiz yap1 kavraminin matematiksel tanimini yapalim.

Tamim. £ bir dil olsun. M = (M, FM, RM CM) bir L-yapisidir. Oyle ki

(1) M bos olmayan bir kiimedir,
(2) Her bir f € F fonksiyon sembolii i¢in bir f™ : M™ — M fonksiyonu,
(3) Her bir r € R iligki sembolii bir ¥ C M™ iligkisi,

(4) Her bir ¢ € C sabit sembolii bir c™ € M sabiti
vardir.

Ornegin dil olarak L gruplarm dilini alahm. Bir G kiimesi ile birlikte G =

(G, -, e%), -© ikili fonksiyonu ve e® sabiti ile bir Lg-yapisidir.

Bizler dilleri kullanarak yapilar icinde dogru veya yanlig olan formiiller yaz-
mak istiyoruz. Bu ciimleler, yapinin igerdigi £ dilinin sembollerini, z1, s, x3, . . .
gibi degiskenlerden, V(veya), A(ve), =(degil) baglaglarindan, 3 ve V nicele-

yicilerinden, = esittir semboliinden ve () parantezlerden olugur. Ciimleleri



yazmak i¢in terimlere ihtiya¢ duyariz. Terimler, yapinin kiimesinin eleman-
lar1, dilin iliski sembolii olmayan sembolleri ile olugur. Ornegin yukarida
tamimladigimiz G yapisimda ., (71-72) ya da (z;-25 ') birer terimdir. 7 ile bir
M yapisindaki tiim terimlerin kiimesini gosterelim. 7 kiimesi tiim sabit ele-
manlari, tiim degisken sembollerini ve bu degisken sembolleri ile yazilabilecek

tiim fonksiyonlar1 icerir. Simdi bu terimler ile fonksiyonlar1 tanimlayabiliriz.

Tanim. Atomik L-formiilleri kiimesi 1, ts, ..., t, terimler olmak tizere, t; =

to esitliginden ve r € R olmak tizere r(ty,to,. .., t,) iligkilerinden olusur.

L-formiiller kiimesi ise atomik formiilleri icerir ve asagidaki ozellikleri saglar;

(1) Eger ¢ bir formiil ise ~¢ de bir formiildiir.
(2) Eger ¢ ve ® birer formiilse o halde (¢ V) ve (¢ A1) birer formiildiirler.

(3) Eger ¢ bir formiil ise Jz;¢ ve Va;¢ birer formiildiir.

Ornek verecek olursak G grup yapisinda V1V, (129 = x3) ve Vy Jro (21200 =
e) birer formildiir. Ilk formiilde x5 degiskenin niceleyicisi yoktur. Niceleyicisi
olmayan degigkenlere serbest degigsken denir. Her bir degiskenin niceleyicisi-
nin oldugu formdillere ise ctimle denir. Biz ciimleler ile ilgilenecegiz. Eger bir
¢ ciimlesi M yapisi icinde dogru ise M E ¢ ile gosterilir. M yapisinda dogru
olan tiim ciimlelerin kiimesine M'nin elementer teorisi diyecegiz ve Th(M)

ile gosterecegiz.

Tamim. M ve N iki L-yap1 olsunlar. Eger Th(M)=Th(N\) ise bu iki yap

elementer denktir denir.

Bir evrensel formiil, p(x1, 2o, ..., x,) niceleyicisiz formiilii i¢in

Vg .. . Va,o(xr, 2, ..., xp)

b}



seklinde yazilan formiile denir. M yapisinin sagladigi tiim evrensel formiille-
rin kiimesine M’nin evrensel teorisi denir ve Thy(M) ile gosterilir. Benzer
bi¢imde M’nin varolugsal teorisi de yazilabilir ve Ths(M) ile gosterilir. Eger
iki yapimin evrensel teorisi ayni ise varolugsal teoriside aynidir, ¢inki va-

rolugsal ciimleler evrensel ciimlelerin degillemesi olarak okunabilir.

Eger N yapist M’nin bir altyapisi ise M yapisinda dogru olan her evrensel
ciimle A yapisinda da dogru olacagindan Th(M) C Th(N) olur. Bu du-
rumun glizel bir sonucu olarak n > 2 olmak tizere F, serbest gruplar: igin

Fy, < F, ve F,, < F, oldugundan Thy(F,) = Thy(F,) esitligi saglanir.
Tanim. X bir kiime ve P(X) X'’in kuvvet kiimesi olsun. Bir 7 C P(X)
kiimesi asagidaki ozellikleri sagliyor ise, F’ye X'in bir filtresidir denir;

(1) 0 ¢ Fve X € F;

(2) Eger A € Fise ve A C B ise, o halde B € F;

(3) Eger A,B € F ise o haldle ANB € F.

Gozlem. Filtrelerin sonlu kesisim ozelligi vardwr. Eger Ay, Ag,... A, € F
ise 0 halde AyNAsN---NA, € F oldugu tiginci ozellikten kolayca soylenebilir.
Dolayisi ile Ay N Ay N ---N A, # 0 6zelligi saglanar.

Lemma 2.1. S C P(X) kiimesi sonlu kesisim dzelligine sahip olan, bos

olmayan bir kiime olsun. O halde S kiimesini iceren bir F filtresi vardar.

Kamit. F kiimesini F = {A C X | 3n € N35,,5,...,5, € S, SN %N
-++N.S, C A} olarak tanimlayalm. Eger F filtre ise S kiimesini igerdiginden
kanit biter. Kontrol edelim, herhangi bir S; € S igin S; C X olacagindan
X € F. Sonlu kesigim ozelligi saglandigindan () ¢ S olmahdir, bog kiimenin

tek altkiimesi kendisi oldugundan () ¢ F olur. Eger S1,S5s,...,5, € S i¢in
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SiNSyN---NS, € A€ F ise o halde herhangi bir A C B igin S; NS N
---N S, C B olacagindan B € F olur. Eger Ay, Ay € F ise bu demektir ki
SiysSiy .oy Si, € Sicin S;,; NS, N---NS;,, C A veS;,,S,...,5, €S ign
S;NS;,N---NS; C Ay saglamiyor. O halde S;, N S;, N---NS;, NS;, NS, N
---NS;, € AN Ay olur, yani Ay N Ay € F saglanir. Demek ki tanimladigimiz

kiime gercekten bir filtre. ]

Ornek 1. X bir kiime ve A C X bog olmayan bir altkiime olsun. O halde
F = {B C X|A C B} kiimesi A kiimesi tarafindan tiretilen bir filtredir.
Bu sekildeki filtreleri bagat filtreler olarak adlandiracagiz. Basat olmayan

filtreleri ise serbest filtre olarak adlandiracagiz.

Ornek 2 (Fréchet Filtresi). X sonsuz elemanli bir kiime olsun. O halde

F ={AC X|X \ A sonlu} kiimesi bir serbest filtredir.
Tanim. Maksimal olan filtrelere ultrafiltre denir.

Aksiyom 2.2 (Zorn Lemma). X kiimesi her bir zincirinin bir st sinwrinin
oldugu bir yari-siraly kiime olsun. O halde X kiimesinin bir maksimal elemana

vardar.

Onerme 2.3. X bos olmayan bir kime olsun. X kimesinin herhangi bir F

filtresi bir ultrafiltre tarafindan icerilir.

Kamit. M kiimesi F filtresini igeren tiim filtrelerin kiimesi olsun. Bu kiime
icerilme(Q) iligkisi ile yari-siralidir. Eger bu kiimeden herhangi bir C' zinciri
alirsak bu zincirdeki tiim elemanlarin birlegiminin yani (JC nin bir filtre
olacagim gosterelim. Higbir filtre bog kiimeyi igermedigi i¢in () ¢ |JC ve
her filtre X'i igerdigi i¢in X € |JC saglamyor. Eger A € |JC ise o halde
bir F filtresi igin A € F saglaniyor. Dolaywisiyla A C B ise B € F, ki bu
demektir ki B € |JC saglaniyor. Son olarak A, B € |JC olsun. O halde bir

7



F C |JC filtresi igin A, B € F ve ANB € F. Budurumda AN B € F. Yani
(J C bir filtre. Dolayist ile |JC bu zincir igin tst sir olacak. O halde Zorn

Lemma’dan dolayr M kiimesinin bir maksimal elemani vardir. ]

Onerme 2.4. F kiimesi X kiimesinin bir filtresi olsun. Asagidaki onermeler

denktir.

(1) F bir ultrafiltredir.
(2) Her A C X i¢in ya A € F ya da X \ A € F saglanar.
(3) Eger AU B € F ise o halde ya A € F ya da B € F olmalidur.

(4) Her Ay U Ay U---U A, € F ic¢in oyle bir A;, i < n vardir ki A; € F

saglanar.

Kanit. (2 = 1) Her A C X igin ya A € F ya da X \ A € F saglansin.
Varsayalim ki F bir ultrafiltre olmasin. O halde bir F C U filtresi vardir. Bu
demektir ki ¢ kiimesinde F kiimesinde icerilmeyen bir eleman vardir. Yani
bir B € U igin B ¢ F olur. Biz eger B ¢ F ise o halde X \ B € F olacagini
kabul etmigtik. Ancak bu durumda F C U oldugundan X \ B € U olur. Hem
B € U hem de X \ B € U oldugundan @) € U olur. Celigki elde ederiz. O
halde F bir ultrafiltredir.

(1 = 3) F bir ultrafiltre olsun. Diyelim ki AU B € F saglansin ancak A ¢ F
ve B ¢ F olsun. Bir F' = {K C X | K UA € F} kiimesi tanimlayalim. Tk

olarak F' kiimesinin bir filtre oldugunu gostererek baglayalim.

(i) A ¢ F oldugu igin @ ¢ F' olmal ve X U A € F oldugu i¢in X € F'

olmali.



(ii) Eger K € F' ise bu demektir ki K U A € F saglanir. Bu durumda
herhangi bir K C L i¢in F filtre oldugundan, K UA C LUA € F olur.
Dolayisiyla L € F' olur.

(iii) K,L € F' olsun. Bu durumda K U A € F ve L U AF saglaniyor. O
halde F filtre oldugu i¢in (KUA)N(LUA) = (KNL)UA € F saglanir.
Bu demektir ki K N L € F' saglanir.

Boylece F’ kiimesinin bir filtre oldugunu gostermis olduk. Ancak bu durumda
F C F' olur. Bu durum F’nin ultrafiltre olmasi ile celisir. Ayni1 durum B
kiimesi ile de gosterilebilirdi. Bu sebeple eger AU B € F ise ya A € F ya da
B € F olmahdir.

(3=4) AUB € Fise A € F yada B € F oldugunu kabul edelim. Eger
AjUAU---UA, € Fise AfUAU---UA,_| € F yada A, € F olmal.
Bu durumda A, ¢ Fise AfUAU---UA, o € Fyada A, 1 €F olmahdr.
Bu gekilde devam edilirse, kolayca A; kiimelerinden biri icin A; € F olmasi
gerektigi soylenebilir.

(4=2) AyUAU---UA, € Fise bir 4; igin A; € F oldugunu kabul edelim.
Bu durumda AU (X \ A) = X € F oldugundan A € F yada X \ A € F
olmahdir. |

Tanim (Ultracarpim). £ bir dil ve U, X kiimesi iizerine bir ultrafiltre ol-
sun ve her a € X icin #, bir L-yapst olsun. Oncelikle [L.cx Yo carpimim
tanimlayalim. Bu ¢arpim yapilarin kiimeleri tizerinden direkt ¢arpim olarak,

yani
[Lex e ={9:X = U,ex Yo | Va € X, g(a) € U,} olarak tanimlanir.

Simdi bu kiime tizerinde bir denklik bagintis1 tanmmmlayalim. g ~ ¢’ ancak ve
ancak {a € X | g(a) = ¢'(a)} € U ise. Bunun bir denklik bagintis1 oldugunu

gorelim.



e Alman bir g eleman i¢in {a € X | g(a) = g(a)} = X € U oldugu igin

g ~ g olur.
e g~ ¢ ise ¢ ~ g olacag: asikar.

e Eger g1 ~ gy ise ve go ~ g3 ise o halde {a € X | g1(a) = g2(a)} € U
ve {a € X | ga(a) = gs(a)} € U olur. U bir filtre oldugundan bu iki
kiimenin kesigimi yine filtrede olmalidir. O halde {a € X | gi(a) =
g2(a) = gs(a)} € U olur. {a € X | g1(a) = g2(a) = g3(a)} € {a € X |
g1(a) = g3(a)} oldugundan {a € X | g1(a) = g3(a)} € U. Yani g; ~ g3

saglanir.

Bir g elemanimin 7 ~ 7 altindaki denklik siifin1 [g] ile gosterelim. Bu denklik

smuflan altinda J] . Us/~ = 4 bir yap1 olugturur. Bu yapinin iligkileri ve

fonksiyonlari agagdaki gibi tanimlanir.

e Sabit semboller i¢in a € X icin ¢*(a) = cte

o Tliskiler icin R¥([g4], [g2], - - -, [gn]) bir iliskidir ancak ve ancak
[{a € X|R%(g1(a), ga(a), ..., g.(a))} € U] ise

e Fonksiyon sembolleri icin f*([g1], [g2], .- ., [gn]) = [g0] ancak ve ancak

[{a < X’fua(gl(a)>g2<a)a T >gn(a)) = gO(a)} S U] ise.

Iste bu [Lcx Yo/~ = U yapisima ultragarpim denir.

Teorem 2.5 (Los). X bir indeks kiimesi, F, X dzerine bir ultrafiltre ve

{Usla € X} kiimesi ise L-yapilardan olusan bir kiime olsun. o(T) n-degiskenli
bir formiil olsun ve [g] ise U = [Lcx Ua/~ ultragarprminda n elemanls bir
dizi olsun. p([g]) formiilii 4 yaprsinda saglanar ancak ve ancak {a € X|U, E

©((g(a))} kimesi F ultrafiltresinin bir elemans ise.

10



Kanat. Bu teoremi kanitlamak icin birinci dereceden L-formiiller tizerinden

tiimevarim yapacagiz.

Ik olarak en basit durumda ¢ bir atomik formiil ya da bir iligki olabilir. ¢
bir atomik formiil olsun yani ¢ : # = 2’ seklinde bir formiil olsun.

SE[g] = [g]

e g~g e {aeXlgla)=g'(a)} €F

< {a e XU, F (g(a)) = (¢'(a))} € F, o halde teorem atomik formiiller igin
dogrudur.

¢ bir iligki olsun, yani ¢ : R(Z) olsun. O halde yukarida yaptigimiz ultragarpim
icin iligki tanimmdan dolay1 4 F R([g]) < {a € X |4, F R((g9(a)))} € F olur.

Bu durumda teorem iligki i¢in de saglanir.

Simdi tiimevarim hipotezi olarak diyelim ki ¢ ve v iki formiil olsunlar ve

teoremi saglasinlar.

(1) Ilk olarak ¢ A 9 icin dogru oldugunu gosterelim.
UE (A v)(lg)) & sF (o) ALE (o)
e {ae XU, E o(gla)} € FAfae X|4, E(g(a)} € F (Tiime-
varim hipotezi)
e {a e X4, E p(gla))} n{a e XU, E ¥(g(a))} € F (Filtre olma
ozelligi)
& {ae XU, F (pAv)g@)} € F

(2) Simdi ifadenin —¢ i¢in saglandigini gosterelim.

Uk =p([g]) & UF o(lg)
< {ae XU, Fo(g(a))} ¢ F (Timevarim hipotezi)

< {a € XU, ¥ ¢(g(a))} € F (Ultrafiltre olma ozelligi)
& {a € X[t F —p(g(a)} € F
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(3) Son olarak (Jzp)([g]) i¢in saglandigini gosterelim.

SLE (3ze)([g]) < bir [f] € U vardir ki $LE o([f], [g])
< bir [f] € U vardir ki {a € X|U, F ¢o(f(a),(g(a)))} € F

Herhangi bir [f] € U icin {a € XU, E ¢(f(a),(g(a)))} C {a €
(9

XU, E (ze)(g(a))} oldugu acik. Diger taraftan dyle bir f vardir ki,

(
U, E (3zp)(g(a)) saglandiginda segim aksiyomu kullanilarak her a € X
degerinde x icin bir h, € U, secilebilir. Yani f fonksiyonu

f(a) = {ha 8, E (Fzp)(g(a)) ise

rastgele diger durumlarda

seklinde tanimlanabilir. O halde bir [f] € U vardir ki {a € X|Y, F

o(f(a),(g(a)} € F < {ac X|U, E (Fzp)(g(a))} € F saglanir.

Kanit1 V, = veya V ic¢in devam ettirmeye gerek yok ¢iinkii yukarida goster-

diklerimizle geri kalan tiim ctimleleri yazabiliriz. |

Eger tiim U yapilar: ayni yapi ise ultragarpima ultragii¢ denir ve *il ile goste-

rilir.
Sonug 2.6. Y bir yapr olsun. O halde Th() = Th(*U) saglanar.

Ornek 3. G bir grup olsun bu grubun ultragiici *G ile elementer teorisi

aynidir. Dolayisi ile *G yapist bir gruptur.
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Bolum 3

Gerekli Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde caligmamizin temelini olugturacak olan igaretli gruplar1 ve bazi
temel teoremlerde kullanacagimiz yapilar: tanimlayacagiz. Tez boyunca temel
yapimiz olacak olan serbest grubun tanimi icin [3] kitabinda Definition 3.1°e
bakilabilir. Ik olarak ilerde birkac¢ defa kullanacagimiz bir teoremi yazalim.

Bu teorem bilinen bir teorem oldugu ic¢in kanitsiz verecegiz.

Teorem 3.1. Serbest gruplarin altgruplar, serbest gruptur.

Kanit. Kanit igin [9], Corollary 4.2.8’e bakilabilir. |

3.1 Birlestirilmis Carpim ve HNN genislemesi

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz birlestirilmis carpimi ve HNN geniglemesini
agiklayacagiz ve Bass-Serre teoremini kanitlayacagiz. Bu bolim igin [3] ki-

tabindan yararlanilmigtir.

Tanim (Birlegtirilmig Carpim). G' ve H iki grup ve A < G ve B < H iki
izomorfik altgrup olsunlar. A ve B gruplar arasindaki izomorfizma ¢ : A —

B olsun. G ve H gruplarimin ¢ izomorfizmasi altinda A ve B gruplar ile
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birlegtirilmig carpimi G * H serbest carpiminin {p(a)a"'|a € A} kiimesinin
normal kapanigina boliinmesi ile olusturulan boliim grubudur. Grubun goste-
rimini (G * Hla = ¢(a),a € A), G xa—p H ya da G x4 H notasyonlar1 ile

yapacagiz.

Tanim. T4 ile A grubunun G i¢indeki sag kosetlerinin bir temsilciler kiime-
sini belirtelim, Tp ile ise B grubunun H igindeki sag kosetlerinin bir tem-
silciler kiimesini belirtelim, T i¢inde A'min Tp iginde B’nin temsilcisini 1
olarak secelim. Bir birlestirilmis carpim A-normal formu asagidaki sartlar

saglayacak sekilde olugturulmus (xg, z1, ..., x,) dizisidir.

e rpc A

e Heri > ligin z; € Ty \ 1 yada z; € T \ 1 olmal. Ayrica x; ve ;41

elemanlar: farkli temsilci kiimelerinden olmalilar.

Onerme 3.2. Gi#4_5Gs birlestirilmis carpimindaki her elemanan bir birlestirilmis

carpim A-normal form dizisi ile biricik bir yazims vardor.

Kanit. [3], Teorem 11.3’e bakilabilir. |

Sonug 3.3. G = G xa—p Gy bir birlestirilmis carpim olsun. O halde G,
ve Gy gruplarint G grubunun igine gomebilecegimiz bir ¢ : G *xa—p Gy —
G homomorfizmasi vardir. Oyle ki o(Gh) ve ¢(Ga) altgruplart G grubunu

uretirler ve iki altgrubun kesisimi ¢(A) = ¢(B) grubunu verir.

Tanim. G bir grup, A ve B bu grubun izomorfik iki altgrubu olsun. Altgrup-
lar arasindaki izomorfizma ¢ : A — B olsun ve (t) ise G'nin elemam olmayan
bir ¢ eleman tarafindan iiretilmig sonsuz devirli grup olsun. O halde G gru-
bunun A ve B gruplar ile HNN geniglemesi G x (t) serbest ¢arpim grubu ve

{t7at(¢(a))™* = 1ja € A} kiimesini normal kapanigi ile olugturulan boliim
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grubudur. HNN geniglemesi ile olusturulan grubu (G, t|t‘at = p(a),a € A)

ya da Gx4—p ya da G4 notasyonlari ile gosterecegiz.

Tanim. T4 ve T ile A ve B gruplarinin G i¢indeki sag kosetlerinin birer tem-
silciler kiimesini belirtelim. Bir (go, t!, g1, . . ., t°", g, ) dizisi agagidaki gartlar
sagliyorsa HNN genisglemesi bir normal formudur,

e gc (G ise;

o Egereg;, = —1ise g; € Ty, eger ¢; = 1 ise g; € Tp ise;

e Dizi t°,1,17¢ seklinde bir ardigik alt dizi icermiyorsa.

Onerme 3.4. Gxa—p HNN genislemesindeki her bir elemamin biricik bir

HNN genislemesi normal form yazilise vardar.

Kanit. [3], Teorem 14.3" e bakilabilir. |

Sonug 3.5. G = Gixa—p = (G, t[t 'at = p(a),a € A) bir HNN genislemesi
olsun. O halde Gy ve (t) gruplarine G grubunun icine gémebiliriz. Ayna za-

manda A ve B gruplarinin homomorfizma altindaki gorintileri esleniktirler.
Agacglar ve Carpimlar

Bu boliimde birlegtirilmis carpim ve HNN genislemesi gruplarinin agaclar
iizerine etkilerini inceleyecegiz.

Bunun icin 6nce ¢izgeler ile ilgili ve gruplarin ¢izgeler tizerine etkisi ile ilgili
genel tanimlar1 verelim.

Tanim. Bir cizge X koseler kiimesi, X! kenarlar kiimesi ve bu kiimeler
arasindaki o : X' — X© (baglangig), w : X! — X9 (bitig) ve ~: X! — X!

(bir kenarm tersi) géndermelerinden olusur. Oyle ki her e € X! icin & = e,
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e # e ve a(e) = w(e) saglanir. ae) ve w(e) e kenarmin baglangig ve bitis

kogeleri olarak adlandirilir.

Tamim. Bir G grubu X° ve X' kiimeleri iizerine (soldan) etki ediyorsa ve
her g € G, e € X! i¢in ga(e) = a(ge) ve ge = ge ise G grubu X cizgesine
(soldan) etki ediyor denir.

Eger her g € G ve e € X! icin ge # € ise G kenarlan terse cevirmeden etki

ediyor denir.

Tanim. Bir G grubu X cizgesine kenarlar: terse ¢evirmeden etki etsin. Her-
hangi z € X°U X! igin orb(z) = {gz|g € G} elemanin yoriingesini gostersin.
v € X% ve e € X! olmak iizere orb(v) ve orb(e) igin asagidaki ozellikleri
saglayan, koseleri orb(v) ve kenarlar1 orb(e) olan bir G\ X boliim ¢izgesi

tanimlanabilir;

e Bir e kenarmin baglangici olan gv varsa orb(v) de orb(e)’'nin baglangici

olmali.

e Herhangi orb(e) kenarmin tersi orb(€) olmali.

orb(e) ve orb(€) kenarlar1 G ~ X kenarlar terse ¢evirmeyen etki oldugu
icin asla aymi olmayacak. X cizgesi ile G\ X arasinda z € X° U X igin
p(z) = orb(x) olacak gekilde bir p : X — G\ X morfizmas1 tanimlanabilir,
bu morfizmaya projeksiyon diyelim. y eleman1 G \ X ¢izgesinin bir kenari
veya kosesi olsun, y'nin 6n goriintiistine y elamaninin X ¢izgesine yiikselmesi
diyecegiz. Sadece iki koge ve bir kenardan olusan baglantili ¢izgeye segment

diyecegiz.

Teorem 3.6. G = Gy xa—_p Gy bir birlestirilmis carpim olsun. O halde G

grubu G\ X ’in bir segment oldugu bir X agacina kenarlary terse ¢evirmeden
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etki eder. Dahasy bu segment X agacina yukseltilebilir oyle ki kogelerinin

sabitleyicileri G1 ve Gy ve kenarimn sabitleyicisi A olur.

Kanat. X c¢izgesini inga etmek i¢in ¢izgenin koselerini ve kenarlarini olugturarak
baglayalim. X c¢izgesinin koselerini G; ve G5 gruplariin G’deki sol kosetleri
olugtursun, X° = G/G; U G/G5. X cizgesinin kenarlarimi ise A grubunun
G’deki sol kosetleri olugtursun, X' = G/A. Basglangic ve bitig gondermeleri
a(gA) = gGy ve w(gA) = gGs olarak tanimlansi. Bu durumda A kenarmin
baslangic1 Gy ve bitisi G oluyor, bu segmenti 7" ile gosterelim. G grubunun

X cizgesine soldan carpma ile bir etkisinin oldugu asikar.

Ilk olarak X cizgesinin baglantih oldugunu gésterelim. Bunu géstermek icin
herhangi bir gG; kosesini G; kosesine baglayan bir yol oldugunu goster-
mek yeterli olacaktir. Onerme 3.2’den biliyoruz ki ¢ elemanimi bir Gy-normal
form olacak bicimde g = ¢195...g, seklinde yazabiliriz ve bu yazim biri-
ciktir. Bu yazimda ¢; € G7 oldugunu ve herhangi bir i € {1,...,n} i¢in
g; € Gy ya da g; € G5 oldugunu biliyoruz. Eger ¢; € G; ise ¢;G; = G,
olacagindan ¢1¢>...9,-1G1 = ¢192...9;Gy olur dolayisiyla ¢g19s...¢,-1G1
kogesi ile g19o...9;Gy kosesi ayni kose olurlar. Eger g; € (G5 ise bu se-
fer g;Go = G olacagindan bu demektir ki ¢g19s5...9,-1G1 ve ¢19s2...9:G1
kogelerinin her ikisinin g1 ¢s . .. g;—1G2 kosesi ile aralarinda kenar vardir, yani
bu iki koge baglantilidir. Bu sekilde devam ederek n tlizerinden tiimevarimla

9G1 kosesinin GGy kogesine baglh oldugu gosterilebilir.

Simdi X ¢izgesinin bir dongii igermedigini gosterelim. Bir geligki elde et-
mek i¢in X c¢izgesindeki ejes ... e, yolunun bir dongii oldugunu varsayalim.
Genelligi kaybetmeden e; kenarinin baglangicinin G; oldugunu varsayalim.
Komsu olan koselerin farkl altgruplarin kosetleri olmasi gerektiginden n

sayist ¢ift olmali. Yine ayni sebepten a(es) = z1Ga, ales) = x1y1Gy,. . .,
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alen) = T1y1 ... 2n/2Go saglayan x; € G\ A ve y; € G2\ A elemanlan
vardir. Bu durumda e,, kenarmin sonu w(e,) = z1y; . . - Tp/2Yns2Gr olur. An-
cak bu yol bir déngii olduguna gore w(e,) = a(e;) = G; olmah. Bu durum
bir elemann iki farkli A-normal formu olmasim gerektirir, ancak bu Onerme

3.2 ile celigir.

Simdi herhangi bir e kenarmi ele alalim, bu kenarmn yoriingesi orb(e) =
{gelg € G} kiimesidir. Her bir kenar bir A'nin koseti oldugu i¢in e = ¢;A
seklinde yazilabilir ve koset ise orb(e) = {gA|g € G} = G \ A olur. Her bir
kenar igin ayni durum gegerli oldugundan G \ X ¢izgesinin bir kenar1 vardir
G\ A, ayni sekile kégeler ise G\ Gy ve G\ G olur. Simdi p: G — G\ X
projeksiyonuna bakalim. Projeksiyon ile yiikseltildiginde bu kenarlarin sabit-

leyicileri sirasiya A, G ve G5 olur. |

Teorem 3.7. G = Hx, = (H,t|t 'at = ¢(a),a € A) bir HNN genislemesi
olsun. O halde G grubu G \ X in bir dongii oldugu bir X agacina kenarlar
terse cevirmeden etki eder. Dahasi, X cizgesinde dyle bir Y segmenti vardur

ki koselerinin ve kenarman sabitleyicileri swraswyla H, tHt™! ve A olur.

Kanmit. Bu sefer X cizgesinin koselerini H grubunun G’deki kosetleri olarak,
kenarlarimi ise A grubunun G’deki kosetleri olarak olusturalim. Baslangic ve
bitig géndermelerini ise a(gA) = gH ve w(gA) = gtH olarak tanimlayalim. Y
segmentini kogeleri H ve tH olan kenar1 ise A olan segment olarak secelim.
G grubunun X {zerine soldan carpma ile etkisi vardir ve bu etki altinda
H grubunun sabitleyicisi H, tH'nin tht~! ve A'min A oldugundan istenen

saglanir.

ispatln geri kalan1 bir onceki ispatin yontemi uygulanarak benzer bir gekilde

tamamlanabilir. [ |
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Gruplarin Cizgesi

Bu boliimde kosgeleri ve kenarlari birer grup belirten ¢izgeleri ve onlarin esas

gruplarini inceleyecegiz.

Tanim. G gruplardan olusan bir kiime olsun ve bir Y baglantili ¢izgesinin
her kosesi ve kenar1 bu kiimeden bir grubu temsil etsin, bu gruplan G, ve
G, ile gosterelim. Her e kenar icin o, : G. — Gu() monomorfizmasi olsun

ve G, = G5 olsun. Bu durumda (G, Y)’ye gruplarin ¢izgesi denir.

Tim G, koge gruplarini ve 7', Y'nin maksimal agaci olmak iizere iireteci
{t.le € T'} olan serbest grubun serbest garpimimi alalim ve bu grubun
t- e (g)te(ae(g)) ™! ve t.te kilmesinin normal kapanigina boliinmesi ile olugan

grubu F(G,Y) ile gosterelim.

Tanim. (G,Y) bir gruplarin ¢izgesi ve T de Y ¢izgesinde bir maksimal
alt aga¢ olsun. O halde (G,Y") gruplarin ¢izgesinin esas grubu m1(G,Y,T),
F(G,Y) grubunun e € T" olmak iizere ¢, elemanlarimin kiimesinin normal

kapanigina boliinmesi olarak tanimlanir.

Tanim. (G,Y) bir gruplarin gizgesi ve T' bir maksimal aga¢ olsun. u,v €
Y? olmak iizere ¢ € G, ve ¢ € G, alahm. Eger T agaci iizerinde ¢’ =

—1
wek Qe,, ..

-, 1g saglayacak ep,...,e; yolu varsa g ve g denktirler de-
nir. Y cizgesi iizerinde bir oryantasyon sabitleyelim. O halde herhangi x €
m(G,Y,T) elemamm her bir g; bir koge grubuna ya da bir ¢; € Y\ T!
elemanina denk gelecek sekilde ¢; . .. g, biciminde yazabiliriz. Eger asagidaki

ozellikler saglaniyorsa bu yazima sadelesgtirilmis yazim diyecegiz;

e Iki komsu eleman aym kise grubunun elemanma denk degilse,

e Eger yazim t.t;! ve ¢ 't, biciminde elemanlar igermiyorsa,
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e g elemani a.(G.) grubundan bir elemana denk bir eleman olmak {izere

t-'gt. bigiminde bir eleman igermiyorsa,

e g clemani w.(G,) grubundan bir elemana denk bir eleman olmak {izere

tegt; ! bigiminde bir eleman icermiyorsa.

Teorem 3.8. Eger bir g € m(G,Y,T) sadelestirilmis yazima birimden farkl
ise o halde g birim degildir. Ozel olarak G, grubu ™ (G, Y, T) grubuna gémdile-

bilir.
Kanat. [3], Teorem 16.10’a bakilabilir. |

Gruplarin Agaclara Etkisi

Tanim. X bir aga¢ Y bir baglantili ¢izge ve T, Y ’nin bir maksimal alt agaci
olsun ve p : X — Y bir morfizma olsun. Eger T C Y ise ve

1) Y'\ T" kenarlarindan her birinin 7de bir baslangic ya da bitis kogesi
varsa

2) T ile T, p altinda izomorfik ise ve p géndermesi Y\ 7" ile Y \ T arasinda

birebir-orten ise,

O halde (Y, T") ikilisine (Y, T)’nin yiikseltme ikilisi denir.

Teorem 3.9. (Bass-Serre) G = m(G,Y,T), (G,Y) gruplarin ¢izgesinin esas
grubu olsun. O halde G grubunun G/X bélim ¢izgesi Y ¢izgesine izomor-
fik olan ve koselerinin ve kenarlarinin sabitleyicilerinin G grubunun kanonik
gorintileri olan G, ve a.(Ge) elemanlaryla eslenik oldugu bir X agacu iize-

rine kenarlar terse ¢evirmeyen etkisi vardur.

Dahasiy (T,Y ) nin p : X — 'Y yukaridaki etkiye denk digen gonderme olmak

tizere asagidakilert saglayan bir (}71,T V) yiikseltme ikilisi vardar.
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e G’de herhangi bir o € T° elemamn sabitleyicisi G, grubuna esittir.
Ayna sekilde herhangi bir é € Y elemann sabitleyicisi a.(G.) grubuna

esittar.

o Fger bir e € Y kenarman bitis kosesi T icinde degilse o halde bu

elemany t;1 TO icine tasr.

Kanit. [3], Teorem 18.2’ye bakilabilir. |

3.2 i§aretli Gruplar

Bu boliimde isaretli gruplar: ve igaretli gruplar uzayini tanimlayacagiz.

Tanim. G sonlu tretecli bir grup ve S = (sy,89,...,5,) sirall kiimesi G
grubunun iireteg kiimesi olsun. (G, S) ikilisinden olugan gruba isaretli grup

denir. S kuimesinde tekrar eden elemanlar olabilir.

G,(81,...,8,)) ve (G, (s],...,s))) isaretli gruplar izomorfiktir ancak ve
1 n

ancak her 1 < i < n igin ¢(s;) = s, saglayan bir ¢ : G — G’ izomorfizmas

varsa.

Notasyon. Izomorfizma altinda birbirlerinden farkl n tiretecli isaretli grup-

larin kiimesini G,, olarak gosterelim.
Asagida yukaridaki tanima denk ti¢ tanim verilmistir.

1. (G,S) isaretli grubunun her bir kenar1 {1,2,... ,n} kiimesinden bir
say1yla etiketlenmis bir Cayley cizgesi vardir. Iki isaretli grup izomorfik-
tir ancak ve ancak gruplarin etiketli Cayley cizgeleri izomorfik ise. Do-
layisiyla G,, kiimesi bu izomorfizma altinda farkli olan ¢izgelerin kiimesi

olarak goriilebilir.
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2. Bir {s1,...,,} kiimesini sabitleyelim ve S = (s,...,s,) Ureteci ile
isaretli F,, = (s1,...,8,) serbest grubunu ele alahm. Bir G grubu
icin grubun n elemanh iirete¢ kiimeleri ile F;, grubundan G grubuna
yazilabilecek epimorfizmalar arasinda birebir egleme vardir. Bu baglamda,
hy : F,, — G ve hy : F,, — G5 epimorfizmalar: iki izomorfik gruba
kargilik gelir ancak ve ancak ho = f o hy saglayan bir f : Gy — Gs

izomorfizmas1 varsa.

3. G1 ve Gy gruplan izomorfiktir ancak ve ancak h; : F, — Gy ve
hy : F, — G5 epimorfizmalarimin cekirdekleri ayni ise. Dolayisiyla
G, kiimesi F},, grubunun normal altgruplarinin kiimesi olarak goriilebi-
lir.Benzer bicimde §G,, kiimesinin elemanlar1 F), grubunun béliim grup-
lar1 olarak goriilebilir. F,,/N grubu (F, /N, S’) grubuna denk gelir, bu-

rada S’ kiimesi S kiimesinin boliim altindaki goriintiistdiir.
G, Uzerinde Topoloji

Bu boliimde G,, uzay1 tizerinde iki denk topoloji tanimlayacagiz. Bu boliimde

[11] notlarindan yararlanilmigtir.

Yukarida tanimladigimiz denk tamimlardan yararlanarak farkli yaklagimlar

geligtirmeye calisacagiz.

Ureteg kiimesi S olan bir (G, S) isaretli grubu alahm. Bu grup iizerine bir
kelime metrigi tanimlanabilir. Bu metrikteki birim merkezli R yaricaph bir
topu B(g,s)(R) ile gbsterelim. F), grubunun tiim altkiimelerinden olugan kuv-
vet kiimesini 27 ile gosterelim.

Herhangi iki C',D € 2 icin bu iki kiimenin cakistign maksimum yaricaph

topun yarigapimi v(C, D) ie gosterelim. Bagka bir deyisle
U(C, D) = maX{R eNU {OO}|O N B(Fn,(sl,...,sn))(R) = B(Fn7(317.,.7sn))(R) N D}
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—v(C,D)

kiimesini ele alahm. 2 kiimesi iizerinde d(C, D) = e gondermesi bir

metrik belirtir.

Diger taraftan 2/ kiimesi iizerinde sonlu ve ayrik olan A ve B kiimeleri
alalm ve Uy p = {C € 2F"|A C C ve CN B = (J} kiimesini tanimlayalhm. Bu
sekildeki kiimeler bir £ baz olusturur ve .7 = {U Uap :Usp C %’} bir
topoloji belirtir. 2 \ U 4,8 = Up 4 oldugu i¢in Uy p kiimeleri hem agik hem
de kapali olurlar, dolayisiyla bu topoloji ayrik topolojidir. Eger 2% kiime-
sini {0, 1} olarak ele alirsak ve {0, 1} {izerinde ayrik topoloji tanimlarsak
bu kiime tizerindeki carpim topolojisi tam olarak bizim tamimladigimiz to-
polojiye denk gelir. Dolayisiyla Tychonoft teoreminden dolay1 bu topoloji
kompakttir.

Simdi G,, kiimesine F;, grubunun normal altgruplarinin kiimesi olarak ba-

kalim.

Onerme 3.10. G, kimesi yukarida tamimladigimiz Tychonoff topolojisine

gore 25 kiimesinin kapalr bir altkimesidir.

Kanat. Rastgele bir A € 2f» \ G,, kiimesi alalim.

Eger A = () ise e birim elemani i¢in A € Uy gy saglanir. Ancak bu kiimedeki

hi¢bir eleman bir grup olamaz. Yani Up .y € 2t \ G, olur.

Diyelim ki A bos olmasin ve F,’in bir altgrubu olmasin. O halde 6yle a,b € A
elemanlar1 vardir ki ab™' ¢ A saglanir. Bu durumda A € Uy, p} (-1} saglanir.

Bu kiimedeki hi¢bir eleman kapalilik 6zelligini saglamadigl i¢in grup olamaz.

Diyelim ki A bir altgrup olsun ama normal altgrup olmasin. O halde bir
a € A igin oyle bir ¢ € F, vardir ki g~ 'ag ¢ A saglanmir. Bu durumda
A € Ugg) {g-1ag}y Olur ve bu kiimedeki hicbir eleman normal altgrup olamaz.

Sonug olarak 2t \ G, kiimesi agiktir. ]

23



2 kiimesinin kompakt oldugunu soylemistik. Kompakt kiimelerin kapal

altkiimeleri kompakt oldugundan G,, kiimesi kompakttir.

Simdi (G, S) grubunu S iireteg elemanlar: ile yazilip birim elemana denk
olan kelimelere esitlik diyelim. Yani w(sy, ..., s,) = 1 kelimeleri egitliklerimiz
olsunlar. (G, S) grubunu S kiimesinin elemanlar ile olusturulan bir Cayley
gizgesi oldugunu biliyoruz. Bu durumda her bir w(sy,...,s,) = 1 esitligi
bu ¢izgede birim elemandan baglanarak okunabilir. Dolayisiyla iki (G, S) ve
(G',S") grubu R yaricaph bir topta ayni esitlikleri igeriyorlarsa yukaridaki
metrige gore d((G, S), (G', ")) < e T saglanr.

E sonlu iiretegli bir grup olsun. Benzer sekilde G(F) i¢in ¢ denk tanim

verecegiz.

Ik olarak G (E) kiimesini £ grubunun normal alt gruplarinin kiimesi olarak
gorebiliriz.

Gy ve G5 gruplarimi alalim. E' grubundan her iki gruba da epimorfizmalar
vardir. a; : E — Gy ve ag : E — (G5 olsun eger bir g : G; — G5 homomor-

fizmas1 varsa ve o o f = g ise GGy ve G gruplari izomorfik olurlar.

E grubu n elemanli S iireteg kiimesi ile igsaretlenmisg olsun. O halde G(F)
kiimesi G,, kiimesinin kapali bir altkiimesi olarak goriilebilir. Ciinkii G(F)
kiimesinin elemanlar1 (£, Sy) grubundaki tiim esitlikleri saglayan (G, S) € G,

gruplar1 olarak goriilebilir.

G(F) kiimesi de £ grubunun normal altgruplarimin kiimesi olarak bakildiginda
2F kiimesi iizerindeki Tychonoff topolojisi ile iiretilen topolojik uzaym kapali

bir kiimesi olarak goriilebilir. Dolayisiyla kompakttir.
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Yakinsak Dizi Ornekleri

Bu boliimde G,, kompakt topolojik uzayinda aldigimiz bazi grup dizilerinin

yakinsadiklar: gruplari inceleyecegiz, bagka bir deyisle bu dizilerin limitlerini

bulacagiz.

Ornek 4. S = (S1,...,8y,) Ureteg kiimesi ile isaretlenmis ve sunumlar1 G =
($1,...y8n|r1), Go = (S1,...,8u|T1,72), ..y Gi = (S1,...,8n | T1,T2, .., T%)
bigiminde olan bir gruplar dizisi ¢ degeri sonsuza giderken G = (sq,...,s, |
T1,T9, ..., i, ...) grubuna yakmsar. Ciinkii herhangi bir R yarigapi i¢in G =
(S$1,.-y8n | T1,79,..., 74, ...) grubunun o yarigaptaki iligkilerini igeren izo-

morfik bir G; olacaktir.

Ornek 5. Simdi (Zs,1),(Zs,1)...,(Z;,1) dizisini inceleyelim. Her i icin
gruplarin Cayley ¢izgelerinde i/3 yarigaph top (Z, 1) grubunun i/3 yarigaph
topu ile izomorfik (ayn1) olur. Dolayisiyla i sonsuza giderken (Z;, 1) dizisi

(Z,1) grubuna yakinsar.

Ornek 6. Herhangi bir i dogal sayisi icin (G;, S;) = (Z, (1,1)) isaretli gru-
bunu ele alalim. Her R yaricapl top icin 1 ve ¢ elemanlar1 arasindaki iligkilerin
sadece degisme iligkileri oldugu yeteri kadar biiyiik bir ¢ bulabiliriz, 6rnegin
her R igin ¢ > 100R olacak gekilde bu saglanir. Dolayisiyla (G, S;) grubunun
R yarigaph topu (Z?,(0,1),(1,0)) grubunun R yarigaph topu ile ayni olur.
Yani (Z2,(0,1), (1,0)) grubu Z, (1,4) dizisinin i sonsuza giderken limiti olur.
Bu gekilde her n igin Z™ grubu (G, S;) = (Z, (1,41, . .. ,iy—1)) grubunun limiti

olur.

Simdi n > k olmak iizere G, uzayinda (Z*, S) isaretli grubunu ele alalim. Bu
durumda S iireteg kiimesi n elemanhdir. S kiimesinin (s, ..., s;) kismi ZF

i¢in bir baz olsun ve geri kalan kisminda ise her ¢ > k igin s; = 1 olsun. Yani
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S =(s1,82,...,8k 1,1...,1) olsun. Bu durumda yukaridaki argiimani uygu-
layarak S;'nin son n — k elemaninin 1 oldugu gruplar i¢in (Z*,S) grubunun

limit oldugu (Z, S;) dizisi olugturulabilir.

Tanim. Bir G grubunda her 1 # g € G eleman igin ¢ : G — F, ¢(g) # 1
olacak sekilde bir F' sonlu grubu ve ¢ homomorfizmasi varsa G grubuna artik
sonlu grup denir. Denk bir bigimde her 1 # g € G igin ¢ ¢ N olan sonlu

indeksli bir N < G grubu varsa G grubu artik sonludur denir.

Ornek 7. G artik sonlu bir grup olmak iizere (G,S) isaretli grubunu ele
alalim. Her 7 i¢in, G'nin, (G, S) grubunun Cayley ¢izgesinde i yarigapli topun
epimorfizma ile gomiildiigii bir G; sonlu béliim grubu vardir. Epimorfizma
altinda S kiimesinin goériintiisiini S; ile gosterelim. Bu durumda (G, .S;)
grubu ile (G, S) grubunun ¢ yarigaph topu izomorfik olur. Dolayisiyla (G, S)
grubu (G, S;) sonlu gruplar dizisinin limitidir. Yani her artik sonlu bir grup

icin o gruba yakinsayan bir sonlu gruplar dizisi bulunabilir.

Lemma 3.11. G sonlu sunumlu bir grup olmak izere (G, S) isaretli grubunu

alalim. (G, S) grubunun sadece béliim gruplaring iceren bir komsulugu vardar.
Kanat. (G, S) grubunun sonlu sunumu

(81,82, -y Sn|r1(s1,82, -y Sn)s -y Tk(S1, 82, -+, Sn))

olsun. Bir (G',S") grubu (G, S) grubunun komsulugunda ise bu demektir ki

belirli bir yaricaptaki top icin gruplarin Cayley ¢izgeleri izomorfik. Dolayisiyla

bu top i¢indeki ry (s}, ..., s,), (s, ..., 8h) ..., re(sy, . . ., s, iligkileri G' gru-

r n r n

bununda saglanmalidir. O halde G’ grubu G’nin bir boliim grubudur. |
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Acik ve Kapal1 Cebirsel Ozellikler

Bu boliimde belli bir cebirsel ozelligi saglayan igsaretli gruplarin olugturdugu

kiimelerin G,, uzay1 i¢inde acik veya kapali olup olmadiklarini inceleyecegiz.

Tamim. Eger bir P ozelligi icin {(G, S) € G|G F P} kiimesi acik ise P 6zelligi
aciktir veya kapali ise P ozelligi kapalidir diyecegiz.

Lemma 3.12. Sonluluk 6zelligi ac¢ik bir ozelliktir.

Kanat. Bir (G, S) sonlu grubunu ele alahm. Bu grubun sonlu bir Cayley
gizgesi vardir, bu ¢izgenin yaricapina R diyelim. Bu durumda Cayley ¢izgesinin
R yarigaph topu (G, S) grubunun Cayley ¢izgesine izomorfik olan herhangi
bir grup (G, S) grubu ile ayni iligkileri igereceginden sonlu olacaktir ve bagka
hig bir iligki igeremeyeceginden (G, S) grubuna izomorfik olacaktir. Dolayisiyla

sonluluk ozelligi aciktir. |

Onerme 3.13. Bir o ciimlesi G grubunun evrensel bir cumlesi olsun. O

halde o ozelligi kapalidar.

Kanat. Yukaridaki onermenin degiline denk olan, bir ¢ varolugsal ctimlesi i¢in

G = o ozelligi G, icinde agiktir 6nermesini kanitlayacagiz.

Bir 3z ... 3xp0(x1, 29, . .., xp) varolugsal climlesini alalim. p(z1, 2o, ..., x,)
formiiliiniin iligkilerinin tiim olasiliklarini A'nin dagilma o6zelligini kullana-
rak 3q(21,...2p) V3a(21,...2p) V-V E,(21,...2,) olarak yazabiliriz. Bu-
radaki her bir niceleyicisiz ¥;(xy,...2,) sistemi (xi,...2,) elemanlan ile
yazilabilecek kelimelerin w(zy,...xz,) = 1 veya w(zy,...x,) # 1 seklindeki
egitliklerinin ve egitsizliklerinin kombinasyonlarinin ”A” baglaci ile baglanmig

bir kiimesi.
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Simdi S = (aq,...,a,) kimesi ile iiretilen bir (G, S) isaretli grubu alalim.
Diyelim ki bir 3z ... 32,5 (z1,...2p) V Xa(@1, ... xp) V -+ V Ey(x1, ... Tp)
climlesi (G, S) grubunda saglaniyor olsun, yani (G, S) | o olsun. Bu demek-
tir ki Oyle bir ;(xq,...x,) sistemi var ki S tiretecindeki bir {ay, as,...,a,}
sozciik kiimesi ile yazilan egitlikler ve esitsizlikler (G, S) grubunda saglaniyor.
O halde (G, S) grubunun Cayley ¢izgesinde {ay, as, . . ., a, } elemanlarmi iceren
R yaricaph bir top alalim. Bu sayede YJ; sistemindeki tiim kelimeler bu top
icinde okunabilir. Simdi farz edelim ki (G, S) grubunun Cayley ¢izgesindeki
R yaricaph topa izomorfik bir topa sahip olan bir (H,S") grubu olsun. Cok
agik ki ¥J; sistemindeki tiim egitlikler ve esitsizlikler bu sefer S’ iiretecinin ele-
manlari ile yazilabilir. Yani ¥;(z4,...z,) sistemi (H,S) i¢inde saglanir. Bu
demektir ki (H, S) | o saglanir. O halde o 6zelligini saglayan gruplar kiimesi
G, iginde aciktir. Varolugsal bir climle ozelligi acik olduguna gore evrensel

bir cimleyi saglayan gruplar kiimesi ise kapali olacaktir.

Simdi agiklik ve kapaliligi bu sonug ile beraber inceleyelim.

Lemma 3.14. Abelyan olma o6zelligi hem agik hem de kapali bir ozelliktir.

Kanat. Eger bir G grubu abelyan ise o halde o : VaVy[z,y] = 1 evrensel

cimlesini saglar. O halde abelyanlik 6zelligi kapali bir 6zelliktir.

Diger taraftan, biliyoruz ki her (G, S) igaretli grubunun bir Cay(G, S) Cayley
cizgesi vardir. Iki (G, S) ve (G, S') grubu izomorfiktir ancak ve ancak Cayley
gizgeleri izomorfikse. Biz Cayley ¢izgelerinin belli bir yarigipinda izmorfik

olan gruplar1 tanmimlayarak baglayalim.

Diyelim ki (G, S) grubu S = {s1, ..., s} olan bir igaretli grup olsun. O halde
(G, S) € Gy olur. Vig; o) ile Gy kiimesinde (G, S) grubunun Cayley ¢izgesinde

28



n yarigaph topa izmorfik bir n yaricaph topa sahip gruplar: gosterelim. Yani,
Vit.s) = {(G5") € Gi|B(a.s)(n) = Bars(n)}

kiimesini tanimlayalim. Bu tanim altinda agagidaki 6zelliklerin denk oldugunu

soyleyebiliriz:
e (G 9) € Vie.s)

e S iiretecleri ile yazildiginda uzunlugu n’den kiiciik veya esit olan bir w
elemanm birim elemana denktir ancak ve ancak (G’,S’) ikilisine izomorfik
oldugu elemanda bire denk ise. Yani, w(sy,...,s;) = 1 ancak ve ancak

w(sy,...,s) =1

e (G,S) gurubu ile (G',S") gruplarmn kelime metrigi ile uzunlugu n’den

kiigiik olan toplar1 ayni iligkileri igerir.

Simdi eger (G, S) grubu abelyan ise S kiimesindeki tiim elemanlar degigmeli
olmali. Yani her s;, s; € S'igin [s;, s;] = 1 saglanmali. Bu sekilde yazilabilecek
tiim esitlikler Cayley ¢izgesinde 4 yarigapli bir topta icerildiginden, (G’,S") €
V(40, s olan tiim (G', S') gruplarinda aym esitlikler saglanmahdir. Yani (G, S)
grubunun belli bir komsulugunda olan her (G’, S”) grubunun tiretegleri ara-
larinda degismeli olmalidir. O halde abelyanlik 6zelligi ayni1 zamanda agik bir

ozelliktir. [

Tanim. Bir GG grubunda degismeli olmak gecisli bir 6zellikse, yani her a, b, c €
G\ {1} i¢in eger [a,b] = [b,c] = 1 ise [a,c] = 1 saglamyorsa G grubuna
degismesi gecisli bir gruptur denir.

Ornekler. e Abelyan gruplar degismesi gecislidir.

e 53 simetri grubu degismesi gecisli bir gruptur.
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e Bir iligkili burulmali gruplar degismesi gegisli gruplardir. ([6], Theorem
3.2.9)

Lemma 3.15. G grubu degismesi gecisli bir grup ve Z ise G grubunun mak-

simal abelyan altgrubu olsun. O halde Z grubu bir elemanin merkezleyicisidir.

Kanat. Diyelim ki Z grubu hicbir elemanin merkezleyicisi olmasin, o halde
herhangi x € Z i¢in dyle bir y € G\ Z vardir ki [z,y] = 1 olur. G grubu
degismesi gegigli oldugu igin Z de degismesi gegiglidir, yani [z, y] = 1 oldugu
i¢cin ve Z abelyan oldugu igin [y, Z] = 1 saglanir. Ancak bu durumda (y, Z)
grubu Z grubunu iceren bir abelyan altgrup olur. Bu Z grubunun maksimal
abelyan altgrup olmasi ile geligir. O halde Z grubu bir elemanin merkezleyicisi

olmalidir. [ |

Tanim. Bir G grubunun her maksimal abelyan altgrubu malnormal ise G’ye
CSA’dir denir. Bagka bir deyisle H < G maksimal abelyan altgrubu aldigimizda
her g € G\ H i¢cin HNg 'Hg = 1ise G grubu CSA (conjugately separated

abelian)’dir denir.

Simdi CSA o6zelliginin evrensel ciimleler ile yazilabildigini gostermek icin

asagidaki onermeyi kanitlayalim.
Onerme 3.16. Bir G grubu CSA’dwr ancak ve ancak,
e Va,b,c € G\ {1} [a,c] = [b,c] = 1= [a,b] =1 (degismesi gegislilik)

o Vg.h € G\ {1} [h,g hg] =1=[g.h] =1
ozellikler: saglaniyorsa.

Kanit. (=) G grubunun CSA oldugunu kabul edelim. Birimden farkli bir

g € G eleman: alalim ve merkezleyicisini Cg(g) ile gosterelim. H < Cg(g)
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grubu bu grubun maksimal abelyan alt grubu olsun. Bu durumda H grubu g
elemanini igerdigi i¢in ayni1 zamanda G grubunun maksimal abelyan altgrubu
olur. Simdi rastgele bir a € Cg(g) elemani alalm. g € H oldugu i¢in ve g
elemani a elemamn ile degismeli oldugu icin ¢ € aHa™' N H saglanir. Ancak
G grubu CSA’dir ve H bir maksimal abelyan altgruptur. Bu durumda a € H
saglaniyor. Rastgele alman bir a € Cg(g) igin @ € H saglandigina gore
Cs(g) C H olur, bu demektir ki C(g) = H dolayisiyla C(g) abelyan bir
grup. O halde rastgele alinan bir elemanin merkezleyicisi abelyan olduguna

gore G grubu degigmesi geciglidir.

CSA olarak kabul ettigimiz G grubu icin Vg,h € G \ {1} [h,g7 hg] = 1
saglansin. Rastgele aliman h elemani igin Cg(h) merkezleyicisini alahm. Artik
biliyoruz ki Cg(h) abelyan bir maksimal altgruptur. Eger g ¢ Cg(h) ise o
halde Cg(h) N g~ 'Cq(h)g = 1 olmah. Ancak [h,g 'hg] = 1 olduguna gore
ghg™' € Cg(h) dolayisiyla g~ thg € Cgq(h) N g~ 1Cq(h)g olur, celiski elde

ederiz. O halde g € Cg(h) saglanir. Yani [g, h] = 1 saglanir.

(<) G grubu yukandaki iki 6zelligi saglayan bir grup olsun. H < G maksimal
abelyan altgrup ve g € G \ H alahm. Eger G grubu CSA degilse o halde bir
r € G icin x € HN g 'Hg saglanmali. Bu durumda bir h € H icin # =
g 'hg saglaniyor ve g~ thg € H olduguna gore ve H abelyan olduguna gore
[h, g7 hg] = 1 olmali. Bu durumda yukaridaki 6zellikten biliyoruz ki [k, g] =
1 saglaniyor. Ancak herhangi a € H igin [h,a] = 1 saglanacagindan yine
yukaridaki 6zellikten [a, g] = 1 yani g eleman1 H grubundaki tiim elemanlarla
degismeli. H maksimal abelyan olduguna gore ¢ € H olmali ancak biz en
basta g € G\ H se¢mistik. Celigki elde ettik. O halde G grubu CSA 6zelligini
saglar. |

Onerme 3.17. Serbest gruplar CSA dur.
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Kamt. F herhangi bir serbest grup olsun. Onerme 3.16’dan yararlanarak F
grubunun CSA olup olmadigim inceleyelim. Ilk olarak su gozlemi yapalim; F
grubundan aldigimiz birimden farkli herhangi iki a,b eleman1 degismeli ise
bu iki elemann iirettigi (a, b) altgrubu abelyan bir altgrup olacaktir. Teorem
3.1’dan biliyoruz ki serbest gruplarin altgrubu serbest gruptur, dolayisyla
(a,b) grubu serbest abelyan grup Z'’ye izomorfiktir. Bu demektir ki degigmeli
a,b elemanlar1 bir k£ € F'i¢in a = k™ ve b = k™ biciminde elemanlardir. Yani
bir serbest grupta birimden farkli iki elemanin degigsmeli olmasinin gerek ve

yeter kogulu o iki elemanin ayni elemanin kuvvetleri olmasidir.

Simdi tekrar kanitimiza donelim ve serbest gruplarin degismesi gegisli ol-
duklarini gostererek baglayalim. F' serbest grubunda rastgele aldigimiz a, b, ¢
elemanlari igin [a,b] = 1 ve [b, ¢] = 1 saglaniyor olsun. Bu durumda gozlemi-
mizden dolay1 bir & € F'i¢cin a = k™, b = k™ ve b = 2, ¢ = z* olacak. k ve
x elemanlarinin her ikisi de b elemani ile degigsmeli olduguna gore iki eleman
ortak bir elemanin kuvveti olmalilar. O halde a ve ¢ elemanlar1 degismelidir,

yani [a, ¢] = 1 saglanir. Bu bize F' grubunun degismesi gegisli oldugunu soyler.

Simdi yine rastgele g, h € F elemanlar1 alalm ve varsayalm ki [h, g7 1hg] = 1
saglansin. Diyelim ki g ve h elemanlar1 degismeli olmasinlar. Bu durumda
serbest gruplarin altgruplar1 yie serbest grup oldugundan bu iki elemanin
tirettigi (g, h) grubu F, grubunu tiretecektir. Ancak bu grupta [h, g 'hg|] =
h=tg='h=tg 'hg=thg = 1 saglandigindan ve I, grubunda birimden farkl ele-
manlarla yazilan indirgenmis hicbir kelime birim elemana egit olamayacagindan

geligki elde ederiz. O halde serbest gruplar CSA’dur. |

Lemma 3.18. Degismesi gegislilik ve CSA olma 6zellikleri kapaly ozellikler-
dir.

Kamit. o :Va,b,cla,c] = [b,c) =1 = [a,b] =1 ve ¢ : Vg,hlh,g  hg] =1 =
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[9,h] = 1 climlelerini ele alahm.

Eger bir G grubu degismesi gecigli ise G F o saglanir, o evrensel bir climle

oldugundan degigmesi gecislilik 6zelligi kapali bir ozelliktir.

Eger G grubu CSA ise o halde G F o A ¢ saglanir ve o A ¢ climlesi evrensel
bir ctimle oldugundan CSA 6zelligi kapali bir 6zelliktir. |

Lemma 3.19. Burulmaly elemana sahip olmak acik bir ozelliktir.

Kanat. Eger bir G grubu burulmal bir elemana sahip ise, bir g € G\ {e} ve
i # 0 icin ¢° = 1 esitligi saglanir. n > i olacak sekilde n yaricaph bir Cayley
¢izgesi alalim. Bu durumda (G, S) grubunun n komsulugunda olan bagka
bir deyigle (G',S’) € V(&5 saglayan tiim (G',S") gruplarinda ¢ elemaninin
izomorfizma altindaki goriintiisii olan ve ¢ = 1 esitligini saglayan bir ¢
elemam vardir. Yani (G,S) grubunun n komsgulugundaki gruplar burulmah
elemana sahip olmalidir. O halde burulmali elemana sahip olmak agik bir

ozelliktir. [}

Izomorfizma ile Denklik Bagintisi

G, uzayinda igaret kiimesini gozardi ederek yazilabilecek izomorfizmalar bir
denklik bagintisi belirtir. Yani herhangi iki (G1, S1) ve (Ga, Se) isaretli grubu
icin eger Gy = Gq ise (G1,S1) ve (G, Sy) gruplart denktirler. Bu denklik

bagintisi altinda bir G’ grubunun denklik simifim [G]g, ile gosterelim.

Tanim. Bir A C G(F) kiimesi yukarida izomorfizma denklik bagintis: altindaki
denklik smiflarmin bir birlesimi olarak goriilebiliyorsa A kiimesine sature
edilmig denir. Bir A C G kiimesinin saturasyonu birlegimleri A kiimesinin

elemanlarinin denklik siniflarinin birlegiminin alinmasidir.
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Lemma 3.20. E sonlu temsilli bir grup olsun. Bir U C G(E) a¢ik kiimesinin

saturasyonu yine bir agik kumedir.

Kanit. Herhangi bir £ grubu i¢in G(E) C G, acik ve kapali bir altkiimesi

olacagindan kanit1 G, uzayinda yapabiliriz.

U C G, acik bir kiime ve V' bu kiimenin bir saturasyonu olsun. U agik bir
kiime oldugundan bir (G,S) € U i¢in (G,S) grubunun Cayley ¢izgesinde
U’nun tiim elemanlarinin izomorfik kopyasina sahip oldugu bir R yarigaph
top vardir. V kiimesi saturasyon oldugundan (G, S) grubunun denklik snifindan
G = G’ olmak tizere bir (G, S") alabiliriz, G = G’ oldugunu varsayip (G, S")
grubu alirsak genelligi kaybetmis olmayiz. Géstermemiz gereken (G, S’) gru-
bunun ¢izgesinde dyle bir R’ yaricapl top bulabiliriz ki, bu topa izomor-
fik topa sahip her (H,T") grubunun denklik simfinda (G,S) grubunun R
yaricapll topuna izomorfik bir topa sahip (H,T") grubu vardir.

S kiimesinin elemanlarim S’ kiimesinden elemanlar: ile yeniden yazarak ige

baglayalim, s; € G oldugu igin s; = w;(s}, ..., s)) seklinde S kiimesinin tiim
elemanlarimi yazabiliriz. Bu sekilde yazilan w; kelimelerinin uzunluklariin
maksimumunu L ile gosterelim ve R’ = RL olarak tanimlayalim. Benzer
bigimde 7" kiimesindeki elemanlar t; = w;(#],...,t)) olarak 7" kiimesindeki

elemanlarla yeniden yazalim.

Iddia. R yaricapl top i¢inde uzunlugu en fazla 2R olan kelimelerir(eq, ..., ry)
ile gosterelim, asaqidaki ozellikler denktir:
1) r(ty, ... ty) kelimesi (H,T) grubunda bir esitlik belirtir.
2) Uzunlugu en fazla 2R olan r(wy(t), ..., 1), ..., w,(ty, ..., t.)) kelimesi
(H,T") grubunda bir egitlik belirtir.

/

3) Uzunlugu en fazla 2R' olan r(wy(sy,...,s,), ..., wn(s],...,s))) kelimesi

r n

(G,S") grubunda bir egitlik belirtir.
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4) r(s1,...,8n) kelimesi (G, S) grubunda bir esitlik belirtir.

Kanmit. 1 <= 2 Biliyoruz ki her ¢; i¢in ¢; = w;(t},...,t,) seklinde bir

w;(ty,...,t) € (G,S) kelimesi vardir. Bu durumda

r(w (), ..ot wa(t, 1))

kelimesi (G, S") grubunda bir esitlik belirtir ancak ve ancak r(tq,...,t,) ke-
limesi (H,T) grubunda bir egitlik belirtiyorsa. Bu durumda r(t1, ..., t,) ke-
limesinin uzunlugu en fazla 2R olur ve karsihik gelen esitlik R’ yaricaph top
iginde kalir. Dolayisiyla bu egitligin uzunlugu en fazla 2R’ olabilir.

2 <= 3 Uzunlugu en fazla 2R’ olan r(wy(t},...,t.),...,wu(t},... 1)) ke-
limesi (H,T") grubunda bir esitlik belirtsin. Biliyoruz ki (H,T") ve (G,S")
gruplarinda R’ yarigapli toplar izomorfiktir. Dolayisiyla

r(wi(th, .oty wa(ty, .. 1)
kelimesine izomorfik bir

r(wy(sh, ..., 80), . wa(sh, ..., 8)))

kelimesi vardir ve uzunlugu en fazla 2R’ olmalidir. Benzer bigimde tersi de
gosterilebilir. 3 <= 4 Ik paragrafta kullanilan yontem aym sekilde kul-

lanilarak elde edilir.¢

Sonug olarak (H,T) grubu (G, S) grubunun R yarigaph toplari izomorfiktir.
[ |

Lemma 3.21. Sature edilmis bir A C G(FE) kiimesinin kapanisr da sature

edilmastir.

Kanit. Sature edilmig bir A C G(F) kiimesi alalim. Bu kiimenin tiimleyeni-

nin i¢i A kiimesi ile kesismeyen en biiytik acik kiimedir. Bu kiimeye U diyelim
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ve U kiimesinin saturasyonuna V diyelim. V' kiimesi ile A kiimesi kesisemez,
¢iinkii eger ortak bir elemanlar1 varsa bu demektir ki bir (G,S) € A igin
ve (G',S") € U igin G = G’ olur, ancak bu imkansiz. V' kiimesinin acik bir
kiime oldugunu bildigimize gére V' = U olmali. Simdi V sature edilmis bir
kiime oldugunu gore tiimleyeni ile bir kesisimi olamaz, dolayisiyla tiimleyeni
de kendi iginde sature edilmis olmahidir. Bu demektir ki G(E)\V = A kiimesi

sature edilmistir. [ ]

36



Bolim 4

Limit Gruplara Giris

Bu boliimde limit gruplarin tanimini verip limit gruplarin temel ozelliklerini

inceleyecegiz ve limit grup ornekleri verecegiz.

Tanim. G, uzayinda bir serbest gruplar dizisinin limiti olan gruplara limit

grup denir.

Bu tanimi ele alarak limit gruplarin acik ve kapali cebirsel ozelliklerin hangi-
lerini sagladigini bulmaya ¢aligalim. £, ile G, uzayinda serbest gruplarin ka-
paniginin kiimesini gosterelim. Kapali kiimeler limit noktalarini icerdiginden
ve bu kiimede her eleman bir limit noktasi oldugundan £, limit gruplarin

kiimesidir.

Onerme 4.1. Limit gruplar degismesi gecislidir, CSA dir ve burulmali degildir.

Kanat. Limit gruplarin degismesi gegigli, CSA oldugunu ve burulmali ol-
madigini gostermek icin Onerme 3.17°yi hatirlayalim, tiim serbest gruplarn
degismesi gecisgli, CSA ve burulmali olmayan gruplar olduklarmi biliyoruz.
Lemma 3.18’de gosterdik ki degismesi gecislilik ve CSA olma 6zellikleri kapali
ozelliklerdir. Burulmasizlig1 kanitlamak i¢cin Lemma 3.19’u hatirlayalim. Bu-

rulmali elemana sahip olmak acik bir 6zellik oldugundan burulmali olmamak
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kapali bir ozelliktir. Kapal kiimeler alt kiimelerinin kapanigini icerdiklerinden

bu ozellikler limit gruplarda saglanir. ]

Sonug 4.2. Limit grup olmak isaret kimesine gore ya da isaretin se¢ildigi

G, (va da G(F)) uzaymma gore degismez.

Kamit. Lemma 3.21 ile limit gruplarin kiimesinin sature edilmig oldugunu
soyleyebiliriz. Dolayisiyla G(F) uzayinda bir G isaretli grubu limit grup ise
G’nin bagka bir igaret kiimesi ile olugturulan igaretli grubu yine limit grup
olacaktir. Yani limit grup olmak isaret kiimesine gore degismez. Topolojik
uzaya gore degismeyecegini gostermek icin G(E) € G,, alalim. Eger bir grup
G(F) uzayinda limit grup ise G,, uzayinda da limit grup olacag: agikar. Diger
tarafi gostermek icin G,, uzaymda (G, S;) serbest gruplar dizisinin limiti olan
(G,S) € G(F) grubu alahm. O halde yeteri kadar biiytik bir 7 i¢in (G, .S;)
gruplar1 G(E) uzaymin i¢inde olurlar. Bu durumda (G, S) bu dizi i¢in limit
olur, gruplar serbest oldugu i¢in (G, S) limit gruptur. |

Sonug 4.3. k=1,2,...,n i¢in G, uzaynda,

[ZHg, = 12¥]g, V2" g, U - U[Z"g,

n

saglanar.

Kanat. Birp € {k...,n} alahm. Ornek 3’te oldugu gibi ZP grubuna yakinsayan
bir (Z*, S;) dizisi olusturabiliriz. Z* isaretlemeleri ile olugturulan kiimenin ka-
panig1 sature edilmis olduguna gore ZP grubunun tiim isaretlemeleri Z* nin
tiim igsaretlemelerinin limiti olur. Yani mgn D [Z¥g, U[ZF g, U---U[Z"g,
olur. Diger taraftan eger (G, S) grubu Z* grubunun tiim isaretli gruplarinin
kiimesinin limiti ise o halde burulmasiz olmak ve abelyan olmak kapali 6zel-

likler oldugundan ve limit kapanista oldugundan (G,S) grubu abelyan ve

burulmasiz olmalidir. Dolayisiyla diger taraf saglanir. |
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4.1 Limit Gruplarin Altgruplari

Bu boliimde limit gruplarin altgruplarinin yine limit grup oldugunu kanitlayacagiz.

Onerme 4.4. (G, S) isaretli grubuna yakinsayan (G, S;) isaretli gruplar di-
zisi olsun ve H ise G grubunun T = (ti,...,t,) dreteci ile isaretlenmis bir

altgrubu olsun.

O halde yeteri kadar biyik bir i i¢in T; = (£}, . .. ,t;) kiimeleri ile isaretlenmais
H; = (T;) < G; altgruplar vardur ve (H;,T;) gruplar dizisi (H,T) grubuna

yakinsar.

Kanat. (G, S) grubunun Cayley ¢izgesinde T' kiimesinin elemanlarimin ta-
mamini iceren R yarigapl bir B topu alahm. (G}, S;) dizisi (G, S) grubuna
yakinsadigina gore bir ¢ i¢cin B topuna izomorfik bir B; topuna sahip bir
(G, S;) grubu vardir. T; kiimesi bu izomorfizma altinda 7" kiimesinin ele-
manlarinin gittigi elemanlardan olusturulsun. Bu durumda H grubunda T’
elemanlar ile yazilabilecek bir kelime iligki beilirtir ancak ve ancak kargilik
gelen T; elemanlan ile yazilan kelime H; grubunda iliski belirtiyorsa. Yani

(H;,T;) dizisi (H,T') grubuna yakisar. |

Sonug 4.5. Limit gruplarin sonlu tretecli altgruplary limit gruptur.

Kanat. Limit gruplara yakinsayan gruplar dizisi serbest gruplardan olugmakta.
Teorem 4.8’dan dolay1 altgruplardan olugturulan dizi yine serbest gruplardan
olusacaktir. Dolayisiyla Onerme 4.4’den dolay1 limit grubun altgrubu yine li-

mit grup olur. |

Onerme 4.6. Bir limit grubun iki elemami {1}, Z,7Z* ya da Fy gruplarndan

birini uretir.
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Kamit. Sonlu tiretecli limit gruplarin altgruplarinin yine limit grup oldugunu
bildigimizden sadece iki iiretecli limit gruplarin abelyan olmayan ya da abel-
yan olan serbest gruplara izomorfik olup olmadigini incelememiz yeterli.
(G,{a, b}) bir limit grup olsun. O halde bu gruba yakinsayan bir (G;, {a;, b;})
serbest gruplar dizisi vardir. Eger a ve b elemanlar: bir iligki saglamiyorsa o
halde grubumuz F, grubuna izomorfiktir. Diyelim ki a ve b elemanlar1 bir
iligki saghyor olsun. O halde (G, {a;, b;}) serbest gruplar dizisi (G, {a,b})
grubuna yakinsadigindan belli bir M € N degerinden sonraki tiim ¢’ler i¢in
G, gruplar bir iligki saglamali. Ancak G; gruplari serbest grup olduklarindan
bu demektir ki a; ve b; elemanlar: devirli grup iiretiyorlar. Sonug 4.3’te goster-

dik ki

[Z¥g, = [2*]g, V2" g, U -+ U[Z"]g,

saglaniyor. O halde

Z,{1}]g, = {1}g. U [Z]g, U [Z°],
saglanir. ]

Tanim. (Gy,51) ve (G, S9) iki isaretli grup olsun ve H; ve H, gruplari ise
sirasiyla G ve G5 gruplarinin altgruplari olsunlar. Eger agagidaki iki kosul
saglanmyorsa (G4, S1), Hy ve (Go, Ss), Hy ikilileri e~ ®-Hausdorff yakindir de-
nir.

1) (G4, S1) ve (Ga, S3) gruplarimin Cayley ¢izgelerinin R yarigaph toplari izo-
morfik ise.

2) Bir G grubunun Cayley ¢izgsinde bir H altgrubunun gériintiisiine H gru-

bunun izi diyelim. R yaricapl toplarda H; ve Hs gruplarinin izleri ¢cakigiyorsa.

Tamim. Bir (G, S;) gruplar dizisi belli bir i’den sonra (G, S) grubuna Ha-
usdorff yakinsa (G}, S;) dizisi (G, S) grubuna Hausdorff yakinsaktir denir.
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Lemma 4.7. (G, S) grubuna yakinsayan (G;, S;) dizisini alalim ve bir x € G
elemaniny sabitleyelim. Yeteri kadar biyik bir i € N icin G; grubunda x

elemanina karsihk gelen bir x; elemani olacaktur.

Co(z) ile x elmaninin merkezleyicisini belirtelim. O halde Cg,(x;) gruplar

dizisi Cq(z) grubuna Hausdorff yakinsaktar.

Kanat. x elemani ile degismeli olan ve uzunlugu R olan tiim elemanlar1 (R +
|z|) yarigaph topta okuyabiliriz. (G;, S;) grubu (G, S) grubuna yakinsadigina
gore belli bir R yaricapindan sonra z’e karsilik gelen z; elemanlar z ile
ayni iligkileri saglayacagindan x ile degismeli olan elemanlara karsilik gelen
elemanlar da x; elemanlarinin merkezleyicisinde yer alacaklardir. Dolayisiyla

Cg,(z;) gruplar dizisi Cg(x) grubuna Hausdorff yakinsak olacaktir. [

4.2 Limit Gruplarin Serbest ve Birlestirilmis
Carpima

Gruplardan yeni grup elde etmek icin akla gelen ilk yontem direkt carpimdir.
Ancak bu yontem limit gruplarda ige yaramayabiliyor. Ciinkii iki limit grubun
carpimi agikar durumlar diginda limit grup olmaz. Ik olarak boyle bir 6rnek
verelim, ardindan limit gruplarin serbest ve birlestirilmig carpimlarinin yine

limit grup oldugunu gosterecegiz.

Ornek 8. F, = (a,b) ve Z limit gruplarm ele alahm ve F, x Z direkt
garpimini inceleyelim. F, grubunun birim elemanini e ile gosterelim. Eger
Fy X Z grubu bir limit grup ise degigmesi gegisli olmali. Ancak (b, 1)(e, 2) =
(e,2)(b,1) ve (a,1)(e,2) = (e,2)(a,1) iken (a,1)(b,1) # (b,1)(a,1), do-
layisiyla Fy x Z grubu degismesi gecisli degil. n, m > 2 i¢in F,, X F},, grubunun

limit grup olmadigi benzer bicimde gosterilebilir.
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S = (s1,82,...,8,) ve 8" = (s],8),...,5)) swrall kiimeleri verilmis olsun.

r n

Sv S"ile (s1,...,8n,8,,...,8,) sirali kiimesini belirtecegiz.

Lemma 4.8. (G;,5;) € G, ve (G},S)) € Gy dizileri siraswyla (G,S) wve
(G',S") gruplarina yakinsayan diziler olsunlar. O halde (G; x G, S; V S!)
dizisi Gpyn uzayinda (G x G', SV S") grubuna yakinsar.

Kanit. G, 1y uzaymda (G; * G5, S; V S!) dizisinin (G * G', S v S") grubuna
yakinsadigini gostermek icin aldigimiz herhangi bir w kelimesinin belli bir
M € N i¢in (G; x G}, S; v S) dizisindeki gruplarda her ¢ > M i¢in (G; x G%)
grubunda w = 1 ancak ve ancak (G x G’, SV ") grubunda w = 1 oldugunu
gosterecegiz. O halde once F), s grubundan rastgele bir w kelimesi alalim.
Si = (x1,22,...,2,) ve Si = (2,2, ..., 7)) igin w = w(xy, x9,...,2)) ola-
rak lirete¢ kiimesinin elemanlar: ile yeniden yazilabilir. O halde bu kelime-
nin tirete¢ kiimesi ile yazilmig halini inceleyelim. Kelimenin S; kiimesinden
elemanlar ile yazilmig bolimiini ve S] kiimesinden elemanlar ile yazilmig
bolimiinii ayr1 ayri inceleyelim. w; = w(zy, 2, ..., 2,, 1,1,...,1) ve wy =
(1,1,..., 1,20, 25, ...,2) olsun. (G, S;) grubu (G, S) grubuna yakinsadigindan
biliyoruz ki belli bir M; € N’den sonra w; kelimesi (G xG’, SV S’) grubunda
eger w; = 1 ise (G *x G',S Vv S') grubunda da w; = 1 olacak. Aym gekilde
wsq i¢inde belli bir M, € N’den sonra ws i¢in ayn1 durum gecerli olacak. Eger
biz bu iki degerin maksimumunu segip M dersek, M degerinden sonra her
iki kelime de (G * G', S vV S’) iginde aym iligkileri saglayacak. Dolayisiyla w
kelimesi (G; * G}, S; V S!) dizisindeki gruplarda her ¢ > M’de w = 1 ise
(GxG',SVS") grubunda w = 1 olacak. Simdi (G *G’, SV S’) grubundan bir
w kelimesi aldigimiz1 varsayalim. w kelimesinin sadelestirilmis bicimde essiz

bir yazimi oldugunu biliyoruz. Bu yazim w = ¢,¢s ... g, olsun, burada her

bir g; elemanm1 G ya da G’ gruplarindan birinin elemamdir ve g;,; elemam
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g; elemaninin bulunmadig1 grubun elemanidir. Eger w = 1 ise bu kelimenin
sadelestirilmis yazimi bagka bir bigimde olamayacagindan G; x G grubunda

yine w = 1 olur. |

Tanim. (A, 5) ve (A',5") iki isaretli grup olsunlar, C' ve C” gruplar1 A ve A’
gruplarimin altgruplari olsunlar. (A, S), C ve (A", S"), C' ikililerini yapigtirmak
demek bir ¢ : C — C" izomorfizmas1 demektir.

Eger agagidaki iki kogul saglaniyorsa (A, S1), Cy ve (A}, S7), C yapigtirilmasi
olan o) ve (Ag, Sp), Co ve (A}, S), Ch yapigtirilmas: olan ¢y birbirlerine et
yakindir denir.

1) C; grubu Cy grubuna ve O} grubu ise C5 grubuna e ®-Hausdorff yakin
ise.

2) Y1lcinBr(an,s) Ve ©1leinBrar,sy) kisitlamalart Br(A;, Si) ve Br(Asz, Ss)

iizerinde aymi sekilde davranirlarsa

Onerme 4.9. Bir G; = A, *Cy—pi(Cy) A dizisi ve G = A xc—yc) A" grubu
alalbm. S;, Si, S, S’ isaretli kiimeleri siraswyla A;, AL, A, A" gruplarinin
turetegleri olsunlar. Eger asagidaki kosullar saglanwyorsa (G;,S; V S.) grubu
(G,S VS grubuna yakinsar.

1) (A;, S;) gurubu (A, S) grubuna yakinsiyorsa,

2) (A}, S!) gurubu (A',S") grubuna yakinswyorsa,

3) Hausdorff topolojisinde C; grubu C' grubuna yakinswyorsa,

4) Hausdorff topolojisinde C! grubu C" grubuna yakinsiyorsa,

5) pi yapistirmasy ¢ yapistirmasina yakinsiyorsa.

Kamit. Lemma 20’ye benzer bir gekilde gosterilebilir. |

Onerme 4.10. (G, 95) isaretli grubuna yakinsayan bir (G;, S;) isaretli gruplar

dizisi alalvm. Her bir i i¢in H; grubu G; grubunun bolum grubu olsun ve siral
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trete¢ kimesi T;, S; 'nin epimorfizma altindaki goruntisi olsun. Diyelim ki
(H;,T;) dizisi bir (H,T) grubuna yakinsasin. O halde (H,T) grubu (G,S)

grubunun bir bolim grubudur.

Kanat. (G;,S;) grubundan (H;,T;) grubuna yazilan izomorfzma ve (G;,S;)
grubunun (G, S) grubuna yakinsamasi ve (H;, T;) grubunun (H,T') grubuna
yakinsamasi goz oniine alindiginda tek kontrol edilmesi gereken nokta G’deki
iligkilerin H’de saglanip saglanmadigi. Eger S kiimesinden bir iligki yazdiysak
yeteri kadar biiyiik bir ¢ i¢in bu iligki S; ile ayn1 gekilde yazilir. Dolayisiyla
epimorfizma ile tasindiginda 7; ile de yazilir. T; bu iligkiyi iceriyorsa tabii ki

T’de igermeli. O halde (H,T) grubu (G, S) grubunun bir bélim grubudur.
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Bolum 5

Limit Gruplarin Ozellikleri

Bu boéliimde limit gruplarin temel 6zelliklerini inceleyecegiz ve serbest grup-
lardan farkli limit grup ornekleri verecegiz. Ilk olarak sonlu iiretecli tama-
men artik serbest gruplarin limit grup oldugunu kanitlayarak yeni limit grup
ornekleri elde edecegiz. Bu boliimde [7] kitabindan ve [1] makalesinden ya-

rarlanilda.

Onerme 5.1. Limit gruplarin serbest ¢carpima yine limit gruptur.

Kanit. (G,S) ve (G',S") iki limit grup olsunlar, biz (G * G', S V S’) gru-
bunun limit grup oldugunu gosterecegiz. (G,S) ve (G',S’) limit grup ol-
duklarindan bu iki gruba yakinsayan serbest gruplar dizileri vardir. (G, S)
grubuna yakinsayan serbest gruplar dizisini (G, S;) ile ve (G’,S’) grubuna
gosterdik ki (G; x G, S; vV S!) gruplar dizisi (G*G', SV .S") grubuna yakinsar.
Serbest gruplar serbest ¢arpimi yine serbest grup oldugundan (G;*G?, S;V.S})
dizisi bir serbest gruplar dizisidir. O halde (G * G', S vV S") grubu bir limit
gruptur. |
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5.1 Tamamen Artik Serbest Gruplar

Tanim. G grubunun birimden farklh her g eleman: igin h(g) # e saglayan,
herhangi bir serbest gruba giden bir A : G — F homomorfizmasi yazilabiliyorsa

G grubuna artik serbest grup denir.

Eger G grubunun her sonlu sayida ¢, ..., g, elemam i¢in i € {1,...,n}
olmak ftizere h(g;) # e saglayan h : G — F geklinde herhangi bir serbest
gruba giden h homomorfizmas1 yazilabiliyorsa G grubuna tamamen artik

serbest grup denir.

Bu tanima denk bir tanim olarak tamamen artik serbest gruplar i¢in asagidaki

tanim da verilebilir.

Eger G grubunun her sonlu sayida gy, ... g, eleman i¢in ¢i,...¢g, ¢ N olan
ve G/N grubunun serbest grup oldugu bir N < G normal altgrubu buluna-

biliyorsa G’ye tamamen artik serbest grup denir.

Ornekler. e Serbest gruplar ve serbest abelyan gruplar tamamen arik

serbest gruplardir.

e [, x Z grubu artik serbest bir gruptur ancak tamamen artik serbest

degildir.

Teorem 5.2. G grubu sonlu retecly tamamen artik serbest bir grup olsun.

O halde G grubu bir limit gruptur.

Kanit. G grubu tireteg kiimesi S = {si,...,s;} olan tamamen artik ser-
best bir grup olsun. (G, S) isaretli grubu ile Cay(G, S) gizgelerini ele alahm.
Kolayca goriilebilir ki her n > 1 i¢in (G, S) grubunda S iiretecinden kelime-
lerle yazilabilecek uzunlugu en fazla n olan elemanlarin sayisi sonludur ve bu

elemanlarin tamami Cay(G, S) ¢izgesinde B sy topunu olugtururlar. Birim
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eleman hari¢ bu elemanlari gy, go, . . ., g ile gosterelim. (G, S) grubu tama-
men artik serbest olduguna gore yle bir 6,, : (G, S) — (Fj, S") homomorfiz-
mast vardir ki 6,,(g1) # e,...,0,(gm) # e saglanir. 6, fonksiyonunun imajini
0,(G) ile gosterelim. Imaj kiimesi goriintii kiimesinin alt grubu oldugundan
0,(G) < Fy olur. Teorem 3.1’dan biliyoruz ki serbest gruplarin alt gruplar
sebesttir, dolayisiyla 6,,(G) grubu sebest bir gruptur. 6,,(S) kiimesi Im(6,,)
i¢in tireteg kiimesidir. Dolayisiyla elimizde bir (0, (G),0,(S)) isaretli grubu
var ve lireteg sayisi k olacag icin (0,(G), 0,(5)) € Gy, saglamyor.

Simdi (6,,(G),0,(S)) grubunda uzunlugu en fazla n olan elemanlara ba-
kalim, bagka bir deyisle B, (c).0.(s))(n) topuna bakalim. Bu elemanlar ,,(5)
tireteci ile yazildigindan yukarida yazmig oldugumuz bir ¢; € {g1,...,9m}
elemaninin goriintiisii olmalidir. Eger bu elemanlardan biri birim elemana
esitse, yani uzunlugu n’den kiiglik olan elemanlardan herhangi bir 6,(g;) €
B, ()0, (n) icin 0,,(g;) = e ise geligki elde ederiz. Demek ki #,, homomor-

fizmas1 B(g,5)(n) ve B, (c).0.(s))(n) arasinda bir graf izomorfizmasidir.

Simdi yaptiklarimizi toparlayalim. Rastgele bir n > 1 dogal sayis1 aldik ve
gosterdik ki n yarigapl topu (G, S) grubu ile izomorfik olan bir (6,,(G), 6,,(5))
serbest grubu vardir. Dolayisiyla n sayisi sonsuza giderken bu gruplarin limiti

(G, S) grubudur. Yani G grubu limit gruptur. |

Lemma 5.3. Artik serbest gruplar burulmaly degildir.

Kanit. G tamamen artik serbest bir grup olsun. O halde her g € G\ {e}
i¢in bir F' serbest grubuna giden ¢ : G — F' homomorfizmas1 vardir oyle ki
#(g) # e. Bu durumda ¢(g) € F oldugu i¢in burulmasizdir. Yani herhangi
n € Z \ {0} i¢in ¢(g)™ # e olur. ¢ bir homomorfizma oldugundan ¢(g)" =
®(g"™) # e saglanir. Bu demektir ki her g € G\ {e} i¢in ve herhangi n € Z\ {0}

icin ¢g" # e saglanir. |
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Teorem 5.4. (Baumslag) G sonlu tretecli grubu i¢in asaqidaki ozellikler
denktir.

1. G grubu tamamen artik serbest gruptur.

2. G grubu artik serbest gruptur ve degismesi gegislidir.

3. G grubu artik serbesttir ve Fy X Z grubuna izomorfik bir altgrubu yoktur.

Kanat. (1 = 2) Eger G grubu tamamen artik serbest ise artik serbest grup
olacagi agikar. Biz G' grubunun degismesi gecisli oldugunu gosterelim. Diyelim
kia,b,c € Gigin [a,b] = e, [b,c] = e ancak [a, ¢] # e olsun. G grubu tamamen
artik serbest grup oldugundan a, b, ¢, [a, ¢|] € G elemanlar igin G grubundan

bir F' serbest grubuna ¢(a) # e, ¢(b) # e, ¢(c) # e ve ¢([a,c]) # e saglayan

bir ¢ : G — F homomorfizmasi vardir.

Bu homomorfizma altinda [a,b] = e,[b,¢] = e,]a,c] # e elemanlarim in-
celeyelim. ¢([a, b)) = daba="b"1) = d(a)d(b)é(@) "' d(b)~" = [6(a), H(b)] =
e olmal. Ayn sekilde ¢([b,c]) = [o(b), p(c)] = e oldugu gosterilebilir. O
halde ¢(a),¢(b) € F elemanlar1 birbirleri ile degismelidirler, ayni sekilde
¢(b), ¢(c) € F elemanlar birbirleri ile degismelidirler. Bir serbest grupta iki
farkli eleman degigmelidir ancak ve ancak ikisi de serbest gruptaki bir ele-
manin birer kuvveti iseler. Yani ¢(a), ¢(b) degismeli olduguna gore bir s € F'
icinven,m € Zicin ¢(a) = s™, ¢(b) = s olmali. Ayn1 bi¢imde ¢(b), ¢(c) € F
degismeli oldugundan bir k € Z i¢in ¢(c) = s* olmali. ancak bu durumda
¢(a) ve ¢(c) elemanlar1 degismeli oluyor, yani ¢([a,c]) = e oluyor. Bu bize
bir celigki verdi. Bu demektir ki tamamen artik serbest G grubu degismesi

gecislidir.

(2 = 3) Diyelim ki G tamamen artik serbest grubunun F, x Z grubuna
izomorfik bir H alt grubu olsun. F5 X Z grubunun F5, grubuna ve Z gru-

buna izomorfik altgruplar1 oldugu i¢in H grubunun da vardir. Bu durumda
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G grubunun F, grubuna ve Z grubuna izomorfik altgruplar1 vardir. Bu altg-
ruplara Fj ve Z' diyelim. Dikkat edilirse Z' grubu aynmi zamanda Fy X Z
grubunun merkezleyicisine izomorfik, yani her eleman ile degismeli. Bu du-
rumda sp, s € F} tireteg elemanlar1 ve ¢ € 7/ igin [sq,¢] = e ve [s9,c] = €
saglaniyor ama [sq, ss] # e ¢linkii {ireteg elemanlar1 degismeli olamaz. Bu
durumda sy, $2, ¢ € G olduklar igin G degigmesi gegigli olmamali. Ancak (2)
sikkindan G' grubunun degismesi gegisli oldugunu biliyoruz. Celigki elde ettik.

Demek ki G grubunun F, x Z grubuna izomorfik bir altgrubu olamaz.

(3=1) Onermenin karsit tersini ispatlayalim. Diyelim ki G grubu tamamen
artik serbest olmasin. O halde G grubu degismesi gegisli degildir. Bu demektir
ki a,b,c elemanlan igin [a,b] = e,[b,c] = e, [a,c] # e saglamir. O halde
F} = (a,c) serbest carpimi ile iiretilen grup elemanlar burulmasiz oldugu
i¢in F, grubuna izomorfik olur. Diger taraftan Z' = (b) grubu ise Z grubuna
izomorfik olur. Bu durumda Fj NZ = {e} olacag: igin F; x Z' grubu G

grubunun bir altgrubu olur. ]

5.2 Merkezleyici ile Serbest (Genisleme

Bu boliimde merkezleyicisi ile serbest genisleyen limit gruplarin yine limit

grup olduklarini gosterecegiz.

Tanim. G grubunun herhangi bir elemaninin merkezleyicisini Z ile gostere-
lim ve A sonlu iiretegli abelyan bir serbest grup olsun. O halde Gz (Z x A)

grubuna G’nin merkezleyicisi ile serbest geniglemesi denir.

Tanim. Bir serbest grubun sonlu sayida merkezleyicisinin serbest genisglemesi
ile olugturulan G grubuna serbest grubun merkezleyicisinin tekrarlanan geniglemesi

adi1 verilir.

49



Bu gekilde olusturulan bir G’ grubunun sonlu tiretecli altgruplarinin kiimesini

sub — ZCE ile gosterecegiz.

Tamim (Alternatif). G bir grup olsun ve Cg(u) ile G grubunun birimden
farkli bir v elemaninin merkezleyicisini gosterelim. Grubun elemani olmayan
yeni bir ¢ harfi ile olugturulan G; = (G, t|[C¢(u), t] = 1) grubuna G grubunun

merkezleyicisi ile serbest genislemesi adi verilir.

Eger G < G; < Gy < -+- < (G, < dizisinde her bir G;;; grubu G; grubu-
nun merkezleyicisinin geniglemesi ise, yani G;1 = (G, t|[Cq, (wi), ;] = 1) ise
G, grubuna G grubunun merkezleyicisi ile tekrarlanan genislemesi adi ve-
rilir. Eger G' grubu serbest ise serbest grubun merkezleyicisinin tekrarlanan

geniglemesi olarak adlandirilir.

Lemma 5.5. F' tamamen artik serbest bir grup ve fi, fo, ..., fx,u € F' olsun,
oyle ki u elemany f; elamanlarinin hicbiri ile yer degistirmesin, baska bir
deyisle u ¢ |JCr(f;) olsun. O halde (fy)u™ fou™ ... fr(u™) # e esitsizligini

saglayan yeteri kadar biyik |n;| € N’ler bulunabilir.

Not. (f1)u™ fou ... fr.(u™) gosteriminde bagtaki sondaki elemanlarinin pa-
rantez i¢inde yazilmasinin sebebi gosterimin bu elemanlarla baslayip bitmek

zorunda olmadiginm gostermek igindir.

Kanat. F grubu tamamen artik serbest oldugundan ve her f; i¢in [f;, u] # e
saglandigindan, dyle bir N < F' normal altgrubu vardir ki F//N serbest grup
olur ve her f; icin [f;,u] ¢ N saglanir.

Eger (fi)u™ fou™ ... fi(u™) # e esitsizligi F//N icin dogru ise F grubu
icin de dogru olmali, bu sebeple genelligi kaybetmeden F' grubunun bir ser-
best grup oldugunu varsayabiliriz. Aymi sekilde u elemanimin devirsel sa-
delestirilmis oldugunu varsayabiliriz, ¢linkii eger degilse uygun eslenikleri

alarak devirsel sadelegtirilmig hale getirebiliriz.
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Her f; icin [f;,u] # e ve (f;,u) < F oldugundan ve bir serbest grubun alt
grubu yine serbest grup oldugundan (f;, u) = F» olmahdir. Dolayisiyla higbir
fi elemani ile v eleman1 arasinda bir iligki yazilamaz.Yani ozel olarak yeteri
kadar biiyiik bir |r| igin i¢in u” fiu” € <f;, u> oldugundan u” fyu" = u"au™ #

e (m <rveac€ F) saglanir.

Simdi (fy)u™ fou™ ... fr(u™) formiliiniin iginden bir «™-! f;u™ f;11 kismim
alip inceleyelim. ™! f;u™ kismi ic¢in n;_; tussiini f;'nin kelimeleri ile sa-
delegsen kelimelerden sonra hala bir m;_; < n;_; kalacak sekilde secelim.
fiu™ fir1 kisminda ise n; tsstini f; ve f;1q elemanlarinin kelimeleri ile sa-
delestikten sonra hala bir v < u™ kalacak gekilde secelim. Bu gekilde tim
elemanlar1 sadelestirmelerden sonra hala w elemaninin bir kuvveti kalacak

sekilde segebiliriz. Sonug olarak oyle n; elemanlar1 se¢mis oluruz ki

(fr)u™ fou" ... fr(u™) # e
saglanir.Bizim istedigimizde tam olarak buydu. |

Teorem 5.6. A serbest abelyan bir grup ve xg, 1, ...,T, elemanlary A’nin
uretegleri olsunlar. F bir tamamen artik serbest grup ve u € F' kendi mer-
kezleyicisini treten bir eleman olsun. Bu durumda G = F %,—,, A grubu

tamamen artik serbest bir gruptur.

Kanit. N grubu Fx A grubunun uz ! elemanini iceren en kiiciik normal altg-
rup olarak tanmimlansin. Bu durumda G = F'x A/N olarak goriilebilir. G gru-
bundaki herhangi bir eleman f; € F ve a; € A olmak tizere (ag) fra; . .. fu(ay,)
bi¢imindedir. Tabii bu elemanin hicbir kelimesinin birim olmadigini varsay-
mak, dolayisiyla grup N grubuna bolindigi igin f; € F/(u) ve x; ¢ (xo)

olarak se¢cmek en dogali olur.
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Simdi her f; € F igin 0(f;) = fi, ¢ > 1 olmak iizere her z; € A i¢in ve
herhangi bir m; > 1 i¢in 0(x;) = u™ ve xy eleman igin () = u olacak

bi¢imde bir 6 : F * A — F' x A homomorfizmas1 tanmimlayalim.

Bu durumda O(uz™') = 0(u)f(zo)™' = uu~! = e saglamir. Bu demektir
ki N < Ker(f) olmali. Ker(f) normal altgrup,N < Ker(0) ve Im(f) = F
oldugu i¢in ¢ : (FxA)N = G — F geklinde bir homomorfizmanin varligindan
sz edilebilir. Bu homomorfizma altinda rastgele aldigimiz (ag) fra1 . . . fu(ay)

elemaninin goriintiisiine bakalim.

o((ag) frar - .. fulay)) = u™ fru™ fo ... fou™n elde edilir. Lemma 5.5’den
biliyoruz ki u™*1 fiu™2 f5 ... f,u™m # e olacak gekilde m; elemanlari segebiliriz.
Bu durumda bir serbest gruba giden ve birim diginda hichir elemani birim
elemana gotiirmeyen bir homomorfizma yazmig olduk. Tek bir eleman al-
mak yerine sonlu sayida farkl eleman alip m; elemanlarini bu elemanlarin
higbirini birime gotiirmeyecek maksimum elemanlar olarak secerek birimden
farkli elemanlara gotiirebiliriz. Dolayisiyla G grubu tamamen artik serbest

bir gruptur. ]

Sonug 5.7. F bir serbest grup C ise F’nin bir maksimal devirli altgrubu
olsun ve A ise herhangi bir serbest abelyan grup olsun. O halde F ’nin mer-
kezleyici ile serbest genislemesi olan F xc (C' x A) grubu tamamen artik ser-

besttir.

Kamit. Serbest gruplarin altgruplar: serbest grup oldugundan ve devirli olan
tek serbest grup serbest abelyan grup oldugundan C' grubu Z grubuna izo-
morfiktir. Bu ayni zamanda demektir ki C' grubu bir elemanin merkezleyi-
cisidir, bu elemana ¢ diyelim. Simdi elimizde iki adet serbest abelyan grup
var, C' ve A. Serbest abelyan gruplarin sonlu sayida direkt ¢arpimi serbest

abelyan grup oldugundan (C' x A) grubu serbest abelyan bir gruptur. Dahasi
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(¢, e) elemani bu grubun iireteglerinden biridir. C' grubundan ((c, €)) grubuna
bariz bir izomorfizma var. Bu izomorfizma ile F'x¢ (C x A) grubu olugturulur.
Elimizde tamamen artik serbest olan F' grubu ve serbest abelyan olan (C'x A)
grubu var. (c,e) elemam (C' x A) grubunun bir {ireteci ve ¢ elemani kendi
merkezleyicisini yani C’yi tiretiyor. Tiim bu bilgiler 1s1g1nda Teorem 5.6’ya

gore F xc (C' x A) grubu tamamen artik serbest bir gruptur. |

Sonug 5.8. F bir serbest grup ve F ise onun izomorfik bir kopyasi olsun. O
halde tam kuvvet olmayan bir x € F elemant icin F %,z F grubu tamamen

artik serbesttir.
Kanst. [4], Corollary 3.6’ya bakilabilir. |

Bu sonug¢ bize baz1 giizel limit grup ornekleri veriyor, yiizey gruplarinin

bazilar1 limit gruptur.

Ornekler. Kiirenin esas grubu m(S2) = {e} ve torusun esas grubu m; (S* x
S1) = Z x Z oldugu igin limit grup olduklar1 agikardir. Diger taraftan iki
delikli torusun esas grubu (a, b) *[4 5—[c.q (¢, d) dir dolayisiyla Sonug 5.8’den
dolay1 bir limit gruptur. Ayrica 71(S') = Z ve k yaprakl giiliin esas grubu

F}’ya izomorfiktir.

5.3 Sonlu Sunumlulugun Sonuclari
Asagidaki teoremin kaniti oldukca zordur ancak birkac 6rnek daha verebilmek
i¢in kanitsiz kabul edecegiz.

Teorem 5.9. Limit gruplar sonlu sunumludur. Limit gruplarin abelyan altg-

ruplary sonlu vuretecli abelyan serbest gruplardr.

Kanit. [12], Corollary 4.4’ bakilabilir. |
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Onerme 5.10. G bir limit grup ve Z grubu G 'nin maksimal ableyan bir altg-
rubu ve A sonlu tiretecli serbest abelyan bir grup olsun. O halde G grubunun

merkezleyicisi ile serbest genislemesi H = G xz (Z x A) bir limit gruptur.

Kanat. G'nin iireteg kiimesini S = (s1, s9,...,y,) ile gosterelim. (G, S) bir
limit grup oldugundan bu gruba yakinsayan (G;,S;) serbest gruplar dizisi
vardir. Lemma 3.15’ten dolay1 Z grubunu G'nin bir z elemaninin merkez-
leyicisi olarak gorebiliriz. Belli bir N degerinden sonra i > N i¢in (G, S;)

icinde = elemanina denk gelen z; elamaninin merkezleyicisine Z; diyelim.

A grubunun iirete¢ kiimesi aq, as, ..., ar olsun. O halde H grubunun treteg
kiimesi S = (81,82, -+, Sn, a1 ... ,a;) olur. H; = G; xz, (Z; x A) grubunun
irete¢ kiimesi ise S, = (55"), . 4 55;'), ai, . ..,ay) olur. G; gruplari serbest grup

oldugundan Sonug¢ 5.7’den dolay1 H; grubu tamamen artik serbesttir do-
layisiyla Teorem 5.2’den dolay1 bir limit gruptur. Teorem 5.9’dan dolay1 Z
grubunun sonlu {iretecli bir grup oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Onerme
4.9’daki tiim sartlar saglandigindan H; gruplar dizisi H grubuna yakinsar. O
halde H grubu bir limit gruptur. ]

Sonug 5.11. L bir limit grup ve L onun izomorfik bir kopyasi olsun C birim-

den farkl bir elemanin merkezleyicisi olmak tizere L xc L bir limit gruptur.

Teorem 5.12. Limit gruplar tamamen artik serbest gruplardur.

Kanat. (G, S), tireteg kiimesi S = (s1, S, ..., Sx) olan bir limit grup olsun.
Teorem 5.9’dan G grubunun sonlu sunumlu bir grup oldugunu biliyoruz. G
grubunun sunumu G = (S | Ry, Rs, ..., R,) olsun. §imdi G grubundan rast-
gele birimden farkl ¢y, ga, . .., g, elemanlarm alahm. (G, S) isaretli grubu-
nun Cayley cizgesini ele alalim. Bu ¢izge tlizerinde G grubunun sunumun-

daki iligkileri okuyabiliriz, iligkiler sonlu sayida eleman arasinda olacagindan
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butiin iligkileri iceren sonlu bir top vardir. Aym sekilde ¢4, ..., g, eleman-
larinin hepsini iceren sonlu bir top bulabiliriz. Bu iki top arasinda yarigapi
biiytik olani segersek hem iligkileri hem de elemanlar: igeren bir top se¢mis
oluruz, bu topun yarigapima n diyelim. (G, S) bir limit grup olduguna gore bu
grubun n yaricapl topuna ya da n yaricapli topu iceren bir topa izomorfik bir
topa sahip ve iireteg kiimesi S" = (s}, 85, ..., s)) olan (F,S") serbest grubu
vardir. Bu iki grup arasinda v(s;) = s} olacak sekilde bir ¢ : G — F fonksi-
yonu yazalim. Bu fonksiyon tirete¢ kiimeleri arasinda yazildigindan ve G'nin
bagintilarin1 veren R;’leri agikar elemana gotiirdiigiinden bir homomorfiz-
madir. Aldigimiz ¢y, . .., g, elemanlarinin her biri iirete¢ kiimesi ile yaziminin
homomorfizma altindaki gortintiisiine gidecektir. Yani herhangi bir g¢; i¢in
9i = 5i,iy - .- 5, oldugundan 1(g;) = ¥(si8i,...5,) = 8; 85, ...5 F 1
olur. Ciinkii g; elemam (G, S)'nin Cayley ¢izgesinin n yarigapli topunda
oldugu igin ¥(g;) eleman1 da (F,S)'nin Cayley ¢izgesinde n yaricaph topta
olur. Bu durumda rastgele aldigimiz sonlu elemanlar toplulugunu homomor-
fizma altinda bir serbest grubun birimden farkli elemanlarina gondermis ol-
duk. Bu yontemi alinan her eleman toplulugu i¢in uygulayabilecegimizden

(G, S) grubu tamamen artik serbest gruptur diyebiliriz. |

Bu teoremle birlikte ilk karakterizasyonumuzu yapabiliriz.

Sonug 5.13. Sonlu tretecli bir grup limit gruptur ancak ve ancak tamamen

artik serbest bir grup ise.

5.4 Limit Gruplarin Basit Cizgesi

Bu boliimde limit gruplarin basit ¢izgesinin yine limit grup oldugunu goste-

recegiz.
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Tanim. A ve B sonlu tiretecli gruplar olmak iizere olugturulan G = A x¢ B
(ya da G = Axc) grubuna eger agagidaki iki ozellik saglaniyorsa L limit

grubu i¢in genellestirilmig ¢ift denir;

e (' grubunun A ve B grubuna olan homomorfizmalar: altindaki gortintiisii her

iki grup icin de maksimal abelyan alt grup ise,

e (G grubundan L grubuna bir ¢ : G — L epimorfizmas1 varsa ve bu
epimorfizma A ve B gruplarina kisitlandiginda birebir bir homomorfiz-

maya doniigiiyorsa.

Tanim. Yukaridaki gibi bir G grubunun kendi Bass-Serre agaci lizerine bir
etkisi vardir. Bu etki altinda G grubunun bir ¢ € G elemaninin sabitledigi
elemanlar arasindaki uzaklik cap olarak adlandirilir. Biitiin elemanlarinin

capimin uzunlugu en fazla k ise gruba k-asilindirik grup denir.

Lemma 5.14. Eger G = A x¢ B biciminde bir grup bir L limit grubu i¢in

genellestirilmis ¢ift ise G grubunun parc¢alanisy 1-asilindiriktir.

Eger G = Ax¢ bigminde bir grup bir L limit grubu i¢in genellestirilmis ¢ift ise
ya parcalams 1-asilindiriktir ya da grubun temsili C' grubundan A grubuna
olan homomorfizmalarin gorintiler: cakisacak sekilde yeniden yazilabilir, do-
laypswyla parcalanis hicbir k icin k-asilndirik degildir ve G grubu A grubunun

bir merkezinin genislemest olarak gorulebilir.

Kanit. [4], Lemma 4.8’e bakilabilir. |

Onerme 5.15. G grubu G = A xc B (veya G = Axc) seklinde bir grup ve
bir L limit grubu icin genellestirilmis cift olsun. O halde G grubu bir limit
gruptur. Tam olarak soylemek gerekirse, L grubu L grubuna izomorfik bir
grup ve C, L grubunun bir maksimal abelyan altgrubu olmak izere G grubu

Lxs_g L grubunun bir altgrubudur.
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Dahasi eger L grubu bir serbest grubun tekrarly genislemesinin bir altgrubu

1se G grubu da bir altgrup olur.

Kanat. Tk olarak G = A *c B durumunu ele alalim. Bu durumda bir L
limit grubu igin A ve B ile kisitlandiginda birebir olan bir ¢ : G — L
epimorfizmasi vardir. C' ile L grubunun ©(C) grubunu iceren maksimal abel-
yan altgrubunu gosterelim. C' N ¢(A) = C' N ¢(B) = ¢(C) olmal, ¢iinkii C
grubu A ve B'nin altgrubu. Simdi D = Lx,_g L grubunu goz oéniine alalim.
G grubundan D grubuna A ve B ile kisitlandiginda ¢ ve ¢ olarak davra-
nan bir ¢ : G — D yazlabilir. Dolaysiyla ¢ © Axc B — L x,_g L
gondermesi kisitlamalar altinda birebir ve orten bir homomorfizma olur. Yani
G = p(A) *@(C):WWB) olur. Eger L € sub — ZCE ise D grubu L’nin c¢ifti
oldugu i¢in D € sub — ZCE dolayisiyla G € sub — ZCE saglanir.

Simdi G = Ax¢ durumunu ele alalim. Bu durum kendi i¢inde iki farkli du-
ruma ayrihiyor. Ilk olarak eger G grubunun asilindirik olmadigim diisiine-
lim. O halde G grubunun A grubunun bir merkezinin geniglemesi oldugunu
Lemma 5.14’den biliyoruz, yani G = A *¢ (C' X Z). Yine C ile L grubu-
nun ¢(C') grubunu iceren maksimal abelyan altgrubunu gosterelim. D ise L
grubunun bu gruba gére merkezleyicisinin genislemesi , D = L %4 (C x Z),
olsun. O halde A ile kisitlandiginda ¢ gibi davranan ve Z’yi kendisine génde-
ren ¢ : G — D goéndermesi birebir ve orten olur. Eger L € sub—ZCE ise G

grubu i¢in ayni durum gecerlidir.

Ikinci olarak G grubunun asilindirik oldugunu varsayalim. O halde C grubu-
nun A grubuna giden iki farkli homoorfizma altinda iki farkli gortintiisii vardir,
bunlara C; ve Cy diyelim. Cy ve Cy ile L'nin sirasiyla p(Ch) ve ¢(Cy) grup-
larini igeren maksimal abelyan altgruplarini gosterelim. C'; ve Cy eglenik ol-

duklarindan ve L grubu degismesi gegisli oldugundan Cy ve Cy gruplar: bir ¢
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elemani tarafindan eglenik gruplardir. D grubu Ch grubunun L grubuna bir
icerilme homomorfizmasi ile bir de ¢ elemani ile eslenik alarak olusturulan
homomorfizma ile yazilan HNN genislemesi olsun , D = L4 . Bu durumda
D = (L,t|[C1,t] = Cy). Yani D, L'nin merkezleyicisinin genislemesidir, do-
layisiyla asilindirik degildir. O halde A kisitlamasi altinda ¢ gibi davranan
ve sabit harfi sabit harfe gonderen v : G — D homomorfizmas: birebirdir.

Yani G = p(A)xc, < D olur. [

Lemma 5.16. G = A x¢ B (ya da Axc) bir genellestirilmis ¢ift olsun. C’
1se birlestirilmis gruplardan birinin maksimal abelyan alt grubu olsun. Eger
G bir birlestirilmis carpim ise ya da asilindirik bir HNN genislemesi ise o
halde C" grubu G grubunun da bir maksimal abelyan altgrubudur. EGer HNN
genislemesi asilindirik degil ise C' grubu G grubunun maksimal abelyan alt

grubudur ancak ve ancak C' grubu ile C grubu eslenik degil ise.

Tanim. Bir G grubu I' gruplarin ¢izgesinin esas grubu ise ve agagidaki

sartlar1 sagliyorsa G' grubuna L iizerinden limit gruplarin basit ¢izgesi de-

nir.

e Her bir koge grubu sonlu tretecli ise,

e Her bir kenar grubu agikar olmayan abelyan bir grupsa ve koge gruplara
giden homomorfizmalar altinda kose gruplarimin maksimal abelyan alt
grubu ise,

e (G grubu degismesi gecisli ise,

e Koge gruplarina kisitlandiginda birebir olan bir ¢ : G — L epimorfiz-

masl varsa.
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Onerme 5.17. G grubu L limit grubu tzerinden limit gruplarin basit ¢izgesi
1se G grubu bir limit gruptur. Dahasy eger L bir serbest grubun merkezleyici

ile tekrarlanan genislemesinin alt grubu ise G de ayni grubun altgrubudur.

Kamit. Kanit1 gruplarin ¢izgesinin kenarlar1 tizerinden yapacagiz. Eger hig
kenar yoksa, ¢izge sadece bir kogeden ibaretse o halde ¢ : G — L morfiz-
masi birebir olacagi icin G grubu L grubuna izomorfik bir limit grup olur.
Dolayisiyla istenen saglanir. Diyelim ki ¢izgenin iki farkh koseyi birlestiren
bir e kenar1 olsun. e kenariin temsil ettigi grup C' ve koge gruplari ise A ve

B ve H = A ¢ B olsun.

Ik olarak gizgeden e kenarim ¢ikardigimizda iki birbirleriyle baglantisiz kendi
iclerinde baglantili cizge elde ettigimizi varsayalim. Bu ¢izgeleri I'4 ve I'g ile
gosterelim. C grubu L grubunun ¢(C') grubunu igeren maksimal abelyan altg-
rubu olmak tizere D = Lx,_4 L grubunu ele alalim. Onerme 5.15’den biliyo-
ruz ki A grubuna kisitlandiginda ¢ gibi davranan ve B grubuna kisitlandiginda
@ gibi davranan v : H — D gondermesi birebirdir. ¢/ géndermesini I'4 nin
esas grubu iizerinden ¢ gibi davranacak bicimde ve I'g iizerinden ¢ gibi
davranacak bicimde G grubuna genisletebiliriz. Simdi e kenarinin koselerini
birlestirip e kenarini yok edelim, yani kosesi bir H olan bir I'y ¢izgesi olusturalim.
Biliyoruz ki v : G — D gondermesi yeni ¢izgede H kosgesine kisitlandiginda
birebir olacak ve Lemma 5.16’dan dolay1 hala her kenar bagladigi koselerin

maksimal abelyan alt grubu.

Simdi ¢izgeden e kenarini ¢ikardigimizda baglantili bir ¢izge kaldigini varsa-
yalim. O halde G grubunu I' gizgesinin I'/e kismini biizerek m (I'/e)* olarak
yazabiliriz. Bu HNN geniglemesinin sabit harfine s diyelim. C grubu L grubu-
nun ¢(C) grubunu igeren maksimal abelyan altgrubu olmak iizere D = Lx

olsun ve bu geniglemenin sabit harfine ise ¢ diyelim. ¢ : G — D gondermesi s
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harfini ¢ harfine gonderen ve 7 (I'/e)*¢ grubuna kisitlandiginda ¢ gibi dav-
ranan bir gonderme olsun. O helde bu gonderme H'ye kisitlandiginda birebir
olur. Yine Lemma 5.16’dan tiim kenarlar komsu koselerin maksimal abelyan

alt grubu olurlar.

Simdi ¢izgemizin bir kogesinin oldugunu ve en az bir tane e kenar1 oldugunu
varsayalim, dolayisiyla grubumuzun Ax¢ bigiminde bir HNN geniglemesi oldugunu
varsayalim. Eger grup asilindirik ise benzer bigimde yine G grubunu 7 (I'/e)*¢
olarak yazabiliriz. Yine ¢ : G — D = Lx, gondermesini tanimlayabiliriz ve
onceki durumda oldugu gibi tiim istenenler saglanir. Eger grup asilindirik
degilse ve sadece bir kogesi varsa o halde G' grubu bu kégenin merkezleyicisi

ile tekrarlanan genislemesidir. Dolayisiyla L’nin bir alt grubudur. |
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Bolum 6

Limit Gruplarin Farkl
Karakterizasyonlari

Bu boliimdeki amacimiz limit gruplarin tamamen artik serbest olduguna ek-
siksiz bir kanit vermek ve limit grup olmanin gerek yeter sartlarindan birinin
serbest gruplarin evrensel teorisi ile ayni teoriye sahip olmak oldugunu goster-
mektir. Bu boliimde halkalar ile ilgili tamimlar ve teoremler [5] kitabimin 3.
boliimiinden alinmistir, SLy(Z) grubunun ozellikleri icin ise [9] kitabinimn 4.3

ve 4.4 boliimlerinden yararlanilmigtir.

6.1 Model Teori ile Karakterizasyonlar

Teorem 6.1. Sonlu uretecli bir G grubu F; ile ayni evrensel teoriye sahiptir

ancak ve ancak abelyan olmayan bir limit grup ise.

Kamit. (<=) Diyelim ki G grubu bir ableyan olmayan limit grup olsun. O
halde Onerme 4.6’dan biliyoruz ki F, grubunu altgrup olarak igerir. Bu de-
mektir ki Thy(G) C Thy(F3) saglaniyor. Diger tarafi géstermek icin Onerme

3.1371 tekrar hatirlayalim, bir o ciimlesi G grubunun evrensel bir ciimlesi
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olsun. O halde G = o 6zelligi kapalhidir. O halde Thy(Fy) C Thy(G). Yani G

abelyan olmayan bir limit grupsa Fj grubu ile evrensel teorisi aynidir.

(=) Diyelim ki G grubu F, grubu ile evrensel teorisi ayni olan bir grup
olsun. Eger evrensel teorileri esit ise varolugsal teorileri de esittir. Ilk gozle-
mimiz G grubunun abelyan olmadigi, c¢iinkii abelyan olmamak varolugsal
bir 6zellik. G grubunun iireteg kiimesini S = (s1,82...,s,) ile gosterelim.
B ile de (G, S) siral isaretli grubunun Cayley cizgesindeki R yarigaph topu
gosterelim. Amacimiz ayni topa sahip bir serbest grup iirete¢ kiimesi bulmak.
x1, T, ..., T, ile yazilabilecek uzunlugu en fazla R olan kelimeleri wq, ws, . . . , wy
ile gosterelim. Her bir w; igin ¢; = w;(s1, S2 - . ., $p) oldugunu diigiinelim. Her
biri,j € {1,2,...,k}icin eger g; = g; ise w; = w; iligkisini igeren, eger g; # g¢;
ise w; # w; iligkisini iceren X(z4, ..., x,) sistemini ele alalim. Bu durumda
G grubunda varolugsal 3z, xo, ..., 2, X(x1, o, . . ., @) climlesi dogrudur. F}
grubu G grubu ile ayni varolugsal teoriye sahip oldugundan, s/, s,,..., s/ €
F, igin (s}, sh,...,s),) sistemi Fy icerisinde saglanir. (s}, s5,...,s) = F,
F5 grubunun bir altgrubu oldugu i¢in Teorem 3.1'dan dolay1 bir serbest
gruptur. Dolayisiyla istedigimiz (G,S) grubu ile aym R yarigaph topa sa-
hip (F,{s}, s, ..., s, }) grubunu elde etmisg olduk. Herhangi R yarigapl top

i¢in bunu bulabiliriz ve bu buldugumuz serbest gruplar dizisi (G, .S) grubuna

yakimsar. Bu demektir ki (G, S) grubu limit gruptur. |
Bu kisimdan sonra tezin ilk boéliimiinde tamimladigimiz ultracarpim kav-
ramini kullanacagiz. Ultragarpimi hatirlamak igin sayfa 10’a bakabilirsiniz.

Onerme 6.2. (1) (G,S) € G grubuna yigilan bir (Gy,Sk) € G gruplar
dizist alalim. O halde oyle bir w serbest ultrafiltresi vardur ki (G,S)

grubu [[,cy G/~ ultragarpimina gomiilebilir.
(2) Eger (G, Sk) dizisi (G,S) grubuna yakinswyor ise o halde bir serbest
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filtre i¢in olusturulan || Gy ultragarpima gomdilebilir.

(3) lien Gi/~ ultragarpymanan bir sonlu diretegli (G, S) altgrubunu alalum.
Bu altgruba yakinsayan bir (H;,, S;,) < G, sonlu tretegli gruplar dizisi

vardar.

Kanat. (1) (G,S) € G grubuna yigilan bir (Gi, Sx) € G gruplar dizisi
olduguna gore, bu gruplar dizisinin bir alt dizisi (G, S) grubuna yakinsiyor
demektir. Bu yakinsak alt diziyi (G;,, S;,) ile gosterelim. Lemma 28 ve
Onerme 30’a dayanarak {i|k € N} kiimesini iceren bir U serbest ultra-

filtresinin var oldugunu séyleyebiliriz. 4 = ], Gi/~ ile bu U ultra-

filtresine gore yazilmig ultracarpimi gosterelim. Sy = (sgk), sgk), ce s,(lk))
olmak iizere Y yapisinda p € {1,2...,n} i¢in 5, = (s’;)keN elemanlar:
ile S = (51,53, ...,5,) iretec kiimesini olugturalim ve bu iiretec kiime-

sinin firettigi grubu G ile gosterelim.

Amacimiz (G, S) grubu ile (G, S) grubunun izomorfik oldugunu goster-
mek. Tki grup arasmda ¢(s;) = 5; ile tanimlanan bir ¢ : (G, S) — (G, S)
gondermesi tanimlayalim. Simdi (G, S) grubundan bir w sozciigii alalim.
Eger w sozciigii birim ise (G, , S;, ) dizisi (G, S) grubuna yakinsadigindan,
dizide sonlu sayida grup diginda tiim gruplarda w sozcugiine denk ge-
len elemanlar birim elemandir. Bu durumda Lo$ Teoreminden (G, S)
grubunda ¢(w) sdzciigl birim eleman olur. Ayni sekilde eger w elemani

birimden farkl bir eleman ise ¢(w) sozciigli birimden farkl olmalidir.

Bu bize homomorfizmanin iyi tanmimliligini ve izomorfizma oldugunu

gosterir. O halde (G, S) = (G, S)

(2) Yukarida (G, Sk) dizisinin bir alt dizisi (G,.S) grubuna yakinsiyorsa

(G, S) grubunun [], y Gi/~ ultracarpimina gomiilebilecegini goster-
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dik. Simdi (G, Sk) dizisinin kendisi yakinsadigindan bir serbest ultra-
filtre i¢in (G, S) grubu [ G ultragarpimina gémiilebilir.

S kiimesini S = (s1, S2. . ., S,) ile gosterelim. (G, S) grubu ultragarpimin
bir altgrubu oldugundan her bir s, elemani (slg)keN bicimindedir. Uretec
kiimesi Sy = (s, s5,...,s%) bigiminde olan ve G}, grubunun bir altg-
rubu olan Hj grubu olsun. (Gy, Sy) dizisinin bir alt dizisinin (G, .S)
grubuna yakimsadigini gosterecegiz. Bunun i¢in (G, .S) grubunun Cayley
¢izgesinde R yaricaph bir top alalim. Daha once bahsettigimiz yonte-
min aynisini uygulayacagiz. Eger bir w elemani bu top iginde birim
eleman ise Lo$ Teoreminden bu demektir ki ultrafiltreye ait indeksler
diginda tiim (Hyg, Sk) gruplarinda bu eleman birimdir. R uzunlugunda
sonlu sozcilik oldugu i¢in ve ultrafiltreler sonlu kesigim altinda kapali
oldugu i¢in (G, S) ile ayn1 R yarigaph topa sahip olan Gy’larin indeks-
leri kiimesi ultrafiltrededir. Bu demektir ki (G, Sk) gruplar dizisinin

bir (G, S) grubuna yakinsayan bir alt dizisi vardir.

Sonug 6.3. Bir G grubu limit gruptur ancak ve ancak serbest gruplarin her-

hangi ultragarpiminin sonlu tretecli altgrubu ise. Yani serbest gruplarin her-

hangi ultracarpuma tiim limit gruplare altgrubu olarak icerir. Ozel olarak * Fy

grubu tum limit gruplary altgrubu olarak icerir.

Kanat. G grubu limit grup ise tanimi geregi (Fj, Sk) serbest gruplar dizisi

G grubuna yakmsiyor demektir. O halde Onerme 6.2'nin ikinci sikkindan

biliyoruz ki G grubu serbest gruplarin bir ultracarpimina gomiilebilir, yani

ultragarpimin altgruplarindan birine izomorfiktir. Diger taraftan serbest grup-

larm herhangi bir ultracarpiminm bir G altgrubunu alalm. Onerme 6.2'nin
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uglincti sikkindan biliyoruz ki bu altgruba yakinsayan bir serbest gruplar

dizisi vardir. Dolayisiyla G' limit grup olmalidir. |

6.2 Cebirsel Karakterizasyon

Tanim. R bir halka olsun. Katsayilar1 R halkasindan olan ve degigkeni z

olan bir f(z) polinomu

[e.9]

flx) = Zakxk = ag + a1x + agz® + . ..
k=0

bigimindedir. Bu polinomda sonlu sayida katsayinin sifirdan farkli oldugunu
belirtmek gerek. Bu gekilde yazilabilecek tiim polinomlarin kiimesini R|x] ile

gosterelim ve bu kiime tizerinde agagidaki iglemleri tanimlayalim.

e Herhangi iki f(2), g(x) € R[z] i¢in toplama f(z)+g(z) = Y poy arz®+
2 im0 br® = 300 o (ak + bi)a®

e Herhangi iki f(z), g(z) € R[z] igin carpma f(z)g(z) = Y oo, cxx® Syle
ki C — Z?:O aibk—i

Bu iglemler altinda R[z] kiimesi bir halkadir ve R halkasinin polinomlar hal-

kas1 olarak adlandirilir.

R halkas: iizerinde = degigkeni ile bir R[z| halkasi tanimladik, o halde bagka
bir 2’ degiskeni ile R[x] halkas: iizerinde R[z,z'] halkasii tanimlayabiliriz.
Bu sekilde tiimevarimsal devam ederek istedigimiz bir n € N i¢in n degiskenli

Rlxy, 9, ..., x,] halkas1 tammlanabilir.

Tanim. R degigmeli bir halka olsun. Eger R halkasinin tiim idealleri sonlu

iiretecli ise R halkasina Noether halkasi denir.
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Ornekler. e F' herhangi bir cisim ise ' Noether halkasidir.

e R bir esas ideal halkas: olsun. Esas ideal halkalarmmin tim idealleri
esas idealdir yani tek treteclidir. Dolayisiyla R halkas1 bir Noether
halkasidir.

Teorem 6.4 (Hilbert Baz Teoremi). R bir Noether halkasi ise R[x] polinom
halkas: da bir Noether halkasidur.

Kanat. [5], Teorem 3.3’e bakilabilir. |

Eger R bir Noether halkasi ise R[z] polinom halkasi da bir Noether hal-
kas1 oldugundan daha 6nce yaptigimiz gibi tiimvarimla R[zy, x, . .., ,] hal-

kasinin bir Noether halkasi oldugu goriilebilir.

Lemma 6.5. *Z ile Z halkasimn ultragiicini gosterelim. R halkasi *7Z hal-
kasiman sonlu turetecli bir althalkast ise R halkast tamamen artik Z.’dir. Yani
rastgele alinan birimden farkh sonlu sayida aq,...a, elemani i¢in bu ele-
manlarin her birini 0’dan farklh bir elemana gonderen bir p : R — 7Z halka

homomorfizmast bulunabilir.

Kanat. R sonlu tretecli bir halka oldugundan tq,t,,...,t, €*Z olmak iizere
R =1Z][t,ts,...,t,] bigimindedir. Biz n degiskenli bir Z[T7, ..., T,] polinom
halkasi alalim, Z[T}, ..., T,] halkasindan R halkasina orten bir ¢ homomor-

fizmasi yazilabilir. J = ker(y), Z[T1, . .., T,] halkasinin bir ideali olmak {izere
0—J—=ZT,....T,] > R

tam dizisi yazilabilir. Z halkas1 bir Noether halkas1 oldugundan Hilbert Baz
Teoremine gore Z[T1, ..., T,] polinom halkas: bir Noether halkasidir. O halde

J ideali sonlu iiretecli bir idealdir. J'nin iireteci olan polinomlar fi, fo, ..., f;
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olarak gosterelim. Izomorfizma teoreminden dolay1 Z[Ty, . .., T,,]/J = R olduguna

dikkat edelim. Dolayisiyla (t1,ts,...,t,) elemanlar f;(xy,29,...,2,) = 0

esitligi igin bir ¢oziimdiir. Diger taraftan (aq,as,...,a,) € R elemanlar
alalim ve bu elmanlar1 6n goriintiileri olan (g1, go,...,9x) € Z[T1,..., T\ J
elemanlarina bakalim. Dolayisiyla (¢, o, . . ., t,) elemanlar g;(zq, 22, . .., z,) #

0 esitsizligini saglar.Bu egitliklerin ve esitsizliklerin birer elementer ctimle
olduguna dikkat edelim ve ¢y, ¢, ..., t, €*Z oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla
Los Teoreminden dolay1 bu egitlikleri ve esitsizlikleri saglayan xy, xs, ..., x, €
Z vardir. O halde Z[Ty,...,T,] halkasindan Z halkasina T; — z; olacak
sekilde bir homomorfizma yazilabilir. Bu homomorfizmay1 Z[T, ..., T,]/J =
R — 7Z homomorfizmasina daraltabiliriz ve bu homomorfizmada rastgele
aliman birimden farkli sonlu sayida ai,...a, € R elemani igin elemanlar

sifirdan farkl elemanlara giderler. ]

Lemma 6.6 (Pinpon Lemma). G grubu a ve b elemanlar tarafindan tretilen
ki uretecli bir grup olsun. G grubu bir X kumesi tzerine soldan etki ediyor
olsun oyle ki bos olmayan ve birbirleri tarafindan icerilmeyen A, B C X
ktimelert i¢in n € Z olmak tizere a" - B C A ve b" - A C B olsun. O halde G

grubu trete¢ kimesi {a,b} olan serbest gruptur.

Kamit. G grubunun F; grubu ile izomorfik oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in
F, kiimesinin tireteg kiimesini {z,y} ile gosterelim. Genelligi bozmadan F}
grubundaki kelimelerin sadelestirilmig oldugunu varsayabiliriz. Serbest grup-
larin evrensel ozelliginden F, grubundan GG grubuna bir homomorfizma ya-
zabiliriz. Bu homomorfizma ¢ : Fy — G olsun &yle ki p(x) = a ve p(y) = b
saglansin. G' nin tiim elemanlar1 a ve b ile yazildigindan bu homomorfizma
ortendir. Varsayalim ki bu homomorfizma birebir olmasin. O halde iki farkh

k,l € F5 eleman ayni elemana gidiyor demektir bu elemana t € GG diyelim.
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(k) =t ve p(l) = t olduguna gore o(kl™!) = e elde ederiz. k ve [ elemanlar
esit olmadigina gore kI™! = w # e, p(w) = e saglayan bir w € Fy olmaldir.

Bu w kelimesini bagindaki ve sonundaki harflere bakarak doért durumda in-

celeyecegiz.
(1) Eger w kelimesi z’in bir kuvveti ile baglayip bitiyor ise, yani ng, ny, . . ., ng,
mi, Ma,...,my € Z\ {0} igin w = a™0y™o . y™k " ise,

B=e¢-B=p(w) B=pEy™ .. . y"zg™). B =a"b" . . . b"a" B
=qa™pmo . )™ (a™ - B) C a™b™ . 0™ - A =a™bm . (b7 - A)

c a™pm™ . . g%-1.-.BC---Ca™-BCA.

Sonugta B C A oldu. Ancak bu kiimelerin birbirini icermedigini biliyo-

ruz, celigki elde ettik.

(2) Diyelim ki w kelimesi y'nin bir kuvveti ile baglayip bitsin. ¢(x) €
G oldugu i¢in a ve a~! ile garpabiliriz. ap(w)a™ = aea™ = e =
o(z)p(w)p(z™!) = p(zwr™) saglanir. Dolayisiyla z ile basglayip z ile
biten bir kelime ¢ altinda birim elemana gidiyor. Bu durum ilk durum

ile ayn1 oldugu i¢in yine celigki elde ederiz.

(3) Diyelim ki w kelimesi x’in bir kuvveti ile baglayip y’nin bir kuvveti ile
bitiyor olsun. Genelligi bozmadan w kelimesi z" ile bashyor diyebiliriz.

" ile carpalim.

Bir r # n i¢in w kelimesini soldan z" ile sagdan x~
O halde yeni kelimemiz z""" ile baslayan ve " ile biten bir kelime
oldu.p(z")p(w)p(z~") = e oldugundan yine z’in bir kuvveti ile baglayip
biten ve birim elemana giden bir kelime bulmug olduk, ilk duruma ile

ayni oldugu icin celigki elde ederiz.

(4) Diyelim ki w kelimesi y’'nin bir kuvveti ile baglayip z’in bir kuvveti

ile biten bir kelime olsun. O halde p(w) = e oldugundan ¢(z)~' =
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o(z7!) = e olur. Dolayisiyla 7! kelimesi x’in bir kuvveti ile baglayan
ve y'nin bir kuvveti ile biten ve ¢ altinda birim elemana giden bir

kelime olur. Yani iig¢iincii durum ile ayni olur. Yine celigki elde ederiz.

Biitiin durumlarda geligki elde ettigimize gore ¢ homomorfizmasi birebir ol-

malidir. O halde F» = G saglanir. |

Onerme 6.7. SLy(Z) grubunun a = [é ?

uretilen altgrubu Fy grubuna izomorfiktir.

10 )
} ve b = {2 11 elemanlar: ile

Kanit. SLy(Z) grubunun R? kiimesine matris ¢arpmas ile bir etkisi vardir.

R? kiimesinin birbirlerini icermeyen asagidaki iki kiimesini ele alalim.

A:{(”y”) eR2:|x|>|y|}veB={(j) eRQ:\xl<|y|}

Simdi rastgele bir n € Z\ {0} ve (5) € Bigin a”- (‘;) islemini inceleyelim.

n (az) [1 Zn} (x) (CL‘ + 2ny>
a’ - — . —
y 0 1 y y
|z + 2ny| > |y| oldugundan ve elemanlar rastgele alindigindan diyebiliriz
ki a" - B C A saglanir. Aym sekilde b - A C B oldugu gosterilebilir. O

halde Pinpon Lemma’dan dolay1 {a, b} tireteg kiimesi ile iiretilen grubun Fy

grubuna izomorfik oldugunu soyleyebiliriz. |

Lemma 6.8. PSLy(Z) ve PSLy(Zs) gruplart arasinda her girdiyi modilo
27deki degerine gétiren ¢ : PSLy(Z) — PSLy(Zy) homomorfizmasina ele

alalim. Bu homomorfizma iyi tamambidir ve ¢ekirdegi Fy grubuna izomorfiktir.

Kanat. ¢ homomorfizmasinin ¢ekirdegini bulmak igin énce ¢’ : SLy(Z) —
S Ly(Zsy) homomorfizmasimi tanimlayalim. Oklid algoritmas: ile bu homomor-

fizmanin cekirdeginin a = {(1) ﬂ, b = B (1]] ve —I matrisleri tarafindan
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tiretildigi gosterilebilir (bkz. [11], Porism 54). Dolayisi ile ker(y) grubu a ve

b elemanlar: tarafindan tiretilir. [ |

Teorem 6.9. G grubu *F, ultragiicinin sonlu trete¢li bir altgrubu olsun. O

halde G grubu tamamen artik serbesttir.

Kamit. Lemma 6.8’den yararlanarak agagidaki;

tam dizisini yazabiliriz. Oncelikle ¢ : PSLy(Z) — PSLy(Z3) homomorfiz-
masin *¢ : PSLy(*Z) — PSLy(*Zsy) homomorfizmasina genisletilebilecegini
ve *ker(p) = ker(*y) oldugunu gosterelim. Bir I indeks kiimesi iizerinde
aliman [[; PSLy(Z) carpimim alalim. Bu carpim ile ¢ homomorfizmasini
birlestirerek, ©(g) = g esitligini saglayan @ : [[; PSL2(Z) — [[; PSLa(Z>)
homomorfizmas: yazilabilir. Simdi bu homomorfizmay1 I indeks kiimesi tize-
rinde alinan U ultrafiltresinin ~ denklik bagintisi ile § = ©g esitligini saglayan
*o : *PSL(Z) — *PSLs(Zs) homomorfizmasina déntigtiirebiliriz. Bu homo-
morfizma iyi tanmmhdir. Ciinkii § = @ esitligi saglanyor ise {i € I | g(i) =
a(i)} € U olur. Bu durum gg = @a ise gergeklesir.

Simdi ¢ekirdeklere bakalim, *ker(p) C ker(*¢) oldugu agikar. Diger taraf i¢in
*o(g) = € olsun. Bu durumda {i € I | ¢(g(i)) =
e(i)} € U olur. O halde {i € I | g(i) € ker(yp)} € U saglanir. Bu demektir ki

g € ker(*¢) alahm, yani

g €" ker(p) saglaniyor. O halde agsagidaki tam diziyi yazabiliriz.

Dolayisiyla *Fy grubu PSLy(*Z)’ye gomiilebilir. G sonlu tiretegli oldugundan
R halkas1 *Z halkasiin sonlu iiretecli bir althalkasi olmak iizere G grubu

PSLy(R)’ye gomiilebilir. Simdi G grubundan birimden farkli fi, fo, ..., fx
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elemanlar1 alalim. G grubunu bir matris grubuna gomdiigiimiizden eleman-
lar1 matris olarak gorebiliriz. a,as,...,a, ile f; — I matrislerinin sifirdan
farkl girdilerini gosterelim. Lemma 6.5'ten biliyoruz ki p : R — 7Z halka
homomorfizmasi vardir 6yle ki a;’lerin her birini sifirdan farkli bir elemana
gonderir. O halde bir ¢ : PSLy(R) — PSLy(Z) tanimlayalim ki her bir gir-
disinde p gibi davransin. Bu durumda her bir f; eleman1 birimden farkh bir
elemana gider. G < ker(*y) oldugundan ¢(G) < ker(y) olur ki bu durumda
®(G) serbest bir grubun altgrubu demektir, bu bize Teorem 3.1’den dolay:
¢(G) grubunun serbest grup oldugunu soyler. Dolayisiyla G grubu tamamen

artik serbest gruptur. |

Sonug 6.10. Sonlu uretecli gruplar ailesinde, limit gruplar ve tamamen artik

serbest gruplar cakisir.

Kanat. Sonucg 6.3’ten biliyoruz ki limit gruplar *F5 grubunun bir altgrubu
olarak goriilebilir. Teorem 6.9 ile tam olarak bu gruplarin tamamen artik ser-
best oldugunu gosterdik. Tamamen artik serbest gruplarin limit grup oldugu

Teorem 5.2’de gosterilmistir. |
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