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SPEKTRAL KUMELEME VE
FARKLI UZAKLIK FONKSIYONLARININ
SPEKTRAL KUMELEMEYE ETKIiSININ INCELENMESI

OZET

Bu tezde spektral kiimeleme ve farkl uzaklik fonksiyonlarinin spektral kiime-
lemeye etkisi incelenecektir. Spektral kitmelemede kullamlan Oklid metrigi yerine
farkli uzaklik fonksiyonlar: ele alarak daha bagarili bir kiimeleme elde edip edile-
meyecegini o6rnek veri setleri iizerinden incelenecektir.

Birinci bolimde spektral kiimelemenin tarihinden bahsedilecek ve spektral
kiimelemeye giris yapilacaktir. Ikinci boliimde benzerlik graflar1 anlatilacaktir.
Uciineii boliimde Laplasyen matrisleri anlatilacaktir. Dérdiineii boliimde graf
kesitleri incelenecektir. Beginci boliimde spektral kiimeleme algoritmalarini an-
latilacaktir. Altinci boliimde ise Python ile 3 veri seti tizerinde farkli uzaklik

fonksiyonlari ele alinarak uygulama yapilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Spektral Kiimeleme, Uzaklik Fonksiyonlari






SPECTRAL CLUSTERING AND
INVESTIGATION OF THE EFFECT OF DIFFERENT
DISTANCE FUNCTIONS IN SPECTRAL CLUSTERING

SUMMARY

In this thesis, spectral clustering and the effect of different distance functions in
spectral clustering will be examined. Instead of the Euclidean metric used in spectral
clustering, it will be examined on sample data sets whether a more successful clustering
can be obtained by considering different distance functions.

In the first chapter, the history of spectral clustering will be mentioned and an int-
roduction to spectral clustering will be made. In the second part, similarity graphs will
be explained. In the third chapter, Laplacian matrices will be explained. In the fourth
chapter, graph partitioning will be examined. In the fifth chapter, spectral clustering
algorithms will be explained. In the sixth chapter, different distance functions will be

handled with Python on 3 data sets and an application will be made.
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Bolim 1

SPEKTRAL KUMELEMEYE GIRIS

Bu boéliimde spektral kiimelemenin tarihi ve spektral kiimelemeye girig anlatilacaktir.

Spektral kiimeleme, bir grafikteki noktalar1 benzer 6zelliklere sahip gruplara ayirmak
icin kullanilan bir yontemdir. Bu yontem, grafikteki noktalarin komsguluk iligkilerine
gore gruplandirilmasini saglar ve bu gruplara ayirma iglemini gergeklegtirilirken, graf

teorisi ve lineer cebir gibi matematiksel kavramlar: kullanilir.

1970 yilinda Kenneth M. Hall yaptigi calismalarin sonucunda bir grafin yapisi ile
matrisin spektral ozellikleri arasindaki iligkiyi ortaya koymas ile baglamigtir diyebili-
riz. Kenneth M. Hall  boyutlu Oklid uzaymda n diigimiin yerlestirmesi problemini

incelemigtir [1].

Ayrica Donath ve Hoffman 1973 yilinda yaymlanan ¢aligmalarinda pargalanig bulmak

icin graflarin benzerlik matrisinin 6zvektorlerini kullanmay1 6nermislerdir [2].

Yine 1973 yilinda Fiedler grafi iki eg parcaya ayirmanin Laplasyen matrisinin ikinci

ozvektori ile yakindan iligkili oldugunu gostermistir [3].

Spektral kiimeleme kavrami ise, matematik¢i F. R. K. Chung tarafindan 1997 yilinda
yaymlanan bir makalede tanimlanmigtir [4]. Bu makalede, Chung, grafiklerdeki nokta-
lar1 bir araya getirme iglemini "kiimeleme” olarak adlandirmig ve bu iglemin spektral bir
yontemle gercgeklegtirilebilecegini ileri stirmiigtiir. Spektral kiimeleme Shi, Malik ve Ng,
Jordan, Weiss tarafindan bir makine 6grenmesi yontemi olarak giindeme getirilmesiyle

tekrar poptilerlik kazanmigtir [5],[6].

Spektral kiimeleme, ilk olarak sosyal ag analizi gibi alanlarda kullanilmigtir. Ancak

zaman i¢inde, bu yéntem bircok farkli alanda da kullamlmaya baglanmigtir. Ornegin,



makine 6grenimi, veri madenciligi ve goriintii isleme gibi alanlarda da spektral kiime-
leme yontemi kullanilmaktadir. Ayrica kiimeleme istatistik, bilgisiyar bilimi, biyoloji,
psikoloji ve bir¢ok alanda kesifsel veri analizi i¢in en yaygin kullanilan tekniklerden

biridir.

Spektral kiimeleme yontemi, grafikteki noktalarin konumlarini belirlemek igin bir
Laplasyen operatorii kullanir. Bu operator, noktalar arasindaki iligkileri inceler ve bun-
lar1 bir matris olarak gosterir. Daha sonra, bu matrisin en kiigiik 6zvektorleri hesaplanir
ve bu ozvektorler, graftaki noktalar: benzer tzellikleri olan gruplara ayirmak icin kul-

lanilir.

Spektral kiimeleme algoritmasi, ayrintilar: diger boliimlerde aciklanacak olan su adimlardan

olugsmaktadir.:

1. Benzerlik grafi hesaplanir. Bu agsamada e-komsguluk grafi, k-NN grafi veya tam
baglantili graftan biriyle noktalar arasi benzerlik iligkisi kurulur. Benzerlik Graflari

Bolum 2’de agiklanmigtar.

2. Veriler daha diigiik boyutlu uzaya yansitilir. Bunu yapabilmek i¢in Laplasyen mat-

ris bulunur. Bu matrisin nasil olugturuldugu Boliim 3’te verilmigtir.

3. Laplasyen matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri hesaplanir. k-means algoritmasiyla
veri kiimelenir. 4. boliimde 6zdeger ve 6zvektorlerin kiimeleme ile iligkisi teorik olarak

anlatilmigtir.

Hiyerarsik kiimeleme ve k-means gibi geleneksel algoritmalar ile karsilagtirildiginda
spektral kiimelemenin bir¢cok avantaji vardir. Spektral kiimeleme ile geleneksel algorit-

malar kargilagtirildiginda daha iyi performans gosterir. Buna son boéliimde deginilecektir.






Bolim 2

BENZERLIK GRAFLARI

Z1,...,%Tn veri kilmesi ve x; ile x; veri noktalar1 arasindaki s;; benzerligi verilsin.
Kimelemenin amaci ayni kiimedeki noktalarin benzer ve farkli kiimedeki noktalarin
birbirinden farkli olmasidir. Eger sadece verilerin birbirlerine olan benzerligi biliniyorsa
veri G = (V, E) benzerlik grafi seklinde temsil edilebilir. Graftaki her v; kiigesi x; veri
noktasim temsil eder. Iki koge baghdir eger z; ve x; arasmdaki s;; benzerligi pozitiftir
veya belirli bir esik degerden biiyiiktiir. Graftaki kenarlar s;; ile agirlaklandirihir. Kiime-
leme problemi graf parcalama problemine dontigtiiriilebilir. Burada amag farkli kiimeler
arasindaki kenarlar diigiik agirliga ve ayni kiime igindeki kenarlar yiiksek agirliga sa-
hip olacak sekilde grafi parcalamaktir. Ilk énce baz1 temel graf teoriyle ilgili tanimlar

verilecektir.[7]

2.1 Tanmimlar

G = (V,E), kose kimesi V' = {vy, ..., v}, kenar kiimesi £ C {{u, v} |u,v € V'} olan
yonsiiz ¢izge olsun. G grafinin agirhikh oldugunu varsayiyoruz yani v; ve v; koseleri
arasindaki her kenarm negatif olmayan w;, > 0 agirhgma sahiptir. Grafin agirhkh

benzerlik matrisi W = (w;) matrisidir. Eger w;; = 0 ise bu v; ve v; koselerinin

0,5=1,2,...,n
bir kenarla bagl olmadig1 anlamina gelir. G yonsiiz oldugu i¢in w;; = w;; saglanmalidir.

Bir v; kosesinin derecesi asagidaki gibi tanimlanir.
n
di = Z ’LUij
j=1

Aslinda yukardaki toplam v; kdgesine komsu tiim kogeler i¢in de dogrudur. Ciinki komsu
olmayan v; koseleri i¢in w;; = 0’dir. D derece matrisi kosegen iizerinde dy,...,d, de-

recelerine sahip olan kégegen matris olarak tanimlanir.



A C V koselerinden olusan bir altkiime verildiginde, V'\ A tiimleyenini A ile goste-

riyoruz.

Tanum 2.1.1. Her girdisi i¢in v; € A ise f; = 1 aksi durumda f; = 0 olacak sekilde

tanamlanan 14 = (f1, ..., fn) € R™ vektorine indikator vektori denir.

Tanim 2.1.2. A, B C V altkiimeleri i¢in agirlikly yakinhk matrisi:

W(AB):= Y w (2.1.1)
i€A,jEB

olarak tanimlariz.

Tanim 2.1.3. Bir kiimenin biiyikligi:

Bir A C V altkiimesinin biyikligini élgmenin iki farkl yolu vardur:

|A| = A’daki kése sayist

vol(A) = Z d;
€A
|Al,A’nin boyutunu kise sayswyla, vol(A) ise A’daki koselere bagle tim kenarlarin

agirliklarime toplayarak élcer.

Tanim 2.1.4. Bir grafin A C V altkiimesindeki herhangi iki kose, tim ara noktalar da

A’da olacak sekilde bir yol ile birlestirilebiliyorsa baglantilidir denir.

Tanim 2.1.5. A baglantiadir ve A ve A’daki kiseler arasinda baglants yoksa A altkiimesi

baglantily bilesendir denir.

Tanmm 2.1.6. 4;NA; =0 ve Ay U...UA, =V saglamyorsa Ay, ..., Ay V grafinin

bir parcalanisidar.

2.2 Farkli Benzerlik Graflar:

Benzerlik grafini olustururken amacimiz veri noktalar1 arasindaki yerel komsuluk
iligkilerini modellemektir.[7] Verilen x1, ..., z, veri noktalar1 kiimesinin s;; ikili benzer-
likler veya d;; ikili mesafelerle bir grafa déniistiirmenin bir¢ok yolu vardir. Bunlardan
en cok kullanilan {i¢ii asagida aciklanmigtir: e-komsuluk grafi: Herhangi iki nokta

arasindaki mesafe ’dan kiigiik ise birlegtirilir,aksi durumda birlegtirilmez.

1, o — x| <eise
wij =
0, aksi durumda



k-NN grafi:Burada amacimiz v, v;'nin k-en yakin komsulugunda veya v;, v;'nin k-en
yakin komgulugundaysa v; kosesi ile v; kogesini birlegtirilir.
1, z; € kNN(zj) veya x; € kNN (x;) ise
wij =
0, aksi durumda
Tam baglantili graf(Gaussian benzerlik grafi): Burada biitiin noktalar birbirle-

riyle baglanmakta ve pozitif s;; ile agirlaklandirilmaktadir.

2
|zi — 2]

Burada ¢ > 0 kullanic1 tarafinda segilen parametredir.



Bolim 3

LAPLASYEN MATRISLERI

Spektral kiimeleme igin ana araglar Laplasyen matrislerdir. Spektral graf teorisi
bu matrisleri inceleyen ana alandir. Bu béliimde literatiirde yer alan farkli Laplasyen
matrislerinin tanimi verilecek ve en énemli 6zellikleri ispatlanacaktir.

G = (V, E) yonsiiz, agirlikh graf olsun. G'nin kdge sayisi n olsun. G’nin agirlik matrisi
W = (wij); j—1.2, ., olsun ve wg;, v; kosesi ile v; kogesi arasindaki agirhg temsil etsin.
Agirhiklar ilgili su varsayimlar yapilacaktir. w;; > 0, wy; = 0, w;; = wj;.

G’nin derece matrisi D = (d;) i=1,2,.n KOsegen matristir ve kégegen lizerinde ¢'nci terimi

dy’dir [7).

3.1 Tamimlar

Tanim 3.1.1. Bir f : V. — V lineer fonksiyonu verilsin. Eger bir v € V ve A\ € R
icin f(v) = \v oluyorsa, v’ye f’nin bir ézvektori ve eger v # Oy ise A’ya da v’nin bir

ozdegeri denir. (Eger v # Oy bir 6zvektorse \'ya v’nin dzdegeri denir.)

Tanim 3.1.2. Bir matrisin bitin 6zdegerlerinin kiimesine bu matrisin spektrumu de-

nir.

Tanim 3.1.3. Bir ozdegere karsilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorlerin sayisina ozvektorin

“geometrik katliligr” denir.

Tanum 3.1.4. Bir ozdegerin karakterisitk denklemdeki kuvvetine (spektrumdaki gorinme

saysina) ozdegerin cebirsel katliligy denir.

3.2 Normalize Edilmemis Laplasyen Matrisi

Normalize edilmemis Laplasyen matrisi

7



L=D-W
olarak tamimlanir. Agagidaki 6nerme, spektral kiimeleme i¢in 6nemlidir.

Onerme 3.2.1. (L’nin &zellikleri)L matrisi asaqidaki 6zellikleri saglar:

1. Her v € R™ vektori asagidaki esitligi saglar

1 n
v Ly = 3 Z wij (v — v;)?

1,j=1

(3.2.1)

1i. L simetriktir ve pozitif yary tanimlidar.
1e. L’nin en kicgik 6zdegeri 0’dur, karsilik gelen ozvektor sabit bir 1 vektoridiir.
vi. L’nin n tane negatif olmayan, reel degerli ozdegeri vardir ve ) = Ay < Ag < ... < Ay

saglanr [7].

n
Kanit. i. d; = Z w;; tammindan
=1
v Lv=v"Dv—v Wu

n
= E E ViV Wy

=1 1,7=1
1 n
= 3 Zdwg -2 Z ViU Wi +Zd vj
=1 2,j=1
1 n n
= 5 Z szjvg -2 Z ViV Wij + ZZwﬁv]Q-)
i=1j=1 i,j=1 j=1i=1
1 n n n
= 5 Z w;jv? — 2 Z VvjW;j + Z wijvjz)
1,j=1 1,j=1 i,j=1
1 n
= 5 Z wl](vl U])2
ij=1

ii. D ve W simetrik oldugundan L simetriktir. Her v € R™ igin v Lv > 0 ve (i)’den
dolay1 L pozitif yar: tanimhdir.
iii. Her v € R™ i¢in v Lv > 0 oldugundan her v 6zvektorii icin de v’ Lv = Av v > 0

olur. Her v igin v’

v > 0 oldugundan A > 0’dir. Buradan L’nin her A 6zdegeri icin
A > 0 dogrudur. Bundan dolay1 da en kiigiik 6zdeger 0’dir. Lu = Au egitliginden A\ = 0
ise Lu = Au = 0’dir. L’nin her satirinin toplami d; — iwij = 0 saglandigindan
u = 1’dir. o~

iv. Her n x n simetrik matris n tane ézdegere sahiptir. (3)’den dolay1 en kiigiik 6zdeger

0 oldugundan 0 = A1 < XA < ... < )\, saglanir. O

8



Laplasyen matrisi kogegenlegtirilebilir oldugundan cebirsel katligi geometrik katliligina
esittir, bu nedenle bundan sonra sadece "katlilik” terimini kullanacagiz.

G grafinin baglantih bilegen sayisi ilgili teoremin ispati [2] nolu kaynakta bulunabilir.

Teorem 3.2.1. Laplasyen matrisinin sifir 6zdegerlerinin saysi(yani, 0 ozdegerinin

kathligr), G grafinan baglantily bilesenlerinin sayisina egittir. [2]

3.3 Normalize Edilmis Laplasyen Matris

Literatiirde normalize edilmis Laplasyen matris olarak iki farkli matris vardir. Bu

iki matris agagidaki gibi tanimlanir:

Lsym := D™Y2LD~1/2 = [ — D~'/2W D~1/2
Ly =D 'L=1-D"'W

Yukarida ispatlanan teoremin benzeri Lgy,, ve L, matrisleri i¢in de elde edilebilir.

Onerme 3.3.1. (Lsym ve Ly, 'nin ozellikleri)Normalize edilmis Laplasyen matris
asaqidaky 6zellikleri saglar:

1. Her v € R" asagudaki egitligi saglar

n 2
0T Lyymv = ;”Z::l w (\% - \;%J) (3.3.1)

1. Ly min X Ozdegerine karsilik gelen u ozvektoridiir ancak ve ancak Lgym, nin A
bzdegerine karsik w = D2 ézvektoridir.
110, Ly 'nin X 6zdegerine karsilik gelen w 6zvektoridir ancak ve ancak eger A dzdegeri
ve u Ozvektori genellestirilmis dzdeger problemini Lu = ADu ¢ézer.
1. Ly 'nin 0 ézdegerine karsilik gelen 1 ézvektoridiir. Lgym 'nin 0 6zdegerine karsiik
gelen D=Y21 Gavektoridir.
V. Lgym ve Ly, matrisleri pozitif yar: tanimlidir ve n tane negatif olmayan, reel 6zdegerleri

vardir ve 0 = A1 < Ay < ... <\, saglanr [7].

Teorem 3.3.1. Ly, ve Ly, Laplasyen matrislerinin sifir ozdegerlerinin sayisi(yant,

0 ozdegerlerinin katlillhgr),G grafinan bilesenlerinin sayisina egittir [7].



Bolim 4

GRAF KESITLERI

S benzerlik matrisi ve W agirlikli yakinlik matrisi verilsin. Grafin pargalanigini
bulmanin yolu bu bélimde agiklanacak olan optimizasyon problemini ¢ézmektir. Bu
mincut yaklagimi olarak bilinmektedir.

Agirhikl yakinlik matrisi W (A, B) = Z w;; ve A, A'nin tiimleyeni olsun. k tane
i€A,jeB
| -
altkiime i¢in, mincut yaklagim cut(A4q,...,Ax) = = Z w (Ai, Ai)’yi minimize eden

2 i=1

Ay, ..., A, parcalinisi segmektir.

Optimizasyon problemininde kullanilan en yaygin iki amag fonksiyonu oransal kesim
RatioCut ve normalize edilmig kesim Ncut’tir. RatioCut’ta bir grafin A altkiimesinin
boyutu |A] ile 6l¢iiliir. Ncut’ta ise vol(A) ile 6lgiiliir. Ay, ..., Ax pargalimigi i¢in RatioCut

ve Ncut tamimlarim verelim:

k .
RatioCut(Aq, ..., Ag) :== %Z S — Z

1 = T
Neut(Ar, .. Ag) o= 5 3 (A;) =2 vol(4;)

4.1 Oransal kesim (RatioCut) yaklagima:

Oransal kesim (Ratiocut) yaklagiminin 6ncelikle bir grafi iki kiimeye bélme problemi

iizerinde inceleyelim:

4.1.1 k =2 durumu:
Teorem 4.1.1. uy fonksiyonu;

10



biciminde tanimlanmak tzere;
T 1 ;
uyLug = ERatzocut(A)

dor.

1 n
Kamit. v’ Lv = 3 Z wi;(v; —vj)? esitligi 3.2 boliimiinde ispatlanmisti.

ij=1
n

Buradan vy Lus = % Z wij(ua(i) —ua(5))? olur.
14 'nin tammindan i,jz"JGﬂA veya i,7 € A ise ua(i) —ua(j) = 0.
uZLu A’yi agsagidaki gibi yazilabilir:
WiDua=5 Y wilual) ~ wa())’ +
i€A,jEA i€AjeA

1/ [|A] A1 17 4] El% =
2(\/|Z+\/’j -cut(A)+< T |A|> - cut(A)
A |A —

<\/|Z \/‘j [cut(A) = cut(A)]

) A AT, A
MZ NEINEENEY

yukaridaki egitlikten

= cut

= cut

n—M||m+n—M! )
|A]

= cut(A ++1>

n
Al 4]

=n-cut(A)- (A| \il|>

=n - RatioCut(A) O

elde edilir.

Teorem 4.1.2. uy -1, = 0 esitligi saglanar.

11



Kanat. (..) ifadesi yarine konursa;

_ Al 4]

Al AR (AL A
4] 4]
= A 14] - 4] - |4
=0 ]

elde edilir.

O halde kiimelemeyi bir optimizasyon problemi olarak diigiintirsek, u 4 - 1y kosulu
1

altinda ratiocut degerini minimum yapan, dolayisiyla —u}Lu 4 Mminimum yapan A
n

kiimesini bulmak istenmektedir. Yani

1
argminRatioCut(A) = argmin—u } Lu 4
ACV ACV T

= argminuZLu A
ACV
Ancak bu NP-zor bir problemdir. Bu nedenle problem basitlegtirilerek u - 1y, = 0
kosulu altinda argminu " Lu problemi ele almacaktir.
ACV
Agagidaki verilen Rayleigh-Ritz teoremine gére bu probleme minimum degerini veren
6zvektor, G'nin Laplasyen matrisinin en kiiciik ikinci 6zdegeri olan ”Fiedler 6zdegerine”

karsilik gelen 6zvektordiir.

Spektral kiimelemede, Fiedler vektorii, bir grafigi iki kiimeye bolmek i¢in kullanilan
6zel bir vektordir. Adini, kavrami 1973 tarihli makalesinde tanitan Miroslav Fiedler’den
almigtir. Fiedler vektorii, grafigin Laplace matrisinin ikinci en kiigiik 6zdegerine kargilik
gelen 6zvektor olarak tanimlanir. Laplasyen matrisi, kogeler arasindaki baglantilar hakkindaki
bilgileri kodlayan grafigin bir matris temsilidir. Fiedler vektorii, her tepe noktasim Fi-
edler vektoriiniin pozitif veya negatif degerine karsilik gelen kiimeye atayarak grafigi iki
kiimeye bolmek i¢in kullanilmaktadir. Clinkii ayni igsaretli degerler igin (v; — vj)2 daha
kii¢iik degerler alacaktir.
Teorem 4.1.3. (Spektral Teorem - simetrik matrisler igin)
M : R™ — R™ bir simetrik matris, ise

i.M 'nin vy, ..., v, ozvektorleri vardr, oyle ki {vi,...v,} R™ idg¢in bir ortonormal bir
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bazdur. [12]

w.M 'nin Ay, ..., \, reel 6zdegerleri vardur.

Teorem 4.1.4. (Rayleigh - Ritz)
M reel ve simetrik matris olsun. M ‘nin ézvektorleri vi,va ..., v, VEAL > Ao > ... > Ay
ise Ryr fonksiyonu vi’de A1 maksimum degerini alir. Ayrica, Ry fonksiyonu v, 'de

minimum degerini alir.

Kamit. u € R™ ve ||u||? = 1 olsun. M simetrik ve reel bir matris olmak iizere, yukarida
verilen Spektral Teorem’den, &yle c¢q,co,..., ¢, € R vardir 6yle ki w = cyvy + covg +
...+ cpuy, saglanir.

(A +c3+c=1)

Ry (u)’'yu agagidaki gibi yazilabilir:

Ryr(u) = v Mu = (e1v] + ...+ cpv) )M (crv1 + ... + cpop)
= (c1v] + ...+ v ) Acrvr + ... F Ancnvn)

Yine Spektral Teorem’den, Vi # j, v; - v; = 0 ve Vi,v; - v; = 1 oldugundan:
Ry (u) = M + ...+ M2

olur. Bundan dolayi, Rj;’yi maksimize etmek i¢in ¢; = 1veco =c3=...=¢, =0
sectigimizde u = vy’de A1 degerini alir
ve Rjp;'yi minimize etmek icin ¢, = 1 ve ¢ = ¢co = ... = cp—1 = 0 sectigimizde

u = v,’de A\, degerini alir. O

4.1.2 Keyfi k icin:

wj = (U1 .-, Up;) 'yi tanimlayalim:
1 y
—,egerv; € A
0, aksi halde

Teorem 4.1.5. U = [uj,ug,...,ux] € R™* matris olsun.U nin situnlar: birbirine

ortonormal oldugundan UTU =T olur.

Kanit. Her i € {1,2,...,k} i¢cin U'nun siitunlar1 birbirine ortonormal oldugundan
luil®> = 1 ve her i # j icin w; - u; = 0 olur. Yani U'U matrisi i¢in diyagonalde 1,

diyagonal haricinde ise 0 olmasi gerekir. Buradan U'U = I olur. 0

C’U,t(Aj, A])

Teorem 4.1.6. ujTLuj = |Aj|

13



Kamit. Her v € R" icin v Lv = Zwij(vi — vj)? esitligi boliim ... da ispatlanmist.
Z'7j
u; ; 'nin tanmimindan s,t € A; veya s,t € /Tj ise us; — us; = 0 olur.

T _
(5 Luj =

> wer(usy — ury)?
s,t

Z wst(us,j - Utaj)2 - Z wst(us,j - Utaj)Z)

USEA]-,WEIJ' USE/T]-,WEAJ-

> (=) v ()

USEAj,vtETj USGXj,vtEAj
1

=5 X wlg) - X we()

vs€EAj W EAS vs€EAj W EA;

N = N =
N

N | —
7N

11
:2|'|< Z Wst — Z wst>
J Vs €A U EA; vs €A VEA;
11 < s _
= (WA, A+ W A~,A.>
2|A]| ( J J) ( J J)
11
— . 9.W(A,,A
2|A]| ( J ])
cut(4;, %)) -
|45

Teorem 4.1.7. ujTLuj = (UTLU)j;

Kamit. UT LU matrisinin jj. elemam U L nin j. satir1 ile U matrisinin 5. siitunu olan

u; nin ¢arpilmasi ile elde edilir. U L nin j. satir1 ise U nin j. satirmm yani u;r nin L

ile garpilmasi ile elde edilir. O halde (UTLU);; = u;-rLuj O
Sonug 4.1.1. RatioCut(Ay, ..., Ay) = Tr(UTLU)

Kamt. RatioCut(Ay,...,Ay) =% u] Luy = Y% ((UTLU); = Tr(UT LU) O

Yani RatioCut’t minimize etmekle T7(U " LU)’yi minimize etmek ayni seydir. Bu
problemi agagidaki sekilde yazilabilir:
UTU = I kosulu altinda min Tr(UTLU)

Bu,...,B
Yukaridakine benzer gekilde, U matrisinin girdilerinin keyfi degerler almasina izin ve-

rilerek problem basitlegtirilirse:
U'U = I kosulu altinda min T7(U'LU) elde edilir. Bu durumda yine Rayleigh-Ritz

UeRnxk
Teoremin’den U’nin siitunlarini L'nin ilk k 6zvektori olarak segilir.
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4.2 Normalize edilmis Kesim (NCut) Yaklagima:

Bu boliimde [7] nolu kaynaktan yararlanilarak oransal kesim yerine normalize edilmis

kesim temelli yaklagim incelenmigtir.

4.2.1 k=2 durumu:

Bir h4 fonksiyonu tanimlayalim:

vol(4) v; € Aise
vol(A)"

(ha)i =
vgllSy v; € Aise
vol(A)"

Teorem 4.2.1. hy i kisaca h ile gostermek tizere; (Dh)T1 =0 dir.

Kanat.

dq
do

Teorem 4.2.2. h' Dh = vol(V)
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Kanat.

B -
d "
W Dh = (hy,..., hy) ?
b,
L dn—
=hidy + ...+ hid,
=Y hidi+ > hid;
v, EA ’UZEZ
vol(A) vol(A)
= ddi+—==>"d;
vol(A) =y vol(A) s
vol(A) vol(A) —
vol(A) vol Q) vol(A) vol(4)
= vol(A) + vol(A)
=wvol(V) O
hTLh A
Teorem 4.2.3. m = NCUt(A,A)
1
Kanit. h'Lh = > Z wi;(hi — hy)? esitligini ispatladik. A’in tanimindan i,5 € A veya
ij=1
i,j € A ise h; — hj =0 olur.
1
h'Lh = 3 > wij(hi — hj)?
ij=1
1 )2
—2 > wilh D0 wij(hi—hy
i€A jeA i€A jeA
1 vol(A) vol(A) vol(A) vol(A)\
21 “~_ vol(A) vol(A) vol(A) vol(A)
i€AjeA i€A,jEA

vol(A vol diveli )
vol vol( A —¢ den

2( Z Wij + ¢+ Z wij>

€A JEA i€A jEA

(W(A B) Z w;; tanmmindan ve W (A4, 4) = W(A, A) dan)
i€A,jEB

_ ;(c W(A,A) +c - W(4, A))

=c-W(A4,A)
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<vol(V) = vol(A) + vol(A) egitli@inden)

B (vol(V) —wol(A)  wol(V) —vol(A)
B vol(A) vol(A) + 2

) (A, A)

1 1 _
UOZ(V)(UOZ(A) * vol(A)) W4, 4)

hTDh = vol(V) gosterdik.

1 1 _
WTLh UOZ(V)(UOZ(A) - vol()) Wi 4
hTDh vol (V)

— W(4,A) - (wll( )t voll(A)>

<N Cut(A, A) tan1m1ndan>

= NCut(A, A) O

Ncut minimize etme problemini tekrar yazalim:
Dh L 1, h" Dh = vol(V) kosulu altinda mjnhTLh
h’in keyfi reel deger alabilsin. Yine benzer gsekilde bu problem yerine agagidaki daha
basit bir problemle ilgilenilecektir:
Dh 1 1, h" Dh = vol(V) kosulu altinda }IlIelii?I}LhTLh
h: DY/2g yazihrsa:
g L D21, ||g||* = vol(V) kosulu altinda ggrelézr}lgTD—l/QLD—l/Qg
D Y2Lp-12 = Lsym, sLsym nin ilk 6zvektorii DY221°dir ve vol(V') sabittir.
Rayleigh-Ritz Teoreminden g,L gy, nin ikinci 6zvektoriidiir.

h=DY 2g yazalim ve Lgyy-Ly, O0zelliklerinden h, L, nin ikinci 6zvektorudiir.

4.2.2 Keyfi £ durumu:

hj = (hij,...,hn;) " yi tanimlayalim.
1
——, v; € Ajise
hl,j: vOl(AJ) (22177n7]:177k)

0, aksi halde
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Teorem 4.2.4. H = [hy,ha, ..., h,] € R matris olsun. H 'nin siitunlar birbirine

ortonormal oldujundan H"H = I olur.

Kanit. Her ¢ € {1,2,...,k} igin H’nin sttunlar1 birbirine ortonormal oldugundan

||hi||2 = 1 ve her ¢ # j i¢in h; - h; = 0 olur. Yani HTH matrisi icin diyagonalde 1,

diyagonal haricinde ise 0 olmasi gerekir. Buradan H " H = I olur. O

Teorem 4.2.5. h;—Dhj =1

Kanat.

Teorem 4.2.6. thth =

Kanat.

T

dq )

L
T da -]
hj Dhj = (hij,...,hn;)

b,

=hi di+ ...+ hZ dn

UgEAj ’U[EIJ'
1
vol(A;) Z I

’U[EAJ'

1
~ wol(A;) vol(4;)

=1 O

cut(A;, 4;)
vol(A;)

Z wst(hs,t - ht,j)2
st

( Z wst(hs,t - ht,j>2 - Z ’wst(hs,t - ht,j)2>
(

S e T

'UseAj/UiGTj vseAija'UteA]'

2 wSt( v;(Aj)O>2 2 w8t<0 UO;(Aj))z)

USEA]‘,’UtETj Vs EAij,’UtEAj

(X wly) - X (o)

1
2

USGAj,vtEAj vsefj,vzeAj
1 1
PSS TV Wst — Wst
2 vol(A;) Z _° ; 3
V€A U EA; V€A U EA;
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= ;?}Ol(lAj)<W(AjaAj) + W(AjaAj)>
11
~ 2w0l(4;)
_ cut(A;, 4))
~ wol(Aj)

2-W(4;, 4;)

Boylece normalize edilmig kesim yaklagimi i¢in de oransal kesim yaklagimindakine ben-

zer sonuca ulagilmig olur. O
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Bolim 5

SPEKTRAL KUMELEME ALGORITMALARI

Bu béliimde ise 6nceki boliimlerde agiklanan teorik alt yap: kullanilarak elde edilmis
olan iki spektral kiimeleme algoritmasindan bahsedilecektir. Veri kiimesi n noktadan
olugtugunu varsayalim. s;; = s (z;, ;) negatif olmayan ve simetrik olan benzerlik fonk-

siyonuyla ikili benzerlikleri él¢iiyoruz. S = (si;)i j=1,...n benzerlik matrisi olsun.

-----

5.1 Normalize Edilmemis Spektral Kiimeleme

Algoritmasi

Normalize edilmemis spektral kiimeleme algoritmasimin adimlar: asagida verilmistir [7]:
Girdi: S € R™™" benzerlik matrisi, k£ kiime sayisi

1. Benzerlik grafini olugtur. W agirlikli yakinlik matrisi olsun.

2. L =D — W’yi hesapla.

3. L’nin (ilk en kiigiik k 6zdegere karsilik gelen) ilk k 6zvektoriinti hesapla. g, ..., ug

ilk k 6zvektor olsun.

4. U = [ug,us, ..., u,] € R™* matrisini olustur.
5.i=1,...,nicin y; € R¥, U’nun i.satira denk gelen vektér olsun.
6. k-means algoritmasiyla (y;)i=1,..n € R* noktalarm Cj, . .., Cy kiimelerine kiimele.

Ciktr: Ayp,. .., Ay kiimeleri oyle ki A; = {j | y; € C;}

Normalize edilmis spekral kiimeleme algoritmasinin ise iki versiyonu vardir.
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5.2 Shi ve Malik’in Normalize Edilmis Spektral

Kiimeleme Algoritmasi

Girdi: S € R™™"™ benzerlik matrisi, k£ kiime sayisi

1. Benzerlik grafini olugtur. W agirlikhi yakinlik matrisi olsun.

2. L =D — W’yi hesapla.

3. Genellegtirilmig 6zdeger probleminin (ilk en kiigiik k& 6zdegerine karsilik gelen) ilk k
genellestirilmis 6zvektoriiniin bul.

(Teorem 3.3.1 (iii)’ ye gore bu 6zvektorler normallestirilmig Laplacian Ly, nin 6zvektorle-

ridir, bu nedenle normalize edilmis spektral kiimeleme olarak adlandirilir.)

4. U = [u1,uz, ..., u,] € R™* matrisini olustur.
5.i=1,...,n icin y; € R¥, U’nun i.satira denk gelen vektor olsun.
6. k-means algoritmasiyla (v;)i=1,..n € R* noktalarim Cq,...,C kimelerine kiimele.

Cikti: Ay, ..., Ay kiimeleri 6yle ki 4; = {j | y; € C;}

Bu algoritma [5] nolu ¢caligmaya dayanmaktadir.

5.3 Ng, Jordan ve Weiss’in Normalize Edilmig

Spektral Kiimeleme Algoritmasi

Girdi: S € R™™"™ benzerlik matrisi, k£ kiime sayisi
1. Benzerlik grafini olugtur.W agirlikli yakinlik matrisi olsun.
2. Lyym = D™Y/2LD~1/?yi hesapla.
3.Lgym nin (ilk en kiiciik k£ 6zdegerine karsilik gelen) ilk k 6zvektoriini hesapla. uq, . . ., uy
ilk k 6zvektor olsun.
4. U = [ug,uz, ..., u,] € R™F matrisini olustur.
5.0’nun satirlarinm normu 1 olacak sekilde normalize et. t;; = w;;/ > (u%,)/? olsun.
T € R™** matrisini olustur.
6.i=1,...,n icin y; € R¥, Tnin i.satira denk gelen vektér olsun.
7. k-means algoritmasiyla (v;)i=1,.n € RE noktalarim Cq,...,C kimelerine kiimele.
Cikti: Ay, ..., Ay kiimeleri 6yle ki 4; = {j | y; € C;}
Bu algoritma ise [6] nolu ¢caligmaya dayanmaktadir.

Yukarida belirtilen ii¢ algoritma, ii¢ farkli Laplasyen matris kullanmalar: diginda ben-

zer goriinmektedir. Her ii¢ algoritmanin da ortak noktasi veri noktalarii farkh veri
noktalaria doéntstiirmesidir. Laplasyen matrisinin 6zelliklerinden dolay: bu doéniisiim

faydalidir. Ozellikle, k-ortalamalar algoritmas: bu kiimeleri rahat bir sekilde tespit eder.
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Bolim 6

FARKLI METRIK FONKSIYONLARININ
SPEKTRAL KUMELEMEYE ETKIiSI

Kiimeleme algoritmalari, veri noktalarini benzer oOzelliklere sahip olan gruplara
ayirmak i¢in veri noktalar arasindaki uzakliklar 6lgen bir uzaklik fonksiyonu kullanilir,
bu standart durumda Oklid uzakhigidir. Bununla birlikte en sik kullanilan kiimeleme al-
goritmalarmdan K-means kiimeleme algoritmasida Oklid uzakligi yerine farklh uzakhk
fonksiyonlar: kullanilarak elde edilen sonuglarin karsilagtirildig [8],[9] gibi caligmalar
mevcuttur. Bu tezde ise Spektral kiimeleme algoritmasi farkli uzaklik fonksiyonlar ile
ele alinarak sonuglar1 degerlendirilmigtir.

Kimelemede farkl uzaklik fonksiyonlarinin kullanilmasinin birka¢ nedeni vardir.
Ornegin, Oklid uzakhig tiim boyutlardaki farklihklara duyarhyken, Manhattan uzakhig
yalnizca aym boyuttaki koordinatlar arasindaki fark: dikkate alir. Bu, boyutlar egit de-
recede Onemli olmadiginda Manhattan mesafesinin daha uygun olabilecegi anlamina
gelir. Ayrica, kiilmeleme algoritmasinin performansini optimize etmek icin farkl uzaklhk
fonksiyonlar1 kullanilabilir. Baz1 uzaklik fonksiyonlari, hesaplama agisindan daha ve-
rimli olabilirken, digerleri verilerdeki giiriiltiiye veya aykir1 degerlere karsi daha da-
yanikli olabilir. Ozetle, kitmelemede, verilerin dogasina, verilerin ilgilenilen yénlerine ve
kiimeleme algoritmasinin istenen performansina bagli olarak farkli uzaklik fonksiyonlari
kullanilabilir. Bu boliimde K-means algoritmasinin basarili sekilde ayiramadig: bazi veri
kiimeleri ele alinmis ve spektral kiimeleme algoritmasmda Oklid uzakhiginm yan sira
farkli uzaklik fonksiyonlar: da kullanarak daha iyi bir kiimeleme yapilip yapilmayacagi

incelenmistir.

22



6.1 Uzaklik Fonksiyonlari

Bu boéliimde Spektral kiimeleme algoritmasnda kullanilacak olan farkl uzaklik fonk-
siyonlar1 tanitilacaktir: Oklid Uzaklig:
z,y € R™ icin Oklid uzakhig

dy(z,y) = | > (i — yi)?

Manhattan Uzakhg (Cityblock)

x,y € R™ i¢cin Manhattan uzaklig

Z |zi — il

Chebyshev Uzaklig
x,y € R™ i¢in Minkowski uzakligi

doo(z,Yy) = mazx |z; — i

Canberra Uzakligi

z,y € R i¢in Canberra uzaklig

i — yil
Canxy Z||Z -

xz| + |yz

Cosine Uzaklig

x,y € R" i¢in Cosine uzaklig

Bray-Curtis Uzakliga

x,y € R™ i¢in Bray-Curtis uzaklig

yz
dbray (337 y)

n
S
e

Z $l+yl
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6.2 Farkli Uzaklik Fonksiyonlar: Icin Elde Edi-

len Sonuclar

Bu kisimda ii¢ veri kiimesi Boliim 3’de agiklanan Normalize edilmemis Laplasyen
matris;
L=D-W
ve normalize edilmis Laplasyen Matrisler;
Lgym == DY2LD~V2 = | — D=12WD~1/2
Lyw:=D'L=I-D"'W
kullanilarak spektral kiimeleme algoritmasi ile kiimelenirken 6 farkli uzaklik fonksiyon-
lar1 kullanilmigtir. Kiimeleme bagarisini 6lgmek icin, kiimelenen verilerin bulundugu

kiimedeki uygunlugunu bulmak i¢in geligtirilen ve temeli [10] makalesine dayanan ”Sil-

houtte skoru” kullanilmigtir.

6.2.1 Noisy Moons veri kiimesi:
Bu veri kiimesi i¢ ice iki ay seklinden olusmaktadir. En sik kullanilan kiimeleme
algoritmalarindan K-Means algoritmasi bu kiimeyi asagidaki gibi kiimelemektedir:

0.4B17373086718167
Kumelenmig Ven

100 U .
‘l'l --I- (1
. % - o s
-
075 . »
.
N
L]
050
., L ]
.
™~ - -
L -y
T .
H .
., -
000 .
.
H
0.25 .
.
0.50
. . . . . . y
-1.0 05 oo 0% 16 15 20
arellik 1

Sekil 6.1: k-means

Spektral kiimeleme algoritmasi bu veri setini ayirmada daha bagarili olmakla birlikte
farkli uzaklik fonksiyonlarinin bu kiimelemeye etkisi incelenmis ve Normalize edilmemis

L laplasyen matrisi i¢in agagidaki sonuclara ulagilmistir:
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Sekil 6.2: Euclidean - L

araglardan biri olan ”Silhoutte skoru”nu gostermektedir.)
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Sekil 6.5: Canberra - L
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Sekil 6.7: Bray-Curtis - L

6.2.2 Ic¢ ice Cember veri kiimesi:

Bu veri kiimesi i¢ ice iki ¢cember seklinden olusmaktadir. Yukarida gorildiigi gibi
K-Means algoritmasi bu kiimeyi de basgarili bir gsekilde kiimeleyememektedir:
Bu veri seti i¢in Normalize edilmemis L laplasyen matrisi kullanilarak elde edilen

sonuclar ise agagida verilmistir:
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Sekil 6.12: Canberra - L
0.997592801363221
Kimalemnmis Ver
1o
(]
00
Q)
9
-5 .
"-
e ) ]
o,
s« 0
-1.0 ™)
10 05 Py s 10
azellik_1

Sekil 6.13: Cosine - L
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Sekil 6.14: Bray-Curtis - L

6.2.3 Giilen Yiiz veri kiimesi:

Bu veri kiimesini ise K-Means algoritmas1 bu kiimeyi asagidak gibi kiimelemektedir:

0.8605798551928917
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Sekil 6.15: k-means

Bu veri kiimesi tizerinde de 6 farkl uzaklik fonksiyonlarinin bu kiimelemeye etkisi

incelenmig, Normalize edilmemig L laplasyen matrisi kullanilarak elde edilen sonuglar

asagida sunulmustur:

31



0.9999999984402748

Kumelenmig Ven

0 ‘syhilhgr- -

-]

&
™ . .
g L ]
T -
-] L ] -

4 . ™

™ .
. .
™ .
[ ] .'
z . . .'-
oy . o*®
] *Seosnaset®®
08  -0.6 04 =02 0o ¥ 04 06 08
ezailik_1

Sekil 6.16: Euclidean - L
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Sekil 6.17: Cityblock - L
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Jekil 6.18: Chebyshev - L
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Sekil 6.19: Canberra - L
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Sekil 6.20: Cosine - L
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Sekil 6.21: Bray-Curtis - L
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Sonuglar toplu olarak agagida verilmigtir:

L

Lsym

LT"U}

Bray Curtis

0.9831515545901125

0.9663808194002818

0.9831515545902012

Canberra 0.8147888416594591 | 0.8262316211390218 | 0.8315216020471056
Chebyshev | 0.9783271990057654 | 0.980107386167194 | 0.9783271990057086
Cityblock 0.9756451258744877 | 0.9999999999999978 | 0.9756451258744733
Cosine 0.9589796777387939 | 0.9498972746091934 | 0.9155276577911508
Euclidean 0.9999999971441901 | 0.9999999964387821 | 0.9999999974217948

Tablo 6.

1: Noisy Moons

L

Lsym

Lr'w

Bray Curtis

0.9999999999999009

0.8384318920094864

0.9999999999999247

Canberra 0.6887746900032858 | 0.6712992342698152 | 0.6588678674039116
Chebyshev | 0.9999999999999787 | 0.9999999999904378 | 0.9999999999999604
Cityblock 0.9999999999999719 | 0.9999999999999792 | 0.9999999999999989
Cosine 0.997592801363221 | 0.9774739853603731 | 0.9822451540571193
Euclidean 0.9999999964142926 | 0.9999999977729033 | 0.9999999963393109

Tablo 6.2: I¢ ice cember

L

Lsym

LT"LU

Bray Curtis

0.9999999999999711

0.9999999999999964

0.9999999999999972

Canberra 0.8031440281569725 | 0.7969235362610836 | 0.8081768659048145
Chebyshev | 0.9999999999999962 | 0.9999999999999966 | 0.9999999999999974
Cityblock 0.9999999999999987 | 0.9999999999999964 | 1.0

Cosine 0.9914484450993188 | 0.9901801064498377 | 0.9901801064498377
Euclidean 0.9999999984402748 | 0.9999999976211893 | 0.9999999975880882

Tablo 6.3: Giilen Yz

Burada kiimelemede yaygin olarak kullanilan K-ortalamalar kiimeleme algoritmasinin

bagarili gsekilde ayiramadigi kiimeler tercih edilmigtir. Sonug olarak;

Noisy Moons veri seti icin;

 Cityblock - Ly, kombinasyonu 0.9999999999999978 Silhoutte skoru ile en iyi

sonucu vermigtir,

o En ko6t sonucu veren kombinasyon Canberra - L kombinasyonu olmugtur (Sil-

houtte skoru: 0.8147888416594591),

i(_; ige Cember veri seti icin;

e Cityblock - L, kombinasyonu 0.9999999999999989 Silhoutte skoru ile en iyi

sonucu vermistir,

o En kotii sonucu veren kombinasyon Canberra - L, kombinasyonu olmugtur (Sil-

houtte skoru: 0.6588678674039116),
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Giilen Yiiz veri seti icin;
e Yine Cityblock - L,,, kombinasyonu 1.0 Silhoutte skoru ile en iyi sonucu vermistir,

e En kotii sonucu veren kombinasyon Canberra - Ly, kombinasyonu olmustur

(Silhoutte skoru: 0.7969235362610836).

Dolayisiyla bu 3 veri setinin incelenmesi sonucunda Cityblock en iyi, Canberra

ise en kotii sonuclar: vermigtir.
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Bolim 7

SONUC

Bu tezin birinci boliimiinde spektral kiimelemenin tarihgesinden bahsedilmis, 2.,3.
ve 4. boliimlerde spektral kiimeleme algoritmalarinin teorik alt yapisi tanim ve teorem-
lerle agiklanmigtir. 5. boliimde bu teoriye dayanarak olusturulmug kiimeleme algorit-
malar1 verilmigtir.

Son boliimde ise kiimelemede veri noktalar: arasindaki uzakligin hesaplanmasinda
kullanilan standart uzaklk fonksiyonu ”Oklid uzakhg” yerine farkli uzaklik fonksiyon-
lar1 alinarak daha basarili bir kiimeleme elde edilip edilemeyecegi, 3 veri seti {izerinde
incelenmistir.

Bu tezin spektral kiimeleme algoritmalarinin altinda yatan matematiksel temelin
anlagilmasi agisindan fayda saglamasi amaclanmisg, ayrica spektral kiimelemede stan-
dart olarak kullamlan Oklid metrigi yerine farkli uzaklik fonksiyonlarmin alimmasmin
kiimelemeyi nasil etkiledigi 3 veri seti ve 6 uzaklik fonksiyonu tizerinden incelenmigtir.
Kargilagtirilan uzaklik fonksiyonlarinin ve veri setlerinin sayisi arttirilarak daha iyi
bir bakig agis1 kazanilabilecektir. Farkli uzaklik fonksiyonlarinin neden daha iyi ya da
daha kotii sonug verdiginin matematiksel olarak aciklanmasi ise bu alana biiyiik katk:

saglayacaktir.
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