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FONKSIYONEL REGRESYON MODELLERINDE KISMi EN KUCUK
KARELER YONTEMI UZERINE YENI YAKLASIMLAR

OZET

Teknolojik gelismeler, gozlemleri zaman, uzay ve grid noktalar1 gibi bir siireklilik
tizerinden elde edilen karmasik ve yiliksek boyutlu veri yapilarina yol agmistir.
Geleneksel matematiksel/istatistiksel yontemler, ¢oklu baglant1 gibi yliksek boyutlu
verilerdeki yaygin problemler nedeniyle bu tiir verileri analiz edememektedir. Bu
nedenle, fonksiyonel verileri analiz etmek i¢in gegerli istatistiksel yontemlere duyulan
ihtiyag artmistir. Sonug olarak, fonksiyonel veri analizine (FDA) olan ilgi yillar i¢inde
onemli dl¢ilide artmis ve kimya, meteoroloji, tip ve finans gibi ¢esitli bilim alanlarinda
genel bir ¢ergeve haline gelmistir.

FDA'da, yanmt ve tahmin degiskenleri arasindaki fonksiyonel baglantiy1 arastirmak
igin, yanit veya tahmin degiskenlerinden en az birinin sonsuz boyutlu rastgele
egrilerden olustugu fonksiyonel dogrusal regresyon modeline (FLRM) 6zel bir ilgi
gosterilmigtir.  FLRM'deki temel amag, sonsuz boyutlu regresyon katsayisi
fonksiyonunu tahmin etmektir. Bu tahmin yontemleri maksimum olabilirlik,
maksimum cezalandirilmis olabilirlik, en kiigiik kareler, temel bilesen regresyonu ve
kismi en kiigiik kareler regresyonudur. Digerleri arasinda, kismi en kiigiik kareler,
gelismis parametre tahmini ve tahmin dogrulugu tretir. Bununla birlikte, hemen
hemen tiim mevcut fonksiyonel kismi en kiiciik kareler yontemleri, SIMPLS ve
NIPALS gibi olagan algoritmalara dayanmaktadir. Bu algoritmalar sezgisel ve tutarl
olmakla birlikte, kararli parametre tahminleri liretemeyebilirler ve/veya yliksek
boyutlu fonksiyonel verileri analiz ederken hesaplama agisindan yogun olabilirler.

Bu tezde amacimiz, skaler - fonksiyon regresyon altinda regresyon katsayisi
fonksiyonunu verimli bir sekilde tahmin etmek igin iki hibrit fonksiyonel kismi en
kiiciik kareler yontemi 6nermektir. Onerilen yontemlerde, sonsuz boyutlu fonksiyonel
tahminciler ilk once bir temel genisletme teknigi kullanilarak sonlu boyutlu bir uzaya
yansitilir. Ardindan, skorun yeniden ortogonalizasyonuna ve vektor yiliklemesine
dayanan iki kismi en kiigiik kareler algoritmasi, skaler yanit ile fonksiyonel tahmin
edicilerin temel katsayilar1 arasindaki dogrusal iligkiyi tahmin etmek icin kullanilir.
Sonlu 6rneklem performansi ve hesaplama hizi igin bir dizi Monte Carlo simiilasyon
calismasi ve bir seker siireci veri seti kullanilarak sonuglar, mevcut fonksiyonel kismi
en kiiciik kareler yontemleriyle karsilastirildiginda, onerilen yontemlerin daha az
hesaplama siiresi ile kararli parametre tahminleri ve Ongoriiler iirettigini ortaya
koyuldu.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel veri analizi, skaler - fonksiyon regresyon modeli,
fonksiyonel kismi en kiigiik kareler, ortagonallestirme, SIMPLS, NIPALS.
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NEW APPROACHES TO THE PARTIAL LAST SQUARE METHOD IN
FUNCTIONAL REGRESSION MODELS

ABSTRACT

Technological developments have led to complex and high-dimensional data
structures whose observations are obtained over a continuum, such as time, space, and
grid points. Traditional mathematical/statistical methods fail to analyze such kind of
data because of common problems in high-dimensional data such as multicollinearity.
Therefore, the need for valid statistical methods to analyze functional data has
increased. As a result, the interest in functional data analysis (FDA) has increased
significantly over the years, and it has become a general framework in various fields
of science, such as chemometry, meteorology, medicine, and finance.

In FDA, a particular interest has been devoted to the functional linear regression model
(FLRM), in which at least one of the response or predictor variables consist of infinite-
dimensional random curves, to explore the functional connectivity between response
and predictor variables. The main aim in FLRM is to estimate the infinite-dimensional
regression coefficient function. Several estimation strategies, such as, maximum
likelihood, maximum penalized likelihood, least squares, principal component
regression, and partial least squares regression. Among others, the partial least squares
produces improved parameter estimation and prediction accuracy. However, almost
all the available functional partial least squares methods are based on the usual
algorithms, such as SIMPLS and NIPALS. While these algorithms are intuitive and
consistent, they may not produce stable parameter estimates and/or they may be
computationally intensive when analyzing high-dimensional functional data.

In this thesis, our aim is to propose two modified functional partial least squares
methods to efficiently estimate the regression coefficient function under the scalar-on-
function regression. In the proposed methods, the infinite-dimensional functional
predictors are first projected onto a finite-dimensional space using a basis expansion
method. Then, two partial least-squares algorithms, based on re-orthogonalization of
the score and loading vectors, are used to estimate the linear relationship between
scalar response and the basis coefficients of the functional predictors. The finite-
sample performance and computing speed are evaluated using a series of Monte Carlo
simulation studies and a sugar process dataset. Our results revealed that, compared
with available functional partial least squares methods, our proposed methods produce
stable parameter estimates and predictions with less computing time.

Key Words: Functional data analyasis, scaler-on-function regression model,
functional partial least squares, bidiagonalization, SIMPLS, NIPALS.
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file:///C:/Users/sefa/Dropbox/PC/Desktop/TEZ%20YAZIM%20KLAVUZU%202017/Şablon%20Ek6(İcindekiler).docx%23_Toc443401145
file:///C:/Users/sefa/Dropbox/PC/Desktop/TEZ%20YAZIM%20KLAVUZU%202017/Şablon%20Ek6(İcindekiler).docx%23_Toc443401146
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file:///C:/Users/sefa/Dropbox/PC/Desktop/TEZ%20YAZIM%20KLAVUZU%202017/Şablon%20Ek6(İcindekiler).docx%23_Toc443401166
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SEKIL LISTESI

Sekil 5.1 : Olusturulan skaler yanitin, fonksiyonel tahmin edicinin ve regresyon

parametre fonksiyonunun grafiksel gosterimi. ..........ccocoovvvvriiiinnennn. 42
Sekil 5.2 : K, h, ve n degerleriniartirmak i¢in SIMPLS, NIPALS ve Bidiag2 tabanh
FPLS Yontemleri i¢in tahmini hesaplama stireleri. .........c.ccovvvervniennnnn 44

Sekil 5.3 : Uyarnm dalga boylarinda [230,240,255,290,305,325,340] =
[X1(8), X5 (1), X5(t), X4(t), X5(2), X6 (t), X7(t)] elde edilen 268 kiil
icerigi ve seker numunelerinin emisyon spektrumlarinin grafiksel

GOSTETIITIL. .ttt ettt ettt ettt e e et e et e e nne e e b e e sneeenne e 46
Sekil 5.3 : [K,h] =[25,15] (birinci satir) ve [K,h] = [250,50] (ikinci satir)
oldugunda (X (t), B(t)))'ye karst Y grafigi. ......ccccecrvvvrvrerrerrrnrrersrnnnn. 49

xi


file:///C:/Users/sefa/Dropbox/PC/Desktop/TEZ%20YAZIM%20KLAVUZU%202017/Şablon%20Ek8(SekilListesi).docx%23_Toc445133369
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1. GIRIS

Fonsiyonel Veri Analizi (Functional Data Analysis, FDA) siirekli olarak gozlemlenen
fonksiyonlarin egrileri tizerindeki bilgilerin analizi ile ilgilenmektedir. Veri toplamada
ve depolamadaki teknolojik gelismelerden dolay1r FDA, istatistikte 6nem kazanmakta
olup ekonometri, finans, meteoroloji, biyoloji, jeoloji, psikoloji, tip, kemometri, spor
bilimleri gibi pek ¢ok alanda kullanimi artmustir (Ramsay ve Silverman, 1997;
Essomba, 2015; Beyaztas ve Shang, 2020a). Ramsay ve Silverman (1997, 2002),
Ferraty ve Vieu (2006), Horvath ve Kokoszka (2012) ve Cuevas (2014) FDA

araclarinda bir dizi teorik gelisme ve uygulamayi tartismiglardir.

Fonksiyonel veri analizinin amaglari, aslinda diger herhangi bir istatistik veri analizi
araglarmin amaglariyla ayni olmakla birlikte, Ramsay ve Silverman (2005), bu temel

amaclar asagidaki sekilde tanimlamislardir:

» Verilerin daha fazla analize yardimc1 olacak sekillerde dondstiiriilmesi,

» Verinin karakteristik 6zelliklerini gorsellestirmek i¢in vurgulanmasi,

» Veriler arasindaki 6nemli Oriintii ve degisim kaynaklariin incelenmesi,

» Bagiml veya bagimsiz degisken bilgisi kullanilarak bagimli degiskendeki
degisimin agiklanmasi,

» Ayni ya da fakli fonksiyonlarin yer aldig1 iki veya daha fazla veri kiimesini

belirli varyasyon tiirlerine gore karsilastiriimasi.

Bu baglamda, klasik istatistikte boyut indirgeme, simiflama, modelleme amaciyla
kullanilan temel bilesenlar analizi, diskriminant analizi, regresyon analizi gibi bazi

yontemler fonksiyonel forma uyarlanarak analiz edilmektedir.

Fonksiyonel veri analizi kavrami ilk olarak Ramsay (1982) ve Ramsay ve Dalzell
(1991) tarafindan ortaya atildigi bilinmesine ragmen, aslinda bu alan oldukga eskiye
dayanmaktadir (Grenander, 1950; Rao, 1958; Wang ve dig., 2015). Ramsay (1982),



Klasik istatistiksel teknikleri fonksiyonel veriye uyarlayarak tanimlayici istatistikler,
en kiiciik kareler yaklasimi, temel bilesenler analizi ve kanonik korelasyon analizi
yontemlerini genis ¢ergevede agiklamistir. Besse ve Ramsay (1986), fonksiyonlardan
olusan veri setinde Klasik temel bilesenler analizinin tiirev bilgisi dahilinde satir
uzayinin metrik uzaya esdeger oldugunu, Ramsay ve Dalzell (1991), ¢cok degiskenli
veri analizi araglarindan dogrusal regresyon analizi ve temel bilesenler analizi
yontemlerinin sonsuz boyutlu uzaya nasil uygulanabilecegini gostermislerdir.
Silverman (1996), fonksiyonel temel bilesenler analizinde genellikle diizgiinlestirme
kullanildigint  belirtmis ve bunun ig¢in pirizliligi hesaba katan yeni bir
diizgiinlestirme parametresi ile bir yaklasim onermistir. Manteiga ve Vieu (2007),
fonksiyonel verilerin faktoriyel analizi, fonksiyonel degiskenlerle regresyon ve
egrilerin siniflandirilmasi, fonksiyonel veri analizi ve parametrik olmayan istatistikler
hakkinda detayli bilgi vermislerdir. Shang (2014), fonksiyonel temel bilesenler
analizinin bir incelemesini ve bunun agiklayici analizde, modellemede, tahminde ve

fonksiyonel verilerin siniflandirilmasinda kullanimini énermistir.

Degiskenlerin fonksiyonel olma ve olmama durumlarinda iki degisken arasindaki
iliskiyi agiklayabilmek i¢in fonksiyonel dogrusal regresyon modeli (Functional Linear
Regression Model, FLRM) ortaya atilmistir. Oncelikle hem bagimli degiskenin hem
de bagimsiz degiskenin fonksiyonel formdaki modeli ileri siirlilmiistiir. Ardindan
bagimsiz degiskenin fonksiyonel, bagimli degiskenin skaler ve bagimli degiskenin
fonksiyonel, bagimsiz degiskenin skaler formdaki regresyon modelleri ele alinmistir
(Ramsay ve Dalzell, 1991; Ramsay ve Silverman, 1997; Cardot ve dig., 1999).
Escabias ve dig. (2004), fonksiyonel lojistik regresyon modeli ile parametre
fonksiyonunu tahmin etmistir. Ikili yanit degiskenin goklu dogrusallik ve yiiksek
boyutluluk gibi problemleri beraberinde getirdiginden dolay1 fonksiyonel lojistik
regresyonun temel bilesenler analizi ile birlikte kullanilmasi 6nerilmistir (Escabias ve
dig., 2005). Literatiirde fonksiyonel lojistik regresyon iizerinde pek ¢ok calisma yer
almaktadir (Ratcliffe ve dig., 2002; Aguilera ve dig., 2008).

FDA araglarindan biri olan fonksiyonel dogrusal regresyon modeli (Functional Linear

Regression Model, FLRM) literatiirde biiyiikk bir ilgi gormiistir. Bu kapsamda
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parametre tahminlerinde pek cok yontem yer almaktadir ve ilk olarak Ramsay ve
Silverman (1997) tarafindan, B-spline, Fourier, Gauss ve dalgacik tabanli genel
genisletme teknikleri Onerilmistir. Daha sonra, Marx ve Eilers (1999), bagimlh
degiskenin skaler, bagimsiz degiskenin fonksiyonel formda oldugu modelde (SoFRM)
fonksiyonel nesneleri yansitmak i¢in B-spline tabanini kullanmiglar ve ardindan,
regresyon parametresini tahmin etmek ig¢in P-spline ¢ergevesi ile cezalandirilmis log-
olasiligin1 kullanmislardir. B-spline tabanini ve Ridge regresyonu kullanan Cardot ve
dig. (2003), B(t) regresyon parametre fonksiyonu igin bir tahmin edici 6nermislerdir.
Matsui ve dig. (2008), SoFRM'nin ¢ok degiskenli versiyonunu tahmin etmek igin
maksimum olabilirlik (Maximum Likelihood, ML) ve cezalandirilmig maksimum
olabilirlik (Penalized Maximum Likelihood, PML) yontemleriyle birlikte radyal temel
fonksiyonlart degerlendirmislerdir. Goldsmith ve dig. (2011), SOFRM ig¢in fonksiyonel
tahmin edicinin B-spline bazinda yaklasik oldugu ve regresyon parametre
fonksiyonunun cezali spline regresyon kullanilarak tahmin edildigi hizli-uyumlu (fast-
fitting) yontemler gelistirmislerdir. Zhao ve dig. (2012), fonksiyonel tahmin ediciyi
sonlu boyutlu uzaya yansitmak i¢in bir dalgacik temeli ve regresyon parametre
fonksiyonunu yaklagik olarak tahmin etmek i¢in bir LASSO (Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator, En Kii¢iik Mutlak Kiigiilme ve Se¢im Operatorii)
tahmincisi kullanmistir. Bununla birlikte, genel temel fonksiyon genisletme
yontemleri, fonksiyonel regresyon katsayisina yaklasmak icin ¢ok sayida temel
fonksiyon gerektirebilir, bu da modelin asir1 uyumuna ve diisiik tahmin dogruluguna
neden olmaktadir. Ek olarak, LS (Least Squares, En Kiigiik Kareler) ve ML gibi
geleneksel tahmin tekniklerinin kullanimi, ¢coklu baglanti sorunu nedeniyle kararsiz
tahminler iiretebilir (Matsui ve dig., 2009). Ayrica PML, cezali spline regresyon ve
Ridge regresyon gibi diizlestirme tekniklerine dayali tahmin ydntemlerinin
kullanilmast hesaplama siiresini 6nemli 6l¢iide uzatmaktadir (Beyaztas ve Shang,
2020D).

Fonksiyonel temel bilesenler (Functional Principal Component, FPC) regresyonu,
SoFRM'deki fonksiyonel nesneleri sonlu boyutlu ortonormal FPC tabanlarina

yansitmaktadir. FPC regresyonu, ortogonal gizli bilesenleri ¢ikarirken fonksiyonel



tahminciler arasindaki deneysel kovaryansi kullanan veri odakli bir yontemdir. Bagka
bir deyisle, FPC'leri olustururken ampirik kovaryans fonksiyonlarindan ¢ikarilan
fonksiyonel tahmin edicilerin bilgileri kullanilir, bu da FPC'yi genel temel fonksiyon
genisletme tekniklerinden daha bilgilendirici yapar. FPC regresyon yontemi ortogonal
gizli bilesenler iirettigi icin, SoOFRM'deki ¢oklu baglanti problemini atlar ve hesaplama
stiresi acisindan verimli parametre tahminleri {iretebilir. Bu nedenle, SoFRM'deki
bir¢ok tahmin yontemi, FPC regresyonuna dayali olarak olusturulmustur (Yao, 2007;
Hall ve Horowitz, 2007; Lee ve Park, 2012; Maronna ve Yohai, 2013; Goldsmith ve
Scheipl, 2014; Wang ve dig., 2016; Shin ve Lee, 2016; Reiss ve dig., 2017; Kalogridis
ve Aelst, 2019). Ote yandan, fonksiyonel tahmin edicilerin kovaryansindaki bilgilerin
cogu, birka¢ FPC tarafindan yakalanir ve bunlar, yanit degiskenini modellemek i¢in
cok onemli degildir. Temel fonksiyonlar ve fonksiyonel tahmin ediciler arasindaki
etkilesimi agiklayan en 6nemli terimlerin tiimii veya bir kismi, daha yiiksek dereceli
ana bilesenlerden gelebilir (Delaigle ve Hall, 2012). Fonksiyonel kismi en kiigiik
kareler (Functional Partial Least Squares, FPLS) regresyonu, fonksiyonel nesneleri
ortonormal gizli bilesenlere ve karsilik gelen puanlara yansitir. FPC regresyonundan
farkli olarak, FPLS regresyonu, SOFRM'yi sonlu boyutlu uzaya yansitirken hem yanit
hem de 6ngoriicii degiskenlerin bilgilerini kullanir, yani FPLS bilesenleri, yanit ve
fonskiyonel ongoriicii arasindaki kovaryanst maksimize ederek elde edilir. FPC'lerle
karsilastirildiginda, FPLS daha az terimle daha bilgilendirici bilesenler iiretmektedir
(Delaigle ve Hall, 2012). Ayrica Aguilera ve dig. (2010), FPLS'nin FPC'den daha etkin
parametre tahminleri iirettigini goéstermislerdir. Bu nedenle, SOFRM'yi tahmin etmek
i¢in genellikle FPC yerine FPLS tercih edilmektedir (Saporta, 1981; Preda ve Saporta,
2005; Preda ve dig., 2007; Reiss ve Ogden, 2007; Kramer ve dig., 2008; Aguilera ve
dig., 2010; Delaigle ve Hall, 2012; Aguilera ve dig., 2013, 2016; Yu ve dig., 2016;
Febrero-Bande ve dig., 2017; Kalogridis ve Aelst, 2019).

FPLS yontemleri, yinelemeli 6z-birlestirme gerektiren SIMPLS (The Statistically
Inspired Modification of The Partial Least Squares, Kismi En Kiigiik Karelerin
Istatistiksel Olarak ilham Edilen Modifikasyonu) ve NIPALS (Non-Linear Iterative
Partial Least Squares, Dogrusal Olmayan Yinelemeli Kismi En Kiigiik Kareler)



(¢ogunlukla SIMPLS) olmak iizere iyi bilinen iki algoritmaya dayali olarak
olusturulmaktadir. SIMPLS ile karsilastirildiginda, NIPALS algoritmas1 daha fazla
hesaplama siiresi gerektirmektedir (Bjorck ve Indahl, 2017; Beyaztas ve Shang,
2020b) ve bu nedenle, seyrek ve/veya biiyiik 6lgekli veri kiimelerinde hesaplama
acisindan uygun olmayabilir. Ote yandan, SIMPLS, NIPALS'den daha hizli bir
algoritma olmasina ragmen, genellikle regresyon katsayilarini tahmin etmede ve
model uydurmada sayisal olarak etkin sonuglar vermemektedir (Andersson, 20009;
Bjorck ve Indahl, 2017). Bu sonuglar 1s18inda, SIMPLS ve NIPALS algoritmalarina
dayali olarak olusturulan FPLS regresyon yoOntemleri, genel temel genisletme
fonksiyonlar1 ve FPC regresyonundan daha iyi ¢ikarimlar saglarken, bu yontemlerin
kullanim1 ti¢ durumda yetersiz kalabilmektedir. 1) Fonksiyonel tahmin edici ultra
yogun egrilerden olustugunda (yani egri bagina zaman noktasi sayist ¢ok biiyiik
oldugunda) regresyon parametre fonksiyonu igin gelistirilmis bir tahmin ve
SoFRM'nin gelistirilmis bir tahmini elde etmek i¢in, fonksiyonel tahmin edicileri sonlu
boyutlu bir uzaya yansitmak nispeten ¢ok sayida temel fonksiyona ihtiya¢ duyulabilir.
2) Skaler yanittaki degisimi daha iyi agiklamak i¢cin modelde ¢ok sayida fonksiyonel
tahmin ediciye ihtiyag¢ vardir. Bu durumda, modelin boyutu, yalnizca bir fonksiyonel
ongoriici duruma kiyasla daha biiyiik hale gelir. 3) 1 ile 2’nin birlesimi. Bu gibi
durumlarda, NIPALS tabanli FPLS yo6ntemi, hesaplama agisindan olanaksiz
olabilirken, SIMPLS tabanli FPLS yontemi, kararsiz regresyon katsayis1 tahminleri ve

model uydurma sonugclari iiretebilir.

Fonksiyonel veri analizine tilkemizde 2000’li yillardan itibaren ilgi gosterilmeye
baslanmistir. Keser ve Ertas (2007) calismalarinda Istanbul Menkul Kiymetler
Borsasima (IMKB) ait 01.10.2006 ile 31.12.2006 tarihleri arasindaki 30 hisse senedinin
61 ayrik noktada gozlenen kapanis fiyatlari lizerinde diizgiinlestirilmis fonksiyonel
temel bilesenler analizi ile IMKB 30 endeksine BIST farkli bir bakis agisi
sunmuslardir. Ozgomak ve Giindiiz (2014), Borsa Istanbul’da islem géren sirketlerin
kapanig fiyatlar1 ile islem miktarlar1 arasindaki iligkinin fonksiyonel kanonik
korelasyon ile analizi iizerine ¢alismislardir. Calismalarinda BIST de islem goéren

sirketlere ait kapanis fiyat1 ve islem miktar1 verileri ele alinarak kapanis fiyati ile islem



miktar1 arasinda kuvvetli bir iligki oldugunu gostermislerdir. Keser (2010) bir baska
calismasinda Ege Bolgesi yagis verilerini kullanarak fonksiyonel veri analizi ile bir
inceleme yapmistir. Bu ¢alismasinda, 22 farkli meteoroloji istasyonun 2000-2005
yillarina ait aylik ortalama yagis verileri arasindaki degisim yapisini ortaya koymak
icin diizgiinlestirilmis fonksiyonel temel bilesenler analizini kullanmistir. Safak
(2019), fonksiyonel veri analizi ile saglik alanina 6zgii bir ¢alisma gergeklestirmistir.
Uygulamada, meme kanseri nedeniyle radikal mastektomi ameliyati olan ve lenf
bezleri alinan 57 kadinin ameliyattan sonraki fleksiyon agikligi 6l¢timleri alinarak, iki
farkl1 tedavi yontemi fonksiyonel t-testi ile analiz edilmistir. Erdogan (2020),
Tiirkiye’de yasa 6zel dogurganlik hizinin tahmini i¢in 2001 - 2018 yillarina ait veri
seti lizerinde parametrik olmayan diizlestirme yontemleri ile saglam istatistik
yontemlerini kullanarak ve Lee-Carter yontemini genellestirerek yeni bir yontem
onermistir. Denizli (2016), ispanya’nin Cadiz bdlgesinde bulunan Guadalquivir nehir
agzinda biriken kati madde oraninin tahmin edilmesi icin fonksiyonel dogrusal
regresyon modellerini (FDRM) uygulayarak, bu modeller ile klasik istatistiksel
modellerden elde edilen sonuglar1 kiyaslamistir. Sonuglara gére, FDRM’nin tahmin

etmede 1y1 bir alternatif oldugu yorumu yapilmistir.

Bu caligmanin geri kalani asagidaki gibi yapilandirilmugtir. Ikinci boliimde,
fonksiyonel veri yapisi, fonksiyonel veri i¢in matematiksel kavramlar, genisletme

teknikleri ve model tahmini hakkinda teorik bilgiler ele alinmistir.

Ucgiincii  boliimde, fonksiyonel veri analizi araglarindan fonksiyonel dogrusal
regresyon modelleri tanitilmistir. Diger bir ifadeyle, bagimli ve bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonel olma durumlarina gore {U¢ farkli regresyon model yapisindan

bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, bagimli degiskeninin skaler agiklayict degiskeninin fonksiyonel
oldugu regresyon modeli lizerinde regresyon katsay1 fonksiyonunu verimli bir sekilde
tahmin etmek icin hibrit iki fonksiyonel kismi en kiigiik kareler yontemi detayli olarak

agiklanmustir.



Besinci boliimde, ¢esitli Monte-Carlo simiilasyon galismalar1 ve kemometrik veri

analizleri gergeklestirilmis ve sonuglar mevcut yontemlerle karsilagtiriimistir.

Son boliimde, elde edilen sonuglar genel anlamda yorumlanmustir. Ayrica, burada
sunulan metodolojinin nasil genisletilebilecegine dair bazi fikirlerle Onerilerde

bulunulmustur.



2. FONKSIYONEL VERI ANALIZi

Pek ¢ok alandaki veriler, fonksiyonel olarak tanimlanan bir siiregle bize gelmektedir.
FDA’da gozlemlenen veriler, klasik istatistikteki nokta olarak tanimlanan gézlemlerin
aksine farkli noktalar temelinde bir fonksiyonu tanimlamaktadir. Diger bir degisle, her
egri tek bir fonksiyonel gozlemden olusmaktadir ve bu gozlemler Hilbert uzayinda
tanimlidirlar. Klasik istatistikte kullanilan yontemlerin fonksiyonel veri analizinde

karsilig1 bulunmaktadir.

FDA’nmm ilk adiminda fonksiyonel bir veriyi olusturmak ig¢in uygun bir temel
fonksiyon genisletme teknikleri yardimiyla belirlenmesi gerekmektedir. Bdylece,
belirlenen temel fonksiyon, fonksiyonel gézlemin dogrusal bir kombinasyonu olarak
ifade edilmektedir. Daha agik bir sekilde ifade edecek olursak; T kapali ve siirli bir

aralik olmak tizere t, {tl, ty, -, tj} € T lizerinde gézlemlenen ve genelde ayrik zaman

noktalari olarak tanimlanan bir argiimani géstersin. O zaman, X; fonksiyonel gozlem

su sekilde ifade edilir:
X0 =) cudi® @)
i=
K
B0 = ) cudi(d), VT 22)
k=1

Burada, X,(t), X;(t)’in yaklasimidir ve K — oo iken X;(t)’ye yakinsar. ¢ (t), (k =
1,---,K) k-inct temel fonksiyon ve cj,, karsilhik gelen katsayisidir. Y =
[Y1,Ys, -+, Yy]', N fonksiyonel verinin vektorii olsun. O zaman, fonksiyonel bir model

asagidaki gibi yazilir:

Vij=X(t;) +ej1<j<J,1<i<N (2.3)



Yij, Xi(tj) stokastik siirecin giiriiltiilii bir gézlemi ve &;;, i-inci fonksiyonel veri ile

iliskili 0 ortalama ve 7 varyansli rastgele bir hata terimidir.

Fonksiyonel degerleri siirekli zaman i¢inde gozlemlemek oldukca zor hatta imkansiz
bir durumdur. Temel ag¢ilimlar yardimiyla genisletme teknikleri fonksiyonel verilere
iyi bir yaklasim saglamaktadir. Cilinkii temel fonksiyonlar, verileri ireten siirecle ayni
temel Ozelliklere sahip olmaktadir. Ayrica, hesaplamalarda ve analizlerde ham
verideki giiriiltiiyii en aza indirgemektedir. Temel fonksiyon tekniklerindeki en 6nemli
gorev en uygun temel fonksiyonun belirlenmesidir (Ramsay ve Silverman, 2005;
Beyaztas ve Shang, 2020a, 2020b).

2. 1 Matematiksel Baz1 Gosterimler ve isimlendirme

Klasik istatistikte, gozlemler skaler degerlerden olusmaktadir ve dogrunun iizerinde
tammlidirlar. Cok degiskenli istatistikteki gézlemler ve RP Oklid uzaymnin degerleri
ise vektorlerden olusmaktadir, burada p, gozlenen vektdrlerin boyutudur.
Fonksiyonlar her ne kadar t; noktalarinda gozlemleniyor olsa da, bunlar sonsuz
boyutlu uzayda ele alinmaktadir. Bu boliimde, fonksiyonel verilerin nasil bir uzayda
yasadigina ve fonksiyonel analiz ile fonksiyonel veri analizi arasindaki baglantinin
daha rahat anlasilabilmesi i¢in bazi matematiksel gosterimlere ve teoremlere yer

verilmistir (Kokoszka ve Reimherr, 2017).

2.1.1 Hilbert Uzaylar:

Tamm (ic Carpim Uzayi): H bir vektor uzay: olsun. H iizerinde bir i¢ carpim,

(.,.)yHxXH > Rveheru,v,w € Hve a,f € Rigin,
1. (w,u) =0ve(u,u) =0 < u = 0y (Pozitiflik).
2. (u,v) = (v,u) (Eslenik simetriklik).
3. (au+ Bw,v) = alu, v) + B{w, v) (Dogrusallik).

ozelliklere sahip bir fonksiyondur. O zaman, bu 6zellikler altinda, (H, (., .)) ciftine i¢

carpim uzay1 olarak tanimlanr.



Tanmm (Cauchy — Schwartz Esitsizligi): Eger (H,(.,.)) ¢ifti i¢ carpim uzay1 ise o
zaman, VYu,v € H i¢in asagidaki Cauchy - Schwartz esitsizligi bu durumda gecerli

olmaktadir:
|(w, )| < (w,u)v,v)

Tammm (Norm): Eger (H,(.,.)) i¢ carpim uzay1 ise, 0 zaman asagidaki gibi
|v]| == +/{v,v) Vv EH

ifade edilen ||.||: H » R fonksiyonu bir norm olarak tanimlanir. Bu durumda,
(H,{.,.)) cifti normlu uzay olarak tanimlanir. Ayrica, tim normlu uzaylar metrik uzay1

olarak da ifade edilir.

Tanim (Tam): Eger normlu H uzayinda her {v,} Cauchy dizisi i¢in v € H, dyle ki

v, = v, varise H i¢ ¢arpim uzay1 tamdir.

Verilen tanimlar bilgisinde, H tam bir i¢ ¢arpim uzay:1 ise H uzayma Hilbert uzayi

denir.

2.1.2 Hilbert Uzaylarinda Operatorler

Tamim (Hilbert Schmidt Operatorii): ||. || normu iireten (., . ) i¢ ¢arpim ile ayrilabilir
bir H Hilbert uzayini diisiinelim ve H iizerinde sinirh (siirekli) lineer operatorlerin

uzayin L ile gosterelim. O zaman, operatoriin normu asagidaki gibi tanimlanir:

1%l = sup{ll¥ O ll¢: lIx]l < 13

Eger {e,,} ve {f,.} iki ortonormal dizi ve sifira yakinsayan bir gergek dizi {4;} var ise

¥ : H — H operatdrii kompakttir ve

Y(x) = le(x, e fi, x €H
i=1
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m
= lim z/lj(x, enfi, x €EH
m—-oo L
=1

denklemi ¥'nin tekil deger ayrisimi (Singular Value Decomposition, SVD) olarak
temsil edilir. ¥, 1% < oo saglayan ¥ kompakt operatdrii ise Hilbert - Schmidt

operatdrii olarak tanimlanir. S, Hilbert - Schmidt operatérlerinin uzayi,

R XL ACRACH
i=1

skaler ¢arpimla ayrilabilir bir Hilbert uzay1 oldugu soylenir. Burada, {e;} keyfi bir

ortonormal temeldir. ¥ € L operatoriiniin;

o Eger(W(x),y) =(x,¥(y)), x,y € H ise simetrik

e Eger(W(x),x) =0, x € H ise pozitif yar1 tanimli

oldugu sdylenir. Simetrik pozitif yar1 tanimli bir ¥ Hilbert - Schmidt operatérti,

Y(x) = z/li(x, e;)e;, x€EH
i=1
denklemi ile ¥’nin 6zfonksiyonlari olan {e;} ortonormal dizisi ile ayrigimini saglar.
Yani, ’P(ei) = Aiei’dir.

2.1.3 L% Uzay

L* = L*(T) uzay, [,x*(t)dt < oo saglayan T = [a,b] iizerinde tammlanan x

Olciilebilir reel degerli fonksiyonlarin kiimesidir. Diger bir deyisle,
(x,) = [ x(®)y(t)dt
i¢ garpmmu ile L? uzay1 ayrilabilir bir Hilbert uzayidir. Asagidaki gibi tanimlanan,

Y()(t) = [Pt s)x(s)ds, x € L

11



integral operatorleri L? uzayinda énemli operatdrlerdir. Bu tiir operatdrler ancak ve

ancak,
JIw3(t, s)dtds < oo
ise Hilbert — Schmidt operatériidiir. Bu durumda,
P15 = [f ,W2(t, s)dtds
kosulunu saglamaktadir. Eger ¥ (s, t) = ¥(t,s) ve [f P (& 5)x(O)x(s)dtds = 0 ise

¥ integral operatorii simetrik ve pozitif tanimhidir. Bu nedenle ¥ operatorii;

Y(t,s) = 2 Aes(Des(s), [2(TXT)

bi¢iminde yazilabilir ve Mercer Teoremi olarak bilinmektedir.

2.1.4 Stokastik Siirecler

(Q, F,P) bir olasilik uzayir oldugunu varsayalim. Burada, Q rastgele deneylerin
yapildigi 6rneklem uzay1; F, Q iizerinde alt kiimelerinin bir o-cebiri ve P, F iizerinde
bir olasilik olgusidir. X = {X,,t € T}, (Q,F,P) iizerinde tanmiml rastgele bir

degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirastyla asagidaki gibidir:
E(X) = [ X(w)dP(w)
Var(X) = E[(X — E(X))?]

L?(Q,F,P), Q iizerinde kare integrallenebilir rastgele degiskenlerin Hilbert uzayim

gosterir ve
L*(Q,F,P) ={X: Q- R: [ |X(W)|*dP(w) < oo}

bi¢iminde ifade edilir. {Y; };cr keyfi bir stokastik siire¢ olsun. O zaman,

12



Y, = E(Xy) + X,

E(X,) =0, Vt € T stokastik siireci merkezilestirilir. Burada, X, =Y; — E(X,).
Genellik kaybi olmadan, FDA’da merkezilestirilmis stokastik siiregler lizerinde

durulmaktadir.

2.1.5 Karhunen — Loeve Teoremi
X, 0 ortalamali kare siirekli stokastik bir siire¢ olsun. O zaman,

(0]

Xt =2xiei(t), VteT

L
burada, x; katsayilar x;(w) = [ +Xt(w)e;()dt ile hesaplanmaktadir. Ayrica,

1. E(x)=0, Vi€eN.
3. Var(x;) =4, VieN.

1, i=j

0, i %] ve (4, e;) dizisi Mercer Teoreminde

kosullar saglanmalidir. Burada, 6;; = {

tammlanir.  Yukaridaki denklem L?(Q,F,PP) uzayma diizgiin bir sekilde
yakimsamaktadir. Bu teorem ile smirli bir araliktaki L? uzaymmn elemanlari olan
ozfonksiyonlar herhangi bir stokastik siirecin, sonsuz dogrusal bir kombinasyonu
olarak temsil edilebilmektedir. Boylece, 06zfonksiyonlarin sonsuz dogrusal
kombinasyonu, temel fonksiyonlarin sonlu toplami olarak yazilabilmektedir. Yani,
(2.2) denklemindeki ¢, (t) temel fonksiyonlar ile ¢, katsayilar1 Karhunen — Loeve
teoremindeki 6zfonksiyonlar ve 6zdegerler ile yer degistirilerek elde edilmektedir
(Bosq, 2000; Ramsay ve Silverman, 2005; Brezis, 2010; Essomba, 2015; Kokoszka ve
Reimherr, 2017).
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2.2 Temel Acihmlar Icin Genisletme Teknikleri

FDA’da ilk adimda, gozlemlenen bir verinin fonksiyonel gbzlem olarak temsil
edilebilmesi i¢in 6rneklem egrilerini fonksiyonel forma doniistiirmek gerekmektedir.
Orneklem egrilerinin, kare integrallenebilir fonksiyonlarin L?(T) Hilbert uzayna ait
olan X = {X(t): t € T} stokastik bir siire¢ oldugunu varsayalim. O zaman, (2.1)’deki
denklem,

Xi(t) = cip(t), VteT,i=1,..,N (2.4)

bigiminde yazilmaktadir. Burada, ¢; = [c;q, -, cix]’ katsayilart agirligr olustururken
her bir ¢(t) = [¢p1(t), -, px(t)]" temel fonksiyonlarin vektorii olarak ifade edilir.

Denklemin matris gosterim sekli asagidaki gibidir:
Xi(t) = ®(t)c;, VteT (2.9)

$1(tin) - Px(tin)
d1(tiy) - P (tiy)
fonksiyonlarm bir /] X K boyutlu matrisidir (Ramsay ve Silverman, 2005; Essomba,
2015).

Burada, ®(t;) = her t; noktasinda degerlendirilen temel

Genisletmenin boyutu, K olarak tanimlanan temel fonksiyonlarin sayisina baghdir ve
sonsuz boyutlu uzaya ait oldugu i¢in sonlu boyutlu uzaya yansitilarak g¢alisilmasi
saglanmaktadir. Genisletmede temel fonksiyon sayisinin se¢imi FDA igin oldukca
dikkat ve &nem gerektiren bir durumdur. Ornedin, K sayisinin kiigiik olmasi
hesaplamada kolaylik saglamaktadir (Denizli, 2016). Fonksiyonel verilere
uygulanabilen pek ¢ok genisletme teknigi bulunmaktadir. Bu tekniklerden en sik

kullanilan iki temel agilim asagidaki gibidir:
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2.2.1 Fourier Temel A¢ilimi

Bir T araliginda tanimlanan periyodik fonksiyonlar i¢in en uygun temel, ¢ ’larin

Fourier temeli aldig1 bi¢im olup asagidaki gibidir:

Bo(D) = = ¢, () =SBV csw) KoL
0 _\/T’ 2r—1 - (—T/Z ) 2r - ;—T/Z ) - L ) )

Burada, K temel fonksiyon sayisidir ve Fourier temeline gore hesaplama yapmak igin
K tek say1 olmalidir. Frekans w, T = 2m/w araliginin periyodunu ve uzunlugunu
belirler. ¢(t) fonksiyon vektorii, t;, j =1,--,] icin ayrik zaman noktalarinda

degerlendirilen  ¢(t) = [¢po(t), P1(t), P, (L), -+, ¢ (t)]" formuna  sahiptir
(Beyaztas ve Shang, 2020a).

Fourier temel agilimi, giiglii yerel 6zelliklerin olmadigi ve egriligin her yerde ayni
diizende devam etme egiliminde oldugu durumlarda son derece kullanislidir. Bu temel
acilim periyodik oldugu i¢in uzun zaman serilerinde hesaplama verimliligi acisindan
kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle esit aralikli ve periyodik yapilarda bu temel

genisletme teknigi tercih edilmelidir (Ramsay ve Silverman, 2005).

2.2.2 B-Spline Temel Acilim

De Boor (2001) tarafindan gelistirilen B-Spline temel fonksiyonlari, periyodik
olmayan veriler igin tercih edilen ayni zamanda daha az sayida fonksiyon sayisi
gerektiren durumlarda kullanilabilmesi ve hizli hesap edilebilmesinden dolay1 oldukga
avantajli bir genisletme teknigidir (Ramsay ve Silverman, 2005; Hovarth ve
Kokoszka, 2012). Spline temeller, kesme noktalarinda diizgiin bir sekilde baglanan ve
her aralikta m mertebeden bir pargali fonksiyondur. Burada, belirtilen sayida kesme
noktasi belirtilen siradaki spline fonksiyonlarinin dogrusal kombinasyonlar1 seklinde
ifade edilir. Baska bir deyisle, T = {ty, ***, Tyn+1}, temelin tanimlandig1 T araligi, m alt
araligin (diigiim) bir kesme noktalar1 dizisini, 7, < 7, < -- < T, gOstersin. Bu

durumda, k’inc1 B-Spline temel fonksiyonu,

¢r(t) = Bym(t)
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olarak tanimlanir. B-spline tabanli fonksiyonlar olusturmak igin, diigiim dizisinin
[To, T ] sinirlarinin disinda fazladan diigiimlere ihtiyag vardir. -+ < 7_4 < 79 < 71 <
o < Ty < Tpgr < oo esitsizligi arttirllmis diiglim dizisi olarak tanimlanir ise sabit B-

Spline temeller asagidaki gibi tanimlanir:

1, 7 <t < Tpqq
0,diger durumlarda

By .(t) = {

Bu fonksiyonlara Haar temel fonksiyonlar olarak da isimlendirilmektedir. Sabit B-
Spline agilimlar yardimiyla, yiiksek mertebeden B-Spline temeli asagidaki 6zyineleme
yoluyla elde edilmektedir:

— T Tiem —

Bim(t) = Bim-1(t) + Bis1m-1(t), tET,m =2

Tk+m—1 - Tk Tk+m F— Tk+1

B-Spline temel fonksiyonlarin sayisi, mertebesine ve diigiim sayisina baghdir. Bu

teknigin temel avantaj1 esnek ve hizli hesaplanmasidir (Beyaztas ve Shang, 2020a).

2.2.3 Diger Faydah Temel Acilimlar

Literatiirde onemli bir dizi bagka temel agilimlar da yer almaktadir. Son yillardaki
farkli durumlar beraberinde veri analizinde farkli temel agilimlarin kullanimini
gerektirmektedir. Ornegin, matematiksel olarak olduk¢a biiyilk ve karmasik bir
yapimin meydana gelmesinden dolay1 Fourier serisinin frekansa 6zgii yaklasik giiciinii
ve spline temel acilimlarin zaman veya uzamsal olarak yerellestirilmis 6zellikleriyle
birlestiren dalgaciklar olusturulmaktadir. Ayrica, bazi basit temel agilimlara da ilginin
son derece 6nem kazandigi goriilmektedir. Bu diger faydali temel agilimlar, dalga
tabanli temel agilim, Gaussian radyal temel agilim, sabit temel ac¢ilimi, istel temel
acilim, gili¢ temel acilimi, polinom temel acilimlari, ¢gokgen (poligonal) temel acilimi,
adim-fonksiyon temel a¢ilimi, tek terimli temel agilim, ampirik ve tasarimci temel

acilimlarindan olusmaktadir (Ramsay ve Silverman, 2005; Ramsay ve dig., 2009).
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3. FONKSIYONEL DOGRUSAL REGRESYON

Bu boliimde, Fonksiyonel Dogrusal Regresyon (Functioanal Linear Regression, FLR)
ile ilgili modellerden ve ilgili parametre tahmin yontemlerinden bahsedilecektir.
Bilindigi tizere klasik istatistikte degiskenler arasinda dogrusal bir iliski kurmak ve bu
iliski ile onkestirimler elde etmek dogrusal regresyon ile ger¢eklesmektedir. FLR ile
birgok analizde oldugu gibi veriyi fonksiyonel forma doniistiirerek analiz
yapilmaktadir. Klasik dogrusal regresyondaki amag gibi FLR, degisimin ne kadarinin
diger degiskenler tarafindan agiklanabilecegini gbz 6niinde bulundurarak, bir skaler ya

da fonksiyonel yanitin degiskenligini kesfetmeyi amaglar.

3.1 Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modelleri

Standart dogrusal regresyon modelinde bagimli ve bagimsiz degisken(ler) skaler
degerlere sahip iken Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modellerinde (Functional
Linear Regression Models, FLRM) bagimli ve/veya bagimsiz degiskenlerinin
fonksiyonel olma durumlarina goére ti¢ farkli regresyon modeli tanimlanmaktadir ve

bu modeller sirasiyla asagidaki gibidir:

3.1.1 Skaler - Fonksiyon Dogrusal Regresyon Modelleri

Skaler — Fonksiyon Dogrusal Regresyon modeli (Scalar on Function Regression
Model, SoFRM) bagimli degiskenin skaler, bagimsiz degiskenin fonksiyonel
degerlerden olustugu bir modeldir. Daha agik bir sekilde ifade edersek, {Y;, i =
1,---,N}, skaler yanitlarin bir N-vektori ve T, tlizerinde tanimli {X;,,(t), m =
1,---,M}, M-fonksiyonel Ongoriiciiler olsun. X;,,,(t), fonksiyonlari, genisletme
teknikleri kullanilarak elde edilmektedir. O zaman, bir SOFRM asagidaki gibidir:

Yi =B+ Z fxim(t)ﬁm(t)dt +&, Viom (3.1)
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Burada, B,, orijini ayarlayan olagan kesme terimidir, £,,(t) katsay1 fonksiyonlaridir
ve g;, 0 ortalama ve ¢/ varyans ile bagimsiz ve normal olarak dagilan hata terimleridir.

X;m (t) fonksiyonel tahmin edicileri ise su sekilde ifade edilmektedir:

Km
Xim(t) = Z Comk Pmic () = €l P (0), Vt €Ty (3:2)
k=1

Ayrica S, (t) katsay1 fonksiyonlari,

Km

Bu® = Y by = bptp(®),  veer, (@I
=1

bigiminde verilebilir. Burada, Kfl temel fonksiyonlart {1 (¢), -+, % 5(8)}

dogrusal kombinasyonlari ile temsil edilmektedir. (3.1) denkleminde (3.2) ve (3.3)

denklemleri yerine yazilarak asagidaki sonug elde edilmektedir:

M
fi=fo+ ) | hubm@OWEObpde + 2
m=1

M
= fo+ ) chulibu + & (3.4)
m=1
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Burada, ](m) [ PmOPL(D)dt, KX X K 4 capraz ¢arpim matrisidir. Denklem (3.4)

matris formunda asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

Y=ZB+¢€ (3.5)
Burada,
1 M
z7 1 11]() C1M]( )
Z = . = : *

zy 1 CNl](l) CNM](M)

Bo

B = b}

by

Y, N x1 vektorli skaler yantlar vektorii, Z, fonksiyonel ortak degiskenlerin
N x (XM _, KX + 1) boyutlu matrisi ve B, fonksiyonel katsayilarin (Z%zl K,,B1 + 1) X

1 boyutlu vektorii ve €, N X 1 boyutlu hata terimleri vektoriidiir.

3.1.2 Fonksiyon — Fonksiyon Dogrusal Regresyon Modelleri

Bir diger FLR modellerinden biri de hem yanitin hem de aciklayici degiskenlerin
fonksiyonel oldugu dogrusal regresyon modelidir (Function on Function Regression
Model, FOFRM). Diger bir deyisle, i = 1,--+, N i¢in Y;(t) fonksiyonel yanitlar ve m =
1,+-+, M igin X;,,(s) fonksiyonel tahmin ediciler olsun. Burada, s € S ve t € T reel
dogru tizerinde kapali ve sinirli araliklar olarak tanimlanir. Bu durumda, fonksiyonel

yanitlar ve tahmin ediciler arasindaki fonksiyonel iliski asagida verildigi gibidir:
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M
Y:(t) = Bo(t) + Z inm (8)Bm (s, t)ds + &;(t),Vs € S,Vt e T  (3.6)
m=1

Bo(t) sabit fonksiyonu, B,,(s, t) yaniti m'inci tahmin ediciye baglayan iki degiskenli
katsay1 fonksiyonu ve ¢;(t) hata fonksiyonlaridir. Fonksiyonel tahmin ediciler X;,,(s)

ve fonksiyonel yanitlar Y;(t) sirasiyla su sekilde ifade edilmektedir:

Km
Xin(5) = ) iy (5) = T (), VS €S (37)
j=1
Ky
(O = ) duth(6) = AP(o), veeT (38)
k=1

Benzer sekilde, iki degiskenli katsay1 fonksiyonu ise su sekilde tanimlanir:

Bn(5) = D bnjebms(Di(®) = PROBmdb(©) (39
Jjk

Burada, B, K; X K, boyutlu katsayr matrisidir. (3.6)’daki FOFRM’yi sirasiyla

asagidaki sekilde merkezilestirerek,

X;m(s) = Xim(s) - Xim(s)

= Cin@(s) — Cin(s)
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= ¢, (o) (310
I () =Y -
=di (@) - di ()
- (3.11)

(3.6) denklemi asagidaki gibi elde edilir:
M
B =Y [ KinBn(s,0ds + &0 (312)
m=1

(3.9), (3.10) ve (3.11) denklemlerinden yararlanarak, (3.12) denklemi asagidaki

bicimde elde edilir:
M
AP =Y. [ pEPREBup@ + (0
m=1

M

= chad pmButh (@ + £ (0

=z BY(t) + & (t) (3.13)

Burada, z; = (1, Chudou) [XM_1 K] boyutlu bir vektordiir, Jgm =
Jp()pT (s)ds Kp, x K, boyutlu matrisi ve B = (B4, -+, By)” bir (Xm-1 K5 X K,))
boyutlu matristir. Yukaridaki tim bilgiler géz oniline alinarak tiim gozlemler igin

FoFRM matris bi¢ciminde asagidaki gibi yazilabilir:
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DY(t) = ZByY(t) + E(t) (3.14)

Burada, D bir N x K,, boyutlu matris ve Z bir N x (X;1-; K7) boyutlu bir matristir
(Ramsay ve Silverman, 2005; Beyaztas ve Shang, 2020b).

3.1.3 Fonksiyon — Skaler Dogrusal Regresyon Modelleri

Bir diger FLRM olarak tanimlanan Fonksiyon — Skaler Regresyon Modeli (Function
on Scalar Regression Model, FOSRM) bagimsiz degiskenleri skaler, bagimli degiskeni
fonksiyonel degerlerden olugan bir modeldir. Bir FOSRM modelinde Y;(t), T tizerinde
tanmimli N boyutlu fonksiyonel bir yanit ve X;,,(t), M boyutlu skaler tahmin ediciler

olsun. Boylece, bu model asagidaki gibi ifade edilir:

Yi(t) = Bo(t) + Xie1 XimPBm(t) +&(t), tE€T (3.15)

Burada B,,(t), M + 1 boyutlu katsayilar vektoriidiir ve €;(t), X'ten bagimsiz bir sifir
ortalamali rastgele bir hata fonksiyonudur. B, (t) fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

K
B (®) = D Bic i = BV (3.6)
k=1

Burada, ¥,y = (V1> Ymu)T bicimindedir. O zaman, (3.16) denklemi kullanilarak
(3.15) denklemi asagidaki gibi de verilebilir (Chen ve dig.,2016; Cai ve dig., 2022):

M K
Bi(®) = Bo(O) + D Xim ) Bk (O + ()

m=1 k=1
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M
= Bo(O) + ) XonBhm +&:(0) (3.17)
m=1

(3.17) denklemi matris bigiminde asagida verildigi gibi yazilabilir:

Y=Zy+e€ (3.18)

3.2 Tahmin Yontemleri

Bu bolimde, hem bagimli hem de bagimsiz degiskenlerin fonksiyonel oldugu (3.14)
denkleminde verilen regresyon modeli igin parametre tahmin yontemleri tizerinde

durulmustur. Bu tahmin yontemleri sirasiyla asagidaki gibidir:

3.2.1 En Kiiciik Kareler Yontemi

B katsay1 matrisini tahmin etmek i¢cin Ramsay ve Silverman (2005) tarafindan LS

yontemi hata kareler toplamini en aza indirmekten olusan standart bir yaklagimdir.

>

M 2
B =) [ Xin()n(s0) ds] dt
m=1

= [ i{(pw(©) - 2BY(©) (P (©) - 2BY(©) } e

- [ i@ - 2BV O @ - 2B dt

= iz{(D - ZB)],(D — ZB)"}
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= iz{DJ,D" — DJ,B"Z" — ZBJ,D" + ZB] ,B"Z"}

= iz(DJ,D") — 2iz(BJ,D"Z) + iz(2"ZBJ ,B") (3.19)

Daha sonra, (3.19)'da verilen denklemin B'ye gore tiirevi alinip sonucun sifira

esitlenmesiyle B'nin LS tahmincisi su sekilde elde edilir:

vec(B) = (J, ® ZTZ)_lvec(ZTD]#,) (3.20)

vec(@), Bnin CM_, KX) x K, boyutlu siitun vektoriinii ve & Kronecker ¢arpimim

ifade eder.

3.2.2 En Cok Olabilirlik Yontemi

Bir diger fonksiyonel regresyon modelinde parametre tahmini i¢in kullanilan yontem
ML yontemidir. (3.13) denklemindeki modelde &;(t) hata fonksiyonlarimin temel

fonksiyonlarin dogrusal kombinasyonu ile temsil edilmesi i¢in,
Ky
() = Z eqa P (t) =elP(b) (3.21)

k=1

denklemi tanimlanirsa, (3.13) asagidaki gibi temsil edilebilir:
diP(t) = z[BY(t) + e[ P(t) (3.22)

T
Burada, e; = (eil, ---,el-Ky) bagimsiz ve 0 ortalama vektor, £ varyans - kovaryans

matrisi ile ayn1 normal dagilima sahip K, boyutlu bir vektordiir.

(3.22) denkleminin her iki tarafi T (t) carpilip ardindan T uzay: iizerinde integrali

alindiginda bu denklem yeniden su sekilde yazilabilir:
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Jdip@OP" (&) = [z BpOP" (1) + [ e p(O)P'(t)
di], =z B],+el]y (3.23)
Eger ], tekil olmayan bir matris ise,
dT =z'B+ el (3.24)

denklemi elde edilir. Elde edilen (3.24) denklemi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

ise su sekilde yazilabilir:

1 1 _
f(Y;|0) = o g2 exp {— > (d; —B"z)"x"(d; - BTzi)} (3.25)

Burada, 8 = {B, X} dir. Boylece, (3.25) denkleminin logaritmasi alinip diizenlenmis
hali asagidaki gibi elde edilir:

l(y|0) = —%logIZI - %iz{Z‘l(D —7B)"(D — ZB)} (3.26)

Yukaridaki denklemin B ve X parametrelerine gore tiirevi alinip 0 esitlendiginde,

parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri sirasiyla su sekilde elde edilmektedir:
_ ~ 1 ~ ~
B=(2'2)2'D, £=5(D-2B) (D-2B) (3.26)

3.2.3 Cezalandirilmis En Cok Olabilirlik Yontemi

LS ve ML yontemleri bazen kararsiz tahmin ediciler iiretmektedir. Bu nedenle, ortaya
atilan bir diger yontem maksimum cezali olabilirlik yontemidir. (3.25)’de verilen
istatistiksel modelden, cezalandirilmis log — olabilirlik fonksiyonu su sekilde

verilmektedir:

25



10(6) = L(¥]6) — i2(B" (A, © B} (3.27)

Burada A,;, A;,---,4, dizgiinlestirme parametrelerinin (XX _; KX) x &M _, KX)
T

boyutlu bir matrisi ve Ay = A, 4%, 4, = (\//1_11%,---,,//1,\412;&) "dir. Q, pozitif

yart tanimh (XM _ KX) x (EM_, KX) boyutlu bir matris ve ©, Hadamard ¢arpimidir.

(3.28) fonksiyonunun B ve X parametrelerine gore tiirevi alinip 0’a esitlenmesiyle

maksimum cezali olabilirlik tahmin edicileri sirasiyla asagidaki gibi verilir:

-1
vec(B) = (f—l ®Z'Z + NIx, ® (Ay © ﬂ)) (27 ® Z")vec(D)
(3.28)

o 1 _ _
£=+(D-2B) (D-2B)

Ayrica, D'nin cezalandirilmis en ¢ok olabilirlik tahmincisi ise asagida tanimlandigi
gibidir:

vec(D) = vec(ZB)
(3.30)
= S, vec(D)

-1
Burada Sy = (IKy R z) (2-1 ®Z'Z+ NIy, ® (Ay © Q)) (E1r®2z"),

vec(D) igin bir sapka matrisidir. Maksimum cezal1 olabilirlik tahmincisi 8 = {ﬁ, f}
(3.25) denkleminde yerine koyularak asagidaki olasilik yogunluk fonksiyonu elde
edilir (Matsui ve dig., 2009; Essomba, 2015; Beyaztas ve Shang, 2020a):

1 AT, \§-1 BT
f(¥;|6) = _E(di ~B7z,) £7'(d; - B Zi)} (3.31)

— exp{
(27T)K3’/2|Z|1/2
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4, FONKSIiYONEL DOGRUSAL REGRESYON MODELINDE KISMi EN
KUCUK KARELER YONTEMI UZERINE YENi YAKLASIMLAR

Bu bolimde, I tizerinde tamimli yanit degiskeni skaler bagimsiz degiskenleri
fonksiyonel yapidaki dogrusal regresyon modeli (SOFRM) tizerinde durulacaktir. Bu
calismada, SOFRM tahmininde fonksiyonel kismi en kiigiik kareler FPLS yonteminin
hesaplama hizin1 ve sayisal kesinligini gelistirmek icin hibrit iki FPLS regresyon
yontemi onerilmektedir. Onerilen yontemlerde, sonsuz boyutlu fonksiyonel
tahminciler ilk 6nce bir temel genisletme yontemi kullanilarak sonlu boyutlu bir uzaya
yansitilir. Daha sonra, fonksiyonel tahmin edicilerin temel katsayilari {izerinde skaler
yanitin regresyon problemini tahmin etmek i¢in Manne (1987) tarafindan tanitilan
Bidiagl ve Bidiag2 olmak iizere iki PLS algoritmas: ele alinarak, tahmin edicilerin
deflasyon adimlarini gerektirmeyen Bidiagl ve Bidiag2 algoritmalari Krylov alt
uzayima dayandirilir. Bu nedenle, SIMPLS ve NIPALS algoritmalarindan hesaplama
acisindan daha hizlidirlar. Ornegin, Zhou (2021), fonksiyon - fonksiyon regresyon
modeli i¢in Krylov alt uzayma dayali FPLS yonteminin hizli bir uygulamasini1 6nermis
ve onerilen Krylov alt uzay tabanli FPLS yonteminin mevcut FPLS yontemlerinden
hesaplama hiz1 agisindan daha iyi performans sergiledigini gostermistir. Bidiagl ve
Bidiag2 algoritmalari, hem puan hem de yiikleme vektorlerinin tam yeniden
ortogonalizasyonunu igermektedir ve bu nedenle sayisal kesinlik i¢in hem gerekli hem

de yeterli kabul edilmektedir (Bjorck ve Indahl, 2017).

H, [ i 2dt < oo saglayan sinirl ve kapali I, f : I — R araliginda tanimlanan kare
integrallenebilir ve reel degerli fonksiyonlarin ayrilabilir bir £,(I) Hilbert uzayini
gostersin. {Y € R, X € L,(I)} kitlesinden rastgele bir 6rnek {Y;, X;(t):i =1,---,n}
diistinelim. Burada Y, skaler degerli bir yamit degiskeni ve X, H'de tanimlanan
elemanlarla £, siirekli stokastik bir siirectir. Genellik kayb1 olmaksizin, hem Y hem
de X(t)'nin ortalama-sifir siiregler oldugu varsayilir. Yani, E[Y] = E[X (t)] = 0 ve
I € [0,1]°dir. Boylece, Y ve X (t) arasindaki iligkiyi arastirmak i¢in kullanilan SoOFRM

asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

27



v = x@pwde+: 1)
0

Burada, B(t) € £,[0,1] regresyon parametresi fonksiyonudur ve &, sifir ortalama ve

o2 varyansi ile normal dagilima sahip rastgele hata terimidir.

Model (4.1)’de, [(t) sonsuz boyutlu bir uzaya ait oldugu i¢in SB(t) regresyon
parametre fonksiyonunu tahmin etmek olduk¢a zor bir durumdur. S(t)'yi tahmin
etmek i¢in LS yonteminin kullanilmasinin, asagidaki gibi integral Wiener - Hopf

denklemine yol agtig1 iyi bilinmektedir:

1

E[Y X(£)] = f E[X(O)X()](s)ds 4.2)
0

Burada, X(t)'nin kovaryans operatorii genellikle tersinir olmadigi ic¢in koti
tasarlanmis bir problemdir (Aguilera ve dig., 2016). (4.2)'deki ters problemi verimli
bir sekilde ¢ozmek igin birkag yontem Onerilmektedir. Bu yontemlerdeki ortak amag,
boyut kii¢iiltme yaklasimimin uygulanmasidir. Bu yaklagimla beraber, fonksiyonel
tahmin edici ve regresyon katsayis1 fonksiyonu ilk once bir temel fonksiyon agilimi
yoluyla sonlu boyutlu bir uzaya yansitilmaktadir. Daha sonra, temel genigletme
katsayilarinin vektorii {lizerindeki skaler tepkinin regresyon modeli, fonksiyonel
tahmin edici tlizerindeki skaler tepkinin regresyon problemine yaklagmak igin

kullanilmaktadir.

(4.1)'deki SoFRM i¢in FPLS yoOntemi, fonksiyonel tahmin edicinin dogrusal

fonksiyonelleri olarak ortogonal bilesenleri asagidaki gibi tiretmektedir:

n = fo X(Ow(t)dt
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Burada w(t) € £,[0,1], skaler yanit ile fonksiyonel tahmin edici arasindaki kare
kovaryansi optimize ederek elde edilen FPLS bilesenlerini tanimlayan bir FPLS agirlik

fonksiyonu olup asagidaki gibi verilebilir:

argmax Cov? <f 1X(t)w(t)dt, Y> (4.3)
0

w,llwl2=1

Cyx Ve Cyy, sirastyla X (t)'nin Y'ye katkisini ve onun ekini asagidaki gibi degerlendiren

capraz kovaryans operatoriinii gostersin:

Cyx:L5[0,1] » R, f Hj Cov?(X(t),Y)f(t)dt
0

Cxy: R L,[0,1], x » f(t) = xCov(X(t),Y)

X(t)'nin L, siirekliliginden, kendine es, pozitif ve kompakt bir operatér U = Cyy ©

Cyx olarak tanimlanmaktadir (Preda ve Saporta, 2005). U'nun spektral analizi,
Uw = Aw (4.4)

bigiminde verilir. (4.4)’deki denklemin bir ¢éziimiinii ortonormal FPLS agirlik
fonksiyonlart w(t) (6zfonksiyon olarak da adlandirilir) ile iligkili A ile gosterilen bir
dizi pozitif 6zdeger saglamaktadir. Buna gore (4.3)'te tamimlanan maksimizasyon

problemi su sekilde yeniden tanimlanabilir:

(Uw,w)
max
weL,[0,1] {w, w)

Aq ile verilen, yani Uw; = A;w; ile tanimlanan en biiyiikk 6zdegeriyle iliskili U
tarafindan iiretilen 6zfonksiyon wy(t) ile gosterilsin. Bdylece, n, ile gdsterilen ilk

FPLS bileseni asagidaki gibi tanimlanir:
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M= fo X(O)wi (t)dt

FPLS, yinelemeli bir yontemdir ve bu nedenle, sonraki FPLS bilesenleri yinelemeli
olarak hesaplanmaktadir. Yani, her h yinelemede, FPLS bileseni, 6nceki yinelemeden
cikarilan bilgiler dikkate alinarak hesaplanmaktadir. Daha agik bir sekilde ifade
edilirse, X, = X ve Y, = Y olsun. Ek olarak, X; ve Y, sirasiyla, h’inci FPLS bileseni
Ny, Uzerindeki Xp,_4'In dogrusal regresyonlarinin kalintilar1 ve 7, tizerindeki Y;,_, ile

asagidaki gibi gosterilebilir:

Xp(t) = Xp_1(t) — pp(t)Nn

Yn=Yh_1—cumn

Burada, py(t) = E[Xn—1 ()nn]/EMR] ve ¢y = E[Yn_1 (£)nn]/E[n7]. Boylece, h’inci
FPLS bileseni asagidaki hesaplanir:

1
M = f Xn_1(Owa(B)dt
0

Burada, wy,(t) € £,[0,1] olup h’inci FPLS agirlik fonksiyonu,

1
wy, = argmax Cov? <f Xn-1(©Ow(t)dt, Yh_1>
0

w,llwl?=1

biciminde verilir. Bagka bir deyisle, wy, (t) U,_1wy = Apwp'nin en biiylik 6zdegeridir.
Burada, Uy,_; = Clt o €y V’dirve Cf 1 ile Cll Y sirastyla, X, (t) ve Yj,_;'in apraz

kovaryans operatorleridir.
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4.1 Temel Genisletme Kullamlarak Regresyon Katsayis1 Tahmini

(4.1) denklemindeki fonksiyonel tahmin degiskeni X (t)'nin elemanlar1 sonsuz boyutlu
bir uzaya aittir. Bununla birlikte, uygulamada sonlu bir ayrik zaman noktalarinda
gozlemlenmektedirler. Bu nedenle, ayrik olarak gézlemlenen fonksiyonel tahmin
edicilerin elemanlarinin fonksiyonel formlari, SoOFRM'yi yerlestirmeden once ilk
olarak yeniden yapilandirilmalidir. Bu amagla yaygin olarak kullanilan pratik
yaklagim, bir dizi temel fonksiyon tarafindan yayilan sonlu boyutlu bir uzayda
fonksiyonel degiskenlerin sonsuz boyutlu formlarmma yaklasmaya dayanmaktadir
(Ramsay ve Silverman, 1997; Aguilera ve dig., 2016). Goreceli olarak ¢ok sayida K
temel genisletme fonksiyonu kullanan bu yaklagimla, fonksiyonel tahmin edici, temel
fonksiyonlar ¢ (t) € £,[0,1] ve taban katsayist a,'m dogrusal bir kombinasyonu

olarak asagidaki gibi ifade edilmektedir:
K
X(©) = ) awbi(d) = a'$()

k=1

Burada, a = [ay, -, ax]T dir. (4.4) denkleminden, FPLS agirlik fonksiyonlar1 ayni
¢(t) bazinda asagidaki gibi ifade edilmektedir:

K
W(0) = ) Wi di(6) = WEB®,  h=1
k=1

Burada wy, = [wyy, -, wik]”, temel genisletme katsayilarmin vektoriinii belirtir.
Ayrica, regresyon parametresi fonksiyonu S(t), ¢(t) bazinda asagidaki gibi ifade
edilmektedir:

K
B® = ) fudn() = BTb(®)
k=1
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Burada, B = [B1, -+, Bk]"-

P = fol P(t)PT (t)dt K x K boyutlu simetrik i¢ carpim matrisi olsun. ®*/2 de @'nin
karekokiinii gostersin. Preda ve Saporta (2005) ve Aguilera ve dig. (2016), X(t)
tizerindeki Y'nin FPLS regresyonunun, rastgele tasarim matrisi A = (®)7 a iizerindeki
Y'min PLS regresyonuna esdeger oldugunu, bodylece PLS algoritmasinin her h
adiminda her iki yaklasimin da ayn1 PLS bilesenleri iirettigini gostermislerdir. FPLS
algoritmasinin h’inci adiminda, temel genisletme katsayilar cinsinden FPLS agirlik

fonksiyonu wy, (t) asagidaki gibi elde edilmektedir:
wy = (@)W,

Burada wy,, (4.4) denklemine benzer sekilde,

bigiminde tanimlanip, en biiyiik 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir ve Cp_1 (j, k) =
Cov(ap—_1,;Yn—1)Cov(an-1x¥n-1), jk €1,-+,K girisli K x K boyutlu matristir.
Bagka bir deyisle, FPLS agirlik fonksiyonu w(t), asagidaki o6zdeger/0zvektor
problemine dayali olarak temel genisletme katsayilarinin sonlu boyutlu uzayinda elde

edilmektedir:
Cho1®w =Aw, weR?P (w,ow)=1

Yukarida sunulan sonuglar, X (t) tizerindeki Y'nin FPLS regresyonunun sonlu boyutlu
probleminin, A tahmincisi ve metrik @ ile sonlu boyutlu PLS regresyonuna
indirgenebilecegini gostermektedir. T, Y'nin A lizerindeki PLS regresyonundan elde
edilen birinci h PLS bilesenlerinin matrisini gostersin. Boylece, (4.1) modelinin ilk h

PLS bilesenleri cinsinden yaklasik formu asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
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Pn = 1Won + Thin = 19on + APB,

Burada 7,,, tahmini kesisme noktasidir; ¥, Y'nin T, iizerindeki regresyonunun
tahmini parametre vektoridir; B, = [Bni, -+, Prx]” temel katsaymin tahmin

vektoriidiir ve asagidaki gibi hesaplanmaktadir:
Bn = (®7/)TVp,

Burada, V = [Wy, -+, W,]" bicimindedir. Son olarak, regresyon parametre fonksiyonu

Br(t) asagidaki gibi tahmin edilmektedir:

Ba(® = > Buchic®
k=1

4.2 Cift Kosegenlestirme ve PLS

Model (4.1)'i kestirmek igin Onerilen tim mevcut PLS yaklasimlari, PLS
algoritmalarina, yani SIMPLS ve NIPALS'e dayanan iki iyi bilinen sira azaltic
ortogonal projeksiyonlardir. Bu iki algoritma, tahmin edicinin deflasyon adimlarini
gerceklestirdigi i¢cin hesaplama acgisindan uygun olmayabilirler. Modelde birgok
fonksiyonel tahmin edici kullanildiginda veya ayrik olarak gozlemlenen tahmin
edicilerin fonksiyonel formlarini yeniden olusturmak icin bir¢ok temel genisletme
fonksiyonu K kullanildiginda uygulanabilirlik olmaz. Bu problemin iistesinden
gelmek i¢in bu boliimde, Bjorck ve Indahl (2017) tarafindan 6nerilen Golub - Kahan
(1965) ¢ift kosegenlestirmesine (Bidiagl ve Bidiag2) dayali iki alternatif algoritma ele

alinmistir.

SoFRM'nin (4.1) modelindeki PLS yaklasimi i¢in asagidaki dogrusal LS problemini

ele alalim:

33



min||AB —Y|,, A€ R™ Y eR" (4.5)

AT, A’nin sozde tersini gostersin. O halde, BT = ATY, (4.5) denklemi ile verilen
minimizasyon probleminin benzersiz LS ¢oziimidiir. Bjorck (2014) de benzer sekilde,
(4.5) denklemi ile verilen probleme iliskin PLS yaklasimlar1 B,, (yaklasik m’inci PLS

¢Oziimleri) i¢in asagidaki alt problemi ele almistir.
minl||AB,, — Y|, By € X, (ATA,ATY),h = 1,2, (4.6)

Burada, K,,(ATA,ATY) = span{ATY,(ATA)ATY,---,(ATA)" 1ATY} Krylov alt
uzaylarin1 gosterir. 1 < m < H PLS bilesenleri i¢in, (4.6) ile verilen alt problemi tam
siraya sahiptir ve boylece, karsilik gelen PLS ¢ézimi B,, benzersiz bir sekilde
tanimlanmaktadir. Bjorck'un (2014) Lemma 2.1'i takiben, A'nin farkli sifir olmayan
tekil degerlerinin say1s1, Krylov alt uzay1 X, (AT A, Y)'nin m derecesine esittir ve B,,
PLS yaklasimi, sozde ters ¢oziim BT = ATY'ye esittir. U € R™" ve V € RK*K

sirastyla R™ ve RX igin ortogonal tabanlar olan kare matrisleri belirtirse, asagidaki
denklikler elde edilir:

AB=Y © UTAB
=UTY © UTAVV'B
= BZ = q

Burada, B = UTAV, z =VTB ve q = UTY’dir. Krylov alt uzay1 ise asagidaki gibi

tanimlanabilinir:
K (AT4,ATY) = VK, (B™B, Bq)

Regresyon parametresine PLS yaklagimi B,,, = V,,,z,,, esitliginin ¢oziimii olarak elde

edilmektedir. Burada z,,,

34



mln”BZ - q”ZI ze j(‘m(BTBI Bq)

bi¢giminde verilen alt problemin ¢6ziimiidiir.

Mevcut FPLS yontemlerinde (4.5) ile verilen minimizasyon problemini ¢6zmek igin
standart PLS algoritmalar1 kullanilmaktadir. Ornegin, NIPALS algoritmasi ele alinsi.
Ay = A ve Yy, =Y baslangic degerleri ile baslar. Boylece, NIPALS algoritmasi

asagidaki gibi tanimlanir:

vm = Azn—lym—l; vm — vm/”vaZIm = 1I2I o
Uy = A1V Uy = um/”umllz
(p77‘;11 Cm) = uTm(Am—l' Yin-1)

(Am' Ym) = (Am—l' Ym—l) — Uy (pZn: Cm)

Burada, u,,, v,, Ve p,, sirastyla puani, yiikleme agirhigini ve yiikleme vektorlerini
belirtir. NIPALS algoritmasinda, her adim ii¢ matris ve/veya vektor carpmasi ve bir
matris deflasyonunu zorunlu kilmaktadir. Kayan nokta (flop) aritmetik islemleri géz
Oniine alindiginda (Bjorck, 2014), NIPALS algoritmasinin her adimi, PLS faktorii
bagsina 8nK flop gerektirmektedir; burada K, temel genisletme fonksiyonlarinin
sayisini ve n, gozlem sayisini belirtir. Algoritmada, u,, ortogonal projeksiyonlar,
onceki yinelemeden yani, modifiye edilmis Gram - Schmidt iliskisi yoluyla da ifade
edilebilen (4,,,Y,) = (1 — u,ul)(A,,_1, Ym_1)'den elde edilen verilerden

cikarilmaktadir. Algoritmadaki denklemler asagidaki gibi tanimlanabilir:

A=U,Pl +A,, Y=U,qu+Y,

Burada, dm = [qll'"fqm]T1 Py, = [pll'“'pm]T ve Un = [ulJ"'lum]T
bigimindedir. Buna gore, regresyon katsayisimn PLS yaklasim B,, = V1 z,, ile

verilir. Burada z,,,,
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(PZan)Zm =qm

Ur (Y — AV,,z,,) =0

denklemleri ¢oziilerek elde edilmektedir. B,, = UL AV,, = PI.V,, ist iki koseli

matristir ve asagidaki gibi tanimlanir:

O pz 63
Bm N 0 0 € RMxm (4.7)
| : : “ Pm-1 eml

Burada, B;,! geri ikame ile 2m floplarda ¢dziilen tam bir {ist liggen matristir. Elden
(2004) ve Bjorck (2014) tarafindan kanitlandig1 gibi, NIPALS, Krylov alt uzaylari i¢in
ortogonal tabanlar1 olusturan U,, ve V,, ortogonal matrislerini asagidaki gibi

tretmektedir:
RW,) = K, (ATA,ATY), R(U,) = K,,(AAT, AATY)
Ek olarak, asagidaki iliskilerin st iki koseli B,, igin gegerli oldugu gosterilmistir:
AV, =U,B,, ATU, =V, Bl +60,,,v.el

Burada, 6,, normallestirme sabitidir ve e,, m’inci yinelemede elde edilen hatayi

belirtir.

(4.1) modeline yaklasmak i¢in SIMPLS ve NIPALS yerine Bjorck ve Indahl (2017)
tarafindan Onerilen iki alternatif PLS algoritmasi (Bidiagl ve Bidiag2) ele alinmistir.
Yaklasim (4.1) modeli baglaminda, Bjorck ve Indahl'in (2017) yaklasimi, dikdortgen
A € R™X  matrisinin iki kogseli indirgenmesi i¢in dogrudan bir algoritma

saglamaktadir:
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urav =7 0] eRrm

Burada, B bir iist iki koseli matristir ve U, V Householder matrislerinin ¢iktilar: olarak
asagidaki gibi se¢ilmektedir (Golub ve Kahan, 1965; Bjorck, 2014):

U=F,Fxk1, V=D1 Dy

Burada, D = D! = DTyi saglayan Householder matrisleri, temel ortogonal (dikey)

yansiticilardir ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
D=1-2wo’, ||w|],=1

Burada w, Householder matrisidir. Householder matrisleri ile ortogonal doniisiimlere
dayali algoritmalarmn ideal kararlilik 6zelliklerini sagladigi kanitlanmistir (Higham,
2002; Byers ve Xu, 2008; Smoktunowicz ve Wrobel, 2012). Bu iki koseli indirgeme
yaklasimi, PLS yaklagimlarini elde etmek i¢in kolaylikla kullanilabilmektedir.

Baslangi¢ olarak, F,, uygulanirsa, A'nin ilk m siitunlar asagidaki gibi {ist iki koseli

forma indirgenmektedir:

F, - FAV, = [Bom], Vip =Dy D [16"] (4.8)

Burada, B,,, (4.7)'deki gibidir. Boylece, D,, 1 uygulandiginda, A'nin ayristiriimisg

formunun ilk m satirlar st iki kdsegen forma indirgenmektedir:
T — [P — Im
UmADl"'Dm+1 = [Bm 0]’ Um _?m"'?l[o] (49)

Burada, B,, = [Bm  Oms18m] € R™(™+D) picimindedir. (4.8) ve (4.9)'un transpozu

g0z Oniine alindiginda, asagidaki bagintilar gecerli olmaktadir:
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AV = U By (4.10)

ATUm = Vm+1§z;1 = VmBZn + 9m+1vm+le% (4.11)
Bidiag2 algoritmasi (m = 1) hesaplama ile baslamaktadir.

91171 == ATY

p1uy = Avy

Ardindan, (4.10) ve (4.11)'deki m’inci siitunlar1 esitleyerek, m > 2 igin degerleri

hesaplamak i¢in asagidaki yineleme algoritmasi kullanilmaktadir:

— AT
OmVm = A" U1 — P—1Vm-1

PmUm = AV — Ol _q

Burada, iist ¢ift kosegen B'nin m’inci satir1 olan normallestirme sabitleri p,,, ve 6,,
normallestirme kosullarindan elde edilmektedir, yani ||u,,|l, = [|lv,ll2 = 1. Bjorck
(2014), B,,'deki higbir ¢ift koseli 6genin sifir olmadigin1 kanitlamis ve ayrica, iKi
koseli indirgeme yoluyla olusturulan U,, ve V,, matrislerinin sirasiyla Krylov alt
uzaylann R(V,,) = X,,(ATA,ATY) ve R(U,,) = K,,(AAT,AATY) icin benzersiz
ortonormal tabanlar oldugunu belirtmistir. Matris formunda Bidiag2 algoritmasi

asagidaki gibi ifade edilmektedir:
Vm (961) = ATY
AV = UpBy, (4.12)

AU, =V B + 01 Vmsr €
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Burada, e; ve e,, R™de ilk ve m’inci temel vektorlerdir. Indahl (2014), A igin
yiikleme matrisi P,, = ATU,, oldugunu kanitlamistir. Ayrica, soldan U7, ile (4.12)

carpimy, B,,, = PLV,, biciminde iki kdseli matrisle sonuglanmaktadur.

Bidiag] algoritmasinda islem (m = 1) hesaplama ile baslamaktadir.

yiu; =Y

alvl = ATu1
Ardindan, m > 2 degerlerini hesaplamak i¢in asagidaki 6zyineleme kullanilmaktadir:

YmUm = AV 1 — QUi

— AT
AmVm = A Uy — VYmVm-1

Burada normallestirme sabitleri a,,, Ve ¥,,41 G alt iki koseli matrisin m’inci siitununun

elemanlaridir.

Bidiag2'ye benzer sekilde, Bidiagl algoritmasi matris formunda asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

Uni1(r1€1) =Y
AV, = UG,

T _ T T
AUy =VGym + dpp1Vmen

Bidiagl algoritmasindaki v, vektorleri Bidiag2 algoritmasinda sunulanlara esit
olmaktadir. Ote yandan, u,,, vektorleri Krylov alt uzay1 X,,,(AAT,Y) igin ortogonal
tabanli vektorlerdir (Elden, 2004; Bjorck, 2014; Bjorck ve Indahl, 2017).
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Bidiagl ve Bidiag2 algoritmalar tarafindan gergeklestirilen PLS'nin h-adimlarindan
sonra, regresyon katsayilart B,,V,, = z,, olarak elde edilmektedir. Burada z,,,
Bidiagl i¢in alt iki koseli sistemi ve Bidiag2 i¢in list iki kdseli sistemi asagidaki gibi

karsilamaktadir:

BnzZm = qm: GmZm = Qdnm

Bu iki koseli sistemler, geri iterasyon kullanilarak minimum hesaplama c¢abasiyla
¢oziilebilmektedir (Bjorck ve Indahl, 2017). NIPALS ve SIMPLS algoritmalarinin
aksine Bidiagl ve Bidiag2 algoritmalarinda A i¢in herhangi bir deflasyon yapilmaz.
Bunun yerine, geleneksel algoritmalara kiyasla hesaplama maliyetini azaltan yalnizca
vektor matrisi ¢arpimlari, yani AV ve AU kullanilir. NIPALS algoritmasinin aksine,
Bidiagl ve Bidiag2 algoritmalari adim basina 8(n —m)(K —m) flop gerektirir.

Burada m, PLS bilesenlerinin sayisin1 gdstermektedir.
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5. UYGULAMA

Bu boéliimde, birkag Monte - Carlo deneyi ve seker isleme verilerinin ampirik analizi
ile 6nerilen Bidiagl ve Bidiag2 tabanli FPLS yontemlerinin mevcut referans SIMPLS
ve NIPALS tabanli FPLS yontemleriyle hesaplama verimliligi ve sayisal hassasiyet
acisindan karsilagtirmasi yapilmistir. Bjorck ve Indahl (2017), Bidiagl ve Bidiag2
algoritmalarinin c¢aligmadaki sayisal analiz tarafindan onaylanan 6zdes sonuglar
tirettigine dikkat ¢cekmistir. Bjorck ve Indahl (2017), Bidiag2'nin biraz daha basit bir
uygulamaya sahip olmasi nedeniyle Bidiag2'nin Bidiagl'e tercih edilen alternatif
olabilecegi sonucuna varmistir. Bu nedenle, ¢alismada sadece Bidiag?2 tabanli FPLS
yonteminin sonuglari sunulmaktadir. Bu calismada ele alinan tiim sayisal analizler R
4.1.1 programi kullanilarak elde edilmistir. Onerilen ve mevcut yontemler igin rnek
bir R kodu Ek A kisminda yer almaktadir. Ayni zamanda, 6rnek R koduna
https://github.com/SemanurSaricam/SoFRM_FPLS adresinden ulasilabilir.

5.1 Monte — Carlo Deneyleri

Monte-Carlo deneyleri boyunca, basit bir SOFRM diisiiniiliir ve fonksiyonel tahmin

edicinin unsurlarini olusturmak i¢in asagidaki siire¢ kullanilir:

4

X®) = ) ade(), teol]

k=1

Burada, a~N(4,3k1/2) ve ¢, (t) = 4sin(kmt?) + cos(4kmt?). Regresyon

parametre fonksiyonu, asagidaki gibi bir kosiniis fonksiyonu kullanilarak olusturulur:
B(t) = 2cos(mt), te€[0,1]

Ardindan, yanit degiskeninin degerleri asagidaki gibi olusturulur:
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% =f X(ORM)dE + ¢
0

Burada, e~N'(0,1). Deneylerde, fonksiyonel tahmin edicinin elemanlari [0,1]
araliginda 1001 esit aralikli noktada iiretilir. Uretilen verinin ve parametre

fonksiyonunun grafiksel gosterimi Sekil 1'de sunulmaktadir.

B(t)

21 d o
©
=3
8 =
3]
T N o
s 3
3 & 1
£ « Q o
2 2
® = T
o |
0 g 3_ ﬁ_
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Index Grid point Grid point

Sekil 5.1 Olusturulan skaler yanitin (sol panel), fonksiyonel tahmin edicinin (orta
panel) ve regresyon parametre fonksiyonunun (sag panel) grafiksel gosterimi.

Yontemlerin sayisal kesinligini karsilastirmak amaciyla, fonksiyonel tahmin edici ve
skaler yanit degiskenleri i¢in n = 1000 gozlem ve K = [25,50,100, 250,500, 750]
kiibik B-spline temel fonksiyonlar, fonksiyonel gozlemleri temel genisletme
katsayilarinin sonlu boyutlu uzaymna yansitmak ic¢in kullanilir. Her K igin, sézde
rastgele 500 Monte-Carlo simiilasyon verisi iiretilir. Her simiilasyonda, Onerilen
yontemlerin sayisal kesinligini degerlendirmek i¢in ilk bes FPLS bileseni kullanilarak
asagidaki hata kareler ortalamasi1 (Mean Squared Error, MSE) ve entegre hata kareler

ortalamasi (Mean Integrated Squared Error, MISE) hesaplanir:

1000

1 A2
MSEsz(Yi—Yi)
1=
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MISE = fl[ﬁ(t) — B dt
0

500 Monte - Carlo simiilasyonu lizerinden hesaplanan ortalama MSE ve MISE
degerleri Cizelge 5.1'de sunulmustur. Sonugclar, Bidiag2 (ve Bidiagl) tabanli FPLS
yontemlerinin, NIPALS tabanli FPLS yontemiyle aynit MSE ve MISE degerlerini
trettigini gostermektedir. SIMPLS tabanli FPLS yoOntemi, diger yoOntemlerle
karsilagtirildiginda genel olarak daha kotii performans itiretmektedir. SIMPLS
yonteminin kararsizligi, baslangic vektorleri olarak daha yiiksek dereceli Krylov

vektorlerinin kullanilmasindan kaynaklanmaktadir (Bjorck ve Indahl, 2017).

Cizelge 5.1 Sayisal kesinlik karsilagtirmasi: Hesaplanan ortalama MSE ve MISE

degerleri.
Yontem
Kriter K SIMPLS NIPALS ve Bidiag2
25 1.0489 1.0189
50 1.0312 0.9760
MSE 100 0.9767 0.9655
250 0.9517 0.9474
500 0.7173 0.7173
750 0.7173 0.7173
25 0.7083 0.7083
50 0.7173 0.7172
100 0.7175 0.7175
MISE
250 0.7172 0.7172
500 1.0149 0.9909
750 1.0244 0.9950

Ayrica Bidiag2 (ve Bidiagl) tabanli FPLS yontemleri SIMPLS ve NIPALS tabanl
FPLS yontemleriyle hesaplama siireleri agisindan karsilagtirilmistir. Bunu yaparken

yontemlerin hesaplama siireleri sadece B-spline tabanli genisletme katsayilarinin
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sonlu boyutlu uzayinda yapilan hesaplamalar igin kaydedilir. Bunun nedeni,
fonksiyonel degiskenleri sonlu boyutlu uzaya yansitma siirecinin tiim yontemler i¢in
ayn1 olmasidir. Yontemlerin hesaplama siirelerini karsilastirmak i¢in ii¢ durum ele

alimustir:

Durum-1: n = 1000 ve h =5 sabitlenerek, yontemlerin hesaplama siireleri K =
[25,50,100, 250,500, 750] i¢in kaydedilir.

Durum-2: n = 1000 ve K = 500 sabitlenerek yontemlerin hesaplama siireleri h =
[1,5,10,25,50,100] i¢in kaydedilir.

Durum-3: h =5 ve K =500 sabitlenerek, yontemlerin hesaplama siireleri n =
[1000,2000,3000,4000,5000,10000] i¢in kaydedilir.

Tim yontemler ve durumlar i¢in kaydedilen hesaplama siireleri Sekil 5.2'de
sunulmaktadir. Bu sekil, n, K ve h nispeten kii¢iik oldugunda tiim yontemlerin benzer
hesaplama siirelerine sahip oldugunu gostermektedir. Ote yandan, Bidiag2 (ve
Bidiagl) tabanli FPLS yontemleri, [n, K, h] bilesenlerinden biri biiyiik oldugunda
SIMPLS ve NIPALS tabanli FPLS yontemlerinden daha az hesaplama gerektirir.
SIMPLS ve NIPALS algoritmalari, Durum-1 (K = 750 oldugunda) i¢in Bidiag2 (ve
Bidiagl) algoritmasindan ii¢ kat, Durum-2 i¢in (h = 100 oldugunda) Bidiag2'den (ve
Bidiagl) 5,4 kat daha fazla hesaplama siiresi gerektirir ve Durum-3 i¢in (n = 10000
oldugunda) Bidiag2'den (ve Bidiagl) 2,4 kat daha fazla hesaplama siiresi gerektirir.

Case-1 Case-2 Case-3

20
i

—o— SIMPLS
- & NIRALS
[+ Bidiag2

15
I

006 0.08

1.0
i

Computing Sme (seconds|
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L I h

0.0
I
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Sekil 5.2 K (sol panel), h (orta panel) ve n (sag panel) degerlerini artirmak igin
SIMPLS, NIPALS ve Bidiag2 tabanli FPLS y6ntemleri i¢in tahmini hesaplama
stireleri.
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Monte-Carlo deney sonuglari, 6nerilen Bidiag2 (ve Bidiagl) tabanli FPLS y6nteminin,
MSE ve MISE acgisindan kararli sayisal kesinlik tirettigini ve mevcut FPLS
yontemlerine kiyasla onemli Ol¢iide daha az hesaplama siiresi gerektirdigini
gostermektedir. FPLS yontemlerinin ¢ogunun, sayisal olarak kesin sonuglar
tiretemeyen SIMPLS'ye dayali oldugu gbz Oniine alindiginda, 6nerilen yontemlerin
SIMPLS tabanli FPLS yontemlerine uygun bir alternatif oldugu disiiniilebilir. Ek
olarak, Sekil 5.3'te sunulan hesaplama siireleri sonuglarina dayanarak, Onerilen
yontemler NIPALS tabanli FPLS yontemlerine daha hizli bir alternatif olarak kabul
edilebilir ve 6zellikle ultra yogun ve/veya ¢oklu fonksiyonel tahmin durumlari igin

onerilmektedir.

5.2 Seker Islem Verisi

Bu kisimda, Munck ve dig. (1998) ve Bro (1999) tarafindan aciklanan ve
http://models.life.ku.dk/Sugar_Process adresinde verilen seker islem veri seti
kullanilmistir. Seker, bu veri setinde tamponlanmamis suda ¢ézlindiirlilmiis ve ¢ozelti,
spektro - florometrik olarak o6l¢tilmiistiir. Emisyon spektrumlari, analiz edilen 268
seker numunesinin her biri i¢in yedi uyarma dalga boyunda (nm)
[230, 240, 255,290,305, 325,340] 275’den 560’a (toplamda 571 dalga boyu) 0.5
nm araliklarla olgtilmustiir. EK olarak, 268 seker numunesinden rafine sekerdeki
inorganik safsizliklarin sayisinin bir 6l¢iisii olan bir kalite parametresi olan "kiil
igerigi" florometrik olarak Ol¢ililmistiir. Daha sonra, Smaga ve Matsui (2018) ve
Gartheiss ve dig. (2013) bu veri seti iizerinde fonksiyonel regresyonda degisken se¢imi
izerine ¢aligmiglardir. Bu calismadaki amag ise, yedi fonksiyonel ongoriicii (farkl
uyarma dalga boylarinda elde edilen seker numunelerinin emisyon spektrumlari)
kullanarak kiil icerigini tahmin etmektir. Seker numunelerinin kiil igerigi ve emisyon

spektrumunun grafiksel bir gosterimi Sekil 5.3'te sunulmaktadir.
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Sekil 5.3 Uyarim dalga boylarinda [230, 240, 255, 290, 305, 325, 340] =
[X1(t), X2(t), X5(t), X4 (2), X5 (t), X6 (t), X ()] elde edilen 268 kil igerigi ve seker
numunelerinin emisyon spektrumlarinin grafiksel gosterimi.

Seker islem verilerindeki degiskenler ile asagidaki SOFRM'yi dikkate alinir:

560

Y = Zlfz Xm(®)Bm(t)dt, t € [275,560]

75

560
- j XT(OB()dt
2

75

Burada, X (t) = [X1(£), X2(£), X3(8), X4 (£), X5 (£), X6 (1), X, ()] ve B(¢t) =
[B1 (), B2 (8), B3 (1), B4 (1), Bs(£), Bs (1), B;(D)]". Bu veri kiimesi igin, yukaridaki
modeli tahmin etmede i¢in tiim FPLS yontemleri kullanilmis ve MSE degerleri, farkli
K ve h degerleri kiimeleri i¢in hesaplanmistir. Ayrica, her K ve h igin gecen siireler
kaydedilmistir. Sonuglar Cizelge 5.2'de sunulmaktadir. Sonuglara gore, Monte-Carlo
deneylerinde oldugu gibi, Onerilen Bidiag2 (ve Bidiagl) tabanli FPLS yo6ntemi,
NIPALS tabanli FPLS yontemine benzer MSE degerleri tiretmektedir. SIMPLS
tabanli FPLS yontemi, tim K ve h degerleri i¢in Bidiag2 ve NIPALS tabanli FPLS
yontemleriyle karsilastirildiginda 6nemli 6l¢iide daha kotii performans iiretmektedir.

Fonksiyonel tahmin edicileri yansitmak i¢in az sayida temel fonksiyon kullanildiginda
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(6rnegin, K = 10), SIMPLS tabanli yontem Bidiag2 ve NIPALS tabanli yontemlerden
3.43 (h = 15 oldugunda) ve 213.36 (h = 50 oldugunda) kat daha biiyilk MSE
degerleri tretir. SIMPLS tabanli yontemin tahmin performansi K arttik¢a artarken,
yine de Bidiag2 ve NIPALS tabanli yontemlerin tahmin performansindan ¢ok daha
kotii tahmin performansina sahiptir. Ornegin, K = 250 oldugunda, SIMPLS tabanli
yontem, Bidiag2 ve NIPALS tabanli yontemlerden 2.94 (h = 15 oldugunda) ila 3186
(h = 50 oldugunda) kat daha biiyilk MSE degerleri iiretir. SIMPLS algoritmasinin
sayisal kararsizligt Andersson (2009) ve Bjorck ve Indahl (2017) tarafindan da ifade
edilmis ve SIMPLS algoritmasimin kararsizligin nedeni, baslangi¢c vektorleri olarak
daha ytiksek dereceli Krylov vektorlerinin kullanilmasi olarak belirtilmistir. Goreceli
olarak daha diisiik tahmin performansiin yani sira, SIMPLS tabanli yontem ayrica
Onerilen Bidiag2 (ve Bidiagl) tabanli FPLS yonteminden hesaplama agisindan daha

yavastir. Onerilen Bidiag2 tabanli yéntem genellikle en hizli yontemdir.
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Cizelge 5.2 Seker islem verileri i¢in tiim PLS yontemlerinin hesaplanan MSE
degerleri. Kaydedilen hesaplama siireleri (saniye cinsinden) parantez i¢inde
verilmistir ve en hizli yontem/ydntemler koyu renkle isaretlenmistir.

K h Yontem
SIMPLS NIPALS Bidiag2
5 13.0601(0.002)  3.1774 (0.003)  3.1774 (0.002)
10 7.4927 (0.003)  1.9937 (0.007)  1.9937 (0.003)
10 15 5.9533 (0.009)  1.7325(0.010)  1.7325 (0.004)
25 88.6348 (0.010) 1.3863 (0.012)  1.3863 (0.005)
50 263.2891(0.015) 1.2340(0.019)  1.2340 (0.009)
5 16.4864 (0.003) 3.2498 (0.004)  3.2498 (0.003)
10 12.7225(0.004)  2.0418 (0.008)  2.0418 (0.004)
25 15 3.7031(0.007)  1.6610(0.011) 1.6610 (0.005)
25 18.7357 (0.013)  0.8592 (0.018)  0.8592 (0.008)
50 195.0939(0.026) 0.5022 (0.046)  0.5022 (0.017)
5 36.5621 (0.007) 4.0226 (0.007)  4.0226 (0.004)
10 8.9968 (0.010)  2.0560 (0.013)  2.0560 (0.007)
50 15 14.4892 (0.013) 15631 (0.019)  1.5631 (0.008)
25 17.2403 (0.019)  0.6636 (0.039)  0.6636 (0.010)
50 58.2207 (0.042)  0.0463 (0.080)  0.0463 (0.024)
5 40.6034 (0.011) 4.1210 (0.014)  4.1210 (0.007)
10 8.4830 (0.015)  1.9945 (0.032)  1.9945 (0.009)
100 15 1.7659 (0.024)  1.5066 (0.042)  1.5066 (0.015)
25 12.3059 (0.033)  0.4561 (0.068)  0.4561 (0.020)
50 0.7924 (0.081)  0.0005 (0.147)  0.0005 (0.061)
5 40.7240 (0.027) 4.1154 (0.034)  4.1154 (0.015)
10 10.0299 (0.038) 1.9839 (0.075)  1.9839 (0.022)
250 15 4.0632 (0.052)  1.3790(0.125)  1.3790 (0.029)
25 22.2482 (0.095) 0.2930(0.189)  0.2930 (0.041)
50 0.3186 (0.285)  0.0001 (0.432)  0.0001 (0.120)
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Ek olarak, [K,h] = [25,15] ve [K,h] = [250,50] iki durum i¢in gézlemlenen ve

uydurulan kiil icerigi degerlerinin (yani, (X(t),B(t)))’ye karsi Y) grafiklerinin

sonuglar1 Sekil 5.4'te verilmistir. Bu sekilde onerilen yontemler SIMPLS tabanli FPLS

yontemiyle karsilastirildiginda, onerilen yontemlerin kiil igerigi i¢in gelistirilmis-

uyumlu degerler iirettigini gostermektedir. NIPALS tabanli FPLS yontemi, onerilen

yontemlerden daha fazla hesaplama siiresi ile ayn1 sonuglart iiretir.
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Sekil 5.4: [K, h] = [25, 15] (birinci satir) ve [K, h] = [250, 50] (ikinci satir)
oldugunda (X (t), B(t)))'ye kars1 Y grafigi.
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Grafiklerde, siyah noktalar gbzlemlenen kiil i¢erigini, gri noktalar ise yontemlere gore

uygun kiil igerigi degerlerini gosterir. [K, h] = [250,50] (ikinci sira) durumunda,

NIPALS ve Bidiag2 tabanli FPLS yontemleri i¢in gozlemlenen ve uydurulan kiil

icerigi degerleri ortismektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

SoFRM, bir skaler yanit ile fonksiyonel 6ngoriicti/6ngoriiciiler arasindaki fonksiyonel
iliskiyi aragtirmak i¢in genel bir ¢erceve haline gelmistir. Bu modelin parametrelerini
tahmin etmek i¢in ¢esitli yontemler onerilmistir. Boliim 4'de tartigilan sayisal ve teorik
calismalar, FPLS dahil olmak iizere boyut kii¢iiltme tekniklerinin, mevcut diger
yontemlerle karsilagtirildiginda SoFRM'nin tahmininde parametre tahminleri ve
hesaplama siiresi acisindan gelismis sonuclar {irettigini gostermistir. Mevcut FPLS
yontemleri, 1yi bilinen iki algoritma olan NIPALS ve SIMPLS’ye dayanmaktadir. Bu
algoritmalar arasinda, NIPALS, modelde birgok fonksiyonel tahmin edici
kullanildiginda veya ayrik olarak go6zlemlenen tahmin edicilerin fonksiyonel
formlarin1 yeniden olusturmak icin ¢ok sayida temel fonksiyon kullanildiginda,
hesaplama agisindan miimkiin olmayabilir. Ote yandan, SIMPLS ise kararsizligi

nedeniyle parametre tahmininde diisiik performans iiretebilir.

Skaler - fonksiyon regresyonda regresyon katsayisi fonksiyonunu kararli ve verimli
bir sekilde tahmin etmek icin iki hibrit FPLS algoritmasi sunulmustur. Onerilen
yontemler, Bjorck ve Indahl (2017) tarafindan tanitilan yeniden ortogonallestirilmis
puanlar ve yiikleme vektorleri ile Bidiagl ve Bidiag2 algoritmalarina dayanmaktadir.
Onerilen yontemlerin sayisal kesinligi ve hesaplama verimliligi, bir dizi Monte - Carlo
simiilasyon caligmasi ve seker islem verilerinin kemometrik veri analizi yoluyla
degerlendirilmistir. Onerilen yontemlerin oldukc¢a kararli parametre ve model
uydurma tahminleri frettigi gosterilmistir. Sonuglar ayrica, mevcut FPLS
yontemleriyle karsilastirildiginda, oOnerilen yontemlerin 6nemli Olgiide daha az
hesaplama siiresi gerektirdigini gostermektedir. Sayisal analizlere gore, SIMPLS
tabanli FPLS ydntemi (en kararsiz) en kotii performans: sergilemektedir. Ornegin,
seker islem verilerinin analizinde, SIMPLS tabanli yontem diger yontemlere gore
2.94°den 3186 kat kadar daha fazla MSE degeri iretmektedir. Mevcut FPLS
yontemlerinin ¢ogu, sayisal olarak kesin sonuglar iiretemeyen SIMPLS'ye
dayandigindan, onerilen yontemler SIMPLS tabanli FPLS ydntemine uygun bir

alternatif olarak diisiiniilebilir.
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Boliim 4’te sunulan ¢alisma, diger FDA araclarina genisletilebilir. i1k olarak, dnerilen
yontemler, hem yanit hem de tahmin degiskenlerinin rastgele egrilerden olustugu,
fonksiyon - fonksiyon regresyon modellerini (FOFRM) tahmin etmek igin
kullanilabilir. Sonsuz boyutlu fonksiyon - fonksiyon regresyon modeli, ¢ok degiskenli
bir regresyon modeli ile yaklastirilir. SOFRM ile karsilastirildiginda, fonksiyon —
fonksiyon regresyon modellerinin tahmini, yanit degiskeninin birden fazla bileseninin
tahmin edilmesini gerektirdiginden genellikle daha fazla hesaplama siiresi gerektirir.
Onerilen yontemler, bu modeli mevcut yontemlerden daha verimli bir sekilde tahmin
etmek icin kullamlabilir. Ornegin, bu tiir modellerde, belirli bir fonksiyonel tahmin
ediciye yaklasmak icin K = 20 temel genisletme fonksiyonlar1 kullaniliyorsa,
fonksiyonel tahmin edicilerin ikinci dereceden ve etkilesimli etkilerini tahmin etmek
icin 20 X 20 = 400 tensor carpim bazinda genisletme fonksiyonlari kullanilir.
Ikincisi, fonksiyonel tahmin edicilerin kuadratik ve etkilesim etkilerine sahip FRM,
bir modelde tahmin edilmesi i¢in dnemli dl¢lide daha fazla temel katsay1 ve parametre
gerektirir (Usset ve dig., 2016; Fuchs ve dig., 2015; Luo ve Qi, 2019; Matsui, 2020;
Sun ve Wang, 2020; Beyaztas ve Shang, 2021). Bu nedenle, bu tiir modeller, tahmin
adiminda ana etki modellerinden ¢ok daha fazla hesaplama siiresi gerektirir. Onerilen
yontemler, bu tiir modellerin tahmin asamasinin hesaplama maliyetini azaltmak i¢in

kolayca bu modellere genisletilebilir.
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EKLER

EK A: R Fonksiyonunda Yazilan Simiilasyon Caligmasi
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EKA

library(‘'fda’)
library('expm’)
library(‘pracma’)
library('matrixStats’)
library(‘fda.usc’)

### auxilary_functions.R

## FPLS_projection

get_pls_mat = function(data, nbasis, rangeval){
n = dim(data)[1]
p = dim(data)[2]
dimnames(data)=list(as.character(1:n), as.character(1:p))
grid_points = seq(rangeval[1], rangeval[2], length.out = p)
bs_basis = create.bspline.basis(rangeval, nbasis = nbasis)
evalbase = eval.basis(grid_points, bs_basis)
innp_mat = inprod(bs_basis, bs_basis)
sgrt_innp_mat = sqrtm(innp_mat)
fdobj = fdPar(bs_basis, int2Lfd(2), lambda=0)

pcaobj = smooth.basisPar(grid_points, t(data), bs_basis, Lfdobj=NULL,
lambda=0)$fd

data_mat = t(pcaobj$coefs) %*% sqrt_innp_mat
return(list(data_mat = data_mat, sgrt_innp_mat = sgrt_innp_mat,

eval_base = evalbase))
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## Regressin_functions

reg_fun = function(Y, X, nbasis, npls, rangeval, method = c("simpls"”, "nipals",
"bidiagl", "bidiag2")){

Y = as.matrix(Y)
n=dim(Y)[1]
dmat = get_pls_mat(data = X, nbasis = nbasis, rangeval = rangeval)
matX = dmat$data_mat
if(method == "nipals"){
model_pls = nipalsN(X = matX, Y =Y, a = npls)

}else if(method == "simpls"){

model_pls = simpls(X = matX, Y =Y, a = npls)
}else if(method == "bidiagl"){

model_pls = bidiag1(X = matX, Y =Y, a = npls)
}else if(method == "bidiag2"){

model_pls = bidiag2(X = matX, Y =Y, a = npls)
¥
coef_pls = model_pls$bheta
fits = matX %*% coef_pls
bhat = dmat$eval_base %*% (solve(dmat$sqrt_innp_mat) %*% coef_pls)
return(list(fits = fits, bhat = bhat))

}

## NIPALS_with_normalization
nipalsN = function(X,Y,a){

W = NULL

T =NULL

P =NULL

q=NULL

for(i in 1:a){
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w = t(X) %*% Y
w =w / norm(w, type = "2")
W = cbind(W, w)
t=X%*%w
t=t/norm(t, type ="2")
T = cbind(T, t)
P = cbind(P, t(X) %*% t)
X =X -t %*% t(P[,i])
q=c(a, t(Y) %™% 1)
Y=Y-q[i]*t

}

beta = rowCumsums(t(t(mrdivide(W, triu(t(P) %*% W))) * q))[.a]

return(list(beta=beta))

¥

## Bidiag2_with_reorthogonalization
bidiag2 = function(X, Y, a){
B = matrix(0, nrow = a, ncol = 2)
w = t(X) %*% Y
w = w / norm(w, type = "2")
W=w
t=X%*%w
rho = norm(t, type = "2")
t=t/rho
T=t
B[1,1] =rho
d=w/rho
beta = d %*% (t(t) %*% Y)
for(i in 2:a){
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w =t(X) %*% t - rho * w
w=w - W %*% (t(W) %*% w)
theta = norm(w, type = "2")
w = w / theta
W = cbind(W, w)
t=X%*% w - theta * t
t=t-T%*% (t(T) %*% t)
rho = norm(t, type ="2")
t=t/rho
T = cbind(T, t)
B[(i-1),2] = theta
B[i,1] = rho
d = (w - theta * d) / rho
beta = cbind(beta, beta[,(i-1)] + d %*% (t(t) %*% Y))
}
return(list(beta=beta[,a]))

}

## Bidiagl_with_reorthogonalization
bidiagl = function(X, Y, a){

beta = NULL

B = matrix(0, nrow = a, ncol = 2)

gamma = norm(Y, type = "2")

t=Y /gamma

T=t

w = t(X) %*% t

alpha = norm(w, type = "2")

w =w / alpha

W=w

61



d=w

reg=0

rhobar = alpha

phibar = gamma

for(i in 1:a){
t=X%*% w - alpha * t
t=t-T%*% (t(T) %*% t)
gamma = norm(t, type = "2")
t =t/gamma
T = cbind(T, t)
w = t(X) %*% t - gamma * w
w=w - W %*% (t(W) %*% w)
alpha = norm(w, type = "2")
w = w / alpha
W = cbind(W, w)
rho = norm(c(rhobar,gamma), type = "2")
cos = rhobar / rho
sin = gamma / rho
theta = sin * alpha
rhobar = -cos * alpha
phi = cos * phibar
phibar = sin * phibar
G = matrix(c(cos, sin,sin,-cos), nrow = 2, ncol = 2, byrow = TRUE)
TLG:(+2)] = TL(:(1+1))] %*% G
B[(i-1), 2] = theta
B[i, 1] = rho
reg = reg + d * (phi / rho)
beta = chind(beta, reg)
d=w-d * (theta/ rho)
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¥
return(list(beta=beta[,a]))

}

## SIMPLS
simpls <- function(X, Y, a) {

Y = as.matrix(Y)

n = nrow(X)

k = ncol(X)

m = ncol(Y)

Ps = matrix(0, k, a)

Cs = matrix(0, m, a)

Rs = matrix(0, k, a)

Ts = matrix(0, n, a)

mx = apply(X, 2, mean)

sdx = apply(X, 2, sd)

X = sapply(1:k, function(i) (X[,i]-mx[i]))

my = apply(Y, 2, mean)

sdy = apply(Y, 2, sd)

Y = sapply(1:m, function(i) (Y[,i]-my[i]))

S = t(X)%*%Y

Snew =S

for (i'in L:a){
rs = svd(Snew)$u[,1,drop=FALSE]
rs = rs/norm(rs,type="F")
ts=X%*%rs
tsn = ts/norm(ts,type="F")
ps = t(X) %*% tsn
cs =t(Y) %*% tsn
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Rs[,i] =rs
Ts[,i] =ts
Ps[,i] = ps
Cs[,i]=cs

Snew = Snew-Ps[,1:i] %*% solve(t(Ps[,1:i]) %*% Ps[,1:i]) %*% t(Ps[,1:i]) %*%
Snew

¥
beta = Rs %*% solve(t(Ps) %*% Rs) %*% t(Cs)
return(list(beta = beta))

¥

### data_generation.R

data_generation = function(n, j){
s =seq(0, 1, length.out =)
ksi = list()
for(ik in 1:5){
ksi[[ik]] = rnorm(n, 4, sd = (3*ik"(-1/2)))
}
phi = list()
for(ik in 1:5){
phi[[iK]] = 4*sin(ik * pi * s"2) + cos(4*ik * pi * s"2)
¥
X = Reduce("+", lapply(1:5, function(k){ksi[[K]] %*% t(phi[[K]D}))
Beta_fun = 2*cos(pi * s)
X = fdata(fX, argvals = s)
Beta_fun = fdata(Beta_fun, argvals = s)
err = rnorm(n, mean=0, sd=1)
Y = inprod.fdata(fX, Beta_fun)
Y=Y+err
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return(list(Y = Y, X = fX$data, Beta = c(Beta_fun$data)))
}

### simulations.R

# Sample size

n=1000

# Length of function support

j =1000

# Number of basis functions

nbasis = 25

# Number of PLS components

npls =5

set.seed (12345)

# Generate the data

sim_dat = data_generation(n=n, j =)

X =sim_dat$X

Y =sim_dat$Y

beta_true = sim_dat$Beta

# Model fits

simpls_model =reg_fun(Y =Y, X = X, nbasis = nbasis, npls = npls, rangeval =
¢(0,1), method = "simpls™)

nipals_model = reg_fun(Y =Y, X = X, nbasis = nbasis, npls = npls, rangeval =
¢(0,1), method = "nipals")

bidiagl _model = reg_fun(Y =Y, X = X, nbasis = nbasis, npls = npls, rangeval =
¢(0,1), method = "bidiagl")

bidiag2_model = reg_fun(Y =Y, X = X, nbasis = nbasis, npls = npls, rangeval =
¢(0,1), method = "bidiag2")

# MISE

mean((beta_true - simpls_model$bhat)"2) # 0.708649

mean((beta_true - nipals_model$bhat)"2) # 0.7086455

mean((beta_true - bidiagl_model$bhat)"2) # 0.7086455

mean((beta_true - bidiag2_model$bhat)"2) # 0.7086455

# MSE

mean((Y - simpls_model$fits)*2) # 1.064305
mean ((Y-nipals_model$fits)"2) # 1.007794
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mean((Y - bidiagl_model$fits)*2) # 1.007794
mean((Y - bidiag2_model$fits)*2) # 1.007794
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