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Proje Sonu¢ Raporu Tam Metni

AMAG

Bu c¢alismada klasik salgin modellerinden SIR ve SEIR epidemik modelleri ayrintilh olarak
incelenmistir. Hastaliksiz ve hastalikli denge noktalar1 belirlenip lokal kararlilik ve Lypunov
global kararlilik analizleri yapilmistir. Ayrica modeller MATLAB programlama dili ile sayisal
olarak ¢6ziimlenmistir. Bu iki klasik modele ek olarak hastaneye yatan bireyleri de kapsayan
yeni bir epidemik model SEIHR modeli gelistirilmistir. Bu modelde hastaliksiz ve hastalikli
denge noktasinin lokal kararlilik analizleri ve Lypunov global kararlilik analizi yapilmistir.
SEIHR hastane modelinde amag, COVID-19 salgininin  yayiliminin ve soniimlenme siirecinin
tahmin edilmesinin yani sira hastanelerde yasanilabilecek yogunluklari, hastaneye kaldirilan
birey sayisini ve ne kadar yogun bakim tiinitesine ihtiya¢ duyulacagi gibi ¢ikarimlar yapilmasina
olanak saglamasidir.

Daha once belirtilen SIR ve SEIR modelin yani sira bu modelde Tiirkiye’deki saglik verileri
kullanilarak niimerik olarak incelenmistir.

Ozetle, bu ¢alismada COVID-19 salgini igin matematiksel bir model olusturulmus ve asagidaki
adimlar izlenmistir:

1. Enfeksiyona iliskin mevcut en iyi biyolojik bilgiye dayali olarak hastalik bulagsma siireci
hakkinda varsayimlar yapilmstir.

2. Bu varsayimlara dayanarak iletim siireci i¢in matematiksel bir model kurulmustur. Bu
stire¢ icin bir transfer diyagrami ¢izilmis ve bu diyagram temel alinarak matematiksel
denklem sistemi tiiretilmistir.

3. Model 1izerinde matematiksel kararlilik analizleri gergeklestirilmis ve sayisal
simiilasyonlar yapilmustir.

4. Modelleme baglaminda matematiksel bulgular yorumlanmastir.

5. Saglik Bakanligindan ve arastirma yayinlarindan mevcut hastalik verileri kullanilarak

modelin parametrelerinin degerleri saptanip gecerliligi dogrulanmastir.

Anahtar Kelimeler:
Lineer Olmayan Dinamik Sistemler, Epidemik Matematiksel Modeller, Denge Noktasi,
Kararlilik Analizi, Lypunov Global Kararlilik Analizi




GIRIS

Korona viriis hastaligi (COVID-19), Cin’in Wuhan eyaletinden kisa siirede tiim diinyay1 etkisi
altina alan 6liimciil bir viriistiir. Solunum gii¢liigii ve nefes darligi ciddi semptomlaridir. Diinyada
COVID-19 kaynakli 531.957.734 vaka ve 6.299.668 Sliim rapor edilmistir. Diinya genelinde
11.822.943.296 doz as1 yapilmis ve 4.725.739.213 kisi tiim agilarini tamamlamigtir. COVID-19
vakalar1 Cin disinda diger iilkelerde Ocak 2020°den itibaren goriilmeye baslamis olup Tiirkiye’de
ilk vakaya 10-11 Mart 2020 tarihinde tan1 konulmus ve Tiirkiye’nin korona viriis bilangosu 9
milyon vaka ve 75 bin 6liim degerleriyle kayitlara gegmistir [1]. Korona viriisiin bu denli hizli
yayilmasi ve 6liimciil olmasina karsin diinya elindeki tiim imkanlarla bu hastalikla savasmaya
caligmaktadir. Bu viriisle savasma yollarinin belirlenmesi ve planlama yapilabilmesinin en etkili
yollarindan biri matematiksel modellemeler olusturmaktir. Bundan kaynakli diinya {izerinde
bircok caligma gergeklesmis ve salginin kontrol altina alinmasi ya da gelisim siireci ile ilgili
matematiksel modelleri de iceren ¢ok sayida makale yazilmistir.

2017 yilinda, Al-Asouad ve arkadaslar1 [2], MERS-CoV salgiminda matematiksel modellerin
analitik olarak incelenmesinde adi diferansiyel denklemlerin kararlilik analizini kullanmislar ve
MERS-CoV'un yayiliminin 6nlenmesi i¢in endemik kararliligin izolasyon metodu ile saglanacagi
sonucuna varmislardir. 2022 Ocak ayinda Yu Gu ve arkadaslar1 [3] hastaneye yatis, izolasyon ve
karantina bolmelerini modele dahil edip etkilerini Pakistan i¢in incelemisler ve yeni bir COVID-
19 matematiksel modellemesini olusturarak hastaliksiz denge noktasi icin global ve yerel
asimptotik kararlilik analizi yapmislar ve temel tireme oraninin teorik ifadesini sunmuslardir.
Subhas Khajanchi ve arkadaslar1 [4], COVID-19 salginimi agiklamak i¢in temas, izleme ve
hastaneye yatis stratejileri ile rafine edilmis klasik SEIR bolmeli modelini kullanmiglardir. Bu
model Hindistan ic¢in giinlik COVID-19 verileriyle sayisal olarak karsilastirmislardir. Bu
modelin analizi gozlemlenen verilerden yararlanarak en kiiclik kareler yontemiyle tahmin
etmiglerdir. Ndaiiroua ve arkadaslar1 [5], Cin'in Wuhan eyaletinde bulasma dinamiklerinin
matematiksel modellemesine siiper bulastiricilari ve 6liimleri eklemislerdir. Bir diger ¢alismada
Reza Sameni [6] SIR ve SEIR modellerini incelemis ve enfeksiyondan dliimleri ekleyerek yeni
bir model gelistirmistir. Enahoro Iboi [7] Nijerya’daki COVID-19 yayilimini ve kontrol altina
alinma yollar1 i¢in matematiksel modelleme olusturup kararlilik analizini yapmistir. Bu model
SEIR modeline semptomatik, asemptomatik ve hastaneye yatan bolmeler dahil edilerek

gelistirilmistir. Sayisal simiilasyonlari, COVID-19'un Nijerya’da orta diizeyde sosyal mesafe




stratejisi kullanilarak etkin bir sekilde kontrol edilebilecegini gdstermistir. Sarita Bugalia ve
arkadaslar1 [8] COVID-19 i¢in karantina ve hastaneye yatirma gibi miidahale stratejilerine sahip
bir bolmeli salgin modelini gelistirmiglerdir. Bu bolmeli modellemede tecrit nedeniyle
karantinaya alinan duyarli bireylerin, asemptomatik olan kendi kendini karantinaya alan
bireylerin ve asemptomatik bireylerin bolmelerini igcermektedir. Asemptomatik bireylerin
enfeksiyona sahip olanlar gibi hastaligin yayilmasina katkida bulunduklarini kabul etmislerdir.
Olusturduklart bu modelin temel iireme orani olusturulmus, hastalikli ve hastaliksiz denge
noktalarini bulup kararlilik analizlerini yapmislardir. Shabir Ahmad ve arkadaglar1 [9] COVID-
19 hastaliginin bulagma dinamikleri i¢in farkli bolmelere sahip kesirli mertebeden diferansiyel
denklem sistemiyle matematiksel bir model gelistirmisler ve bu modelde sabit nokta teorisini
kullanarak en az bir ¢6ziimiiniin varhigina iliskin sonuglar elde etmislerdir. Yavuz ve
arkadaglarinin [10] ¢alismasinda ise asilanmanin COVID-19 yayilimindaki etkisi incelenmistir.
2021 yilinda Ahmed ve arkadaslar1 [11] SEIR modele yeni bolmeler (tasiyict bélmesi) ekleyerek
olusturduklart bolmeli modelin denge noktalar1 bulup kararlilik analizini incelemislerdir.
Olusturduklart modelde sonlu farklar yontemini kullanip modellerinin dogrulamasini yapip
tutarlilik ve kararliligini incelemislerdir. 2021 yilinda Abdullah ve arkadaslar1 [12] yeni bir
COVID-19 matematiksel modellemesini yaptilar. Yaptiklar1 bu bélmeli modellemeye hastaliga
kars1 direngli bireylerin bolmesiyle karantina bolmesini ekleyerek olusturduklart modelinde
denge noktasinin kararlilik analizini ve Cin’in Wuhan eyaleti i¢in sayisal simiilasyonunu
yapmuslardir. Piu Samui ve arkadaslar1 [12] Hindistan'da COVID-19 pandemisinin bulasma
dinamiklerini tahmin etmek ve kontrol etmek i¢in bolmeli bir matematiksel model gelistirdiler ve
bu modeli Hindistan'daki verileri kullanarak simiile ettiler. Bu bolmeli modelde tasiyici bireyler
bolmesi ve rapor edilmemis enfektifleri igeren bdlmeler eklemisler. Harendra Singh ve
arkadaglar1 [13] olusturduklar1 kesirli bolmeli modelin dinamiklerini incelemek ve bu kesir
dereceli korona modelini sayisal olarak ¢6zmek i¢in alan ve bellek ilkesinin ayriklastirilmasina
dayanan verimli bir hesaplama yoOntemi Onerilmis ve Onerilen yontemin kararliligi da
tartisilmastir.

Bu ¢aligmada bizim amacimiz da SEIR modelden tiireyen yeni bir epidemik matematiksel
modelin kararlilik analizlerinin incelenmesi ve Tiirkiye verileri kullanilarak sayisal benzetiminin

yaptlmasidir. Bunun i¢in Oncelikle temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.




TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Denge Noktasi ve Kararhhk Analizi

Pek ¢ok diferansiyel denklem, 6zellikle de lineer olmayan diferansiyel denklem ve denklem
sistemleri, herhangi bir analitik ¢ézliime sahip olmayabilir veya analitik ¢dziimlerini bulmak
oldukga zor olabilir. Bu durumda denklem sistemlerinin davranislar1 hakkinda yorum yapabilmek
icin denge noktalar1 ve onlarin kararlilik analizleri kullanilir.

Bu denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan denge noktalar1 ve kararlilik analizleri geometrik bir
karaktere sahiptir ve ayrintili nicel bilgiden ziyade ¢Ozlimlerin davranisinin nitel olarak
anlagilmasina yol agar. Yani kisaca nicel olarak ¢6zemedigimiz lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri hakkinda yorumlar yapmamiza olanak saglar.

Tamm: (Denge Noktasi)

% = f(t, x) denkleminde her t i¢in f(t,x*) = 0 oluyorsa x* € R™ denge noktasidir.
Bu noktalarda, denklemler Jakobiyen matris hesabi ile dogrusallastirilarak 6zdegerler bulunur ve
O0zdegerlerin isaretlerine bakilarak noktalar siniflandirilabilir. Yani, sistemin her bir denge
noktasinda Jakobiyen matrisi degerlendirilerek ve daha sonra ortaya ¢ikan 6zdegerler bulunarak
denge noktalar1 kategorize edilebilir. Daha sonra sistemin her bir denge noktasi civarindaki
davranigi, her bir 6zdeger ile iliskili 6zvektor(ler) bulunarak niteliksel olarak belirlenebilir.

e Ozdegerlerin hicbirinde reel kisim yoksa denge noktasi hiperboliktir.

e Tiim 6zdegerlerin negatif reel kisimlar1 varsa nokta duragandir.

e En az birinin pozitif bir reel kismi1 varsa nokta kararsizdir.

e En az bir 6zdegerin negatif reel kismi ve en az birinin pozitif reel kismi1 varsa denge bir

eyer noktasidir ve kararsizdir.

e Tiim 6zdegerler reelse ve ayni isarete sahipse noktaya diigiim denir.
Denge noktasi, adi diferansiyel denklemlerde ve uygulamalarinda merkezi bir rol oynar. Ancak
bir denge noktasinin fiziksel olarak anlamli olmasi i¢in belirli bir kararlilik kriterini karsilamasi

gerekir. Bir diferansiyel denklem sisteminin denge noktasi yakinindaki ¢oziimleri tiim gelecek

zaman boyunca yakinlarda kaliyorsa, bu dengenin kararli oldugu sdylenir.

Denge Noktasinin Kararhhg:

Diferansiyel denklemler ve dinamik sistemler teorisinin bir¢ok bdliimi, ¢Ozlimlerin ve

yoriingelerin asimptotik 6zellikleriyle, uzun bir siire sonra sisteme ne olduguyla ilgilenir. En basit




davranig tiirii, denge noktalar1 ve periyodik yoriingeler tarafindan sergilenir. Belirli bir yoriingede
ilerleyen bir sistemin, baglangi¢c durumundaki kii¢lik bir degisikligin benzer davranisa yol agip
acmayacagl sorusu ile ilgilenilir. Kararlilik teorisi agagidaki sorulari ele alir: Yakindaki bir
yoriinge siiresiz olarak belirli bir yoriingeye yakin mi1 kalacak? Verilen yoriingeye yakinsar mi1?
[k durumda yériingeye kararl denir; ikinci durumda, asimptotik olarak kararl1 olarak adlandirilir
ve verilen yoriingenin ¢ekici oldugu sdylenir.

Birinci mertebeden otonom bir adi diferansiyel denklem sisteminin denge noktasindaki ¢ozimii
fo ise;

e Egerhere > Oicin |f(t) — f,| <iken|f(ty) — f.| < kosulunu saglayan bir § > 0 varsa,
yani birbirine § uzakliktaki her baslangi¢ kosulu i¢in bir f(t) ¢Oziimii varsa ve tim t >
to degerleri i¢in saglaniyorsa sistem kararlidir.

e Kararliliga ek olarak t — oo iken |f(t,) — f.| < 8, yani f(t) — f, olacak sekilde §, >
0 varsa sistem asimptotik kararlidir denir.

Kararlilik, yoriingelerin kii¢iik bozulmalar altinda ¢ok fazla degismedigi anlamina gelir.
Kararlilik teorisindeki ana fikirlerden biri, bir yoriingenin bozulmalar altindaki davranisinin
yorlingenin yakinindaki sistemin dogrusallastirilmas: kullanilarak analiz edilebilmesidir.
Ozellikle, n-boyutlu bir faz uzayma sahip diizgiin bir dinamik sistemin her denge noktasinda
Ozdegerleri, nokta yakimindaki davranisini karakterize eden bir n X n matris vardir (Hartman—
Grobman teoremi). Eger tiim 6zdegerler negatif reel ya da negatif reel kisma sahip karmasik
sayilar ise o zaman nokta, kararli ¢geken noktadir ve yakindaki noktalar iistel bir oranda ona

yakinsar [15, 16].

Denge Noktasinin Asimptotik Kararhhg:

Denge noktasi hiperbolik ise, bir denge noktasinin kararliligini belirlemek basittir. Bir dengenin
asimptotik olarak kararli oldugunu gostermek i¢in alternatif bir yontem gelistirilmistir. Rus
Matematik¢i Lyapunov gelistirdigi bu yontemle, kanonik formdaki dogrusal bir sistem i¢in radyal
bilesen r'nin ¢6zlim egrileri boyunca azaldig: fikrini genellestirir. Tanim olarak, ¢ekim havzasi
¢oziimleri denge noktasina yonelen tiim baslangi¢ kosullarinin kiimesidir. L : O — R fonksiyonu
X' = F(X) sisteminin bir X* denge noktasini i¢eren R™'deki agik bir O kiimesinde tanimlanan

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. L'(X) = DLy (F 0.6 )) islemini disiinelim. ®,(X),t = 0 iken
sistemin ¢Oziimii ise, zincir kuralina gore L'(X) = % |t~ olacaktir. Sonug olarak, eger L'(X)

tiirevi negatifse, o zaman L fonksiyonu X ¢6ziim egrisi boyunca azalir [16,17].




Teorem:

f fonksiyonu, R™ iizerinde bir fonksiyon ve f(p) = p olsun.
1. Df(p)'nin her bir 6zdegerinin biiylikligii 1'den kiigiikse, 0 zaman p bir toplayici (sink)
noktadir.
2. Df(p)min her bir 6zdegerinin biiylikliigi 1'den biiylikse, o zaman p kaynak(sources)
noktasidir.
m > 1 icin R™nin lineer fonksiyonlarimin ydriingelerinin 0'dan ayrildigi ve bazilarinin
yoriingelerinin 0'a yakinsadigi bazi1 yonlere sahip olabilmesi gibi, dogrusal olmayan
fonksiyonlarin sabit noktalar1 bazi yonlerde noktalar1 ¢ekebilir ve digerlerinde noktalari itebilir.

Tiirevin yukaridaki tartismadaki yeri bir matris tarafindan belirlenir [16].

Tamm: (Jakobiyen Matris)

f=U1for Sz fmn), R™de fonksiyon ve p € R™ olsun. f fonksiyonunun p noktasindaki

Jakobiyen matrisi Df (p) ile gosterilir ve Df (p) aslinda p noktasindaki kismi tiirevler matrisidir.

0f1  0f; 0f1 T
ox, 0x,  0xp
f, 0f f
ox, 0x,  0xp

Df(p) =

0fm Ofm  Ofm
[0x; 0x, ~  0xp,

Bir p vektorii ve kiigiik bir h artim vektorii verildiginde, f’deki h’ye bagh artis asagidaki gibi

hesaplanir:

fe+h)—f(p)~Df(p)-h

f(p) = p oldugunu varsayarsak, o zaman kii¢iik bir h degisikligi igin, fonksiyon p + h’yi p’den
yaklasik Df (p) - h uzaga hareket ettirir. Yani f girdideki kii¢iik bir h degisikligini ¢iktidaki
Df (p) - h degisikligine biiyitiir. Bu sapma kiiciik kaldig1 siirece, p yakinindaki fonksiyonun
davranigi, h = 0 sabit noktali A = Df (p) olan h — Ah lineer fonksiyonu ile esasen aynidir. Bu
durumda, dogrusal olmayan durumu anlamak i¢in daha yiliksek boyutlu fonksiyonlar igin

Jakobiyen matrisine dayali olarak sabit bir noktadaki fonksiyonun kararlilig1 belirlenebilir [18].




Teorem (Lyapunov Kararhihg)

X*, X" = F(X) igin bir denge noktasi olsun. L: 0 — R, fonksiyonu X* igeren agik bir O kiimesinde

tanimlanan tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
@X =X"ise L(X*) =0veL(X) > 0;
(b)0/X*’de L' < 0.
Yukaridaki kosullar saglaniyorsa X* kararlidir. Ayrica,
(c) 0/X*’de L' < 0 ise X* asimptotik olarak kararlidir.
(a) ve (b)’yi saglayan bir L fonksiyonuna X* i¢in bir Lyapunov fonksiyonu denir.

Eger (c) de gecerliyse, L’ye kat1 bir Lyapunov fonksiyonudur. Lyapunov teoremi fonksiyonunun
hesaplanmasi ile diferansiyel denklemi ¢ozmeden global kararlilik durumunun belirlenmesini

saglar [18].

Routh-Hurwitz Kriteri

a; ler sabit ve karakteristik polinomun katsayilar1 olmak iizere karekateristik polinom
y*+ay* 1 +ay"+...+a, —1y+a, =0

seklinde olsun. k > n, a; = 0 olmak {izere bu polinomun tiim 6zdegerlerinin negatif reel

kisminin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a, 1 0 0 0 ..0
as a, aa 1 0 ...0
An-1 Qzp-2 - n

determinantinin tiim esas mindrlerinin pozitif olmasidir yani {ist sol kdsedeki 1, 2, 3...n boyutlu

alt determinantlarin sirasiyla,

a 1 aa 1 0
1
|a4], | ) as a; a
a3 a2 a- a, a
5 A4 d4g

pozitif olmasidir [19].




Temel Ureme Oram (R,)

Temel iireme orani R, popiilasyondaki tiim bireylerin duyarli oldugu bir durumda ve enfekte
olma periyodu boyunca, enfekte olmus bir bireyin enfeksiyon bulastirdigi duyarli birey sayisi

olarak tanimlanir ve asagidaki gibi ifade edilebilir:

(temasl kisi sayis1)(temasliya enfeksiyon bulagma olasiligi)
0 =

enfekte donem

Bu oran salginin seyrinin tahmin edilmesinde 6nemli bir aractir.
* R, > 1 enfeksiyon salgina doniisiir.
* Ry < 1 enfeksiyon soniimlenir.
* Ry = 1 enfeksiyon ne salgina doniisiir ne de sonlimlenir.

Karmasik modeller igin, R,’in hesaplanmasinda "Yeni Nesil Matris" yontemi kullanilir. Bu
yontem 1990 yilinda Diekmann ve arkadaglari tarafindan gelistirilmistir ve 2002’de Van den
Driessche ve Watmough tarafindan standartlagtirilmistir. Bir diferansiyel denklem sistemi ile
verilen bulasici hastalik modelini bir operatore doniistiirme fikrine dayanir. x;(t) nin belirli bir t
aninda i bolmesindeki bireylerin sayisin1 gosterdigi asagida verilen deterministik modeli goz

Oniuinde alalim.

dox;(t)
dt

= fi(x) x(0) e R}
Burada R” negatif olmayan R™ elemanlarindan olusmaktadir.
X={xeRt\x;=0, 1<i<m}, m<n

Yukaridaki esitlikte X, hastaligin bulunmadig1 durumlarin kiimesi olsun. Buradan

dx;(t)
dt

= Fi(X) - Vi(»)

diferansiyel denkleminde F;(X), i bdlmesine gegen enfeksiyonlu sayisi olup V;* (x) bagka yollarla

i bolmesine gegis yapanlar ve V;~(x) ayni sekilde i bolmesinden ¢ikanlar olmak tizere

Vitx) = V7 () = ViF (%)




seklinde ifade edilir. Bu fonksiyonlar i¢in asagidaki varsayimlar gegerlidir.

*  Bolmelerden giris ya da ¢ikis hareketlerinin orani negatif degildir, yani x € R%} ise 1 <
i <niken F;(X) >0,V;*(x) >0,V (x) > 0olur.

«  Eger bir bolme bos ise disa aktarim s6z konusu olamaz yani x; = 0 ise V;”(x) = 0 dur.

«  Enfeksiyonun bulasici olmayan sinifa taginmasi miimkiin degildir, yani F;(X) = 0,i <m

dir.

»  Hastaliksiz alt uzay degismezdir, yani x € X iken F;(X) =0, V*(x) =0, 1 <i<m

olacaktir.

*  Yeni enfeksiyonun yoklugunda hastaliksiz denge asimptotik olarak kararhidir, yani

F(x) = 0 iken hastaliksiz denge noktasindaki matrisin tiim 6z degerleri negatif olmalidir.

Bir dinamik sistemle verilen epidemik modelin hastaliksiz denge noktasi i¢in, F ve V kare

matrisleri asagidaki sekilde ifade edilir:

oF; -
Fi-=a—xj, 1Sl,]§m

v -
Vi-=a—xj, 1Sl,]§m

Buradan FV ~! matrisi yeni nesil matris olarak tanimlanir ve R, = p(FV 1), yeni nesil matrisin

baskin 6zdegeridir.

Bir sonraki bdliimde literatiirde yer alan temel epidemic matematiksel modeler olan SIR ve SEIR
modelinin kararlig1 incelenecek ve bu projenin temlini olusturan SEITHR modeli tanitilip kararlilik

analizleri yapilacaktir [19, 20, 21].

EPIDEMIK MATEMATIK MODELLERI

Epidemik matematik modelleri, salgin hastaliklarin matematiksel analizi ve simiilasyonu igin

kullanilan araglardir. Bu modeller, hastaliklarin yayilma dinamiklerini, kontrol stratejilerini ve




etkilerini anlamak i¢in ele alinir ve kararliliklari incelenir. Bu boliimde SIR ve SEIR epidemik

matematik modelleri incelenecek ve sayisal ¢oziimleri ele alinacaktir.

SIR Model

Bir popiilasyonda salginin ortaya ¢ikip ¢ikmayacagini veya nasil ortaya ¢ikacagini tanimlayan en
temel model SIR salgin modelidir. Ik olarak 1927°de Kermack ve Mckendrick tarafindan
gelistirilmistir. Gelistirdikleri blmeli matematiksel modelde popiilasyon ii¢ alt gruba béliiniir: S,

I veR.
* S (Susceptible): Hastaliga acik bireyler yani duyarl bireyler,
* I (Infected): Hastaliga yakalanmis yani enfekte olmus bireyler,
* R (Recovered/Removed): Iyilesmis yani hastaliga kars1 bagisiklik kazanmis bireyler

Popiilasyon biiytikliigii N = S + R + I olarak tanimlanir ve toplam birey sayis1 degigse bile bu

esitligin sabit oldugu varsayilir. Dogum orani 6liim oranina esittir.

* u dogum ve oliim oranini ifade eder. Popiilasyona yeni katilan bireylerin oranmi olarak

duyarl sinifa girer.
* [ hastaligin bulagma hiz1 olarak tanimlanur.
* y enfektif bireylerin iyilesme hizi olarak tanimlanir.

SIR temel bir model olmasina karsin kullanilmasinda ¢esitli sinirliliklar vardir. Bunlar asagidaki

gibi siralanabilir:
*  SIR epidemik model 6liim ve dogum hari¢ dis etkenlere ve etkilemelere kapalidir.
*  SIR modelde kullanilan hastalikta kulugka stiresi olmamalidir.
*  Hastalik kisa siireli olmalidir.
*  Asilamaya kapalidir.

*  Hastalig1 atlatmis birey tam bagisiklik kazandig varsayilir.




Bu modelde smiflar arasindaki iliskiyi agiklayan diyagram Sekil 1’de verilmistir. Modelin

dinamik sistemlerle gosterilimi asagidaki denklemlerle ile ifade edilir.

ds

— = y-—BIS —
it p—PBIS —uS

dl
dt

BIS — yI — ul

dR

— = yl—uR
o yl—u

PIS Z4
e
v IR

Sekil 1. SIR modelde simiflar arasi etkilesim

SIR Model Denge Noktalari ve Kararhhk Analizi

Hastaliksiz Denge Noktast:

Sistemin denge noktalari bulunurken denklemler sifira esitlenir. Hastaliksiz denge noktasi
buldugumuzdan enfekte olmus birey yoktur yani I = 0 alimr ve E°(S,I,R) = (S,0,R) denge

noktas1 bulunur.

s _ IS—uS=0
P B us =
a- _ IS—yl —ul =0
rri B vyl —ul =
R _ I—uR =0

Yukaridaki esitliklerin ¢oziimiinden I = 0 alinarak S = “’# ve R =0 bulunur yani E® =

(”%, 0,0) olur.




Hastalikli Denge Noktast

Hastalikli denge noktasi bulunurken SIR denklemleri sifira esitlenir ve burdan hastalikli denge

noktasi olan E1(S, I, R) bulunur.

das

= = u-pIS-uS=0

% = BIS—yl—pl =0 (1)
dR

il yl —uR =0

R, tekrar lireme sayisi, viriisiin bulastg1 bir kisinin belirli bir anda duyarli bireylerin kag tanesine
bulastirabilecegini belirleyen orandir. Ornegin R, = 2 ise bu enfektif bir kisinin ortalama iki

kisiyi enfektif edecegi anlamia gelir. Denklem sistemi (1)’in ikinci esitliginden yararlanarak

Temel Ureme Sayisi R, "1 bulabiliriz. Burada § = % dir. Yani S = 1/R,olurveR, = #’%y olarak

elde edilir. B parametresi enfeksiyon basina bulasma oranini temsil eder ve denklemdeki negatif
terimler bize her bulasici bireyin bu sinifta ortalama 1/(y + u) zaman birimi harcadigini soyler.
Bazi bireylerin bulasici iken 6lmesi nedeniyle bulasict donem etkili bir sekilde azalir. Bu nedenle,
tiim popiilasyonun duyarli oldugunu varsayarsak (S = 1), bulasic1 birey basina ortalama yeni
enfeksiyon sayisi, bulagict dénemle carpilan iletim hizi ile belirlenir: Ry = B/(y + 1). Bu

denklemleri ve R, esitligini kullanarak kullanarak E! yani hastaliksiz denge noktasindaki S =
1/Ry, I = %(R0 —1) ve R = %(R0 —1) vyani E'= <1/R0,%(R0 - 1),%(120 - 1)) olarak

bulunur. Buradaki enfektif birey sayisindan yani [ = %(Ro — 1)’dan anlasilacag: gibi eger R, >

1 ise her bir enfeksiyon, ortalamada 1’den daha fazla sayida yeni enfeksiyona yol agabiliyor
demektir. Bu durumda hastalik bir yerel salgina (epidemik) veya kiiresel salgina (pandemik)

doniisebilir.

Ry < 1, her bir enfeksiyon, ortalamada 1’den az sayida yeni enfeksiyona yol acabiliyor demektir.
Bu durumda viral enfeksiyonlar giderek soniimlenecek ve salgin duracaktir. Ry =1 ise

hastaliks1z denge durumuna ulasilacaktir.

Kararlilik Analizi

Lineer olmayan dinamik sistemlerle ifade edilen bir matematiksel modelin ararlilik analizi
yapilirken Jakobiyen matris kullanilir. Modelin denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin

0zdegerleri bulunur ve 6zdegerlere bakarak sistemin kararliligi hakkinda yorum yapilir.




SIR model i¢in Jakoniyen matris asagidaki gibidir:

0f df 9f7
S0 o9 of| [Fl-n B 0
dp OJp Op
l9S 91 ORI

Hastaliksiz denge noktasi i¢in Jakobiyen matris agsagidaki formdadir:

—u —B 0
1&&@:[0 B—u—vy 0]
0 Y —u

Ozdegerlerin bulunabilmesi igin det(J(;,0,0) — AI) = 0 esitligi ¢oziilmelidir:

—pu—=2 —B 0
0 B—u—-y—4 0
0 y —u—A

det(J — AI) = =0

Burada determinant hesaplarsak olusacak karaktesitik denklemin kokleri yani 6zdegerler A, =
—u, A3 = B —u —y olarak bulunur. R,’in taniminida kullanarak hastaliksiz denge hakkinda

yorumlar yapabiliriz:

A
u+y

idi yani R, < 1 ise tiim karakteristik kokler negatif ¢ikar hastaliksiz denge noktasi kararli olur.

Eger R, > 1ise A3 > 0 olur ve hastaliksiz denge noktasi kararli olmaz.

Hastalikli denge noktasi igin Jakobiyen matrisi yazarsak

[0f Of Of]
s aI OR
ag ag of| [PLl—-w —BS 0
J(S,I,R) 3g 91 R B BS —u—vy
0 Y —u
oh 0h Oh
LS 41 OR-

Yukaridaki matriste S, I, R degerleri i¢in hastalikl1 denge noktasini




H

B

14
(Ro 1),ﬁ(Ro 1))

E1 = <1/R0,

yazdiktan sonra 6zdegerlerin bulunabilmesi i¢in

det| —M|=0
((1/%%(1?0—1)%(1?0—1)))
esitligi ¢coziilmelidir.
—BLl—u—21 —BS 0
det(]—/U):[ BI BS—pu—y—2 0 ]=0
0 y —u—A

Bu determinant hesaplamasindan gelecek karakteristik denklem
(= =DA% + pRoA + u(Ry — Dy + 1)) =0

seklinde olup bu karakteristikdenlemin kokleri A; = —u

iRy  (JiR0)> — 4u(Ry — D(v + )
2~ 2

Az =—

Ikinci ve iigiincii kokleri daha anlasilir yazmak icin yeni parametreler tanimlanirsa;

A= 1
_.U(Ro -1)

enfeksiyonun siirdiigii ortalama stireyi belirtir.

1

G =
ytu
konagin enfektivitesinin tipik periyodudur. Buradan diger iki 6zdeger

/ 4
R, +WR? =77
2= PR AG

2 = 2

olup bu iki kokte de (uR,)? ihmal edilecek kadar kiiciik kabul edilirse 6zdegerler hakkinda daha

rahat yorum yapma olanagimiz olur ve kdklerin en son hali




R [
Ay = _Q+_

2 TVAG

olarak ifade edilebilr. Bu koklere bakarak da endemik dengenin saglanabilmesi i¢in Ry < 1

olmasi gerektigini goriiriiz.

SIR Modelin Global Kararlilig:

Global kararlilik analizi i¢in bir Lyapunov fonksiyonunu olusturmak gerekir:

L=yl
L’nin zamana gore tiirevini alirsak;
dL dl
e 'dt

elde edilir. Modeldeki tiirev yerine konulursa;

S
y(BSI—pl —yD) =yI(BS —pu—y) =yI(u+vy) (MﬁTy_ 1)

bulunur. Hastaliksiz durum i¢in S = N = 1 alirsak

yIGu+7) (M%— 1) =Y+ Ry — 1)

olur ve sonug olarak R, < 1 iken % < 0 olacaktir ve hastaliksiz denge global olarak kararlidir.

SIR Modelin Sayisal Simulasyonu

Model simulasyonu MATLAB programi ile gerceklestirilmistir. Baslangic degerleri olarak

Wuhan sehrindeki degerler gozoniine alinmistir.
S(0) =11.0e+6; I(0)=40.0;, R(0)=0;

Parametrelerin degerleri ise COVID-19 c¢aligmalarina uygun olacak sekilde asagidaki gibi ele

alinmustir:
uw=0.02;, y=1/18 B=Ry*y

R, degerinin zaman i¢inde azalacagi kabul edilip ona bagli olarak £ hesaplanmistir.




Elde edilen sonuglar Sekil 2, 3 ve 4’de verilmistir.
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Sekil 2. SIR modelde iyilesmis sinifin zamana bagl grafigi
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Sekil 3. SIR modelde enfekte olmus sinifin zamana bagh grafigi
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Sekil 4. SIR modelde duyarli sinifin zamana bagh grafigi

SEIR Model

SEIR modelinde, biiylikliigii N olan popiilasyon, duyarli S, temash E, enfekte I ve iyilesen R
olmak iizere dort boliime ayrilmistir. Boylece popiilasyon N su sekilde yazilabilir: N = S + E +
I +R

Duyarli ve enfekte kisiler arasindaki temaslar, patojenin bir t zaman periyodunda g birim
zaman/kisi orani ile bulagsmasina neden olur. Bdylece, duyarli kategoride bulunan bireylerin
temasl kategoriye gegisi f1 ile elde edilir. @ parametresi, temasli siniftan viriislii enfekte olmus
sinifa gegis oranini gosterir. y parametresi, enfekte siniftan iyilesmis sinifa gecis oranini gosterir.
Dogal dogum ve 0liim ise u parametresi ile gosterilmistir. Popiilasyonun biiyiikliigii ise sabit

olarak ele alinmustir.

Bu modeldeki her bir sinif arasindaki iliskiyi gosteren akis Sekil 5 ile verilmistir.




Dogum

Duyarli (S)

Epidemek bir hastaligin

asagidaki gibi tanimlanir:

Modeli basitlestirmek i¢cin S = =, E =

BI ! :
Temash (E) Enfekte (1) lyilesmis (R)

Sekil 5. SEIR modelde siniflar arasi etkilesim

etkilesimini tanimlayan bu lineer olmayan dinamik sistem modeli

d
% = uN — %S(t)l(t) —uS(t)
dE(t) B

- = NS(t)I(t) — aE(t) — uE(t)
dI(t)
— = aE@®—yI) - )
dR(t)

o = V(®O-uR@

If,, % I= %ve R= % uygularsak;

dfl_gf) = u—BSEI) — us(t)
dE

dgt) = BS®I() — aE(t) — pE(t)
di(t)
—— = aE@—yI(©) - ()
dR(t)

——= = I®—uRE®

denklem sistemini elde ederiz.




SEIR Modelin Denge Noktalart

Hastaliksiz denge noktasi igin enfekte olmus bireylerin olmadigi yani I*(t) = 0 oldugu durum

ele alinip asagidaki sistem ¢oziilmelidir.

di—(tt) = p—BS@OIE) —uSit)=0
d’f) = BS(OI) — aE () — uE(E) = 0
d;—(tt) = aE@t)—yI(t) —ul(t) =0
T~ yw-wr© =0
Buradan -2 = @E () = 0 ve =2 = —uR(t) = 0 olup E*(t) = 0 ve R*(t) = 0 bulunur. 5°(t)

denge noktasi igin ise ilk denklem kullanilirsa dz—(tt) =u—uS(t)=0ve S*(t)=1yada N

popiilasyon biiyiikliigii ile sadelesmemis hali alinirsa S*(t) = N olarak bulunur. Yani hastaliksiz

denge noktas1 E® = (N, 0,0,0) dir.

Hastalikli denge noktasi i¢in Yukarida verilen sistem herhangi bir 6zel kabul olmaksizin yani

enfekte olmus bireylerin hala var oldugu varsayimai ile ¢6ziilmelidir. Buradan

U

+
E*_V “1*

a

:w+mw+m

S*
ap

o baB—pat Wy +w _pap—(a+ Wl +w)
Bla+w(y + 1) Bla+wy+u)

bulunur. I* diger bilesenlerde yerine konulursa hastalikli denge noktasi su sekilde bulunmus olur:




EH — (S*’ E*’ I*’R*)
_ ((a +wWG+w plap—(a+wy+w) wap—(@+wl+w)

ap ' af(a+uw o Blet+twy+w
y(aB = (a + W)y + u)))
Bla+wy+w
I tekrar diizenlenirse
pob %y
prla+wly+w
bulunur.
Denge Noktalarinin Kararlilik Analizi
SEIR model i¢in Jakobiyen matris asagidaki gibi hesaplanir:
o0f of of Of]
dS O0E 0l OR
og 09 99 Of| [-BI'-p O  —BST 0O
dg OE 0l OR prr -a—yu pS* 0
S,E,ILR) = =
I )=1on on on of 0 a —y—-pu O
oh AE 9l R 0 0 vy TH
dp dp dp Op
LdS OE 0l OR-
Hastaliksiz denge noktasinda bu Jakobiyen matrisi hesaplarsak;
—U 0 —p 0
_|0 —a-u B 0
0 0 Y —U
Ozdegerlerin bulunabilmesi igin det(](1,o,o,o) - A ) = 0 esitligi ¢oziilmelidir.
—u—2 0 ') 0
| o —a-u-2 g 0 |_
det(J — AI) = 0 a Yy —u—21 0 =0
0 0 y —u—A
Bu determinant hesabindan ilk iki 6zdeger A4, , = —pu olarak bulunur. Diger iki 6zdegerin isaret

yorumu i¢in asagida verilen karakteristik denklem Routh-Hurwitz kriterine gére incelenecektir.




A2+al+b=0

Buradaa=a+y+2u>0veb = (y +u)(a+ p) —ap dir. b tekrar diizenlenirse,

b=aﬁca+€g+u)_o

Eger ) - 9 jse b > 0°dir ve Routh-Hurwitz Kriterine gore, tlim 6zdegerler negatif reel

kisma sahiptir. Dolayisiyla E, hastaliksiz denge noktasi lokal olarak asimptotiksel kararlidir.
Temel Ureme Oranimin Hesaplanmasi

R, temel lireme orani, hastaligin yayilimin arastirmak i¢in 6nemlidir ve hastaligin artip endemik
bir hastalik haline gelip gelmeyecegini veya azalacagini tahmin etmeye yardimci olur. SEIR
modeli i¢in esik parametresi olarak da bilinen temel lireme oran1 R, bulasici hastalik artiyorsa
bulunabilir. SEIR modelinde enfeksiyonlar dE(t)/dt > 0 oldugunda gergeklesir. Bunu
arastirmak i¢in, denge noktast bulurken sag tarafini sifira esitledigimiz sistemin ikinci

denkleminin sag tarafi pozitif olmalidir:

(ﬁS-é(a-Fu)0/+10)l>>0

Hastaliksiz denge noktasinda S = 1 oldugundan bu kabul ile birlikte

pa > 1
(a+wy+w

olup bu da R, olarak tanimlanabilir.

R,’1 bulurken "Yeni Nesil Yontemi" de kullanilabilir. Bunun i¢in F ve V gibi asagidaki sekilde
hesaplanan iki matris tanimlanir:

_9h v

F = =t
ax]' axJ

Burada f; yeni enfeksiyon kapma orani ve v; = (v; + v{) olup v;, i smifindaki bireylerin
buradan ¢ikma orani, v ise bu sinifa tasinma oranini gostermektedir. SEIR modelde bu matrisler

asagidaki gibidir:




P[0 PS]=[0 )

0 0
_f[uta 0
V= —a y+u

Yeni nesil yontem, R, in FV ™! matrisinin en biiyiik 6zdegeri oldugunu sdyler. Bu matris

hesaplanirsa
Ba B
+wla+pw F+wp
0 0

bulunur ve en biiyiik 6zdeger ise temel tireme oranmidir:

_ pa
S +wla+wp

Ro

Hastalikli Denge Noktasi E¥ Kararlilik Analizi

Hastalikli denge noktasindaki 6zdegerler i¢in det(J,u — AI) = 0 esitligi hesaplanmalidir:

—LI"—pu—2 0 —pS* 0
0 0 y —u—A1
Buradan ilk 6zdeger A; = —u olarak bulunur ve kalan 6zdegerler icin asagidaki karakteristik

denklem ¢oziilmelidir:
P=2+4+al+br+c=0
a=pl"+a+y+3u
b=U+wPBlI+a+2u)+ PI"+p)a+p) —aps”
c=@BI+wla+wly+w —apfus

Karakteristik denklem P’nin negatif reel kisimli 6zdegerlere sahip olabilmesi igin, Routh-
Hurwitz kriterlerinden, a > 0, b > 0 ve 0 < ¢ < ab kosullarin1 saglamas1 gerekir. [* ve S*

degerlerini yerine koydugumuzda

. pap
(a+wy+w

+a+y+2u>0




pap pap

+ >0
(a+wy+w v+u

b=(+w

olarak buluruz. ab — c’yi inceleyelim:

a+y+2u uaf
ab—c =

= TG @rg @ Ty T T uaBl = Ro)

Dolayisiyla Ry < 1 oldugunda ab — ¢ > 0 olacaktir ve endemik denge noktasi lokal olarak
asimptotik kararlidir.
SEIR Modelin Global Kararliligi
Global kararlilik analizi i¢in asagidaki Lyapunov fonsiyonu olusturulsun:
L=aE+ (a+pl
L’in zamana gore tiirevi,

dL_ 4B 9
at FYar TV TR G

Modeldeki tiirevler yerine konulursa:

dL
— = afSI — a’E — auE + (a + wakE — (a + wyl — (a + pul

dt
ar af 3
E_(a+‘u)()/+‘u)l[(a+,u)(y+,u)5 1]
S =1 < N oldugundan
dL
— < (a+wW+wi[ o =(@+wly+wiR,—1]

dt (a+wWy+w

R, < 1 iken % < 0 olacaktir ve hastaliksiz denge global olarak kararhdir.

SEIR Modelin Sayisal Simulasyonu

Model simulasyonu MATLAB programi ile gergeklestirilmistir. Baslangi¢ degerleri olarak
Wuhan sehrindeki degerler g6zoniine alinmistir. Enfecte olan bir kisinin ortalama olarak 20 kisi

ile temasta oldugu varsayilmaistir.




§(0) =11.0e+6; I1(0) =40.0; E(0)=20.x1(0); R(0)=0;

Parametrelerin degerleri ise COVID-19 calismalarina uygun olacak sekilde asagidaki gibi ele

alimmustir:
u=0.02, a=1/52 y=1/18 L =Ry*y
R, degerinin zaman i¢inde azalacagi kabul edilip ona bagli olarak beta hesaplanmuistir.

Elde edilen sonuglar Sekil 6 ve 7’ve verilmistir.
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Sekil 6. SEIR modelde enfekte ve iyilesen siniflarin zamana bagli grafigi
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Sekil 7. SEIR modelde Duyarli ve temasli siniflar zamana bagh grafigi
YENI BiR EPIDEMIK MODEL

SEIHR Epidemik Model

Proje basvurusunda onerilen karantinaya alinan hastalarin dahil edildigi SEQR modelinin
Tirkiye verilerine gore sayisal incelenmesi karantinadaki birey sayisi bilinmediginden miimkiin
olamayacagindan, model hastanede yatan birey sayisinin dahil edildigi SEIHR olarak revize
edilmistir. SEIR modeline hastanede yatan kompartiman1 ekleyen yeni bir modeli ifade edilmis
ve ayrica a1 etkisi ile ilgili parametre de géz oniinde bulundurulmustur. Toplam niifus (N),
duyarli (S), temesh (E), enfekte (1), hastaneye kaldirilan (H) ve iyilesen (R) olmak lizere bes
sinifa ayrilir. Toplam popiilasyon, t aninda, N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + H(t) + R(t) sabit

olarak alinir. Model, bir adi diferansiyel denklem sistemi ile asagidaki gibi ifade edilir:




ds

R — — BIS — 1S —
= w—BIS —vS —ds

dE

E = IBIS—O'E—dE

dl

— E—al —el —dl
I o al — €

dH

— = I —60H — dH
It al — 6 d

dR

— = 6OH+el+vS—dR
dt

Burada u yeni dogan ya da iyilesip tekrar duyarli birey arasina katilmayi1 temsil eden bir orandir;

B, duyarli ve bulasici bireyler arasindaki etkilesimin oranidir; v asili bireylerin oranidir; d 6lim

oranidir, g, maruz kalan ve viriis bulasmis siniflar arasindaki etkilesim oranidir, @ enfekte olmus

bireyler sinifindan hastanede yatan bireylerin olusturdugu sinifa gecisin (birim zaman basina)

orani, € enfekte kompartimandan iyilesen kompartimana ge¢is hizidir ve 6 hastanede yatan

bireylerden iyilesme oranidir.
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Sekil 8. SEIHR modelde siniflar arasi etkilesim

Ry Temel Ureme Oram

Temel iireme sayis1 Ry, tamamen duyarli bir popiilasyonda tipik bir enfekte birey tarafindan
tiretilen ikincil vakalarin beklenen sayisidir. Bir sonraki nesil yontemini kullanarak, R, ifadesini

belirleyebiliriz.




Temel iireme sayis1 Ry, tamamen duyarli bir popiilasyonda tipik bir enfekte birey tarafindan
tiretilen ikincil vakalarin beklenen sayisidir. Yeni nesil matris yontemini kullanarak, R, ifadesini
belirlemek icin
aE _ IS —oE — dE
a ~PIS—o
dl
— =0FE —al —€l —dI
dt

denklemleri goz oniine alinacaktir. Ry temel lireme oranin bulunmasinda kullanilacak olan F ve

V matrisleri
0
F=[0 ,[)’S]} V=[0+d 0 ]
0 0 -0 a+e+d
-1 _ 1 [a+6+d 0 ]
(c+d)(a+e+d) o o+d
aBS° pS°
P=FV=t= a+e+d o+d
0 0

bulunur. Buradan en biiyiik 6zdeger temel lireme oranini verecektir:

R = aBS°
T (oc+d)(a+e+d)

Denge Noktalarinin Kararlilig

Sistemin denge noktalar1 asagidaki sistem ¢oziilerek bulunur:

ds

Fri Uu—pIS—vS—dS =0

dE

= = PIS-0E—dE=0

dl

— = ooE—-al—€el—-dlI=0
dt

dH

— = I —06H — dH =
It a H=0

dR

— = OH+el+vS—dR=0
dt




Hastaliksiz denge noktasi, hastaligin yayilmadig bir dengedir, yani I = 0 olmalidir. Bu durumda

E =0 ve H =0 bulunur ve ayrica yukaridaki denklem sistemini ¢ozerek hastaliksiz denge

noktasini su sekilde elde ederiz:

u
— = 0 —
u—([d+v)S=0=>S 110
noo o_ VK
Uity o RER=gaiy
EO(SEIHR)=(50000R°)=(” 0,0,0 v“)
P B | ) L A ) d+vlllld(d+v)

Hastaliksiz Denge Noktasinin Kararlilig
Bu boliimde, hastaliksiz dengenin kararliligini analiz edecegiz.

Modelin kararliligint bulmak i¢in Jakobiyen matrisinin yani sira denge noktalarinin da

degerlendirilmesi gerekir. Hastaliksiz denge noktas1 (S°,0,0,0,R%)’daki Jakobiyen matrisi

asagida sunulmustur:

—pI"—d—v 0 —fS* 0 0
prr —o—d BS* 0 0
= 0 o —a—€e—d 0 0
0 0 a —-0—-d 0
v 0 € 0 —d
Jakobiyen matrisin 6zdegerleri igin ise;
—pI"—d—-—v—-21 0 —fS* 0 y
pr —-o—d—-21 BS* 0 0
det(J — Al) = 0 o —a—e—d—21 0 0
0 0 a —-60—-d—-21 0
0 0 € 0 —-d—-2
—pfI"—d—-—v—-21 0 —pS* 0
I —o—d—-21 BS* 0
= (=d—2 B
( ) 0 o —-a—€e—d—21 0
0 0 a —-60—-d—-21
—plI"—d—-—v—-21 0 —BS*
=(d-D(0—-d—-21) Bl —0—d—21 BS*
0 o —-a—€e—d—21

determinant hesaplanmalidir.




Teorem Eger R, <1 ise E, denge noktasi lokal olarak asimptotiksel Kkararlidir.

Ispat: Hastaliks1z denge noktasi E,’da ki Jakobiyen matris;

U

—d—v 0 _ﬁd+v 0 0
u
0 —o—d
J(Ey) = g Pav 0
0 o —a—€—d 0 0
0 0 a —-9—-d 0
v 0 € 7] —d

seklindedir. Ozdegerlerin bulunabilmesi igin det(J (E,) — Al determinanti yazilip gerekli islemler
yapildiginda ilk ti¢ 6zdeger A, = —d, 1, = —(6 + d), 13 = —(d + v) olarak bulunur. Diger iki
kok A, ve As ise asagidaki karakteristik denklemin kokleridir:

A +al+b=0
Buradaa=a+e+ o0+ 2d > 0ve

U
d+v

B aBS°

= (a+d)(a+6+d)(1—(U+d)(a+€+d))

= (c+d)(a+e+d)(1—Ry).

b= (c+d)(a+e+d)—oap

R, <1 ise, 0 zaman b > 0 ve Routh-Hurwitz Kriterlerinden, tiim 6zdegerlerin negatif reel

kisimlar1 vardir ve E; yerel olarak asimptotiksel kararlidir.

Endemik Denge Noktasinmin Kararliligi

Endemik denge noktasi i¢in ayni sistem I = 0 varsayimi olmadan ¢oziilmelidir.

a

9+dI

H* =

*_a+6+dﬁ
N o

_(a+d)(a+6+d)
- %o

*

JR" — ba . I*+v(0+d)(a+6+d)
“9+d '€ Bo




Oa
d0+d)

vio+d)(a+e+d)
dpo

€
R = ( +I

Enfekte bireylerin olusturdugu I noktast i¢in:

Blo+d)(a+e+d)
u— Bo

I'—(d+v)S*=0

= uo d+v
T (o+d(a+e+d) B

I* tekrar diizenlenirse;

I*_d+v Buo 1
=% Wrverdaterd P

bulunur. Jakobiyen matrisinden endemik denge noktalarinda 6zdegerleri belirleyip sonrasinda

kararlilik analizi yapilabilir:

Teorem Endemik denge noktast (E*) mevcuttur ve R, > 1 ise yerel olarak asimptotiksel

kararhidir.

ispat: Endemik denge noktast E* = (S*,E*,I*,H*,R*) oOnceki bolimde hesaplanmisti.
Dolayisiyla Ry > 1 ise var ve pozitiftir. Ozdegerleri hesaplamak icin, det(J(E*) —AI) =0

karakteristik denklemi i¢in ayrintilar asagida bulunabilir:

det(J(E*) — Al

—plI"—d—-v—-21 0 —pS*
=(—d—-MN(-6-d-21) prr —o—d—-—21 BS*
0 o —a—e—d—-21

=(d-ADN0—-d-D[PBr+d+v+)(c+d+AD)(—a—e—d—-1)
—B%0I*S* + ofS*(BI* +d + v + )]
=—(—d-ADE0—-d-D[BI'+d+v)(c+d)+ABI"+v+o0+2d)
+A%](a+€e+d+2)+0pS*(d+v) + A0BS*

= (—d —)(=60 —d — D[22 + al? + b2 +c]

Burada,




a = pI'+v+o+a+e+3d

b = BI'+v+o+2d)(a+e+d)+BI'+d+v)(c+d)— paS*

= upo (a+e€e+2d+o0)
(c+e+d)(oc+d)

c = (a+e+d)BI*+d+v)(c+d)—oB(d+v)S*

Jakobiyen matris J(E*)’in ilk iki 6zdegeri A, = —d ve A, = —(0 + d)’dir. Diger 6zdegerler P
ile wverilen karakteristik denklemin kokleridir. Koklerin reel kisimlarinin isaretlerinin

yorumlanabilmesi i¢in karakteristik polinom i¢in Routh-Hurwitz kosullarindan yararlanilacaktir.

P = A3 + aA? + bA + ¢ = 0 karakteristik denkleminin kokleri A’nin negatif reel kisma sahip

olmasi ancak ve ancak a > 0, b > 0 and 0 < ¢ < ab kosulunda saglanir.
Aciktir ki a, b > 0 dir. ab — ¢ > 0 oldugunu gosterelim:
ab=[(d+v)2Ry—1+a+e+d)][(d+v)Ry+ (a+e€+d)(o+d)]

ab = [d+v)QRy—1+a+e+d)][(d+v)Ry+(a+e+d)(o+d)]
ab—c = (d+v)?RE(2Ry— 1+ a+e+d)
+d+v)(a+e+d)(c+d)2Ry—1+a+e+d)
—(c+d)(at+e+d)(d+v)(Ry—1)

= (d+v)°Ry(2Ry—1+a+e+d)
+d+v)(a+e+d)c+d)(Ry+a+e+d)

Bu, R, > 1 ise, sistemin endemik denge noktasinin yerel olarak asimptotik olarak kararli oldugu

anlamina gelir.
SEIHR Lyapunov Global Kararlilik Analizi
Yukarida verilen SEIHR denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasi,

v
a ve RO= a

SO = =—
d+v d(d + v)

olmak iizere, agagidaki gibi bulunmustu:
EO (SI EI II H; R) = (SOJ OJOJOJ RO)'
Sistemin bu noktadaki global kararliligin1 incelemek i¢in Lyapunov fonksiyonunu

g 1
E 1
T otdlatetd) T latetd)

S
V=5-5"=5ng




olarak segelim. V(E;) = 0 oldugu goriiliyor. Global kararlilik i¢in V' < 0 oldugunun

gosterilmesi gerekir.

Lyapunov fonksiyonu V’nin zamana gore tiirevi alindiginda,

V’=S’—S°£,+ ? E’+;I’
S (c+d)(at+e+d) (a+e+d)

bulunur. Basit cebirsel islemlerle,

1 SOS’+ 7 E' + ! I
A= ordarer )l Tarerd

!

V' =

elde edilir. S’, E’ ve I tiirevleri yerine konulursa

SO
V=@ —?)(u—ﬁIS—vS—dS) +

9 1S E — dE
ot D@ rera LIS —oE—dE)

— (6E —al — el —dI
+(a+6+d)(a al —el —dl)
turevi elde edilir ve
Vo= —swrd(1-V(1-Z+ P iy - F
N v S S v+d 0 a+e+d a+e+d
2

0

< —S(v+d)<1—%> +I(Ry— 1)

sonucuna varilir. Burada eger R, < 1 olursa V' < 0 olur ve Lypunov fonksiyonunun tanimi

geregi global kararlidir.

SEIHR Modelin Numerik Simulasyonu

Model simulasyonu MATLAB programi ile gerceklestirilmistir. Baslangic degerleri olarak
Wuhan sehrindeki degerler gézoniine alinmistir. Ry’a bagli olan § ve diger parametre degerleri
SEIR modeldeki gibi alinmistir ve ¢6ziim sonucu elde edilen grafikler Sekil 9, 10, 11 ve 12°de

verilmistir.

Bu model i¢in yazilan MATLAB kodu ekte verilmistir.
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Sekil 9. SEIHR modelde duyarli ve temasli siniflarin zamana bagli grafigi
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Sekil 10. SEIHR modelde iyilesmis sinifin zamana baglh grafigi
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Sekil 11. SEIHR modelde enfekte sinifin zamana bagli grafigi
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Sekil 12. SEIHR modelde hastaneye yatan bireyler sinifinin zamana bagl grafigi




Tiirkiye Covid19 Verileri ile Modellerin Karsilastirilmasi

Bu boliimde Saglik Bakanlig1 web sayfasindan alinan 07 Subat-29 Mart 2022 tarih araligindaki
verileri alinmis ve vaka sayilar1 ile model sonuglar1 karsilastirilmistir. Temasl kisi sayist ve
hastaneye yatis verileri belirli tarih araliginda olmadigindan sadece vaka sayisina yonelik bir
karsilastirma yapilmistir. Modellerin ¢oziimleri ile verilerin farklarinin kareleri toplami ile hata

orani hesaplanmistir. Yani,

E = ¥((q — qdata)?)

Secilen parametrenin degisen degerine gore dataya dinamik sistem ¢6ziim egrisini hata minimum
olacak yerlestirilmesi i¢in EK.2 de verilmis olan MATLAB programlama dilinde yazilmis olan
kod kullanilmistir. 07 Subat 2022 6ncesindeki veriler dinamik sistem i¢in baglangi¢ kosulu kabul
edilmis, baslangicta sisteme girilen parametrelerin degeri program tarafindan en uygun sekilde
belirlendikten sonra verilen grafikler elde edilmistir. SIR model i¢in f parametresinin 2.5 olarak
alimmasi gerektigi goriilmiistiir. SEIR model i¢in a parametresi veriye grafik yerlestirmek i¢in
secilip ve en uygun degerinin 0.7 olacagi sonucu elde edilmistir. SEIHR model i¢in ise o, a ve d
parametreleri ile dataya grafik yerlestirme yapilmis ve degerlerinin 0.01, 3.7 ve 0.07 olarak
alimmas1 gerektigi sonucuna varilmistir. Bu degerler ile cizdirilen grafikler Sekil 13,14, 15
verilmistir. Verilen tarihlerde Omicron varyantinin yaygin oldugu kabul edilirse zaman igerisinde

vaka sayisinin azaldig1 hem sistem ¢oziimiimden hem de verilerden gézlenmektedir.




%104

Number of cases
[}
T

%90 7(;0 7; 0 7120 71;0 74‘10 750
time in days
Sekil 13. SIR modelde vaka sayisi ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki Tiirkiye Covid19
verilerinin karsilagtirilmasi
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Sekil 14. SEIR modelde vaka say1s1 ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki Tiirkiye Covid19

verilerinin karsilastirilmasi
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Sekil 15. SEIHR modelde vaka sayis1 ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki Tiirkiye Covid19

verilerinin karsilagtirilmasi




EK1:

Tim modeller igin benzer MATLAB kodlari kullaniimis olup, SEIHR modelinin kodu asagidaki

gibidir:

Modelin tanimlandigi seihr.m dosyasi:

function yprime = seihr(t,y, params)
R_zero_array = params.R_zero_array;

min_t =
n_table
max_t =
t_val =

R_zero

R_zero_array(1,1);

= length( R_zero_array(:,1) );
R_zero_array(n_table,1);

max( min_t, min( t, max_t) );

interpl( R_zero_array(:,1), R_zero array(:,2), t val);

gamma = params.gamma;

beta = R_

zero*gamma;

N = params.N;

sigma =

params.sigma;

mu = params.mu;
vV = params.v;
d = params.d;

alpha =

params.alpha;

eps = params.eps;
theta = params.theta;

S = y(1);

E = y(2);

I =y(3);

H=y(4);

R =y(5);

yprime = zeros(5,1);

yprime(1l) = mu*N - beta*S*I/N - v*S - d*S;
yprime(2) = +beta*S*I/N - sigma*E -d*E;
yprime(3) = +sigma*E - alpha*I - eps*I -d*I;
yprime(4) = alpha*I - theta*H - d*H;
yprime(5) = theta*H + eps*I + v*S - d*R;

Dinamik sistemin ¢ozimuntn gergeklestigi ve grafiginin cizildigi ana dosya :

S 0 =11.0e+6;

I 0
E 0

40.0;

% Wuhan sehrinde baslangi¢taki duyarli birey sayisi
% baslangic¢ enfekte birey sayisi

20.*1 0; % baslangi¢ temasli birey sayisi




Ho =29,
R O = 0;
params.N =S ©+ I 0+ EO©+HO+RO; %N = toplam populasyon

params.mu = 0.02;
params.v = 0.02;
params.d = 0.02;

params.sigma = 1./5.2;

params.alpha = 0.02;

params.eps = 0.02;

params.theta = 0.02;

R_zero_array = zeros(6,2);

R_zero_array = [6.6 3.0 ; ... % t=0 days; R _zero = 3.0
20.0 2.6 ; % t = 20 days; R_zero = 2.6
70.0 1.9 ;. % t = 70 days; R_zero = 1.9
84.0 1.0; % t = 84 days; R_zero = 1.0
90.0 50;... % t = 90 days; R_zero = .50
1000. .50 ] ; % t = 1000 days; R_zero =.50

params.R_zero_array = R_zero_array;

tspan = [0. 180.]; % time in days
yinit = zeros(5,1);

yinit(1) = S_0;

yinit(2) = E_0;

yinit(3) = I_0;

yinit(4) = H_0;

yinit(5) = R_0;

tol = 1.e-6; % ode solver tolerance

options = odeset('AbsTol', tol, 'RelTol’',tol, 'MaxOrder',5,"'Stats’', 'on’

)5

runtime = cputime ;

[t,y] = oded45(@(t, y) seihr(t,y, params) , tspan, yinit, options);
runtime = cputime - runtime;
nsteps = length(t);

figure;

subplot(2,1,1), plot( t, y(:,1),'b-");
xlabel('time(days)');




ylabel('S: susceptible');

subplot(2,1,2), plot( t, y(:,2),'b-");
xlabel('time(days)');
ylabel('E: exposed');

figure;
plot( t, y(:,3),'b-");
xlabel('time(days)');
ylabel('I: infected');

figure;
plot( t: y(::4)xlb")3
xlabel('time(days)');
ylabel('H: hospitalized');

figure;

p10t( t, y(:JS)JIb_');
xlabel('time(days)"');
ylabel('R: recovered');

S _end = y(nsteps, 1);
E_end = y(nsteps, 2);
I end = y(nsteps, 3);
H end = y(nsteps, 4);
R_end = y(nsteps, 5);

total = S_end + E_end + I_end + H_end + R_end;

fprintf('CPU time(sec):\t%15.5f\n',runtime);
fprintf('\n time (days): \t%10.2f \n\n', t(nsteps) ) ;
fprintf('total population:\t%10.2f\n',total);
fprintf('initial infected:\t%10.2f\n',I 0);

fprintf('\n total cases (E+I+R) at t= %10.2f: %10.2f \n\n',...
t(nsteps), E_end + I_end + H_end + R_end );

fprintf('\n Recovered at t= %-10.2f: %10.2f \n\n', t(nsteps) ,R_end);
fprintf('\n Infected (infectious) at t= %-10.2f: %10.2f \n\n', t(nstep
s),I end);

fprintf('\n Exposed (non-infectious) at t= %-10.2f: %10.2f \n\n',t(nst
eps),E_end);

fprintf('\n Susceptable at t= %-10.2f: %10.2f \n\n', t(nsteps), S _end




EK2:

Tim modeller igin benzer MATLAB kodlari kullaniimis olup, SIR modelinin grafik yerlestirme
kodu asagidaki gibidir:

function Fitting_sir

clear all
close all
clc

turkeydata = readtable('turkey-covidl9-case.xlsx', 'Sheet',1, 'Range’
, 'B700:C749");

format long

tdata = turkeydata.Varl; %(:,2);
gdata = turkeydata.Var2; %(:,3);
figure

plot(tdata,qdata, 'r.");

tforward = 700:0.05:749;
tmeasure = [1:20:981]";
beta = 1.2;

N = 83000000,
mu = 2;
gamma = 0.6,

S_© =83.0e+6-100000-20000;

Io

100000.0;

R_O

20000;

yinit = zeros(3,1);
yinit(1l) = S_0;
yinit(2) I 0;
yinit(3) R_0;

function dy = model 1(t,y,k)

beta = k(1);




dy = zeros(3,1);

dy(1) = mu*N - beta*y(1)*y(2)/N - mu*y(1); %S
dy(2) = +beta*y(1)*y(2)/N - gamma*y(2) - mu*y(2); %1
dy(3) = +gamma*y(2) -mu*y(3); %R

end
function error_in_data = moder(k) % computing the error in the data

[T, Y] = oded5(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,yinit); % solves the
DE; output is written in T and Y
g = Y(tmeasure(:),2);
error_in _data = sum((q - qdata).”2); %computes SSE
end

k = [ beta]; % main routine; assigns initial values of parameters
[T, Y] = oded5(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, yinit);
yint = Y(tmeasure(:),2);
figure(1)
subplot(1,2,1);
plot(tdata,qdata, 'ro")
hold on
plot(tdata,yint, 'b-' xlabel('time in days');
ylabel( 'Number of cases');
[k,~] = fminsearch(@moder,k);

disp(k);

[T, Y] = oded5(@(t,y)(model 1(t,y,k)),tforward,yinit);

yint = Y(tmeasure(:),2);

subplot(1,2,2)

plot(tdata,qdata, 'r.");

hold on

plot(tdata,yint,'b-", 'LineWidth',1);

xlabel('time in days'); % plotting final fit

ylabel( 'Number of cases');

end
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