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OZET

Kompakt yildizlar yiiksek yogunluk degerlerine sahip astrofiziksel nesnelerdir.
Bu yiiksek yogunluktaki ortamda maddenin nasil davrandigl ancak altinda yatan
mikroskobik teorilerin anlagilmasiyla miimkiindiir. Bu teoriler, 6rnegin kuantum
renk dinamigi, ¢cok yogun ve sicak ortamda mikroskobik sebestlik derecelerinin
nasil davranacagl ve bunlarin neler olabilecegi hakkinda kesin bilgiler vermemek-
tedir. Taginim 6zelliklerinin boyle yogun maddesel bir ortamda nasil gerceklestigi-
nin anlagilmasi, ardinda yatan mikroskobik davraniglar veya bilegsenler hakkinda
nitel bilgiler edinmemizi saglayabilir. Bu tezde yogun maddesel ortam icin tasi-
nim katsayilarini Fermi-akigkan teorisi ¢ercevesinde, fermiyonik parcaciklar icin
SU(N) ayar etkilesimlerini géz 6ntinde bulunduran, ortam etkilerinin de hesaba
katildigr durumlar i¢in inceledik. Kontrolli bir gsekilde diigiik sicaklik agilimi ya-
parak elektriksel iletkenlik, 1s1l iletkenlik ve kayma viskozitesi biiyiikliiklerini he-
sapladik. Elde ettigimiz sonuclar literatiirde verilen spesifik durumlardan farkh
olarak her tiirlii fermiyonik madde bileseni i¢in gecerlidir ve gerekli limit du-
rumlarinda literatiirde verilen birinci mertebeden sonuglarla ortiismekte, ikinci
ve li¢lincii mertebeden diizeltme terimlerini de icermektedir. Bu sonuglar ayni
zamanda sicakligin gorece yiiksek oldugu nétron yildizi ¢arpigma durumlarina da
uygulanabilir.
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SUMMARY

Compact stars are astrophysical objects that have huge density. Understanding
how matter behaves in such high-density environments is only possible through
the comprehension of the underlying microscopic theories. These theories, such
as quantum chromodynamics, do not provide detailed information about how
microscopic degrees of freedom will behave in a highly dense and hot environ-
ment. Understanding how transport properties occur in such dense matter can
provide qualitative information about the underlying microscopic behaviors or
components. In this thesis, we examined transport coefficients for dense matter
within the framework of Fermi-liquid theory, considering SU(N) gauge interacti-
ons for fermionic particles and taking into account medium effects. We calculated
electrical conductivity, thermal conductivity, and shear viscosity coefficients in a
controlled low temperature expansion. The results we derived, unlike the specific
cases given in the literature, are valid for all kinds of arbitrary fermionic matter
compositions and align with first-order results given in the literature in the li-
mit cases and also include second and third-order correction terms. These results
can approximately also be applicable to neutron star merger scenarios where the
temperature is relatively high.
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1 GIRIS

Kompakt yildizlar, yogunlugu niikleer yogunluktan py &~ 2,8 x 104 g/cm?® daha
fazla olan astrofiziksel nesnelerdir. Bu nesnelerin statik (kiitle, yarigap vb.) 6zel-
likleri durum denklemleri kullanilarak belirlenebilir [T, 2], [3]. Dinamik 6zelliklerini
(1sil-elektriksel iletkenlik, kayma-y1gin viskozitesi) ise taginim katsayilarim belir-
leyerek anlayabiliriz [4, 5]. Statik 6zelliklerin anlagilmasimnda kullanmilan durum
denklemleri bize kompakt yildizlarin igerigi hakkinda nicel bilgiler verememekte-
dir. Ornegin notron, proton ve elektrondan olustugunu varsaydigimiz bir nétron
yildizi modeli i¢in, Fermi basinci yildizda meydana gelen kiitlecekimsel etkileri
yenmeye ve yildizin ¢6kmesini engellemeye yeterli degildir [0, [7]. Veya ¢ekirdegi-
nin sadece kuarklardan olustugu durum i¢in elde edilen kiitle degerleri 1,45M,
ile 1,65M, giines kiitlesi arahigindadir [§]. Bu durum gézlemlenen nétron yildizi
kiitlelerinden 1, 1M, < M < 2,1M, asagidadir. Yiiksek yogunluk ve diigiik si-
caklik limitinde kuantum renk dinamigi i¢inde ortaya renk siiperiletkenlik fazi
gikmaktadir |9, [10]. Bu veriler bize yildizin i¢ yapisindaki madde bilegenlerinin
sanilandan ¢ok daha farkli veya karmagik olabilecegi hakkinda ip uglari vermek-

tedir [11].

Kompakt yildizlar1 kabaca ii¢ kisma ayirabiliriz. En i¢ kisim madde bilegimini
tam olarak bilmedigimiz i¢ ¢ekirdek, ara kisimda nétron, proton, elektron ve mii-
onlardan olusan dig ¢ekirdek, en digta ise yaklagik 1km kalinliginda olan kabuk
boélgesi bulunur [7), 12, [13]. Cekirdegin i¢ kismii serbest kuarklar, hyperonlar,
siiperakigkan moduna girmis protonlar veya bilmedigimiz bagka madde formlar
olugturabilir. Sicaklik ve kimyasal potansiyele bagh olarak maddenin fazlarimin
nasil degistigigini Sekil [I.Ifden gorebiliriz. Kompakt yildizlar kimyasal potansi-
yelin yiiksek, sicakliginsa diigiik oldugu bolgeye karsilik gelmektedir. Bu bolgeyle

alakali bilgimiz giiclii etkilesimleri anlamak igin kullandigimiz kuantum renk di-



namigini bu bélgede ¢ozemedigimizden yetersizdir [14]. Tagimim 6zelliklerinin be-
lirlenmesi, bu yildizlarda meydana gelen karmasik siirecleri, bu yogun ortamdaki
madde bilegenlerinin anlagilmasini ve modellenmesini saglayabilir. Bu sayede goz-
lemden elde edilen bilgilerle yogun ortamin igerigi ve etkilesimlerin teorik 6zellik-

leri iizerine bilgiler edinebiliriz.

T 1 early universe
Quark—Gluon

Plasma

FAIR

Hadrons

Color
Superconductivity
heutron stars

nuclei

Ini\'/3 He u

Sekil 1.1: Sicaklik ve kimyasal potansiyel yoniinde maddenin fazlar1 [15].

Tasimim katsayilar: ilgilendigimiz korunumlu biiyiikliiklerin bir bolgeden digerine
nasil aktarildigini bize anlatir. Bu biiytikliikler yiik, momentum veya sicaklik ola-
bilir. Taginimdan bahsedebilmemiz i¢in inceledigimiz sistem denge durumundan
sapmis olmalidir ¢iinkii denge durumunda Boltzmann denklemi sifira egit olacagi
i¢in taginimdan s6z edemeyiz. Denge dig1 durumda olusacak farkh biiytikliik grad-
yentleri bize farkli tagimim katsayilari icin ifadeler verecektir. Ozel gorelilik etkile-
rini dikkate almadigimiz durumlar i¢in birinci mertebeden hidrodinamik ifadeler
sistemi anlamamiz ic¢in yeterlidir. Tersinmez iglemler izerinden yitimli makrosko-
pik akilar tanimlayabiliriz. Bu akilarla birinci mertebeden hidrodinamik ifadeleri
kargilagtirip taginim katsayilarimin sahip olmasi gereken ifadeleri belirleyebiliriz.
Makrofizik kullanarak elde ettigimiz sonuclar ilgilendigimiz problemdeki mikros-

kopik olaylarla dogrudan iligkilidir.

Kompakt yildizlarin dinamik 6zelliklerini anlamak i¢in taginim katsayilarini anla-

2



maliyiz [16, [17]. Bu biiyiiklikler pargacik etkilesimlerine dogrudan baghdir. Cesgni
degistirmeyen, kimyasal potansiyelin degismedigi, sadece parcaciklarin enerji mo-
mentum aligverisi yaptiklar1 sacilma etkilegsimleriyle ilgileniyoruz. Béyle bir et-
kilegsim i¢in tasimim biiyiikliiklerinin belirlenmesi bize etkilesimi anlamak konu-
sunda yardimci olacaktir. Kompakt yildizlar i¢in bdyle sacilma etkilesimlerinde,
etkilesime girecek parcaciklar genellikle dejenere fermiyonlardir. Diigiik sicaklikta
parcaciklarin Fermi momentumu ortamin sicakligindan ¢ok yiiksek olacagi icin

tagimmmdan Fermi yiizeyi etrafinda bulunan pargaciklar sorumludur.

Bu calismada elektriksel iletkenlik, 1s1l iletkenlik ve kayma viskozitesi dejenere
fermiyonlar i¢in sicakligin kimyasal potansiyele gore c¢ok kiiciik oldugu durum-
larda hesaplanmigtir. Her bir biiyiikliik kompakt yildizlarda ve nétron yildizlar
carpigmalarinda 6nemli rol oynamaktadir [18]. Bu dinamik biiytikliikler yildizlarin
davraniglarin1 anlama ve gozlemleri yorumlama kisminda bize yardimci olabilir.
Bu taginim katsayilarini anlamaya yonelik ilk detayli ¢calismalar Flowers ve Itoh
tarafindan yapilmigtir [19] 20]. N6tron, proton ve elektron bilegiminden olugan bir
madde dagilimi i¢in manyetik alanin olmadigi durumda ¢ok parcacik etkilerini he-
saba katarak elektriksel iletkenlik, 1s1l iletkenlik ve kayma viskozitesi katsayilarini
hesaplamiglardir. Ortam etkilerinin dahil edildigi ilk ¢aligma Heiselberg tarafin-
dan kuark plazmasi i¢in yapilmig ve etkilesim propagatoriiniin enlemsel kisminin
tagimim katsayilar1 iizerine 6nemi ortaya konmusgtur [21) 22, 23]. Daha sonra farkh
yogunluk profilleri i¢in taginim katsayilarina gelen diizeltmeler Shternin ve Yakov-
lev tarafindan bulunmustur. Isil iletkenlik ve kayma viskozitesi hesaplamalarini
milonun da dahil oldugu durumlarda i¢ ¢ekirdek bolgesi igin siiperiletkenlik ve

stiperakigkanlik etkilerini hesaba katarak yapmiglardir [24] 25] 26].

Hizli donen notron yildizlarinda osilasyonlar meydana gelir ve bunlarin sonu-
cunda farkli modlarda kiitlecekimsel dalgalar iiretilir. Bu modlardan birisi olan
r — modlar kiitlecekimsel dalgalarin yayilmasindan kaynakli kararsiz hale gel-
mektedir. Bu da yildizin yavaglamasina yol acar. Bu kararsizligi dengelemek icin
“kayma” viskozitesi veya ¢esni degistiren etkilesimler sonucu ortayan ¢ikan “y1gin”

viskozitesi etkileri hesaba katilmalidir [27], 28], 29] 30]. Standart nétron yildiz1 bi-



legenleri i¢in elde edilen viskozite biiyiikliikleri bu kararsiz modlar1 séniimlemek
i¢in yeterli degildir [31], 32], [33], B4, B85, B6]. Notron yildizi birlesmesi olaylar1 da
kiitlecekimsel dalga kaynaklarindan birisidir ve viskoz biiyiikliikler bu birlesme
olaylarinin anlagilmasi igin énem arz etmektedir [37, 38| [39]. Flowers ve Itoh ta-
rafindan elde edilen sonuclarda, kayma viskozite katsayisi n'nin sicakliga baglilig:
T2 olarak bulunmustur. Enlemsel etkilesimler dikkate alindiginda bu sonucun

rolativistik parcaciklar icin 7-%/% oldugu goriilmiigtiir.

Kompakt yildizlarin, 6zellikle gen¢ nétron yildizlarinin, ¢ < 100 yil, heniiz 1s1l
dengeye gelemediklerinden, soguma davraniglarinin anlagilmasi ve modellenmesi
i¢in 1s1l iletkenlik ve notrino yayilimimin anlagilmasi gerekmektedir [40, 41]. Tsil
iletkenlikte ¢ogu durumda elektronlar hafif olmalarindan kaynakli baskin olan
taginim parcaciklaridir. Nétron yildizi birlesmelerinde ortaya cikan yiiksek 1siy1
dagitmak ve sistemi dengeye getirmek icin 1s1l iketkenlik énemli bir parametredir.
Soguk yildizlarda parcaciklarin Fermi momentumunun sicaklhiga orani ¢ok diisiik
oldugu i¢in T'/pr ~ 107> bu parametre ¢ok dénemli degildir [42, 43| 44, 45, 46].
Rolativistik dejenere madde dagilimlari igin 1s1l iletkenlik katsayisi sicakliktan ba-
gimsiz, rolativistik olmayan agir pargaciklar icin sicakligin tersi olarak bagimlidir

47, 25, 48].

Elektriksel iletkenlik kompakt yildizlar1 anlamak i¢in 6nemli olan bir bagka para-
metredir. Elektronlarin baskin oldugu durumlar igin elektriksel iletkenlik enlemsel
plazmonlar tarafindan baskilanir. Yogunlugun arttigi i¢ bolgede kuarklar da elekt-
riksel iletkenlige katkida bulunabilir. Elektriksel iletkenligin anlagilmasi kompakt
yildizlarda manyetik alan olusumlarini anlamak adina énemli bir parametredir

[49, 50, 511, 52).

Yukarida verilen motivasyonlar, taginim katsayilarinin anlagilmasinin gozlemleri
yorumlamada ve yogun ortamdaki madde etkilegsimlerini anlamada ne kadar 6nemli
oldugunu gostermektedir. Sahip olduklari ortalama enerji (kimyasal potansiyel)
sebebiyle {ig tip kuark u, d ve s kompakt yildizlarda bulunabilir [53]. Sahip ol-

duklar1 renk yiikiinii diisiindiigiimiiz zaman, yildiz i¢inde yogun bolgelerde bir ¢ok



farkli parcacik bilegeni ortaya ¢ikabilir. Bu ¢alismada genel bir dispersiyon iligkisi
diisiiniilerek elde edilen taginim katsayilari, bir ¢ok farkl parcacik kompozisyonu-
nun etkilerinin nicel olarak anlagilmasini saglayabilir. Dejenere fermiyonik parga-
ciklar sahip olduklar: yiiksek Fermi momentumu sebebiyle yogun ortamda etkile-
simleri domine ederler. Bozonlarin etkili oldugu durumlar sadece Fermiyonlarin
¢iftlendigi durumlardir. Bu sebeple baskin etkilesim olan sagilma etkilesimlerini
elektromanyetik ve giiglii etkilesimler cercevesinde ele aldik. Uzun erimli enlem-

1/3 olmasimi saglar. Bu

sel etkilegimler agihm parametremizin efektif olarak (7'/pr)
sebeple ikinci ve ii¢lincii mertebeden diizeltme terimlerini olusabilecek belirsizlik-
leri anlamak adina enlemsel etkilesimler i¢in hesabimiza dahil edebiliriz. Daha
yiiksek mertebeden diizeltme terimlerinin belirlenmesi i¢in polarizasyon etkilerini
dikkate almadan 6nceki kisimda yapilan diigiik sicaklik seri agiliminin bir iist mer-
tebeye gecilerek yapilmasi gerekmektedir. Ancak ilgilendigimiz tipik sicakliklarda,
sicakligin Fermi momentumuna oram T/pr ~ 10~* mertebesinde oldugu igin,
baskin etkilegimlerin anlagilmasi noktasinda ¢ok yiiksek mertebeden etkileri goz
ardi edebiliriz. Bu sonuclar sicakliklarin MeV metebesinde oldugu nétron yildizi
birlesmeleri i¢in de ikinci mertebe diizeltmelere ihtiya¢ duymadan kullanilabilir.

Bu durum igin 7'/pr ~ 1072 — 107! civarindadir. Cok ciddi yaklagikliklarin ya-

pilarak modellendigi bu birlesme olaylarinda elimizdeki sonuglar gecerli olacaktir.

Bu tezde tagimim katsayilari ve onlar1 belirlememize yarayan carpisma frekans-
lar1 genel bir sac¢ilma etkilegimi diisiiniiliirek elde edilmigtir. Tezin ilerleme semasi
agagidaki gibidir.

Ikinci boliimde kinematik ve hidrodinamik ifadeler rélativistik olmayan durum
i¢in hesaplanmigtir. Sistemin diigiik enerji davraniglarini anlamak icin, lokal ola-
rak denge noktasindan ¢ok sapmayan durumlar i¢in elde edilen yitimli aki ifadeleri
ilgilendigimiz taginim katsayilarina karsilik gelecek sekilde belirlenmigtir. Entropi
iiretim hizi denklemi tiiretilerek bu katsayilarin ilgili biiyiikliiklerin gradyentine
nasil bagh oldugu belirlenmigtir.

Uciincii boliimde Boltzmann denklemi Chapman-Enskog yaklagikligi kullanilarak
lineerize edilmig ve yitimli aki ifadeleri yaklagiklik i¢inde tanimlanan pertiirbas-

yon fonksiyonu cinsinden hesaplanmigtir. Uygun ¢oziim onerileri ile Boltzmann



denklemi kullanilarak Fermi-akigkan teorisi yaklagimi cercevesinde taginim kat-
sayilar1, carpisma frekanslar1 ve ilgilendigimiz taginim katsayisina karsilik gelen
momentum polinomlar: belirlenmigtir.

Dérdiincii boliimde SU(N) ayar etkilegimi i¢in yogun ortam etkileri géz ontinde
bulundurularak sacilma etkilesimi ve ortam etkilerini iceren polarizasyon tenso-
riiniin bilegenleri hesaplanmig ve limit durumlar: incelenmigtir.

Besinci boliimde ¢arpigma integralinin genel formu kimyasal potansiyelin degis-
medigi sacilma etkilegimi i¢in belirlenmigtir. Daha sonra ¢arpigsma integrali farkl
momentum olgeklerinde agilim parametremiz olan (7'/u)’ye gore hesaplanmig ve
her bir taginim katsayisinin belirlenmesi i¢in gerekli rahatlama frekanslar: bulun-
mustur.

Son boliimde baskin etkilegimler i¢in taginim katsayilarinin sicaklikla olan iligki-

leri tartigilmis buldugumuz ifadeler degenlendirilmistir.



2 KINEMATIK VE HIDRODINAMIK DENKLEM-
LER

2.1 Boltzmann Denklemi

Boltzmann denklemi bize dagilim fonksiyonunun zamanla degisimini gosterir.
Denge dig1 bir durum i¢in en genel halde dagilim fonksiyonu, f (7, ¥,t), momen-

tuma, konuma ve zamana bagh olabilir:

df _of  Of Ox;  Of Opi _ Of L .

at ot = =1I[f]. 2.1

o Ton ot Topot ot Vof + BV, f = [f] (2.1)
Burada @ = CC% parcacigin hizini ve R= a—f ise ona etki eden dig kuvveti temsil

etmektedir. I [f] carpigma integrali olarak adalandirili:

I (s [@1a] s for (2], fo (B3] fue [Pal] (2:2)
—/ / / Wit (frs for (1 — fa5) (L — far) = (L — frs) (1 — far) fasfar)-

Bu fonksiyon, ¥ konumunda olan ve p’momentumuna sahip bir parcacigin mikros-
kopik etkilegimler yiiziinden birim zamanda deneyimledigi ¢arpisma sayisini ifade
etmektedir. Wy, etkilesime giren parcaciklarin gecis oranlarini ifade eder. s ve ¢
sacilma etkilegsimine giren parcaciklarin tiirlerini gosteren indisler olmak tizere, N
gesit parcacigin etkilesime girdigi durumlarda, her pargacik kendi dagilim fonk-

siyonu fs’e sahip olacaktir. Bu durumda iki parcacik sacilma etkilesimleri i¢in,

seS={1l,---,N} vet €S, elimizde N tane ¢iftlenmig Boltzmann denklemi
olur [54]:
8fs -
o i Vol B-Vofo =Y Lilfo fi]- (2.3)
t

Denge dis1 bir sistemin davrangini inceledigimizden, pargacik etkilegsimlerinin énemli
ol¢iide baskin olmadigi durumlarda carpigma integralinin etkisi ortadan kalkar.
Carpigma integralini Boltzmann denkleminde denge digilig1 ortaya koyan bir kay-

nak terimi olarak diigiinebiliriz.



Boltzmann denklemini kullanarak herhangi bir gézlemlenebilirin taginim 6zellik-
lerini inceleyebiliriz. Herhangi bir biiytkliik, (&, ¢; p), igin kii¢iik bir hacimde
parcacik sayist ve momentumu iizerinden istatistiksel ortalamay1 agagidaki gibi

tanimlayabiliriz:

1 &y [ &p
e | s (2.4)

Boltzmann denklemini (7, t; p) ile garpip momentum iizerinden integre edip dii-

zenledigimizde asagidaki ifadeyi elde ederiz:

i) | o (\2)+ a9+ 4 %) + (Qf—gf,wf ).

(2.5)

Bu ifadede konum ve zaman tiirevleri ¢(Z,¢; p)'in {iretimini, momentum tiirevi
dig kuvvetlerin etkisini, ¢arpisma integralini igeren terim ise bu carpigmalardaki
iiretim hizim1 bize gostermektedir. Carpisma integralinin ¢ ile ¢arpiminin orta-
lamasinin sifir oldugu durumlarda [2.5/nolu denklemi kullanarak korunan biiyiik-

liikkler i¢in hidrodinamik denklemler elde edebiliriz.

2.2 Hidrodinamik Denklemler

Hidrodinamik denklemler bir sistemin diigiik enerji davraniglarim1 anlamak igin
kullanilabilir. Sistemin kiigiik bir kismini inceleyerek geneli hakkinda énemli bil-
giler edinebiliriz. Inceledigimiz bélge iizerindeki makroskopik biiyiikliikler, lokal
olarak tamiml hiz, sicaklik ve kimyasal potansiyel cinsinden ifade edilebilirler. R6-
lativistik olmayan hizlar i¢in parcacik sayisinin, momentumun ve enerjinin korun-
dugu durumlar: incelemek istiyoruz. Korunan biiyiikliikleri incelerken ¢arpigma
integrali bu ifadede agik¢a yer almasa da denge digi dagilim fonksiyonlarinin ne
oldugunu belirlerken ona ihtiyacimiz oldugunu soyleyebiliriz.

[k durumda ¢ = m icin tasimm denklemini kiitle yogunlugu p, = Yo s, MsTs,

kiitle merkezi hiz1 v, ve momentum yogunlugu g, = p.¥, cinsiden yazabiliriz:

a slts — — a [} — — a = —
Z ( a7 + v:): : (ns<msu>s)) - L + Vm : (,Oava) = _p + vx g = 0.
= ot ot

(2.6)



Ikinei durumda ¢ = E ise tagimim denklemini toplam enerji yogunlugunu ifade
eden bir denklem olarak yazabiliriz:

5 (PP s G lB0) = e (1G04 @ T+ (-9, )

SESa

0, = = . .
= E—FVI-J&X:Zn5<R-u)S:naR-va.

SESq

Rolativistik olmayan durumda belirli bir parcacik tiirii ig¢in enerji yogunlugu ve
akisini,

Ea= Y ndE) =Y %<u2>3 ve Jea= Y n(Bi)y=Y %oﬁms (2.8)

SESa SESa SESa s€Sa

olarak yazabiliriz. Agik bir sistem bir ¢ok kanalla enerjisini kaybedebilir. Bu kayip
sistemin dinamik zamanindan daha kisa bir Olcekte gerceklesiyorsa yukaridaki
denklemi boyle bir sistemi anlamak i¢in kullanabiliriz. Etkilesimlerin hiz1 sistemin
dinamik zamanindan daha uzunsa ¢arpigma integralini ihmal edemeyiz.

Son olarak ¢ = p’i¢in momentum akimina ait korunum denklemini elde ederiz:

S (P b oy ) ) = 3 e (0 (). + (85 0.

SESa SESa

(2.9)

agaﬁ
ot

Hizlar ve kiitle yogunlugu cinsinden rolativistik olmayan durum i¢in momentum

= +-6%jJ5an:: noR;.

akim ifadesi agagidaki gibidir:

Jga,ij = Z ns(Upi)s = Z Ps{Ujt;) s (2.10)

SESa SESa

Yukarida elde edilen ve farkli biiytiklerin (kiitle, enerji, momentum) degigimlerini
ifade eden hidrodinamik denklemleri rolativistik olmayan durum i¢in ayrigtirilmis
hizlar cinsinden yazabiliriz. Sectigimiz hacim elemaninin hizi @ ve izledigimiz
parcacigin hizi w, olsun. Ortalama kiitle merkezinin hizina goére pargacigin hizi

agagidaki gibidir:

Wo =U— U, ve (Wa)s=0. (2.11)
Bu durumda enerji yogunlugunun rolativistik olmayan durum igin dispersiyon

ifadesi agikga belirlenebilir:

fa= 2 %<u2>s =2 %«Um’ + Wai) (Vai + Wai))s = Eoa + %“vi. (2.12)
SESq sESy



Akigkann es-hareketli gergevedeki i¢ enerjisi £go = Y, o5 % (w?)s olarak es ha-

ms

2

reketli gergevede tamimh tek pargacik enerjileri €, = ™sw? cinsinden ifade edilir.
Rolativistik durum i¢in dispersiyon ifadesi basit bir kuadratik formda olmayacag:
i¢in yukarida yapilan ayristirma islemi daha karmasik bir ifadede olacaktir. Ancak
Fermi-akigkan teorisi i¢cin daha basit bir formda bile olabilir ¢iinkii dispersiyon
bagintist lineer bir forma sahiptir € — u = Ur - (p— pr). Benzer sekilde momen-
tum akimin sistemin izotropik oldugu varsayimi altinda denge durumu i¢in hizlar
cinsinden ayrigtirabiliriz:

2
Jgoii = Y Ps{(Vai + Wai) (Vaj + Waj))s = Pavailaj + 360203 = Hayj- (2.13)

SESa
Burada Il,;; denge stres-enerji tensoriidiir. g,, = (—1,+1,41,41) icin bu ifade-
nin uzay bilegenleri bize rélativistik olmayan durumda baging ve enerji arasindaki
iligkiyi verir:

2
Haij = (ga + Pa) VaiVai + Pa(Sij ve Pa = ggoa. (214)
Momentum akimini korunumlu olan stres enerji tensorii ve korunumlu olmayan
(yitimli) kisim olarak iki kisma ayirabiliriz:

Jga,ij = PaVaiVaj + Z ps<waiwaj>s (2'15>

SESa

= pavaivaj + Pa@-j + Z Ps (waiwaj>5 — Paéij = Hm‘j + Waij'

SES

Korumunlu olmayan kisim denge durumunda sifira esittir ve asagidaki gibi yazi-

labilir:

Taij = Z ps<waiwaj>s - Paéij- (216)

SESa

Son olarak hizlar1 ayrigtirdigimiz durum igin enerji akimi ifadesi
Jeai = Z %(ujujui)s = (& + Po) Vai + TaijVaj + Jra (2.17)
SESa
olarak elde edilir. Yitimli enerji akim Jreo ifadesi yine denge durumunda sifir-
dir. Enerji ve momentum akimlarii ayrigtirdigimiz ifadeleri yukaridaki aki ifa-
delerinde yerine yazdigimizda kiitle korunumu denklemini kullanarak momentum

akimi i¢in agagidaki ifadeyi elde ederiz:

; 1 1 1
0t7 + Ua’j (8jva7i) = —p—a@iPa + m_aRZ — p—aajﬂ'a?ij. (218)
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Bu ifade Navier-Stokes denklemi formundadir. Ilk terim bize hizin basincin uzay-
sal tiireviyle azaldigini soyler, ikinci terim Newton’un ikinci yasasi F = ma’ya
karsilik gelir, ii¢iincii terim ise akigkan i¢indeki momentum transferinin degigimini
anlatir. Benzer gekilde enerji yogunlugunu hizlarina ayristirilmis bilesenler cinsin-

den siireklilik ve momentum denklemini kullanarak agsagidaki gibi ifade edebiliriz:

E + (%Jga’i = naé . 770( (219)
880a
a1 = — ((&oa + Pa) 0ij + Taij) Oiva; — (0i€a0) Vai — 05 Jra -

Burada ilk terim farkl akigkan bilegenleri i¢cin momentum degisimi {izerinden ki-
netik enerji transferini tarif eder, ikinci terim i¢ enerjideki degisimi gosterir, son
terim ise farkli akigkan bilegenleri arasindaki enerji transferini tarif eder. Ener-
jideki degisime termodinamik gercevesinden bakabiliriz. Denge durumuna yakin
bir sistem igin Gibbs serbest enerjisi enerji yogunlugu cinsinden agagidaki gibi

yazilabilir:
Eo+P =) s +Ts. (2.20)

Termodinamigin birinci yasasina gore i¢ enerji yogunlugundaki degisim

E\ 1 E
d&y = d (V) = dE — 5dV = Tds + Zjusdns (2.21)

seklindedir. Bu egitligi ayrigtirilmig enerji yogunlugu ifadesinde yerine yazalim.
Stireklilik denklemini kullanarak enerji yogunlugundaki degigimi entropi iiretim

hiz1 denklemi olarak yazabiliriz:

86004

ot

8$a JToz,i 1
E + & (savi + T ) = —? (Wijaﬂ)mj + JTa,iaiT/T) .

= — ((goa + Pa) (51‘]‘ + Waij) 8ivaj — (8,‘(‘3@()) Vai — 8iJToz,i (222)

Entropi veya hiz i¢in Boltzmann denklemini kullanarak hidrodinamik ifadeler
elde etmek yerine, bu ifadeler i¢in bazi parametrelere gore seri agilimi yapip her
mertebeden gelen diizeltmeleri belli katsayilarla ¢arpip ve sistematik bir bicimde
birbirine ekledigimiz bir ifade olarak da gérebiliriz. Ornegin entropi iiretimi denk-
leminde 0,T/T ve O;jv,,; i¢in bu terimlere karsilik gelen akilar, Jr,; ve m;, go-

riinmektedir. Taginim katsayilarin istenilen biiyiikliikle lineer bir iligki tizerinden

11



inceleyebiliriz. Ornegin sicaklik kaybini ifade ettigimiz 1s1l akimi sicaklik degisimi

izerinden lineer mertebede yazabiliriz:
Jp ~ —kVT. (2.23)

Burada s 1s1l iletkenlik katsayisi olarak isimlendirilir ve pozitif tanimli olmasi
i¢in acilimin isareti negatif secilmistir. Benzer sekilde yitimli momentum akimini
hizlarin tiirevi cinsinden lineer mertebede agabiliriz. Momentum tensoriini hiz-
lar cinsinden ifade etmek istedigimizde elimizde bagimsiz ii¢ tane tensor vardir.
Bunlarin lineer kombinasyonu olarak ilk mertebede momentum akiminin agilimini

yapabiliriz:
2
Tij & —1) (@vj + O;jv; — gakvkéij> — CORvR0s; (2.24)
1. = =
=—2n (Uij - §5z‘jv ' 77) = Q0 V - U,

Burada n kayma (shear) viskozitesi ve ¢ gévde (bulk) viskozitesi katsayis1 olarak
adlandirilir. Elektrik iletkenlik katsayisi i¢in bagka bir korunan biiyiikliik {izerin-
den sonraki boliimde katsay: belirlenecektir. Bu katsayilarin neye esit olduklar:
mikroskopik hesaplamalardan belirlenebilir. Yukarida tanimladigimiz biiyiikliik-
leri entropi iiretim ifadesinde yerine yazip hacim iizerinden integralini alirsak

agsagidaki esitligi elde ederiz:

% = /d3m (—%Wijaivj - %aiJT,z) (2.25)
= /v% ((277 (Uij - %51‘3’ (8I<;Uk))2 +C(0kvk)2> + % (8iT)2> - /av (%) :
(2.26)

Termodinamigin ikinci yasasina gore entropi iiretim ifadesinin pozitif taniml ol-
mas1 gerektigini biliyoruz. Bu sebeple taginim katsayilari pozitif tanimli biiyiik-
liikkler olmak zorundadir. Bu ifade en genel haliyle bagka terimler igerebilir. N6t~
rinolarin siipernovadan ayrilmasi 6rnek olarak verilebilir, bu durumda notrinolar

i¢in yitim igeren terimleri eklememiz gerekmektedir.
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3 MATERYAL OZELLIKLERI VE TASINIM KAT-
SAYILARI

Boltzmann denklemi sayesinde mikroskopik seviyede taginim katsayilarini hesap-
layabiliriz. Her parcacik kendi kinetik denklemini saglar ve bu denklemler birbir-
leriyle olan ¢arpigma terimleri yiiziinden ¢iftlenmis bir denklem seti olugtururlar.
Akigkanin davranigi onu olugturan bilegenlerin mikroskopik davraniglar: sayesinde
belirlenir ve korunan her bir biiyiikliige kars: gelen akim onu meydana getiren par-
cacik tiirine bagh olarak bu davraniga katk: saglar. Materyal 6zelliklerini anlamak

i¢in bu akimlarin denge durumundan sapmalarini inceleyebiliriz[55], 56].

3.1 Chapman-Enskog Yaklagimi

Chapman-Enskog yaklagiminda ilgilendigimiz parcacik tiirtine ait dagilim fonk-

siyonunun lokal denge durumu etrafinda seri agilimi yapilir:

1
3,0 ~ fOB5 1) + 0f.(B 5 1) ve fOFE) =4 (3.1)

es—us)/T -+ 1 ’

Burada fs(o) (p; @, t) sistemin denge durumundaki dagilm fonksiyonunu ifade et-
mektedir. Eg hareketli ¢er¢evede tanimli enerji ayni zamanda hizin bir fonksiyo-
nudur, W(p;Z,t) = @ (p) — v(Z,t). Diisiik sicakliklarda pargaciklar Fermi yiizeyi
etrafindadir, bu sebeple denge digilik Fermi yiizeyi etrafinda segilmigtir:

o (1) £

O+ 0 ()~ =~ LD (3.2)

_ofY )
Oe ele=hns)/T 41 T

Ofs =
J Oe
Bu yaklasimin temel fikri en kii¢iik mertebeden olan terimleri tutup yiiksek mer-
tebeden gelen tiim diizeltme terimlerini ve terimlerini ihmal etmektir. Denklem

ile verilen ifadeyi Boltzmann denklemine (2.1]) yazip sadece en diigiik merte-

beden terimleri ve tiirevleri tutarsak, denklemin sol tarafi i¢cin asagidaki ifadeyi
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elde ederiz:

Flin af(o) o 0, B £0
I = 5 +u-Vyufy’ +R-V,f, (3.3)

(0) _ _
_ 9 <%—%—ﬂa—T+ui (Ri—@-,us— ‘ TMS@TJr@-e)).

Oe \Ot Ot T Ot

—

Es hareketli ¢ergeveden bakildiginda pargacigin hizi akigkanin hizidir, @ = .
Parcacigin hissettigi efektif bir kuvvet tanmimlayarak yeni bir elektrik alan yaza-
biliviz Ry, = Ry — Oipts — =0T = qs By — Oius — 70T = ¢, B} ifadesindeki
enerji tiirevlerini akigkanin momentumu, hizi ve hizinin tiirevleri cinsinden yaz-

mak miimkiindir:

Oe Op; i

1
w;0;€ = W;—— Ip; Doy = —piw; (Uij — gﬁkvk@j) . (3.4)

Bu durumda Boltzmann denkleminden elde ettigimiz [3.4] ifadesi agagidaki formu

alir:

rlin afS(O) € — hs * 1
Z[;t [fsa ft] = - De w; ( T 8zT - qusi ‘l‘pj (’Ui]‘ - gak?]k(sl])) . (35)

t

Denklemin sol tarafini lineerize ettikten sonra, ¢arpigma integralini de lineer hale
getirmeliyiz. Carpigma integrali etkilesime giren pargacigin birim zamanda sahip
oldugu carpigma sayisini belirtir. ifadesini ¢arpigma integralinde yerine yazip
en diigiik mertebeden terimleri tuttugumuzda lineerize edilmis ¢arpigsma integral
sonucu elde edilir. Bu sonugla birlikte elimizde pertiirbasyon fonksiyonu ®’ye bagh

olan integral bir diferansiyel denklem olur:

3f(0) (e hs
w;

1
8 T — qusz + pj <Uz'j — gakvkém)) (36)

= ——/ / / st 1((2 2t f(?s)) (1 - fi?) (Prs+ Doy — Py — Duy).
p2 /p3 Jpa

Hidrodinamik denklemleri hesaplarken entropi tiretim ifadesini bulmus ve bunu
tagimim katsayilar1 ve yitimli akimlarla iligkilendirmistik. Boltzmann denklemi
iizerinden entropi yogunlugunun ortalamasina bakildiginda, denge durumuna ya-
kin bir sistem i¢in entropi yogunlugu ifadesi genel haliyle

d3
5=k [ M)+ (= i) (3.7)
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ile verilir[57]. Bu durumda v, = — (In (f,) + (f;' — 1) In (1 — f)) olarak segebi-
liriz. Ortalamalar iizerinden tanimladigimiz Boltzmann denklemininde tiim par-
gacik tiirleri iizerinden toplam alip entropi iretim ifadesinin yeniden yazabiliriz.
Yitimli akimlar: sadece en diisiik mertebeden pertiirbasyonlar ve denge durumun-

daki dagilim fonksiyonu cinsinden yazdigimizda agagidaki ifadeleri buluruz:
d®p 8 P
J= ZJ = Z / f — @, (38)
> > d®p 8 p S
JT = Z JTs = Z/ f ( — hs) Wg, (39)

(0)

:2;7%: Z / 2] D, WeiD;- (3.10)

Yiik, 1s1l iletkenlik ve kayma viskozitesi i¢in katsayilar1 bulurken kinetik teoriden

elde ettigimiz makroskopik ifadeleri lineerize edilmis Boltzmann denkleminin ¢o-
ziimlerinde kullanacagiz. Elektriksel iletkenlik i¢in aradigimiz ¢éziimde pertiirbas-
yon ifadesinin formunun elektrik alana lineer gekilde bagh olmasini bekleriz. Sicak-
lik ve momentum tiirevinin olmadigi durumda ¢oziim mikroskopik hizla orantili

olmalidir. Bu sartlar dikkate alindiginda Boltzmann denkleminin ¢éziimii
Dyy = ¢ Ass(€) wiE (3.11)

seklindedir. Bu ifadeyi yukaridaki denklemlerde yerine yazdigimizda elektrik akimi
i¢in agagidaki ifadeyi elde ederiz:

. d3p af(o)

Bu sonucu hidrodinamik formdaki elektriksel akimla kargilagtirirsak, J = O’E*,
elektriksel iletkenlik katsayini belirleyebiliriz. [3.12]den goriildigii tizere o’y1 skaler
bir sekilde ifade etmek i¢in hizlar lizerinden bir ortalama almamiz gerekmektedir.
Isil iletkenlik i¢in aradigimiz ¢oziimde pertiirbasyon ifadesinin genel formunun
w - 6T’a, belli katsayilarla lineer olarak bagh olmasi gerektigini goriiriiz. Bu
durumda elektrik alan ve hizlarin tiirevi olmadiginda 1sil akim i¢in Boltzmann

denkleminin ¢6ziimii

— hs
w0, (3.13)
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olarak verilebilir. Negatif isaret 1sinin sicakligi diisiirecek sekilde akmasi sebebiyle
sec¢ilmigtir. Bu ifadeyi de yukaridaki denklemlerde yerine yazarsak 1sil akim igin

asagidaki ifadeyi elde ederiz:

2 0f
Z / 2P switt; (€ = ha)” Ags (€) 53— (3.14)

denklemi, elektriksel iletkenlik ifadesinde oldugu gibi, 1s1l iletkenlik katsayi-

sinin da ortalama aldiktan sonra skaler bir ifade olarak elde edilebilecegini soyle-
mektedir.

Momentum akimi i¢in aradigimiz ¢oziimde, pertiirbasyon ifadesinin genel formu
kayma viskozitesi i¢in elde ettigimiz hidrodinamik ac¢ilim ifadesi incelenerek be-
lirlenebilir. m;; = —2n (vij — %(Sijﬁ . '17) ifadesini momentum akimi ile karsilasti-

rirsak, lineerize edilmis Boltzman denkleminin ¢6ziimii

1 1
P, = —A, s (€) <Psz - gpawadkl) (Ukl - gaava5k1> (3.15)

olarak bulunabilir. Bu durumda momentum akimi i¢in asagidaki ifadeyi elde ede-

riz:

fs(o) 1 1
Z/ 27Th 3 77 De w;Pj (pkwl - gpawa5kl) (Ukl — gﬁava5k1> .

(3.16)

Kayma viskozitesi ifadesinin agik halini belirlemek i¢in hizlar {izerinden agisal

ortalama almamiz gerekmektedir.

3.2 Tasmim Katsayilari

Bir 6nceki boliimde elde ettigimiz akim ifadelerini hidrodinamik formdaki ifade-
lerle karsilagtirdigimizda, makroskopik tagimim katsayilari i¢in mikroskopik bii-
yikliikler cinsinden yazilmig ifadeler elde ederiz. Notron yildizlar: i¢inde bulunan
madde giiclii bir sekilde etkilesim halindedir. Ilgilendigimiz sicakliklar bir kac
yiiz eV mertebesinde oldugu i¢in elektron veya kuark kimyasal potansiyeline gore
gok diigtik kalir [26] 58|. Bu gergeveden bakildiginda sistemin diigiik enerji dav-
raniginl incelemek i¢in Fermi-akigkan teorisi kullamlabilir [59] 60]. Fermi-akigkan
teorisi gergevesinde taginim katsayilari lokal denge durumundan sapmalar hesaba
katilarak belirlenebilir. Etkilesimler Fermi yiizeyine yakin kiigiik bir bolgede ger-

geklestigi icin, dejenere fermiyonlara momentum integralinden gelen katki Fermi
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yiizeyi etrafindan gelir. Enerji dispersiyon iligkisinin, €(p), Fermi yiizeyi etrafinda
analitik bir fonksiyon oldugunu diigiinelim. Bu durumda enerji dispersiyon iligki-
sinin formu Fermi-akigkan teorisi ¢ergevesinde seri acilimi yapilarak belirlenebilir.

Sicakligin kimyasal potansiyelden c¢ok kiigiik oldugu durum icin, 7" < p,

B 9e0)
c—p=uve(p—pe)+O0((p—pr)’), p=pr+uvg (e—p), vp= (a—p)p:pp

(3.17)
olarak yazabiliriz. Burada vg Fermi hizini ifade etmektedir. Bu yaklagiklik kulla-

nilarak her bir taginmim katsayisi i¢in momentum integralleri belirlenebilir.

3.2.1 Elektriksel Iletkenlik

Elektriksel iletkenlik astrofiziksel olarak nétron yildizlarini anlamak icin oldukca
onemlidir. Nétron yildizlarinin veya beyaz ciicelerin olugsmasindan sonraki bir kag
dakikadan bir ka¢ saate kadar olan aralikta elektriksel iletkenlik 6nemli etkilere
sahiptir. Sicakligin kimyasal potansiyele gore diigiik oldugu i¢ bolgelerde manyetik
alanin etkilerini ihmal edebiliriz. Hidrodinamik denklemleri kullanarak elde etti-

gimiz yukaridaki ifadeyi ele alalim. Hiz, enerji ve momentum arasindaki iligkiyi

Jes(p)

5 = €(p) = (7.(¢))"" olarak yazip, i = 1 oldugu durumda elektriksel

ws =
iletkenlik ifadesini hesaplayabiliriz:

o1

qu/ 2mh)? w?A as(g)w (3.18)

05(6) 1 1
67r2T ele=ns)/T 1 elus—€)/T 1 1°

Integrali z = (e — ) /T degigken dontigiimii ile boyutsuz hale getirip alabiliriz.
Yiiksek mertebeden terimleri ihmal ettigimizde bulacagimiz ifade agagidaki gekil-

dedir:

s (s + 2T)" Ags(us + 2T) 1 1

azz i 2P (s £ 2T)" Aoy (g +Z)Z . (3.19)
6 —ue/T Pl (s + 27) e*+le*+1

Burada A, (€) enerjiye bagh skaler bir fonksiyondur. Cézmeye ¢aligtigimiz sistem
dejenere bir Fermi sistemi oldugu igin sadece Fermi yiizeyine yakin parcaciklar

etkilesime girer. Dagilim fonksiyonlar: bize etkilesimin Fermi yiizeyine yakin bir

yerde oldugunu soyledigi i¢in 7" < p limitinde bu fonksiyonu seriye agabiliriz:

Apa(6) = Apalpta) + Ay (1) (6 — ) 4+ = 700 + O (g) C B20)
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Bu durumda elektriksel iletkenlik katsayisi, Fermi-akigkan teorisi limitinde agagi-

daki gibi elde edilir:

q Upp I 2
= Nsgs v s P . 4+ 0 . 21
Z 672 Tos ((st) ) (3 )

Lineerize edilmis Boltzmann denkleminin sol tarafi elektriksel iletkenlik katsayisi

i¢in 6nerdigimiz ¢oziim Onerisi ile hesaplanabilir:

e —w;q. E¥; (3.22)

:Eqs /m/m/mWstflsfzt 1—f35> (1_ )

(W1sAp1s + Wor Aot — WasAps s — WarAoat) -

Denklemin iki tarafinda elektrik alan ifadelerini farkli hizlarla carpildiklar: i¢in
dogrudan sadelestiremeyiz. Bunu yapmak i¢in yine yukaridaki ifadeyi takip ettigi-
miz pargacigin hizi ile ¢arpip momentumu tlizerinden integre etmeliyiz. Denklemin
sag tarafl elektriksel iletkenlik katsayisini hesaplarken buldugumuz integrale ben-
zerdir:

afs(O) Efk(]sUFsp%
QSEZ/ e WsWefy = — (3.23)
b Oc 672

Momentum iizerinden integral aldigimiz i¢in iki taraftaki elektrik alan ifadesini
sadelestirebiliriz. Fermi yiizeyi etrafinda seri actigimiz rahatlama zamani fonk-
siyonunu parantez digina aldigimizda elimizde 7,, fonksiyonuna ait lineer bir
denklem sistemi kalacaktir. Bu denklem sistemi etkilesime giren s parcaciginin

t parcacigiyla olan iligkisini bize verecektir:

¢, = el (3.24)

272

_/ / / / I1/‘Stf1s éi)) (1 — i?) (w’fs — Wys. w38) Tos
p2 Jp3 Jpa
/ / / / st 18 f2t 1_ f?E?S)) (1 — fi?) (wls.w% —11713117415) Tot.
p2 Jp3 Jpa

Bu lineer denklem sistemi ifadesini carpigma frekansi integralleri tanimlayarak
yazabiliriz. Carpisma zamani 7, ¢arpigsma integraline bu ifadenin tersi olarak bagh
oldugundan, ¢arpisma frekansi tanimlamak daha dogru olacaktir. Parcaciklarin

i¢ serbestlik derecelerini, Ny, acikca yazarak elektriksel iletkenlik i¢in ¢arpigma
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frekansi integrallerini agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

]gst 27T2Nt / / / /
Vow = 22 = Walp) Po) S 135 (1= 152 (1= 187,
! Cos UFsst p1 Y p2 Jp3 JIpa t ) be ’ ot

(3.25)

I 212N,
a2 [ ] e -2 12)
st C.. UFSpFS L) tP p)f1 f2t

Burada tanimladigimiz elektriksel iletkenlik carpigma frekansi igin momentum

polinomlar: asagidaki gibidir:
—2 — — / — — — —
P, = Wy, — Wh,.Wss, P! = 5.0y — Wy (3.26)

3.2.2 Isil Iletkenlik

Is1l iletkenlik notron yildizlarinin soguma davraniglarini incelemek veya aldiklar:
1s1y1 yildiz etrafina nasil yaydiklarini anlamak adina biiyiik 6nem tagimaktadir.
Geng notron yildizlart heniiz 1s1l olarak rahatlama durumuna gegmediklerinden
1s1l letkenlik bu kaynaklar i¢in 6nemlidir. Hidrodinamik denklemlerden elde ettigi-
miz 1s1l iletkenlik taginmim katsayisi momentum integraline agagidaki gibi bagldir.
Hiz ve momentum arasindaki iligkileri kullanarak momentum integralini hesapla-

yabiliriz:

2 4 (o 08
Z / e 6 B A ) %5 (3.27)

_ Z de Ds ( 6 (€ — h3)2 Ay (€) 1 1
67r2T : 7 (e le—i)/T 1 1 oie—a/T 4 1"

Integrali z = (¢ — ) /T degisken doniisiimii ile boyutsuz hale getirip alabiliriz.

Yiiksek mertebeden terimleri ihmal ettigimizde bulacagimiz ifade agagidaki gekil-

dedir:

2
T — Is 3
st K8 ,Us (Z ns> 1 1 T
d 0] . (3.28
62T / 215’8(;Ls—{—zT)esz16*2—|—1+ DFs ( )

z’nin tek kuvvetlerine sahip integraller sifirdir. Entropi ifadesinin de lineer ola-
rak sicakliga bagh oldugunu diisiiniirsek 1s1l iletkelik katsayis1 agagidaki gibi elde
edilir:

= Nap v T T\*
/4:—; 5 TRS+O(< ) . (3.29)

DFs
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Isil iletkenlik i¢in de Boltzmann denkleminin sol tarafini énerdigimiz ¢oziim iize-

rinden elde edebiliriz:

8fs wi h LTy (3.30)

0 0
St l ,5 f2t 1 - f3(,s)) (1 - 4(,15))
p2

(( €s — N/s)wlsAnl,s + ( €& — Nt)w2tAﬁ2,t - (Gs - Ns)w?)sAnS,s - (Et - Mt)w4tAn4,t) .

p3 Y p4

Daha 6nce bahsettigimiz simetri 6zelligi burada da gegerlidir, tiirev ifadelerini

dogrudan sadelestiremeyiz. Bunun i¢in iki tarafl w ;0;T ile garpip momentum

7
tizerinden integralini almaliyiz. Bu durumda yukaridaki esitligin sag tarafi daha
once elde edildigi gibi agagidaki sekilde hesaplanir:

3 (0) _ 2 2 T
e €

Bir 6nceki béliimde yazptigimiz gibi sol tarafini integre ettigimiz Boltzmann denk-
lemini rahatlama zamani cinsinden paranteze alabiliriz. Boylece elimizde yine et-

kilesime giren parcaciklar i¢in lineer bir denklem sistemi kalacaktir:

2
Cpo=" FSUFsT (3.32)
Wl 57 (1= 52) (1= 130
=y /m/m/m 2 (1= 2) (- 22)
X ( ,uls /vbls)wls ( MSs)wls w3s) Tks (333>
Wstf ,S f 1 - f S 1 -
3T2/pl/m/m/m 2 (1= 1) (- 22)
X ( Mls) /J/QS)wls th - ( ,u4s)wlsw4t) Tkt - (334>

Benzer gekilde bu denklem sistemini ¢arpigsma integralleri cinsinden yazabiliriz.
Pargaciklarin i¢ serbestlik derecelerini de hesaba kattigimizda 1sil iletkenlik ic¢in

carpisma frekansi integralleri agsagidaki gibi elde edilir:

Y- 6.V, / / / / ©) 4(0) ) )
Vst = = Wst(pz)P/@(pz)f s f <1 — f s) (1 — f > ,
Chs 'UFsp%‘sTg p1 J/p2 Jps Jpa Ls /2t 3 4.t

(3.35)

I 6.V,
ot = =2 ! W 1) (0) £(0) 0) ©)
kst Cfis UFSP%ST?’ /p; /p; L3 /p; t(p) H(p )fl,s f2,t f3,s 4t

Burada tammmladigimiz 1s1l iletkenlik ¢arpigsma frekansi igin momentum polinom-

lar1 agagidaki gibidir:
Pli - (65 - Mls) ((65 - ,uls)u_]?s - (Es - MSs)wls~w3s) y (336)
P,.i - (Es - Mls) ((65 - N2s)wls-w2t - (Es - /1/43)161516415) .
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3.2.3 Kayma Viskozitesi

Kayma viskozitesi hidrodinamik hareketin rahatlamasini etkileyen tagiim katsa-
yisidir. Ozellikle nétron yildizlar: veya beyaz ciicelerdeki hidrodinamik etkilerin
anlagilmasinda 6énem tagir. Kayma viskozitesi kiitlegekimsel dalga kaynakl karar-
sizliklarin séniimlenmesinden sorumludur. Yukarida hesaplandig: sekliyle hidrodi-
namik denklemler kullanilarak kayma viskozitesi ifadesini elde etmek miimkiindiir

[61]:

o
Z / 2 A(€) T (3.37)

(€) 1 1
B 307T2T Z/O deﬁ’ (¢) An (e) ele—ws)/T 4 1 (1 " ele—ps)/T + 1> :

Integrali z = (¢ — u) /T degisken doniisiimii ile boyutsuz hale getirdikten sonra

yiiksek mertebeden terimleri ihmal edip, Fermi-akigkan teorisi limitinde kayma

viskozitesi katsayisini belirleyebiliriz:

— Z sgpoFst 40 ((pif). (3.38)

Son olarak kayma viskozitesi i¢in lineerize edilmis Boltzmann denkleminin sol

tarafl, kayma viskozitesi i¢in yazdigimiz ¢6ziim ile hesaplanabilir:

af 1
- ge (Ukl - —(%vaékl) (339)

= — (Ukl -0, Ua5kz)/ / / Wt 1(05) 2t 1 - f:s(,os)> (1 _fi?t)>
b2 Y p3 v Ppa

1
X ((wskpsl 3psawsa5kl> Anl s+ (wtkptl - _ptawtaékl) Ar]?,t

3

1 1
- (wskpsl - gpsawsa(skl) An3,s - (wtkptl - gptawta5k1> An4,t> .
Iki tarafi da w;p; ile ¢arpip momentum iizerinden integre edelim. Denklemin sag
tarafinin integrali daha 6nce elde ettigimiz formdadir:

Bp ofY 1 4 Vs 1
- / ﬁ%wsapbwscpd (Ukl - gaavaékl) = pfng (Uij - ganvn&J) :
(3.40)
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Lineerize edilmis Boltzmann denkleminin sol tarafini (vij — %@Lvn@j) parantezine

alarak yazabiliriz:

4
_ PprsVUrs
Cpo = i (3.41)

////Wff ~ A (1= 1)

X ( wlspls wls w3spls p3s+ wls plsw&s p3s) Tns

3
0 0 0
////Wf 0 (1-42) (1= 19)
p2 Jp3 Jpa
X (wls WoPis - Dots — 3wls D1sWay * Py

— Wis * WatP1s * Pat + SWis - P1sWyy - p4t> Tt -

3
Son olarak i¢ serbestlik derecelerini de hesaba katarak ¢arpigsma frekansi integral-

lerini agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

]nst 37T2Nt / / / / (0) (0 (0)
Vpst = = " s pz pz <1 - f s) ( ) )
K t Ons UFSst p2 Jp3 Jpa ! ) 5 4,t

(3.42)

I 3m2N,
Y= st t////mzpz@ (1-10) (1-12)
nst Cns UFspFS . t\P p) f2t I , 4.t

Burada tanimladigimiz kayma viskozitesi i¢in momentum polinomlar1 agagidaki

gibidir:

PT] = gwlspls — W1s * W3sP1s * P3s + gwls * P1sW3s * P3s (343>

T T T sop
n — Wis * WatP1s * Pats — gwls " P1sWor * Par — Wis * WarP1s * Par + §w15 " D1sW4qt * Pag-

Carpigma frekansi ve ¢arpisma zamanini kullanarak her bir s tiirii i¢in, etkilegsime
girdigi ¢ tiiriindeki parcaciklarla iligkisini gésteren lineer bir denklem sistemi elde
ederiz:

Z (Vqsths + V;Stht) = 17 q=0,R,T. (344)

t

Bu denklem sisteminin ¢oziimleri bize taginim katsayilarini vermektedir. En genel
haliyle boyle bir denklemi analitik olarak ¢ozmek karmagik ifadelere sebebiyet
vermektedir. Carpigsma frekanslarini belirleyebilmek i¢in ¢arpigsma integrallerine,
etkilesim gecis genliklerine dolayisiyla etkilesimin matris elemanina ihtiyacimiz
vardir. Bir sonraki béliimde genel bir sagilma etkilegimi i¢in matris elemanini

hesaplayacagiz.
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4 MATRIS ELEMANI VE PLAZMA MODLARI

Carpisma integrali etkilegime giren parcaciklarin gecis genligi cinsinden hesapla-
nan bir ifade olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Maddesel ortamda, bos uzaydan farklh
olarak ortam etkileri igin i¢ine girmektedir. Carpisma integralini ortam etkileri-
nin de dahil edildigi modifiye edilmis etkilesim propagatorii lizerinden hesapla-
yacagiz. Sonlu sicaklik etkileri dikkate alindiginda Lorentz degismezligi ortadan
kalkar. Sicaklik akig1 bir yon belirttigi i¢cin ayar parcaciginin propagatoriini pro-
jektor operatorleri cinsinden ifade etmeliyiz. En genel haliyle gekilde gosterilen

bir sagilma etkilegsimini dikkate alalim.

P3 Pa
v

D1 D2
Sekil 4.1: Sacilma etkilegimi i¢in Feynman diyagrami [62].

Kiitleleri my ve mo olan iki fermiyon etkilesmesini diigiinelim. Ayar grubumuz
SU(N) ve jeneratorlerimiz Ty, n € 1,..., N*> — 1. Gelen parcaciklarin momentum-
lar1 py, po etkilesimden ¢ikan parcaciklarin momentumlariysa ps, ps olsun. Ayar
parc¢aciginin momentumu k£ = p; —p3 olarak verilir. Maddesel ortamin etkileri etki-
legim propagatoriinii modifiye etmektedir. Yogun maddesel ortamda etkilegimler,

ayar parcaciginin enerjisi lizerinden farkli kinematik 6zelliklere sahip olmaktadir.

23



Boyle bir durum i¢in etkilesim propagatorii agsagidaki gibi yazilabilir.

1 !
DH’V —Pl’“/ —P“V 41
(“ k) <k2 T k) L TR T (k) ) O (41)

= (DY + DLPLY) G

Burada IIjj, IT; boyuna (longitidunal) ve enine (transverse) polarizasyon tensorle-
rini ifade etmektedir. Diigiik enerji limitinde, kg < E, propagatoriin enine kismu,
boyuna kismini baskilamaktadir. Projektér operatorlerini metrige bagh olarak

agagidaki yazabiliriz [63]:

PU= gyt k| PO =PV PP (42)
v v k kV Z

Iki farkli parcacik tiirii icin 2 <= 2 sacilma etkilesimine bakalim. Boyle bir

etkilegim i¢in matris elemanini en genel haliyle fermiyonik akimlar cinsinden ya-

zabiliriz:
50'103771 ZUSO's p3 /yabTaﬁ gg’l (p1>7 (44)
Jt’/0'20'4n Zuta'4 p4 7ch76ut02 (p?)
%)
ve
M=—- std Jgalangrlizl;L‘]tyagcmn (45)

Burada &5 = \/%, ayni parcaciklarin sagildigi durumda fazladan saymay1
onlemek icin simetri faktoriinii, g ise genel etkilesim sabitini gosterir. T en
genel haliyle ayar alanlarinin fermiyonik akimlarla nasil etkilestigini gosteren je-
neratorleri ifade etmektedir, 6rnegin elektromanyetik etkilesimler icin 7%% = §°#
olarak diisliniilebilir. Burada a, b, ¢, d Dirac indislerini, ¢’lar spin indislerini,
i ve v Lorentz indislerini, o, 3, v, 0 temel ayar indislerini, m ve n ise adjoint
ayar indislerini gostermektedir. Yazim kolayligi acisindan spinler tizerinden alinan
toplamlar gosterilmeyecektir. Projektor operatorlerini ve propagatori kullanarak
matris elemanini enine ve boyuna olarak iki kisma ayirmak miimkiindiir. Boylece
ilgilenmek istedigimiz kinematik durumlari inceleyebiliriz. Diigiim noktalarinda
akimlarin korunmasi gerektigini goz 6niine alirsak sagilma matris elemani agagi-

daki gibi yazilabilir:
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Jgnjon jJ.sn : jJ.tn
2 : RY) (4-6)
ST [E] w2

Mst = Sst _)
‘k

Boyuna polarizasyon tensorii ky << k limitinde ¢ok fazla degisime ugramayacaktir,

dolasiyisla efektik bir tensor tanimlayabiliriz:

k»Q _ k;g = | lf‘_(Q)HH ~ HH (47)

Goriildiigii tizere, egyonlii bir plazma i¢in matris elemani, ayar par¢aciginin ¢arpis-
malarda aktardigi enerji, w ve momentum, £ cinsinden ve ayni zamanda madde
akimlarinin zamansal ve enine bilegenleri cinsinden ifade edilebilir. Matris ele-
maninin zamansal kismi elektrik etkilegimlerini temsil ederken, enlemsel kismi
manyetik etkilesimlere karsilik gelir. Zamansal kisim rolativistik olmayan parga-
ciklar i¢in baskin etkilesimi belirlerken, enlemsel kisim rélativistik parcacik et-
kilesimlerinde baskin hale gelmektedir. Bu sebeple diyebilirizki ¢ekirdege yakin
bolgelerde ve hafif parcaciklar i¢in manyetik etkilesimleri, ¢ekirdekten uzak ve
agir parcaciklar i¢in elektriksel etkilegimleri dikkate almaliy1z. Matris elemaninin
bilegenlerine baktigimizda, elektriksel etkilesimlerin enine plazmonlar, manyetik
etkilesimlerin de boyuna plazmonlar tarafindan gerceklestrildigini soyleyebiliriz.
Elektromanyetik etkilegim ¢ergevesinde bu uyarilmig yari-pargaciklarin farkli mo-

mentum limitlerinde nasil davrandiklar1 Ek [Bjde gosterilmigtir. Matris elemaninin

karesi
JO Jo Jisn - J) JOx Jox T iom - T
2 sn n LSTZ LtTL m®Y sm Ltm sm
| M| :Sft -2 : — .2 _,2t PRE =
k| +If ‘k‘ — w2+ 10, ’k‘ + TI§™ ‘k‘ — w2+ 10,
(4.8)

olarak hesaplanir. Boyuna kisim agagidaki gibi belirlenebilir:

JO o Jowe T o =uss (p3) V99T ull. (p1) g, (pa) YougTr o uis, (po) (4.9)

s, (p2) 9Tl uls (pg) €92 (p1) 9Ty, (ps) -

Hem boyuna hem de enine kisimdan gelen karigik bilegsen asagidaki gibidir:

Jgn Jz?n Jj*_tm ’ Jj_sm :aggg (p3) nggTsBuggl (pl) a§;4 <p4) ngngéugng (p2) (4 10)

S, (p2) 9750 pull, (pa) ), (p1) 9T, ul (ps) -
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Sadece enine akimlari igeren kisim agagidaki gibi bulunabilir:

JJ-SVL ’ Jltn‘]j_tm ’ JJ*_sm - 303 (p3) ’YabgTaﬁ Ugey (pl) ut0'4 <p4) ’chgT’Yéfu’tog (p2) (411>
u5s, (p2) 9Tl Y2 pull, (pa) 020, (pr) 9Tl (ps) -

Buradaki madde akimlarmin ¢arpimlarini spin toplam kural >~ u® (p) u% (p) =

o SO

(pab + Msdap) 0np ile A ve B uzaysal ve zamansal indislerini kullanarak toplu bir

sekilde ifade edebiliriz:

X = S%trp [T, T trp [T, 1) tr [( 4] + ms) v (1 + ms) v (4.12)

tr [(0h +me) v (2 +mi) 7]

Sadece spinler iizerinden degil ayni zamanda renk serbestlik dereceleri iizerin-
den de toplam almaliyiz. Ayar jeneratorleri {izerinden iizerinden alinan toplam

ifadesini kullanarak efektif bir etkilesim faktori belirleyebiliriz:

N?2 -1
C= Sszt ((5}\71 + AN2 ) g4. (413)

Dirac matrislerinin iz 6zelliklerini kullanarak X ifadesini ayar parcacigimin mo-
mentumunu kullanarak k& = p3 — p;1 = p2 — ps4 hesaplayabiliriz. Boylece her bir

durum i¢in ayr1 ayr1 matris elemanini yazabiliriz:

M= cz (J9)% (%)

=4C (46162 +4 (6162w — ef@cu) — dereqw® + 2 (e% + elw) (eaw — pok cos Bs)
+2 (6% — EQw) (—€1w + prk cos by) )
My =ed () T, T,

=4C (46162]?1])2 cos 019 + 2 (€3 — eqwprpa cos b2)
+ 2¢e1€9k (pg cos Oy — py cos bq)
— wW?p1pg cos by + e162k? + wk (€1py cos Oy + €apy cos b;) )
ML=C> Jin- Jindiy - Ti,

m,n

=4C (4p1p2 cos 02, + 4 (py cos Oy — py cos 0y) kp1ps cos O1o
— (2k2p1p2 cos O1o + 2p1pak? cos 0y cos 92)
+ 2 ((p% + p1k cos 91) (eaw — pok cos 92))

_ (pg — pok cos 92) (eyw — p1k cos 01)) )
(4.14)

26



Yukaridaki ifadeleri kullanarak | M| ifadesinin acik hali

| M |* = My - M + M.
s (]{72 Hﬁﬁ) (k2_w2+HJ—>(k2 Heff) <k2_w2+HL)2
(4.15)

olarak hesaplanir.

4.1 Polarizasyon Tensori

Polarizasyon tensoriiniin yapisini anlamak i¢in kuantum elektrodinamigindeki te-
mel etkilesime bakalim. Elektron foton etkilegimi i¢in 6z enerji diyagrami kul-
lanilarak fotonun polarizasyon tensorii hesaplanabilir. Ultra-rolativistik limitte
elektron kiitlesinin ihmal edildigi durumda Fermiyon propagatorii basit bir hale

indirgenir ve polarizasyon tensorii Jekil i¢in agagidaki gibi yazilabilir:
M (Q) = €’ Z o P2 1Y’ Qo1 Pl (4.16)

Dirac matrislerinin iz bagintilarini kullanirsak bu ifadeyi daha acik bir sekilde

Q

K-Q

Sekil 4.2: Foton igin 6z enerji Feynman diyagram [64]

yazabiliriz.
i
I1,,(Q) = 46> = Z P [QMP +QuP, — 9 Q.P] (4.17)
Bu ifadenin bilegenlerini elde ederken polarizasyon tensoriinii zamansal ve uzaysal
kisimlarina ayiracagiz. Projeksiyon operatorlerini kullandigimizda polarizasyon

tensoriiniin bilegenleri i¢in elimizde agagidaki ifadeler kalir:

wpo + ¢.p
1T _4e—§ 418
oo (> — w?)(p* — p§)’ (4.18)
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I;0(Q) = 4¢? Z v wpi + GiPo (4.19)

T
Ve (¢ =) (p? - pp)

T — aipj + 4ipi + 6ij(wpo — 4.P)
I, (Q) = 4¢2 L 5™ 4iPs + i + 0 | 12
D=4 Y e - ) (4:20)

Fermiyonik ilmek (loop) {izerinden toplam yapildiktan sonra polarizasyon tenso-

riiniin bilegenleri agsagidaki sekilde yazilabilir:

o= [ SL[(c - i -4 G2

t ot ) aD) - f,- )]:

q+p—w q+p+w

Burada P=Q — K

o= [ GG )G G2

—¢-—w ¢—-p-w

+<Q+;—w_q+;+w)(ﬁi_(ji)(1_fq_fp)]a

d3q 1 1 . R .
= i bt a1
(4.23)

1 1
52 ]. A.A _AiA'_A'Ai ]._ - ].
+<q+p—w+w+q+p)[ i(L+4.p) — @ip; — 4;pil( fo—1p)

bi¢imindedir. Bu bilegenleri hesaplarken tiim ifadeyi degil baskin terimleri hesap-
lamak istiyoruz. Fermiyon momentumunun ¢ ~ 7T oldugu mertebeden terimler
bizim i¢in énemli terimlerdir. Bu yaklagikligi dikkate alarak integral ifadeleri igin-
deki paydalar p = |§— E| oldugunu kullanarak sadelestirebiliriz. Benzer sekilde

dagilim fonksiyonlarini da basitlestirebiliriz:

o=ty = @) = HT— ) = 0 - (F0) — 852 + ) = 200,

(4.24)

1—fq—fp:1—fq—fq+cj.lgag—@z1—2fq.
q

[k olarak ifadesine bakalim. ¢.p = 14 O(2) mertebesinde oldugundan ikinci

satir1 thmal edebiliriz:

d3q 1 1 -0f,
I :262/ = — =gk, 4.25
" (2m)? <w +4k  w— q.k> dq (4.25)
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Agisal integrali hesaba kattigimizda goriilmektedir ki parantez igindeki ifadeler

cos ) = xr — —x doniigiimii altinda birbirine egittir:

Ty = 462/ Cq @k ol (4.26)
2m)3w+ .k 0q

d3q w of
= 462/ 1-— _ ) =1
(2m)? ( w + cj.k:> dq

Ikinei olarak ifadesine bakalim. Benzer sekilde p — ¢ ~ 0 oldugundan yine

ikinei satir: ihmal edebiliriz:

d? 1 1 -0
Lo = —262/ q3( — + »éﬁ.ki (4.27)
CmP*\w+ gk w—g.k

= [Ty )
(2m)3 w+ 4.k w+ gk’ 0q’

d3q w of
I,y = 4e? = )G =2,
i0 = ¢ /(zw)es(ww.k)q Bq

Son olarak uzaysal bilegenlerin oldugu kisma bakalim. Bu ifade i¢in 6ncekiler gibi

ihmal edecegimiz terimler bulunmuyor ancak belli yaklagikliklar yaparak bu kismi

sadelestirebiliriz. (1 —¢.p) = 0, (1+¢.p) = 2, p; = |§; — /2:3| ~ (; yaklagikliklar ile

d3q 1 1 S0f, 1
Hi':2€2/ [( = — —»)sz'(j'(fk—q——fSi‘—@iqA' 1=2f
J (27_(_)3 w+(j.k w—q.k J a(] q( J J)( Q)
(4.28)
elde ederiz. Bu durumda elimizde kalan sonug

d3q w af,

I, — —462/ ( q>qiq-—q 4.29

J (27’(’)3 w+qk J aq ( )

seklindedir. Elde ettigimiz biitiin ifadelerde goriilen ortak momentum integra-
line bakalim. Herbiri i¢in Fermiyon momentumu, ¢, tizerinden alinan bir integral

mevcuttur:

(97 0 1
2 q 2
/0 1 6q /O 1 5q<€q/ 1> ( 30)

q/T = x doniiglimii yapip hiperbolik cosiniis fonksiyonunu kullanirsak integral

ifadesini agagidaki gibi yazabiliriz:

[e’e) T2 o] 2 T2 2
/ g2 = T [Ty Tm (4.31)
0

dq 2 Jo “T¥coshe 6
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Bu sonugcla birlikte yukarida elde ettigimiz ifadeleri foton termal kiitlesi, m? =

= 6T cinsinden yeniden yazalim:
ds?
oo = —2m? [1 Y el . ] (4.32)
AT w4+ k.§
a2 Ji
H,L'O = —2m2/_ wq_, 9
AT W+ k.§
dQ) wq;q;
AT W+ k.§

Polarizasyon tensoriiniin bilegenlerini belirledikten sonra plazma igindeki mod-
lar1 belirleyebiliriz. Foton 6z enerjisi, tipki propagatorde oldugu gibi, projeksiyon

operatorleri cinsinden agagidaki gibi yazilabilir [65]:
H“V = HHPM%H + HLP;W,L- (433)

Burada II}; ve II; momentuma bagh skaler fonksiyonlardir. Polarizasyon tensorii
tizerinden skaler olan bu fonksiyonlarin neye egit olduklarini belirleyebiliriz. Bu-

nun igin [4.3] ifadelerinden yararlanarak aradigumz skaler ifadeleri hesaplayacagiz:

w2 - k’2
(k—Q)HOO. (4.34)

IIgo = H||P007H + HJ_POO,J_ = H” =
Acgik sonuglar kullanip integralleri alirsak 11 skaler fonksiyonunun agik formunu

elde etmis oluruz:

2_ g2 dQ
A ol am?(1- [ E—) ). (4.35)
k2 AT w + k.G

Burada ¢ foton momentumu yoniindeki birim vektorii gostermektedir. Agisal in-
tegrali ¢ozmek i¢in E.d = k cos = kx doniistimi yapabiliriz.Bu durumda elimizde

asagidaki ifade kalir:

(w — k2 / /
I = —2m 1 — 4.36
I 4w + kx ( )

5 (W? —/{;2) w+k
- 1——1 .
;2 ( 2% nw—k:)

= —-2m

Bir diger skaler fonksiyon Il yine polarizasyon tensoriiniin bilegeni olarak hesap-
lanabilir. II;; bilegenini diisiinelim ve bu ifadeyi F;; ; ile carpalim:

w2 kzk]

Hij = HH (wz — kQ) L2

(6 — kik;/q*) .Pij.1 (4.37)
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(65 — kil /R2) Ty = T (83 — hikei/B?) =10 =T, = M,y = ... (4.38)

Kiiresel koordinatlarda birim vektorlerin acilarla olan iligkisini kullanip 11, ska-
ler fonksiyonunun acik ifadesini daha ¢nce hesapladigimiz bilesenleri kullanarak

bulabiliriz:

sin Qcos [0)

27
In, =11,, = — dgzﬁ/ df) ——————sin 6. (4.39)

w —|— .q

Agisal integrali hesaplarken 6nce azimutal agi iizerinden olan integrali hesaplayip
daha sonra polar aci iizerinden olan kisma degigsken doniisiimii uygulayabiliriz.
Bu durumda su integrali elde ederiz:

HL:mZM[/Hd:v( L | (4.40)

2 1 w+kr w+kx

Integralin ilk kisimi daha énce ¢ozdiigiimiiz integralle birebir aymdir. Ikinci kisim

i¢in w + kx = u donilisiimi yapip ¢oziim arayabiliriz:

/:1 dxw qu = ls /aluM (4.41)
1 [(w + kx)? |+ +1} |

s 2
Bu ¢oziimle birlikte skaler fonksiyon II, i¢in aradigimiz sonug asagidaki gibi bu-

+1
— 2w(w + kx)

+ w? In(w + k)

-1

lunur:

2

méwrl . w+k 2w w w+k
m, = [—1 vy ] 4.42
R ey M =Ry e X (4.42)
1
:m2—§H||.

Polarizasyon tensoriiniin fotonun dispersiyon ifadesi tizerine olan etkileri Ek B de
goriilebilir [66], [67, [68]. Elde ettigimiz skaler fonksiyonlarin ikisi de kompleks diiz-

lemde tanimlh Qg(z) = %ln 2+l fonksiyonu cinsinden ifade edilebilirler:

I = —2m2% (1- ~Qo (%)) , (4.43)

o () al3) )

Notron yildizi i¢inde ayar pargaciginin dalgaboyunun Fermi momentumundan ¢ok
kiiciik oldugu durumlar géz 6niine alindiginda etkilegim sirasinda aktarilan enerji
w ~ T < p olarak goriilebilir [69]. Bu limitte @y fonksiyonu seri agilabilir ve
ilk mertebeden ifadeler agagidaki gibi hesaplanabilir. Bu yaklagiklikta Landau ve
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Debye kiitleleri, mp/v/2 = my, = m, tek bir kiitle parametresi cinsinden ifade

edilebilirler [70]:

I, = 2m® = m}, (4.44)
LT w . w
HJ_ = z§m2 W = ZEmi E‘ (445)

En diigiik mertebeden bakildiginda goriilecegi iizere boyuna perdeleme statiktir.
Bu sebeple boyuna etkilegimler i¢in baskin olan momentum degerleri k% < II,
kismindan gelir. Enine durum igin ise polarizasyon tensori soniimlii bir yapiya
sahiptir. Efektif kiitle ifadeleri kimyasal potansiyelin sifir olmadigi durumda si-
cakliga bagh olarak ifade edilebilir. Kuantum elektrodinamigi ve kuantum renk

dinamigi i¢in bu kiitle ifadeleri agagidaki gibidir:

1 3

mpp = g€ (17 + —i1%), (4.46)
1 1 3

Mocp = BCAQQT2 + EQQNF<T2 + ﬁ/ﬁ)' (4.47)

Diigiik sicaklik limitiyle ilgilendigimiz i¢in bu efektif kiitleleri sadece kimyasal
potansiyele bagl ifadeler olarak ele alacagiz. Bu ifadelerin elde edilmesinden sonra
ilgilendigimiz kinematik bolge i¢in matris elemaninin karesi ifadesini asagidaki

gibi yazabiliriz:

k* — w? M k? — w?)k* M
| M| :<( L2 )2(1{:2— 21 2)2 —2 12 (2 2 )k.(j H; Ty (448)
W mp (k* — w? +mp) (kS + Fmiw?)
kM
(kS + %Qmﬁa)Q))

Matris elemani ifadesinden goriilecegi iizere farkli bilegenler ayar parcaciginin
momentumuna farkli formlarda baghdir. Bu sebeple matris elemaninin karesini
ve buna karsilik gelen ¢arpisma integrali ifadelerini bilesenler cinsinde yazabiliriz.
Bir sonraki boliimde en genel haliyle carpigsma integralinin formuna ve ¢arpisma

frekanslarinin her bir durum i¢in nasil hesaplanacagina bakacagiz.
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5 CARPISMA INTEGRALI VE FREKANSLARI

Farkli materyal 6zelliklerini incelerken kargimiza ¢ikan carpigma integralinin genel
formunu Bolim [3[de elde etmistik. Genel bir enerji dispersiyon iligkisi diigtindii-
giimiizde €; (p), 1 +2 — 3+ 4 sacilma etkilegimi i¢in ¢arpigma integrali agagidaki
gibidir:

o= [ [ [ waor@or 9 (1= 12) (- 42) - G

Burada W (p;) gegis genligi ifadesidir ve matris elemaniyla birlikte momentum

ve enerji korunumunu ifadelerini barindirir:

1 1 1 1
2¢; (pl) 2¢3 (pQ) 2€3(p3) 2€4(P4)
x (2m)" (s + Pa — P — P2) 0(Es(ps) + Ea(pa) — & lp1) — x(p2)) -

Wt (D1, D2, P3, Pa) = | M| (Py, P D, ) (5.2)

Ayar parcacigimin enerji w ve momentum k bilegenlerini integral degiskenleri ola-
rak kullanip simetrik bir gekilde verilen integralleri hesaplamak i¢in, gecis genligi
ifadesinde verilen momentum ¢ fonkiyonunu kullanabiliriz. Momentum korunumu
sayesinde p3 = k— —pi Ve py = pg—k: ayni zamanda enerji ifadelerini momentum de-
gisimlerinin mutlak karesi cinsinden yazmak miimkiindiir. Enerji integralleri i¢in
de = g—;dp doniistimii kullanilabilir. Ayar parcacigl iizerinden alacagimiz integral
i¢in koordinat sistemimizin z-eksenini parcacigin momentumu yoniinde segebili-
riz. Bu sayede gelen parcaciklarin ayar parcacigi ile olan agisal bagimhiliklar: agik
bir sekilde ifade edilebilir [71], [72]. Enerji § fonksiyonlarmi da agisal integralleri
hesaplamak i¢in kullandigimizda carpisma integrali i¢in agagidaki genel ifadeyi

elde ederiz:

= @0 [ [ [ a0 [aesieyna) [dor [ dapic)mer

(5.3)

pse +w) pa(€2 — w) —ns(e + w
/d¢2€3(p3(61 +w)) prler) k€, (Pa(e2 — w)) palen) kn1(61) na(ez) (1—ns(e; + w))

X (1—7”&4(62 - w)) Wt (61,27(308 91,27 ¢1,27 lg,w) Pq (61,27 COS 91,2, ¢1,2> Ev W) .
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Buradaki ag1 ifadeleri agagidaki gibidir:
(Prja(erjp = )" = (Brja(er2))” — ¥
2151/2 (61/2) k '

Ayar pargacigi lizerinden alinan integralin sinirlar1 parcaciklarin dagilim fonksi-

cos by, — £ (5.4)

yonlar1 ve agilar yliziinden sinirlanmigtir. Bu sebeple oncelikle enerji integralleri-
nin ne olduklarini belirlemeliyiz. Gelen parcaciklarin enerjileri sicaklik bagimlili-
gin1 ortadan kaldirmak adina boyutsuz degiskenlere doniigtiiriilebilir:

€1/2 — M1/2

T = €1/2 = H1/2 + l’l/zT = d€1/2 = TdQS'l/Q. (55)

1'1/2 =

Carpigsma etkilegimleri ile kimyasal potansiyelde degisim olmayacagi igin, ayar
parcacigl iizerinden alinan enerji integrali de benzer sekilde boyutsuz hale ge-
tirilebilir: dw = Tdx,. Bu sayede dagilim fonksiyonlarin1i boyutsuz hale getirip
enerji momentum integrallerini kimyasal potansiyelin dengede oldugu durum i¢in
belirleyebiliriz. Acisal integralleri belirlerken, ayar pargaciginin momentumu iize-
rine elde ettigimiz kisit sacilan parcaciklarin momentumlarinin boylar1 iizerinden
belirlenmektedir. Sacilim etkilegimi icin elde ettigimiz matris elemaninin karesi,
taginim katsayilar1 icin belirledigimiz polinom ifadeleri ve dagilim fonksiyonlar:
gelen parcaciklarin arasindaki agiya baghdir. Enerji ifadelerini boyutsuz hale ge-
tirdigimiz i¢in dagilim fonksiyonlar: agisal bagimliliktan kurtulmustur. Dolayisiyla
¢arpisma integrali ifadesini agagidaki gibi elde edebiliriz:

/ dz / dr pl Hs‘i‘ﬂ?lT)pl(:us‘{’xlT) p3(lu3—|—3;1T_|_wa)
Iyt = 9128 w - Y (ps(us+ i T+a,T)) (s +a1T) (p3+a, T+2,T)
(5.6)

X (1) ey (21— 20)
/Oo Do (e + 22T) Po(pte + 2T) Palppa+x2T — 2, T)
X dl’g = 7
- €4(Pa (M4+I2T—%T)) (e + 22T) (pa+ 32T —x,T)

Ht
T

(22) Moy (T —T9)]

[t
2p
></ /d@/dd)l/d@wsty cr.cos by, 01, K.0) Py (1, cosby. 6, ).
Ap

Fermi-akigkan teorisinde enerji ve momentum ifadelerini 7'/prp parametresi etra-
finda seriye acabiliriz. Boylece boyutsuz enerji integrali degiskenlerine bagh bir
kuvvet serisi elde ederiz. Polinom seklinde bir ifade elde edecegimiz igin agcisal
integral bundan etkilenmez ve onu her mertebede integre edip aradigimiz sonuca
istedigimiz mertebede ulagabiliriz. Sadece Fermi-akigkan teorisi ve sac¢ilma etki-

lesimlerini diigiindiigiimiiz durumda yukarida elde ettigimiz carpigma integrali
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ifadesi oldukca sadelesecektir. Matris elemani, |My|* ve tasmmm katsayilarimdan
gelen polinom ifadeleri, P, i¢in agisal bagimlik ifadesini diigiinelim. Eger herhangi
bir dig alanin etkisi yoksa bu iki ifade de gelen parcaciklarin arasindaki agiya
baghdir, cosfi3. Bu aciy1 o iki vektoriin birim vektorlerinin i¢ ¢arpimi olarak
hesaplamak miimkiindiir cos 12 = p; - p2. Koordinat sistemimizi p; vektoriiniin
yoniinde segersek, cos 615’y1 etkilesime giren parcaciklarin ayar parcacigiyla yap-

tig1 agilar cinsinden w, k < p; limitinde yazabiliriz:

cos B9 = p1 + Po = sin 0y sin Oy cos Py + cos O cos O, (5.7)

= \/1 — cos? 91\/1 — €082 05 cos (o + cos B cos Oy = cos ¢s.

Goriildiigii iizere matris elemaninin karesi ve polinom ifadesi ilgilendigimiz limitte
cos ¢o'ye bagh olarak yazilabilir. Bu ytikliikleri ag1 iizerinden integre etmek cok

basittir. Ikisi de en yiiksek mertebede cos#;5’in karesi olacak sekilde yazilabilir:

| My | = Mogy + Mg cos 615 + Moy cos® 01, (5.8)

P, = Py, + Pjicosbiy + Py cos? 0.

Katsayilar sadece enerjilere ve etkilesime giren parcaciklar ile ayar pargaciginin
momentumuna baghdir, herhangi bir agisal bagimlilik yoktur. Acilar tizerinden
ortalama alarak ve cos@y’'nin tek kuvvetlerinin sifir olmasindan dolayr matris
eleman ile tagimim katsayilarindan gelen polinom ifadesinin ¢arpimini ayar par-
cacigl ile etkilesime giren parcaciklar arasindaki acilar cosf; o cinsinden yazabi-
liriz bakimz Ek [C] Sagilma etkilesimlerini dikkate alirsak, Fermi-akigkan teorisi

cercevesinde carpisma integrali agsagidaki gibi elde edilir:

T3p2 p2 [e'e] 9] o0
Iy = Fsl 7t /dw/d/d 5.9
R T W Al MR T (59)
2p
X Ty (1) Ty (—01 —20) [Ty (T2) Ty (20 — 7)) / dk(|My|* P,)
2Ap

Matris elemaninin karesinin farkli momentum limitleri i¢in ayrigtirilabilecegini
gormiigtiik [M|* = |M\ﬁ + ’M|ﬁ¢ + |M|?. Bu sebeple carpigma integrali de en-
lemsel, boylamsal ve karigik kisim olmak iizere ii¢ kisma ayrnlabilir: I, = I +
Iy + 141 . Acisal ayrismadan elde ettigimiz matris elemaniyla polinom ifadesinin
carpimimin agik formu Ek [C.3[de verilmigtir. Matris elemanim da boyuna, enine

ve karigik durum icin agisal bagimliliklarina gére ayirip yazmak miimkiindiir Ek

35



[C.4] Bu sayede her bir ayr1 durum i¢in garpigma integrallerini belirleyebiliriz.

5.1 Carpisma Integralinin Boyuna Kism

Boyuna kisim i¢in momentum integralinin nasil 6l¢eklenecegini propagatoriin za-
mansal kismina bakarak gorebiliriz. Boyuna kisim efektif Debye kiitlesine bagh

olarak statik olarak olc¢eklenebilir:

k=y/mizy = dk=/mbdr. (5.10)

Bu durumda carpisma integralini en genel haliyle asagidaki gibi elde edebiliriz:

T3p2 p2 [e’e} 00 e’}
Iy = Pl / da:w/ da:/ dx 5.11
0= gyt ) ) (511)
2Pp< d
- - - - mp T
(o) () e = 1) (s = ) [ My
e> (z3+1)

Ek [Cfde verilen matris elemanimm ve polinomlarmm bilesenlerinin agik ifadeleri
kullanilarak boyuna durumda her bir taginim katsayisi i¢in ¢arpisma integrali,
Ek [AJdaki enerji ve momentum integralleri yardimiyla hesaplanabilir.

Elektriksel iletkenlik i¢in boyuna durumda ¢arpisma integralinin normal, I5s ve

tssii I}, bilegenleri agagidaki gibidir.

Cpp,®,T° T\°
lLjg=—=25—+0— 5.12
st 2037202, mp + P ( )
Cprspp®, T3 T\’
2037 2vpsvpymp PF

I5)s ifadesinde bulunan ve perdeleme fonksiyonu olarak tammlayip normalize

ettigimiz @, fonksiyonunun acgik ifadesi agagidaki gibidir.

2 2 2 2\ 2 1
Dpg = — arctan(&) — 2<M5 +2“t2) Pr< I i mp
T mp s (1 + (mp/2pp<) ) 2Dp<

(5.14)

2 2\ .2 2

2

+3('u8 +2Mt2)pF< <2mD > arctan( pF<)
/l’s/Lt PFr< mp

(24 ) PR 1 ( mp )3
piui (1 + (mp/2pr<)?) \2pr<
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Bu fonksiyonun limit durumlarda nasil davrandigini gormek i¢in aymi parcacik

tiirleri igin ultra-rolativistik limite bakabiliriz. Bu limitte kimyasal potansiyel

mp
2pr<

parcacigin Fermi momentumuna esit olacaktir, pp;, = ;. 'yi fonksiyon pa-

rametresi olarak alirsak Sekil [5.1fdeki grafigi elde ederiz.

_@a

&
o
S
o

—0.25 A

-0.50 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
mp

2p <

Sekil 5.1: Boylamsal durum icin elektriksel iletkenlik perdeleme fonksiyonu.

Perdeleme fonksiyonunun davranigi zayif ¢iftlenim durumlar: i¢in bekledigimiz

gibidir. 2’;‘; ifadesi, Denklem den goriilecegi iizere ultra-rolativistik limitte

ince yap1 sabitinin karekokiiyle orantilidir. Dolayisiyla elektromanyetik etkilesim-
ler igin istenilen davranis: sergiler.
Isil iletkenlik i¢in boylamsal durumda carpisma integralinin normal I, ve lissii

]/

K||st

caklik limitinde ithmal edilebilir:

T\° ) T\°
IHHSt - O <_> 5 HHSt - O <_> . (515)
Pr Pr

Benzer gekilde kayma viskozitesi i¢in boyuna durumda carpigsma integralinin nor-

bilegenleri sicakliga besinci mertebeden baghdir ve ilgilendigimiz diigiik s1-

mal I, ve iissii I7l7Hst bilegeni hesaplanabilir:

Cp2 p2,T° 7\* 7\
Lyjst = L%q)n”st + o(_) , Iy = 0(—) . (5.16)
DUR: Pr Pr
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Boyuna durum i¢in I, ifadesinde bulunan perdeleme fonksiyonunun acik ifadesi

agagidaki gibidir:

2 2 2 2\ 4 4 9
Qpist = — (arctan( pF<) + 5(#5 + 115) P ( D ) arctan( pF<> (5.17)
T

mp 12 pEpe, 2pr< mp
_( 1 2((u§+u?)p%<+p%<>_2(u3+u?)p%<> mp
1+ (mp/ (2pr<))? (27 pbs) 3 pluivd, ) 2ppe

2 2\ .2 2 2
2

+3 ((HS +2Mt2>pF< + pg<) ( D ) arctan( pF<)

15 14 Dis 2pr< mp

3
(12 + pf) Ppe Do 1 (12 + pd) pi\ [ mp

- 2,2 + 2 +4 2,22

5 Prs / 1+ (mp/2pr<) 2 i 2pr<

() PR 1 ( mp )5
p2pEpd, 14 (mp/2pre)’ \ 20p<

Limit davramglarini gormek icin, ayni tip pargaciklarin ultra-rélativistik limitte

nasil davrandigima bakabiliriz. Bu durumda Sekil [5.2]deki sonucu elde ederiz.

_Qn

—0.25 A

-0.50 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
mp

2p <

Sekil 5.2: Boylamsal durum icin kayma viskozitesi perdeleme fonksiyonu.

5.2 Carpisma Integralinin Enine Kismi

Enine kisim i¢in momentum integralinin nasil 6l¢eklenecegini anlamak igin pro-

pagatoriin uzaysal kismina bakabiliriz. Enine kisim,
k= <gm% |:Bw|T>§.rk = dk= <gm% |[Ew|T>§d{Ek (5.18)

olarak olgeklenebilir. 7' < pg limitinde enerji integrallerinin alt limiti iistel olarak

baskilanacagi i¢in sonsuza gotiiriilebilir. Benzer sekilde momentum integrali i¢in
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alt limiti sifir olarak alabiliriz. Bu dumda enine ¢arpigma integrali agsagidaki gibi

elde edilir:

722 2 ©dr, [ o i i i
I, = PrsPre / /da:l/ dxony (x1) Ny (22) Ny (xy—x1) Ny (T —22)

2T g2 ol

2p< 9
0 SL‘k—i—l Pr

Ek [C]de verilen matris elemanimin ve polinom bilegenlerinin acik ifadeleri enine

(5.19)

durum igin kullamlarak ¢arpisma integralleri Ek [A]daki enerji ve momentum in-
tegralleri yardimiyla elde edilebilir.
Elektrik iletkenlik enine ¢arpigsma integralinin normal I, o ve {issii I | ., bilesen-

leri agagidaki gibidir:

8
[ (5) ¢ (3) Cpiptevd,T5  Cobypre (6phs — ppo) v, T°

Iy 4= 5.20
a 24 3 y22m B3y 520
2 10
() ¢(5) C (v, + ) pRymivp,Ts T\*
+ T, +0(—) ,
25T P Pr
3
p = PGB CE) Corvrprapin TS Corspripre (6phs — ph) vesvr T
olst 2%‘3%?“3“?”& 25327-(3,“2“%
(5.21)
2
B F(%) C(%) Cupsvrprspre (Phs + D) mET? L0 T !
257 2 pre/)
Ik {ic mertebe sonuclar arasinda I,y = —Z?—?;I !« seklinde bir iligki saglan-

maktadir.
Isil iletkenlik i¢in enine durumda garpigma integralinin normal I, & ve iissii I/, | ,
bilegenleri Fermi-akigkan teorisi ¢ercevesinde asagidaki gibidir:

¢(3) Cvi,pp i T
2475 p2pgmyi

14
Cv pi pe, T 14 11 19p?2 47?p? 8 )
ez (0(5)(5) (s 52) 5520 (5) <)),
25 31 p2umg

I = (5.22)

Pr

(5.23)

I, =—
wlst ™ 17, 18 o5 o 2
2331 pipuymy
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Kayma viskozitesi i¢in enine durumda ¢arpigma integralinin normal I, | 4 ve iissii
[7’7 | bilegenleri Fermi-akiskan teorisi gergevesinde asagidaki gibi hesaplanabilir.
Normal bilegen,

8
I'(3)¢(3) Cod,ptpt, Ts  Codpphpr< (6phs — pho + 2t /p},) T?
N 2373 12417

I 1st —
! 2% 308 2y
(5.24)

| D(5) <) Copupkp, (3pk, + 4pi) miT> O( T) :

2% 373 22 DF
olarak bulunur. Ussii bilesen sicakliga acilim limitlerimizin 6tesinde bir mertebe-

den bagh oldugu i¢in ihmal edilebilir:

11

 _olTY)° 5.25
ra=0(>) (5.25)

Pr
5.3 Carpisma integralinin Karisik Kismi

Karmasgik kisim i¢in momentum integralinin nasil olgeklenecegi ilgilendigimiz in-
tegrantm, (M, P,) en diisiik mertebede momentuma nasil bagh olduguna bag-
hdir. Carpisma integralini ara bir olcek iizerinden, (m%T)% < A < mp, ikiye
ay1rip a@agldaki gibi yazabiliriz, I;j, = I jﬁ .+ ]]” I Integralin enine kismi k =

(Zm} || T) xy olarak olgeklenir ve agagidaki gibi yazilabilir:

2 2 8 00 00 00
stthT3 dajw 1 1
Iq”J- T 20 16 / 1/3/_ dwlw_% d$2_2 (526)

25 8 p2u? mDmL —oo || 00 —o0 w3

A

—— 4
X iy (21) N4 (T2) Ng (T — 1) 7oy (— 200 — @2) /(QMLMT) dwk(
0

Xy

Integralin boyuna kismi ise k = vmdxzy olarak olgeklenir ve agagidaki gibi elde
edilir:

I PRI 1
]q”L “ 3 /lsﬂtmp/ dmw/quxl/ dxl— dxgw—% (5.27)

X Ny (1) Ny (z2) Ny (2, — 1) Ny (—xy, — T2) /:ZD da:k(

xi+ 1) a3} <M”l i)

Eger integrant (M, P,) = O(k?) mertebesinde ise carpigma integraline diigiik
momentum limitinden gelen katk: enine kisimdan gelemez ve ihmal edilebilir. Bu

durumda baskin katki sadece boyuna integralden gelir. Eger integrant (M| P,) =
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O(1) mertebesinde ise iki ksimdan gelen katki da hesaba katilmalidir.

Elektriksel iletkenlik i¢in Ek [CJde verilen matris elemani ve polinomlar karigik
durum i¢in hesaplandiginda elde edilen integrantin en diigiik mertebede O(1)
mertebesinde oldugu goriiliir. Bu sebeple her bilegeni dikkate almak gerekir. Ek

[AJda verilen integraller yardimiyla hesaplanan sonuglar agagidaki gibidir:

T\° T\°
I5,=0(— , 0 0(—) , 5.28
[|Lst — (pF) o||Lst Pr ( )

T\? T\*
It ., =0(= Rl :0(-). 5.29
[lLst — (pF) o||Lst DF ( )

Elektriksel iletkenlik carpisma integraline gelen ilk mertebeden terimlerin O(T%/3)
oldugunu dikkate aldigimizda karigsik durumdan gelen katkilarin daha diigiik mer-

tebelerden oldugunu ve ihmal edilebilecegini sdyleyebiliriz.

Isil iletkenlik i¢in integrant hesaplandiginda elde edilen sonug en diigiik mertebede
O(1) seklindedir. Benzer gekilde iki kissmdan da gelen katilar1 dikkate almaliyiz.

Her bir durum ic¢in elde edilen sonuglarin sicakliga bagimhihig: agsagidaki gibidir:

20 7 5
T\ 3 T T
Ih o, =0(— ;0 o(-) ;1 —0(—). 5.30
|Lst — (pp) k|| Lst — D k|| Lst . ( )

Isil iletkenlik durumunda carpisma integraline karmagik kisimdan gelen ilgilendi-
gimiz mertebeden katki sadece iissii bilegenin enine olarak olceklendigi kisimdan

gelir:

T(4) (LY Cpd pd o T5 T\’
I;JH_J_ L(F)¢ . (5 ) PhsPirt ”L ’ +0 (—) =1 (5.31)
2?371' 5 /ls,utmDmL pr

Kayma viskozitesi i¢in hesaplanan integrantin normal bilegenleri en diigiik mer-

tebede O(1) olarak hesaplanir. Bu durum igin hesaplanan ¢arpigma integralleri

T 5 ” T 5
po-o(D) . m-o(ZY) -

Integrantin iissii bilegenleri icin enlemsel olarak Slgeklenen O(k?) mertebesinde

agagidaki gibidir:

bulunur. Bu kisimdan gelen katk: kii¢iik momentum limiti i¢in 6nemli degildir.
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Boyuna olarak 6lgeklenen kisimdan gelen carpigma integralinin sonucu agagidaki

gibidir:

Cp3 p3 P’ T3 T 4
"N Fsl/Ft * nst _
= S *OG) = 0

Kayma viskozitesinin karigitk durumu i¢in buldugumuz perdeleme fonksiyonu,

®; ;' agik ifadesi asagidaki gibidir:

2 2 2 2 4
%st —— (arctan( pF<) - (pF< + Pre _ _Prc ) D (5.34)
T

mp Pes  Di 3PP /) 2pr<
2 2 2 4 3
m 2 m
DPrs Py 2pp> mp PrsPre 2pr<
PE mp \* 2pr
+ 3 F<2 < > arctan ( < ) .
PrsPry 2pr< mp

Limit durumlarda bu fonksiyonun nasil davrandigina bakmak i¢in, kimyasal po-

tansiyelin Fermi momentumuna esit oldugu ultra-rélativistik duruma bakabiliriz.

Bu limitte elde edilen fonksiyon grafigi Sekil [5.3te verilmistir.

1.50
— %
1.25
1.00
0.75 1
0.50 1
0.25 1
0.00 1

—0.25 A

-0.50 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
mp

2p<

Sekil 5.3: Karigik durum igin kayma viskozitesi perdeleme fonksiyonu

5.4 Elektriksel Iletkenlik Carpigma Frekanslar:

Elektriksel iletkenlik carpigma frekanslarini bulmak i¢in yukarida elde ettigimiz

sonuglar1 Boliim [3.2.1]de buldugumuz ifadelerde yerine yazmaliy1z. Carpigma fre-
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kanslarinin normal bilegenleri agagidaki gibidir:

5
. T (%) ¢ (g) NCpipyvpsT's _ NCpipr< (60 — Pp) visT?

Vi = (5.35)
' 2% 3% ji2u2m? 2132 12 1} P,
2 7 8
4 P(l_??) C(%) NC (p%s +p12?t) p%tmEstT3 + O(Z) ’
23 2 pdpl, pr/
| CNwp®,T* 0(1)4
75t 253p2 mpuRsvZ, pr /)
T\?
V=0 <_> |
Pri
Carpisma frekanslarinin iissii bilegenleri ise agagidaki gibi bulunur:
N VFtPFs |
= — st 5.36
‘ UFsPFt ! ( )
N VRtPFs |
Vost = — osts
UFsPFt

T 5
V;J;l‘ = O(E) .

Enine ve boyuna sonuglar i¢in elde edilen sonuglar incelendiginde iki biiytikliik
arasindaki farkin sicaklik azaldikc¢a arttigi goriilmektedir. Bu da bize diigiik si-
cakliklarda enine plazmonlardan gelen katkinin arttigimi séylemektedir|[73]. Toplu
sonuclar agagidaki gibi yazilabilir. Enine kisima gelen ikinci mertebeden diizeltme
terimi standart Fermi-akiskan formunda olmasina ragmen isareti negatiftir. Bu
terim etkilesime giren parcaciklarin Fermi momentumuna bagh olarak sicaklik

yiikseldik¢e carpigma frekansinda artisa sebep olabilir:

5
Ugst = Ntc (F (%) C (g) p4FtUF5T3 . pl%‘th< (6p%> - p%?<) UF5T2

2 3rh 2 ptms 2032 i i

2 7 8
p%tq)UTQ 4 F(%) C(%) (plz?s +p12?t) pl%tmEUFsT3 L0 ( T ) 3

592,12 2 ¥ 5 5 9 9
2 3stTnDUFSUFt 28 7T3:u5:uths pr
l// _ 'UFthsV
ost — ost:
VrsPFt

Tek pargacik tiirii i¢in toplam elektriksel iletkenlik ¢arpisma frekansi sifira egittir.
5.5 Isil Iletkenlik Carpigsma Frekanslar:

Benzer gekilde 1s1l iletkenlik carpigma frekanslarini bulmak icin elde ettigimiz
¢arpigma integrali sonuclarin Boliim de elde ettigimiz ifadelerde yerine yaz-

digimizda 1s1l iletkenlik ¢arpigsma frekanslarimin normal bilegenleri i¢in agagidaki
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sonuglari elde ederiz |74, [75):
1

_(3¢(3) NiCopspt pi, T
Vot = 2370 p2pdm3

N,Cupp2 T3 14 11 19p2 4r2p2. (8 5
ot oot (5 <(5) (552 + 2520 (5) <(5))
2578 p2ugmy

(5.38)

Isil iletkenlik ¢arpigma frekanslarinin tssii bilegenleri ise asagidaki gibidir:

o D)) NiCvmprapit TH O( T )
2 )

14

(5.39)

kst T —

14 13 5
T a 2,,2 3 F
28 s psuimy p

T 2
=0 )
br

L)) Nthsz%tTg . 0<T>2,

kst T —

2% it pr
Elde edilen sonuglar incelendiginde baskin katkilarin enine etkilesim kanallarindan
geldigi goriilmektedir. Isil iletkenlik taginim katsayisi enine etkilesimler dikkate
alindiginda sicakliktan bagimsizdir ve sadece taginim parcaciklarimin Fermi mo-
mentumuna baghdir. Boyuna sonuglar en diisiik mertebede O(T?) mertebesinde

oldugu i¢in biitiin boyuna katkilar, enine ve karigik kisimlarla kiyaslandiginda alt

mertebelerde katkilar vermektedir:

3¢(3) NiCupspi pr, T
Vrst = < 237;;”2#2722 = (5.40)
st L
N,Copsp2,T3 14 11 19p2 Am2p2, (8 5
e ((5)<(5) (s 50) + 5550 (5) 5))
25 s puimy
[(4) ¢ (L) N,Cppspd, T3 m2 T\
Vist = (38)13(3) S (1—4 D )+0(—) . (5.41)
2575 [y MBS Vs Hstte pr

Tek parcacik tiirii icin carpisma frekanlarini kullanarak Denklem ifadesin-
den rahatlama zamani, 7,, belirlenerek 1s1l iletkenlik katsayisi, s, hesaplanabilir,
Denklem [3.29| Diisiik sicakliklarda 1sil iletkenlik sicakliktan bagimsiz bir fonksi-
yon gibi davranir ve parcaciklarin Fermi momentumuna baghdir. Yiiksek sicaklik-
larda, 0.1 MeV civarinda, diizeltme terimleri 1s1l iletkenlik katsayisimi etkilemeye

baglar.
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Sekil 5.4: Elektron 1s1l iletkenlik katsayisinin sicaklikla degigimi, pp = 100 MeV.

5.6 Kayma Viskozitesi

Aymni gekilde kayma viskozitesi i¢in ¢arpisma frekanlari elde edilen ¢arpigma integ-
ralleri kullanilarak Boliim [3.2.3[de belirlenen ifadelerle bulunabilir. Kayma visko-

zitesi ¢arpigsma frekansinin normal bilegenleri agagidaki gibi bulunur|76], [77, [78]:

Lo <F(§) C(3) NiCuraph, T3 NiCvrephipr< (6pf. — PR + Spb./Ph,) T

v S
nst Q%W%MEM%mé 2571.:“?:“1317%3
(5.42)
2 7 8
() C(E) NiCorariy (39, + 4pt) mi T3 | O(Z) 3
25 73 2k, w/))
3
| NCpi ST (T
19502 mipUps v ’
FsTMDUFsURy Pr

-of)
nst DE .

Kayma viskozitesi ¢carpigsma frekanslarinin iissii bilegenleri ise agagidaki gibidir:

8
T\ 3
V;§t20<]?—F> : (5.43)

3
I T)
Vpor = O — |
e (pF
ne Nth?ﬁt(I);ystT2 I O(T )3

et 24:“’8”thstst Pr

o
= Vpst-

Enine etkilegsimlerden gelen sonuglar kayma viskozitesi ¢arpigma frekaslarinin di-
siik sicaklik limitinde baskin olduklarimi gostermektedir. Gorece diigiik sicaklik

limitinde kayma viskozitesi ifadesi iissii bilegenleri sicakliga O(7?) mertebesinde
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bagli oldugu i¢in ayrigabilir. Bu durumda tagimim katsayisi ifadesi momentum ta-
styicilarinin ayri ayri katkilarini diigiinecegimiz bir hal alir. Toplu sonuglar: normal
ve {issii bilesen cinsinden agagidaki gibi yazabiliriz. Enine sonuca gelen ikinci mer-
tebeden diizeltme terimi, etkilegsime giren parcaciklarin Fermi momentumlarina

gore gorece yiiksek sicakliklarda garpigsma frekansinda artiga sebep olabilir:

5

L I'(8)¢(2) NiCopspt, T3 N,Cupspi,pr< (603 — pho + b /DE,) T?

st — -
" 2% 7k 2p2m) 7 i D

(5.44)

7 A s
N NiCpiy Pyt T° N T(4) ¢(%) NiCupsp}, (3p3, + 4pE,) miTs L0 ( T ) 3

5.2 2 o 5
2° i MDUFs Uy 273 773#3#%1’12?3 Pr

3§ T2 3
= S~ or) 649
Benzer sekilde yine tek parcacik tiirii i¢in ¢arpisma frekanlarini kullanarak Denk-
lem ifadesinden rahatlama zamamni, 7,, belirlenerek kayma viskozitesi kat-
sayisi, 7), hesaplanabilir, Denklem [3.38] Diigiik sicakliklarda diizeltme terimleri
ihmal edilebilir ve ilk mertebeden terimler yeterlidir. Yiiksek sicakliklarda ilk

mertebe terimler kayma viskozitesi katsayisini bir ka¢ mertebe yiiksek olarak ver-

mektedir. Diizeltme terimlerini dahil etmek bu sorunu ortadan kaldirir.

= lieading SSSSss

n/ongitud/'na/
1024 ===~ Nmixed

Ntransverse

10-6 1074 1072 100 102 104

log T[MeV]

Sekil 5.5: Elektron kayma viskozitesi katsayisinin sicaklikla degisimi, pg
100 MeV.
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6 SONUC

Bu ¢aliymada SU(N) ayar etkilesimlerine uyan, siiperakigkanlk veya siiperilet-
kenlik fazlarma girmeyen fermiyonik parcaciklar i¢in Fermi-akigkan teorisi gerce-
vesinde taginim katsayilar1 ve carpisma frekanslar elde edildi. Buldugumuz so-
nuglar literatiirde verilen belli baglh madde dagilimlarindan elde edilen sonu¢larin
aksine herhangi farkl sayida fermiyonik parcacik ¢esidi i¢in gecerlidir. Kontrollii
bir sekilde yaptigimiz diisiik sicaklik agilimi sayesinde literatiirde verilen ifadelerin
Otesine gecerek diizeltme terimlerini hesapladik. Elde ettigimiz sonuglarin taginim
katsayilari cinsinden yorumlanmasi 6zel durumlarin incelenmesini gerektirmekte-
dir ancak yine de sicaklik parametresi nicel olarak madde bilegenleri hakkinda
fikir edinmemizi saglayabilir.

Hesaplanan taginim katsayilarinin hepsi plazma ortamindan kaynaklanan per-
deleme etkileri dikkate alinarak boylamsal ve enlemsel durumlar i¢in, birinci mer-
tebe terimlerin Otesine gidilerek belirlenmigtir. Bu diizeltme terimlerine nétron
yildiz1 ¢carpigma olaylarinin anlagilmasinda ihtiyag olabilir ¢iinkii sicakliklar Fermi
momentumuna kiyasla ¢ok diisiik degildir.

Elektriksel iletkenlik carpisma frekanslar i¢in diisiik sicaklik limitinde bas-
kin terim enlemsel plazmonlardan gelmektedir. Ikinci mertebe icin hesaplanan
ifade, dinamik perdeleme etkilerinin hesaba katilmadigi standart Fermi-akigkan
sonuglariyla ayni sicaklik bagimlihgima sahiptir [19]. Elektriksel iletkenlikle kayma
0 _ 1,00

viskozitesi arasinda birinci mertebede v v

ost = 3Vpst S€klinde bir iligki mevecuttur.

Isil iletkenlik icin elde edilen ¢arpigma frekansi birinci mertebede enlemsel
plazmonlar i¢in sicakliga lineer olarak baglidir. Bu bize siiperiletkenligin olmadig:
durumda rolativistik pargaciklar i¢in en diisiik mertebede 1s1l iletkenlik katsayi-
sinin sicakliktan bagimsiz olarak parcaciklarin Fermi momentumuyla orantili ol-
dugunu gostermektedir. Enlemsel plazmonlar i¢in elde ettigimiz diizeltme terimi

sicakliga O(T~2/3) kuvvetiyle baghdir. Bu sonug geng yildizlarm 1sil iletkenlik
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ozelliklerini anlamada standart Fermi-akigkan davramsindan O(T~!) daha dogru
sonugclar verebilir. Isil iletkenlik i¢in ¢arpigma frekansina gelen boylamsal katkilar
O(T?) mertebesinde oldugu i¢in, ultra-rélativistik pargaciklarin varhginda yiiksek
oranda baskilanmaktadir [58].

Kayma viskozitesi ¢carpigsma frekansi i¢in elde ettigimiz genel sonuclar enlem-
sel plazmonlar i¢in birinci mertebeden terimleri ve onlara gelen ikinci, {i¢linci
mertebeden diizeltme terimlerini icermektedir. Baskin etkilesim enlemsel plaz-
monlardan O(T°/3) gelir [79]. Kayma viskozitesi diisiik sicakliklarda baskindur,
diizeltme terimleri kiitlecekimsel dalga kaynakli kararsizliklarin daha iyi anlasil-
mast igin kullamlabilir [80].

Carpigma frekanslarinin boylamsal kisimlarinda karsimiza ¢ikan ®; perdeleme
fonksiyonu efektif Debye kiitlesiyle, kiitle ifadesi ise c¢iftlenim sabitiyle oranti-
lidir Denklem [£.47] Sekil [6.Iden anlagilacagy iizere garpigma frekanslarn kiigiik
¢iftlenim limitinde (elektromanyetik ¢iftlenim) sonlu bir degere giderken, biiyiik
giftlenim (kuantum renk dinamigi) degerleri i¢in sifira gitmektedir ve boylamsal
etkilesimler 6nemsizlesmektedir, bu sebeple biiyiik ¢iftlenim degerleri i¢in kom-

pakt yildizlarda enlemsel etkilesimlerin daha baskin olacagi séylenebilir.

Sekil 6.1: Elektrik ve kayma viskozitesi igin farkli degerlerde perdeleme fonksi-
yonlari.

Buldugumuz sonuclarin genel yapisi kompakt yildizlarda farkl bilesenler ic¢in kar-
silagtirma yapmamiza olanak taniyip gozlemler sayesinde bu bilegenlerle alakali

sinirlama getirmemizi saglayabilir.
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A Momentum ve Enerji Integralleri

Tasimmim katsayilarini hesaplarken kargimiza ¢ikan integraller ve ¢ozlimleri agagi-

daki gibidir:

%0 1 1
/ 0 1, (A1)
_ e+ 1le?+1

o0

° 1 1
dz z =0,
e e +le*41

/ood o 1 1 w2
z2z = —.
o e +le*41 3

Ayar parcaciginin momentumu ve enerjisi iizerinden alinan integraller ve ¢oziim-

leri agagidaki gibidir. Enlemsel (transverse) durumda kargimiza ¢ikan momentum

integralleri ve ¢oziimleri agagidaki gibidir:

¢ x2 T 1\?
d k —+0| (- A2
/0 l‘kxg 1 Q 6 + < g ) ) ( )
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Boylamsal (longitudinal) durumda kargimiza ¢ikan momentum integralleri ve ¢o-

zimleri agagidaki gibidir:

/dl‘km = %arctan(xk) +5 (x?:_ 0 ot %, (A.3)
/dxk(x;%f = %arctan(xk) ~3 (xgk—l— D — %,

/dxk(x;%f = xk—g arctan(ack)+2 (i:;%:‘l) $k>>1\ T,

/d:z:'k@;%)2 = %2—23%-1-; aurc’wun(yck)—2 (12:_1) — %2

Enerji integrallerini de iist limitten gelen ve eksponansiyel olarak azalan diizelt-

meleri ihmal ettigimiz durumda analitik olarak hesaplamak miimkiindiir:

Ix(a,b,c)z/ dx,, |a:w|c/ dxlx?/ dxoxh (A4)

o0 —00

X Ny (1) Ny (22) Ny (2 — 1) Ny (—22y, — 22)

fx(a,b,c)z/ dx,, |xwlcsgn(:1:w)/ d:cla:‘f/ dxoxh

X Ty (1) Mg (22) Mg (T — @1) Ty (=20 — @2) -

Ozel olarak a = b = 0 durumunda yukaridaki integraller Gama ve Zeta fonksiyonu

cinsinden yazilabilirler:
Z.(0,0,¢) =2I'(c + 3) ((c + 2) , (A.5)

7.(0,0,¢) = 0.

a ve bnin sifir olmadigr durumlarda kargimiza ¢ikan integralleri yukaridaki so-

nuglar cinsinden yazabiliriz:

7,(1,0,¢) = —Z,(0,1,¢) = %II(O,O,C—H) o, (A.6)
T.01,1,¢) = —izx(o,o,cw) _ —%F(c+5) Cle+4),

7.(2,0,¢) = Z,(0,2,¢) = % (Z.(0,0,c+2) + 7°Z,(0,0,¢)) ,

_ g (T(c+5) Cle+4) + 72T (e +3)Cle+2).

Benzer gekilde mutlak deger fonksiyonuna sahip integral ifadeleri ise
. ~ 1
7Z,(1,0,¢) = =Z,(0,1,¢) = 51,;(0,0,04—1) =T'(c+4) ((c+3) (A.7)
. 1~
Z.(1,1,¢) = —ZIx(O,O,c—i— 2)=0

. . 1 /-~ .
T,(2.0,0) = ,(0.2,0) = (zx(o, 0, c+2)+72Z, (0,0, c)> —0
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olarak hesaplanir. Boylamsal hesaplamalarda karsimiza ¢ikan ve mutlak deger

fonksiyonu igermeyen integrallerin sonugclar: ise agsagidaki gibidir:

/ dxw:rf)/ dxlx‘f/ droxbing (21) 7y (22) (A.8)

Z.(a,b,c) ce€Z,tek
Z.(a,b,c) c € Z,cift.

XMy (T —21) Ny (= —x2) = {

o8



B Enine ve Boyuna Modlar

Dispersiyon iligkisinin farkli momentum limitlerindeki davraniglarini incelerken
bu fonksiyonun limit durumlarina bakacagiz [81]. Ortam etkileri hesaba katildi-
ginda foton propagatoriinii enine ve boyuna olarak iki kisma ayirmak miimkiin-
diir. Bu ayrisim sayesinde yogun ortam icinde hangi modun nasil davrandigini
anlayabiliriz. Prapagatoriin tekil noktalarini inceleyip farkli momentum degerle-

P v P y

D, = .
H kQ_WQ_H” kQ—wZ—HL

Ik olarak boyuna modalar1 inceleyelim. Denklem ifadesinin boyuna kismin-

daki tekil noktalara bakalim:
w? — k2

Bu dispersiyon iligkisinin ¢oziimleri bize modlar hakkinda bilgi verecektir. Farkl

[1 . %Q()(%)] = 0. (B.2)

momentum limitlerinde bu denklemin ¢oziimiine bakmak istiyoruz. Biiylik mo-
mentum degerleri i¢in Legendre fonksiyonu (Jo’nun limit durumlarina bakabiliriz.

wr, = w =~ k > wp i¢in Legendre fonksiyonu agagidaki gibidir:

w 1 2k
—) =~ -1 1. B.
Qo) >y > (B:3)
Bu yaklagiklik altinda Denklem ifadesi
2
m 2k
_ D =0 B.4
2k o — k (B4)

halini alir. Biiyiik momentum degerleri i¢in bu ifadenin ¢oziimiinii agsagidaki gibi

elde edebiliriz:
Wi — k(l + 26*’62/’”2). (B.5)

Kiglik momentum degerleri igin, z = w/k > 1, Legendre fonksiyonunun seri

agilimini yapabiliriz:

S — (B.6)
x



Bu ifadeyi Denklem [B.2/de yerine koyup kiigiik momentum limitinde boyuna
modlar’in nasil davrandigini belirleyebiliriz. Plazma frekansi cinsinden disper-
siyon denklemini yeniden yazarsak, wp = \/gm = %eT, 4. dereceden bir polinom
denklemi elde ederiz. Bu ifadenin ¢oziimi asagidaki gibidir.

Wi = wi + ng (B.7)

Enine uyarilmig modlar i¢in benzer gekilde dispersiyon iligkisini ¢bzmeye calisa-

biliriz:
(@ (- a0 e

Boyutsuz degisken © = w/k = wr/k yardimiyla enine modlar i¢in bu denklemi

daha basit halde yazmak miimkiindiir:

2 2
2 o Mi[ o x(l—2%) w41y
(a2 —1) - =% [:c + o J —0. (B.9)

Biiyiik momentum limitinde yani uyarilmig enerjiler momentum mertebesinde
oldugu limitte x ~ 1 gibidir. Oncelikle parantez icindeki logaritma teriminin

limit durumuna bakalim:

— r2 —
lim (1 — z?) lnx—i-l — lim z(l —2)(1+x)
z—1 2 r—1 z=1 2

(In(z +1) —In(z — 1)) = 0.
(B.10)
Logaritma bu limitte sifira giderken diger terim bir mertebesindedir. Bu durumda

elimizde asagidaki denklem kalir:
?-1--L=0 =uwi=k+mi. (B.11)

Kii¢iik momentum limitinde Denklem [B.§ deki parantez i¢ine bakalim:
r+1 2 2

1— 2
z( x>ln -+

2
SR r—1 3 1522

(B.12)

Bu ifadeyi Denklem [B.9[de yerine koyup momentum degiskenleri ve plazma mod-

lar1 cinsinden yazarsak asagidaki denklemi elde ederiz:

1
wp — (wh + kw2 — gwikz =0. (B.13)

Bu polinom ifadesinin ¢oziimii bize enine modlarin kii¢iik momentum limitinde
nasil degistigini gosteren ifadeyi verir:

6
wi = wh + gk? (B.14)
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Kiigiitk momentum limitindeki boyuna (longitudinal) ve enine (transverse) foton
modlar1 i¢in dispersiyon egrileri Sekil [B.IJde gosterilmistir. Biiyiikk momentum
limitinde elde ettigimiz ifadeler farkli karakterlere sahipken, kii¢iik momentum
limitinde, wy,(k — 0) = wr(k — 0) = wp, enine ve boyuna modlar ayirtedilemez

durumdadir Bakimz Sekil [64]:

— Wwr
'

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
qlwp

Sekil B.1: Foton dispersiyon iligkisi i¢in enlemsel ve boylamsal modlar.
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C Polinom Ifadeleri

Matris elemaninin karesiyle polinom ifadelerini ¢arpimini agisal ortalama alarak

yazmak miimkiindiir:

1 2T
(Ml B = oo [ 1M P 1)
T Jo

= MoyPjo+(MoPj1+ M, Pjo) costy costy+ (Mo Pjo+ Mo Pjo+ M, Pjy) cos*6; cos*6;

+ (M, Pjg+ My Pjp) cos®0; cos0y -+ M Pjy cos*0; cos* 0y

1
+ 3 (MQPjO+MOPj2+M1le +3 (M, Pjo+ My Pjy) cosbty cosby
+6M3 Py cos?6; cos®0, sin?6, sin2€2)

3
+ gMQPjQ sin491 Sin402.

Bu ifadeyi polinomlarin derecelerine gore faktorize ederek yazabiliriz. Baz1 du-
rumlarda polinom ifadelerinin katsayilarisifir olacag i¢cin hesapalama acisindan

kolaylik saglar:

1
(|M5t]2 P,) = (M0+M1 costy cosfy+ M, (005291 COS292+§ sin’6, sin292)> P
(C.2)

1
+ (Mg cost; costy+ M, <008201 cos?0y+ 5 sin?6, sin2c92>)
2 2 3 .9, o
+ M5 cosbly costs (COS 0, cos 02+§ sin“#; sin 62) P;
2 2 Loy oo
+ (MO (cos 0, cos 92—|—§ sin“6; sin 02>
2 2 3 . o0p o
+ M cosbf; cosbs (cos 0, cos 92—1-5 sin“6y sin 92>

3
+ M, (cos461 c0s*0s 43 cos?6; cos?6y sin6; sin’y + 3 sin“6, sin462> )sz
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Matris elemaninin karesini boylamsal, enlemsel ve karigik durum icin ayirip bile-

senleri cos #15 agisina baglhiliklarina gore ayirip yazabiliriz:

Mo = 8C ((e1 (61 + w) (€5 — pok cosb) + €3 (€2 — w) (€ + prikcosty))) (C.3)
Mp=0 ,  Mp=0,
M1 = 4C (2€162k (p2 cos By — py cos by) — ereak” — wk (e1pa cos b + epy cos by))
M1 = 4Cpip2 (46162 +2(ea —€)w — wQ) , M2 =0,
My =8C (—p1p2kz2 cos 0, cos 0y + (pf + p1k cos 91) (eaw — pok cos 92))
— (pg — pok cos 92) (6qw — p1k cosby)
M1 =8C (2 (p2cos by — py cosby) kpips — k*pip2) : My = 16Cp2ps3.
Elektriksel iletkenlik hesaplamalar: i¢in kullandigimiz polinom ifadesi bilegenleri
cinsinden agagidaki gibidir:

p? + pik cos 0y
P1Ps3

(C.4)

Pazwf—wl-zﬁgzwf—wlwg

p1p2 cos b2 — pik cos 0y
P1Pa '

P; = wl . 1172 — @Ul . 1174 = W1W2 008012 — W1W4

Agisal ifadelerin degerlerini yerine yazip, sicaklik parametresine gore seri agilimi
yaparak birinci mertebeden gelen ifadeleri cos #15 katsayisina gore faktorize etti-

gimizde sacilma etkilegimleri i¢in agagidaki sonuclar: elde ederiz:

w?k? wq k2 k2 T
JE +( —a (1__))wa+0(—) 5
’ 2p%‘s 2p%‘s ! 2p}2F‘s Pr ( )
Pal = g2 = 07

k2 T
proo _wiwekt v O(—) |
2pFsPFt  DFt y43

T
p=— (1 - “QPFt) voT + 0(—) ,
DPrt Wa Pr

PC:_QZO.

Benzer gekilde 1s1l iletkenlik hesaplamalar: igin kullandigimiz polinom ifadesi bi-

legenler cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

P,i = — (€1 — ,Ltl) €1 — /,Ll) U}% — (63 - [,63) ’lﬁl . 71)’3) (06)
2
+p1k cosb
€1—fi1) w%—(€3—ﬂs)w1w3L>
p1pP3

€2 — M2) W - Wo — (64 - ,u4) W ‘?174)

I

|
—~ — — —

™

—

|

=

=

~—
TN —~ N —
— — — —

p1p2 cosy —p1k cost; )

€2— M2) wywa costg — (64 - M4) wW1Wq
P1P4
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Enerji terimlerini a1/, = 222 dniisiimiinii kullanarak boyutsuz hale getirip,
diigiik sicaklik limitinde seri acilimi yaptigimizda ilk mertebeden gelen terimleri
elde edebiliriz. Agisal ifadeler yerine yazilip katsayilara gore faktorize edildiginde

asagidaki sonuclar elde edilir:

k2 T
Puo = 212, T?0? — 21 (21 + 7)) TQw%—2 + O(—) , (C.7)
PK]I - PHQ - 07
k2 T
Py =x1 (29 — x,,) w2 <2}1 — wa> T2 + O(—> ;
Prt Prs Pr

T
P, = —mz wiw,T? + O (—)
Pr

P, =0.

Kayma viskozitesi hesaplamalar: i¢in kullandigimiz polinom ifadesini bilegenleri
cinsinden asagidaki gibi yazabiliriz:

2

P, = gwfpf — Wy - Wapy - P3 + gdﬁ - P13 - P3 (C.8)
2 p?+p1k cosd S|
= _w%p%_wlw3( 1= 1) + S wiwsp1ps,
3 p1p3 3

1
/ — - — — — e d — — - — — — - — —
Pn:wl'w2p1'p2_gwl'p1w2‘p2_w1'w4pl'p4+§w1'p1w4'p4

_ (P12 COSle)2 wip1 (p1p2 costia—pik C0891)2
= W1W2 - (wapa — Wyps) —wWrwy .

D1P2 3 D1Pa

Sicaklik parametresine gore seri agilimi yapip ilk mertebeden terimleri hesaba
katarak acisal esitlikleri kullanirsak kayma viskozitesi polinomu icin bilesenleri

asagidaki gibi elde edebiliriz:

k* 2ppsw a1pr T
Po=uw? (k- _ 2PEsn NaT+0( =), C.9
" w1< 419%5) 3 ( " wy tel F pr (C)

P =Pp=0,

k4 S k2 T
P7/]0 __wiws —wy (PF <1+a2th) _%_) wa+O(—) ’
4Aprspre 3 Wo W1 Pry PF

T
P7;1 = _wlekz + 2w2stwa + O (—) R

Pr
T
Py = —wiprs (1— a2th) z,T + O(—) :
w2 Pr
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