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LIE VE NOETHER S�METR�LER� �LE AD� D�FERANS�YEL
DENKLEMLER�N ÇÖZÜMLER�

ÖZET

Bu tezde Lie ve Noether simetrileri ile adi diferansiyel denklemlerin çözümleri
üzerinde durulmu³tur. Diferansiyel denklemler birçok teknolojik problemin yan�
s�ra do§an�n temel yasalar�n�n ço§unun formüle edilmesinde yayg�n olarak kulla-
n�lmaktad�r. Bazen denklemlerin analitik çözümünü elde etmek için geleneksel ve
probleme özgü metotlar kullan�ld�§�nda denklemleri integre etmek mümkündür.
Ço§u zaman bu denklemleri integre etmek mümkün de§ildir. Literatürde dört
yüzden fazla integrallenebilir adi diferansiyel denklem bulunur ve bunlar�n her
biri kendilerine özgü çözüm yöntemlerine sahiptir. Lie grup analizi, tüm bu adi
diferansiyel denklemleri dört farkl� tipe indirgeyerek, çok daha genel bir çözüm
yöntemi sa§lamakta ve dolay�s�yla Lie teorisi diferansiyel denklemlerin çözümü-
nün elde edilmesinde çok önemli bir araç olarak kar³�m�za ç�kmaktad�r. Diferansi-
yel denklemlerin analizinde önemli rol oynayan bir di§er araç ise Noether simetri
yöntemidir. Bu yöntem için birinci ve ikinci mertebeden Lagrangianlara kar³�l�k
gelen Noether teoremi ve ilk integraller verilmi³tir. �lk integralleri elde etmek için
diferansiyel denklemlerin simetrileri kullan�lmaktad�r. Bu tezde birinci ve ikinci
mertebeden Lagrangianlara kar³�l�k gelen ilk integralleri elde etmek için Noether
teoremi kullan�lm�³t�r. Noether, diferansiyel denklemler için varyasyon ilkesinden
elde edilen, her simetri üretecine kar³�l�k gelen bir ilk integralin bulundu§unu
kan�tlam�³t�r. Bu simetrilere Noether simetri üreteci ad� verilir ve e§er Noether
simetri üreteci mevcut ise Noether teoremi her simetri üretecine kar³�l�k gelen
ilk integralleri kolayl�kla sa§lamaktad�r. Lie teorisi ve Noether teoremi, bir siste-
min simetrilerini belirlemeyi ve ard�ndan sabitlerinin kar³�l�k gelen de§i³mezlerini
bulmay� içermektedir. Lie teorisi söz konusu oldu§unda diferansiyel denklem de-
§i³mez b�rak�l�rken, Noether teoremi Eylem �ntegralini de§i³mez b�rakmaktad�r.
Bunlar�n elde edilmesi diferansiyel denklemlerin mertebesinde indirgeme sa§lama-
s�ndan dolay� denklemleri çözmek için kolayl�k sa§lamaktad�r. Buna dayanarak,
tez kapsam�nda Lie ve Noether simetri yöntemleri ile Emden-Fowler denklemi
ve adi diferansiyel denklemlerin analizleri yap�lm�³t�r ve elde edilenlerin verilen
denklemin çözümünü elde etmek için nas�l kullan�labilece§i aç�klay�c� bir ³ekilde
çe³itli örnekler üzerinde gösterilmi³tir. Böylece kendine özgü yap�s� sebebiyle bili-
nen yöntemlerle çözülemeyen baz� lineer olmayan denklemler için Lie ve Noether
simetri yöntemleri ile çözümün nas�l getirilebilece§i tart�³�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Adi diferansiyel denklemler, De§i³mezlik, �lk integral, Lagran-
gian, Lie simetrileri, Noether simetrileri.
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SOLUTIONS OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH LIE AND NOETHER SYMMETRIES

ABSTRACT

In this thesis, Lie and Noether symmetries and solutions of ordinary di�erential equ-
ations are focused on. Di�erential equations are widely used in formulating many tech-
nological problems as well as many of the fundamental laws of nature. Sometimes it is
possible to integrate equations when traditional and problem-speci�c methods are used
to obtain the analytical solution of the equations. Most of the time it is not possible to
integrate these equations. There are more than four hundred integrable ordinary di�e-
rential equations in the literature, and each of them has its own unique solution methods.
Lie group analysis provides a much more general solution method by reducing all these
ordinary di�erential equations to four di�erent types, and therefore Lie theory appears
as a very important tool in obtaining the solution of di�erential equations. Another
tool that plays an important role in the analysis of di�erential equations is the Noether
symmetry method. For this method, Noether's theorem and �rst integrals correspon-
ding to �rst and second order Lagrangians are given. The symmetries of the di�erential
equations are used to obtain the �rst integrals. In this thesis, Noether's theorem is
used to obtain the �rst integrals corresponding to �rst and second order Lagrangians.
Noether proved that for di�erential equations there is a �rst integral corresponding
to every symmetry generator, obtained from the variation principle. These symmetries
are called Noether symmetry generators, and if a Noether symmetry generator exists,
Noether's theorem easily provides the �rst integrals corresponding to each symmetry
generator. Lie theory and Noether's theorem involve determining the symmetries of a
system and then �nding the corresponding invariants of its constants. While the dif-
ferential equation is left invariant in the case of Lie theory, Noether's theorem leaves
the Action Integral invariant. Obtaining these makes it easier to solve the equations
because it reduces the order of di�erential equations. Based on this, within the scope of
the thesis, Lie and Noether symmetry methods were analyzed with the Emden-Fowler
equation and ordinary di�erential equations, and how the obtained data can be used to
obtain the solution of the given equation is shown in an explanatory manner on various
examples. Thus, it is discussed how to �nd solutions using Lie and Noether symmetry
methods for some nonlinear equations that cannot be solved by known methods due to
their unique structure.

Keywords: Ordinary di�erential equations, Invariability, First integral, Lagrangian,
Lie symmetries, Noether symmetries.
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Bölüm 1

G�R��

1.1 Simetri

Simetri, etki etti§i ³eyi de§i³mez b�rakan bir i³lemdir. Simetri �krinin sanat, biyoloji,

kimya ve �zikte uygulamalar� vard�r. Simetri �krinin evrimi, kavram� aç�klamak için ge-

rekli matematiksel araçlar� geli³tirmede önemli bir rol oynayan iki matematikçi, Alman

Felix Klein ve Norveçli Sophus Lie ile ili³kilendirilebilir. Lie grup analizi, 19. yüzy�-

l�n önde gelen matematikçilerinden Lie taraf�ndan 1870'lerde geli³tirildi (James, 2013).

Lie, key� mertebedeki tüm adi diferansiyel denklemlerin simetri gruplar� aç�s�ndan bir

s�n��and�rmas�n� yapmak için grup-teorik yöntemleri kulland� ve bu nedenle grup-teorik

yöntemlerle integrallenebilen tüm kümeyi tan�mlad�. Tarihsel olarak, Lie'nin diferansiyel

denklemler teorisi, daha sonra Ritt (1950) ve Kolchin (1973) taraf�ndan geli³tirilen Ves-

siot ve Picard'�n diferansiyel Galois teorisiyle e³le³iyordu (Goldman, 1957). Diferansiyel

Galois teorisinin ça§da³ bir incelemesinde Kaplansky'de bulunabilir (Kaplansky, 1957).

Çe³itli teknikleri içeren sonsuz küçük dönü³ümler alt�nda diferansiyel denklemlerin de-

§i³mezli§i kavram�, diferansiyel denklemlerin çözümlerini olu³turmay� mümkün k�lar.

Öne ç�kan ve Lie'nin çal�³mas�yla yak�ndan ili³kili olan bir di§er teknik, ³u anda daha

çok soyut cebir alan�ndaki çal�³malar�yla tan�nan Emmy Noether'inkidir. Noether'in ça-

l�³mas� matematiksel olsa da, çal�³malar�n�n teorik �zikteki uygulamalar�, onun �zikte

önde gelen kad�nlardan biri olarak tan�nmas�na yol açt� (Kass-Simon & Farnes, 1990).

Noether hayat� boyunca de§i³mezler teorisi üzerinde çal�³t�, ancak Ernst Fischer'in etkisi

alt�nda cebirsel de§i³mezler teorisi alan�na odakland� (Brewer & Smith, 1981). Alexand-

rov bir konu³mas�nda Noether, modern zamanlar�n önde gelen matematikçilerinden biri

olarak tan�mland� (Harausgegeben von Jacobson, 1983).
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1.2 Sophus Lie(1842-1899)

James (2013) kayna§�ndan elde edilen bilgilerle Marius Sophus, 17 Aral�k 1842'de dün-

yaya geldi. Marius henüz çok küçükken ailesi Christiania (Bugünkü Oslo) yak�nlar�n-

daki Moss kentine ta³�nd�. Marius'un çocuklu§u da burada geçti. Daha sonra Marius,

1859'da mezun olaca§� Christiania'daki Nissan's Latin-og Realskole'ye gönderildi. Not-

lar� oldukça iyi olmas�na ra§men öncü grup kuramc�s� Ludvig Sylow Lie'deki potansiyeli

fark edememi³ti.

1859'da dil e§itimi almak üzere üniversiteye girdi fakat Yunancadan kal�nca bilim e§i-

timinde karar k�ld�. O zamanlar eski ö§retmeni Sylow, pek fazla yerde okutulmayan bir

konu olan grup kuram� üzerine ders vermeye ba³lam�³t�. Lie de bu derse kat�ld�. 1865'te

Lie üniversitede istedi§i ba³ar�y� elde edemeden mezun oldu. 1868'de Poncelet ve Plüc-

ker'in modern geometri üzerinde yapt�klar� çal�³malar� ke³fetmesi hayat�n�n kilit noktas�

olmu³tu. Plücker'in bir uzay eleman� olarak nokta yerine do§ru, e§ri, ya da yüzey gibi

daha karma³�k yap�lar dü³ünmesi Lie'de uyand�rm�³t�.

1869'da Lie, kabul alana kadar baz� sorunlar ya³ad�§� Det Norske Videnskops-Akademi

ile ilk makalesini yay�mlad�. Makalede kompleks düzlemin yeni bir gösterimi aktar�l�-

yordu. Bu makale sayesinde kazan�lm�³ olan bursla o zamanlar gidilebilecek yerlerin

ba³�nda gelen Paris ve birkaç Alman üniversitesinde çal�³malar�n� sürdürdü. Lie, ilk

olarak Berlin'e giderek 1869-70 k�³�n� burada geçirdi. Berlin'de Felix Klein'la tan�³ma

f�rsat� yakalad�. Ki³ilikleri ve olaylara bak�³ aç�s� bir hayli farkl� olsada yak�n arkada³

oldular. Lie, Berlin'den ayr�l�nca Parise geçti. Klein da bir süre sonra Paris'te Lie'ye ka-

t�ld�. Frans�z matematikçiler aras�nda as�l ileti³imde olduklar� diferansiyel matematikçi

Gaston Darboux'ydu. Lie dönü³üm gruplar� üzerine çal�³maya Paris'te bulundu§u bu

dönemde ba³lam�³t�.

Fransa-Prusya Sava³�'n�n ç�kmas�yla Lie Norveç'e dönmek durumunda kald�. Lie hemen

sonra Universitetet i Christiania'da göreve getirildi. Böylece "Bir Geometrik Dönü³üm

S�n�f� Üzerine" ba³l�kl� tezini tamamlayabilecekti. 1871'de Lie doktora derecesini ald�.

Ertesi y�l tezi uzun bir makale format�nda Annales'te yay�mland�. Lie, �sveç'teki Lunds

Un�versitet'e profesörlük için ba³vurarak burada k�sa bir süre ders verdi ama onu Chris-

tiania'da tutmak isteyen baz� arkada³lar� 1872'de Norveç hükümetine ba³vurarak kendi

okulunda doçentlik almas�n� sa§lad�. Klein, Lie ile çal�³mas� için Friedrich Engel ad�n-

daki ö§rencisini dokuz ayl�§�na Christiania'ya gönderdi.

�ki y�l sonra Lie, Klein'�n Göttingen'e gitmesiyle Leipzig'deki görev yeri aç�l�nca gelen

profesörlük tekli�ni kabul etti. Dönü³üm gruplar� kuram�n�n diferansiyel denklemler ku-
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ram�yla ili³kili oldu§undan art�k kesinlikle emindi. 1893'te üç ciltlik Dönü³üm Gruplar�

Kuram� tamamlanm�³t�. Lie eserin yaln�zca önsözünü yazarken di§er her ³ey Engel ve

Lie'nin ö§rencisi Georg Sche�ers taraf�ndan kaleme al�nm�³t�.

1889'da uykusuzluk çekmeye ba³lay�nca sinir krizi geçirdi. Hannover yak�nlar�nda, ken-

disine verilen afyon tedavisini kabul etmedi§i için bir psikiyatri klini§ine yatt�. Ertesi

y�l tekrar ders vermeye ba³lad� fakat tamamen iyile³ebilmesi iki y�l� bulmu³tu. Ne kadar

becerileri yerine gelse de krizden sonra ki³ili§i bir hayli bozulmu³tu. En sad�k ö§rencisi

Engel'le aralar� bozulmu³tu. 1892'de Klein ve Lie aras�nda büyük anla³mazl�k ba³lad�.

Klein yirmi y�ll�k Erlangen Program�'n� Lie'nin çal�³malar�n� ekleyerek yeniden düzenle-

mek istiyordu. Fakat bunun nas�l yap�laca§� konusunda �kir ayr�l�klar� ya³and�. 1893'te

Lie, art�k Alman matematik çevrelerinde yüksek bir konumda olan Klein'a aç�kça sald�-

r�ya geçerek Alman matematikçilerini sarsm�³t�. Lie Leipzig'e giderken Christiania'daki

görevinden ayr�lmam�³, yaln�zca izin alm�³t�. Alt� ya da sekiz y�l�n ard�ndan art�k geri

dönmeye haz�rd�. Lie'nin ruh halinin fark�nda olan Norveç hükümeti Lie için Univer-

sitetet i Christiania'da dönü³üm gruplar� kuram� üzerine özel bir kürsü olu³turdu. Bu

olaylar 1894'te gerçekle³mi³ti ama Lie Leipzig'den dört y�l daha ayr�lmad�. 1898 gü-

zünde ders vermeye ba³lad� fakat bir kaç ay içerisinde dersi b�rakmak durumunda kald�.

Art�k o zamanlarda ölümle sonuçlanan pernisiyöz anemi hastas� oldu§u kesindi. Sa§l�§�

h�zla bozulmaya ba³lad�. Lie, 18 �ubat 1899'da elli yedi ya³�nda hayat�n� kaybetti.

1.3 Emmy Noether(1882-1935)

James (2013) kayna§�ndan elde edilen bilgilerle Amalie Emmy Noether, 23 Mart 1882'de

Erlangen Almanya'da dünyaya geldi. Babas� Max Noether üniversitede, ünlü bir mate-

matikçi ve Erlangen Kraliyet Üniversitesi'nde profesördü. Emmy'nin annesi Ida Ama-

lia'n�n (k�zl�k soyad� Kaufmann) ailesi varl�kl� Köln Yahudilerindendi. Emmy de di§er

çocuklar gibi yeti³tirilmi³, on sekiz ya³�nda Kad�n E§itim ve Ö§retim Enstitüsü'nde

Frans�zca ve �ngilizce ö§retmeni olana dek Belediye K�z Yüksekokulu'na devam etmi³ti.

1904'te kad�nlara üniversiteye girme hakk� ilk tan�nd�§�nda Universitat Erlangen'e kay-

d�n� yapt�rd�. 1908'de daha çocukken tan�d�§� ve babas�n�n meslekta³� Paul Albert Gor-

dan yönetimindeki "Üçlü Bikuadratik Formlar �çin Tam De§i³mezler Sistemi Üzerine"

ba³l�kl� tezini vererek summa cum laude derecesiyle doktoras�n� ald�.

Cebirci Ernst Fischer'le birlikte çal�³maya ba³lad�. Fischer onu Gordan'�n algoritmik

yöntemlerinden kopararak Hilbert'in geni³ kuramsal tarz�na do§ru sürükledi. Bu de§i-
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³iklik, Hilbert ve Klein'�n Noether'i birlikte çal�³mak için Göttingen'e davet etmelerine

yol açt�. O zamanlar yeni görelilik kuram� büyük bir heyecan yaratmaktayd�. Kuramdan

yap�labilecek ç�kar�mlar� ilk anlayan ki³ilerden biri olan Emmy Noether genel kuram aç�-

s�ndan önemli iki yeni sonuca ula³m�³t�. Noether 1919'da gerçekle³tirilen reformlardan

sonra ancak otuz yedi ya³�nda privatdozent olabilmi³ti. Noether üç y�l sonra resmi bir

niteli§i olmayan onursal doçentli§e getirildi.

Tarz�ndaki de§i³im, de§i³meli olmayan alanlar (dördeyler gibi) üzerine yapt�§� 1920 ta-

rihli makalesiyle ba³lam�³t�r. Noether cebir üzerine yepyeni ve ç�§�r açan bir dü³ünme

tarz� olu³turmu³tu. Bu tarz daha sonra eski ö§rencilerinden van der Waerden'in modern

cebir üzerine yazd�§� ünlü ders kitab�nda düzenlenecekti. Noether'in ideal kuram�na ili³-

kin, Noether halkalar� kavram�n�n ortaya ç�kt�§� 1921 tarihli devrim niteli§indeki maka-

lesi tart�³mas�z en iyi çal�³mas�d�r.

Georg-August'ta nihayet doçentli§e getirilmi³ti. Fakat Noether en yüksek mertebe olan

profesörlü§ü hiç elde edemedi. Ellinci ya³ gününde Noether ailesi olarak adland�r�lan

cebirciler grubu onun onuruna bir kutlama düzenledi.

Yaln�zca bir y�l sonra Naziler iktidar� elde etti§inde ilk icraatlerinden biri üniversite

hocalar� da dahil olacak biçimde "Ari �rktan olmayan" tüm devlet memurlar�n� baz�

istisnai durumlar d�³�nda görevlerinden almakt�. Georg-August matematik bölümünün

ço§u hocas� Yahudiydi. Bundan sonra üniversitede ders vermeleri ve hatta bölüme gir-

meleri yasaklanm�³t�. Emmy Noether bir süre ö§rencileri ile meslekta³lar�yla gayri resmi

olarak ne yap�lmas� gerekti§ini karar vermeye çal�³t�lar. Noether, yanda³� bir grubun

bulundu§u Moskova'ya gitmeyi dü³ünse de Aleksandrov üniversite makamlar�n� h�zl�

davranma konusunda ikna edemedi. 1933 sona ermeden Noether Bryn Mawr College'da

elde etti§i geçici bir görevle Amerika'ya gitti. �lk ba³ta Noether'i Oxford'a davet etme

dü³üncesi olsa da en sonunda The Rockefeller Foundation'ca desteklenen Bryan Mawr

1933-34 dönemi için Noether'e görev teklif eden kurum olmu³tu. Normalde The Rockefel-

ler Foundation ba§�³lar�, yaln�zca kal�c� bir görev verilmesinin kesin oldu§u durumlarda

kullan�labiliyordu. Noether lisans e§itimiyle ilgilenmedi§inden Bryan Mawr'�n böylesi

bir teklifte bulunma ihtimali yoktu. Ne var ki, Noether'in Birkho�, Lefschetz ve Wiener

gibi destekçileri koleji görev süresinin uzat�lmas� konusunda ikna etmeye ba³ard�.

Bryn Mawr'da ikinci y�l�n�n sonlar�na do§ru ise rahmindeki tümörü ald�rmak için hasta-

neye yatt�. Riskli olmas�na kar³�n ameliyat ba³ar�l� geçti. Noether hastaneden ç�kmadan

ba³ gösteren yüksek ate³ nedeniyle 14 Nisan 1935'te elli üç ya³�ndayken hayat�n� kay-

betti. Ölüm sebebi muhtemelen ameliyat sonras�nda olu³an emboli ya da enfeksiyondu.
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Bölüm 2

GENEL B�LG�LER

Bu bölüm, Lie yakla³�m�n�n baz� yönlerini aç�kl�k getirmek için basit gösterimlerle dife-

ransiyel denklemlere uygulanan geni³letilmi³ gruplar�n klasik Lie teorisinin baz� temel

�kirlerini içerir. Geni³letilmi³ gruplar�n Lie teorisi, diferansiyel denklemleri verimli bir

³ekilde çözmek için kullan�lan grup teorik araçlar�ndan biridir (Bluman & Kumei, 1989).

Bir diferansiyel denklemin simetri grubu bulundu§unda birçok amaç için kullan�labilir

(Govinder & Leach, 1996). Simetri grubu, simetri azaltmay� gerçekle³tirmek yani mer-

tebeli diferansiyel denklemlerde mertebesini veya k�smi bir diferansiyel denklemdeki

de§i³ken say�s�n� azaltmak için kullan�labilir (Bluman & Kumei, 1989).

2.1 Dönü³üm Gruplar�

Grup: G bo³ olmayan bir küme ve ϕ, G de bir i³lem olsun.

(i) Kapal�l�k özelli§i: G'nin herhangi bir x ve y elemanlar� için ϕ(x, y), G'nin bir

eleman�d�r.

(ii) Birle³me özelli§i: G'nin herhangi bir x, y ve z elemanlar� için

ϕ(x, ϕ(y, z)) = ϕ(ϕ(x, y), z).

(iii) Birim eleman özelli§i: G'nin tek bir birim eleman� vard�r. Öyle ki, G'nin her-

hangi bir x eleman� için

ϕ(x, I) = ϕ(I, x) = x.
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(iv) Ters eleman özelli§i: G'nin herhangi bir x eleman� için, G'de tek bir ters x−1

eleman� vard�r, öyle ki

ϕ(x, x−1) = ϕ(x−1, x) = I.

aksiyomlar� sa§lan�rsa G'ye grup denir (Bluman & Kumei, 1989).

Alt grup: G'nin bir alt grubu, ayn� ϕ i³lemine sahip ve G'nin bir alt kümesi ise alt

grup olarak tan�mlan�r.

De§i³meli grup: G'deki tüm x ve y elemanlar� için ϕ(x, y) = ϕ(y, x) ise, G grubuna

de§i³meli grup denir.

Dönü³üm gruplar�: S'de ε ve δ parametrelerinin birle³im yasas�n� tan�mlayan ϕ(ε, δ)

ile S ⊂ R kümesinde yatan ε parametresine ba§l� olarak, D ⊂ Rn alan�ndaki her x için

tan�mlanan

x = X(x; ε)

dönü³üm kümesi, e§er D üzerinde bir dönü³ümler grubu olu³turursa a³a§�daki

(i) S'deki ε parametreleri için dönü³ümler D'ye birebirdir. Özellikle x, D'de bulunur.

(ii) ϕ bile³im yasas� ile S, bir G grubu olu³turur.

(iii) x = x iken ε = I, yani

X(x; I) = x.

(iv) E§er x = X(x; ε) ve x = X(x; δ)

x = X(x;ϕ(ε, δ)).

aksiyomlar sa§lan�r.

Bir parametreli Lie dönü³üm grubu: Bir parametreli bir Lie dönü³üm grubu, a³a-

§�daki ek ko³ullar� kar³�layan bir dönü³üm grubudur:

(i) ε sürekli bir parametredir, yani S, R'de bir aral�kt�r. Genellik kayb� olmadan

ε = 0, birim eleman I 'ya kar³�l�k gelir.

(ii) X, D'deki x'e göre her mertebeden sürekli türevlere sahip ve S'deki ε'nun analitik

fonksiyonudur.

(iii) ε ∈ S ve δ ∈ S olmak üzere ϕ(ε, δ), ε ve δ un analitik bir fonksiyonudur.
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Tüm tekil olmayan karma³�k n × n matrislerden olu³an grup, karma³�k genel do§rusal

grup GL(n,C) olarak adland�r�l�r ve gerçek genel do§rusal grup GL(n,R), tüm tekil

olmayan gerçek n × n matrisleri içerir. GL(n,R), GL(n,C)'nin bir alt grubudur. Kar-

ma³�k özel lineer grup SL(n,C), determinant� bir olan matrislerden olu³an GL(n,C)'nin

alt grubudur. Gerçek özel lineer grup SL(n,R), karma³�k özel lineer grup SL(n,C) ile

gerçek genel do§rusal grup GL(n,R) kesi³imiyle verilen, yani

SL(n,R) = SL(n,C) ∩GL(n,R),

gerçek özel lineer gruptur.

Rotasyon grubu: Döndürme grubu SO(n,R), ortogonal matrisler O(n,R) grubu ile

karma³�k özel lineer grup kesi³imiyle verilen, yani

SO(n,R) = O(n,R) ∩ SL(n,C),

özel veya uygun gerçek ortogonal gruptur.

Lie cebiri:

[x, y] = xy − yx

formülüyle x ve y operatörlerinin bir Lie komütatörü [x, y]'sini tan�mlar�z. Bir komüta-

törün tan�mland�§� bir V vektör uzay�

(i) Bilineerdir. Yani

[x, k1y + k2z] = k1[x, y] + k2[x, z] , [k1y + k2z, x] = k1[y, x] + k2[z, x].

(ii) Ters simetriktir. Yani

[x, y] = −[y, x].

(iii) Jacobi e³itli§i

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 sa§lan�r.

Bu durumda V 'deki tüm x, y ve z vektörleri için bir Lie cebiri denir.

De§i³meli cebir: ∀ x, y ∈ V için [x, y] = 0 ise bir Lie cebiri V 'ye de§i³meli cebir

denir (Yaglom, 1988).
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Çözülebilir cebir: Bir Lie cebiri V , e§er türetilmi³

V ⊇ V ′ = [V, V ]

⊇ V ′′ = [V ′, V ′]

⊇ · · ·

⊇ V k = [V k−1, V k−1]

serisi V k = 0, k > 0'yi sa§layacak ³ekildeyse çözülebilir cebir olarak adland�r�l�r. Her

de§i³meli cebir ve iki boyutlu Lie cebiri çözülebilirdir.

Aç�klama: Bir Lie cebiri genellikle gerçek ve karma³�k cisimler üzerinde tan�mlan�r. x ve

y operatörlerini kabul eden bir diferansiyel denklem ayn� zamanda komütatörlerini [x, y]

de kabul eder. Sürekli bir Lie grubuna kar³�l�k gelen bir Lie cebiri atanabilir. Örne§in

gerçek özel lineer grup SL(n,R) kar³�l�k gelen Lie cebiri sl(n,R) grubudur.

2.2 Lie Analizi Algoritmas�

Bu bölüm, diferansiyel denklemlerin Lie analizini vermektedir.

Diferansiyel operatör

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
, (2.2.1)

e§er

ξ(x, y)
∂f

∂x
+ η(x, y)

∂f

∂y
= 0, (2.2.2)

e³itli§ini sa§lar ise f = f(x, y) fonksiyonunun bir simetrisidir. Burada ξ ve η, sadece x

ve y de§i³kenlerinin sonsuz küçük dönü³ümleridir. Birle³meli Lagrange sistemi

dx

ξ(x, y)
=

dy

η(x, y)
, (2.2.3)

ξ ve η fonksiyonlar�n� belirlemek için kullan�l�r. Bu da belirli bir dönü³üm alt�nda fonk-

siyon de§i³mezinin belirlenmesini içerir. Sonsuz küçük dönü³üm

x = x+ εξ(x, y) , y = y + εη(x, y) (2.2.4)
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alt�nda birinci ve ikinci türevler

y′ = y′ + ε(η′ − y′ξ′),

y′′ = y′′ + ε(η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′),

³ekildedir ve burada ε birinci mertebedendir (Bluman & Kumei, 1989). Bir diferansiyel

denklem

E(x, y, y′, . . . , yn) = 0, (2.2.5)

X'in n'inci geni³lemesi alt�nda de§i³mez kalmas� durumunda (2.2.1) simetrisini kabul

etmektedir, yani

X [n]E|E=0 = 0, (2.2.6)

denklemi sa§lanmal�d�r.

Bir diferansiyel denklemin simetri grubunu, söz konusu denklemin her çözümünü ayn�

denklemin bir çözümüne e³leyen bir dönü³üm grubu olarak tan�mlayabiliriz (Ibragimov,

1994). Bir diferansiyel denklem sisteminin simetri grubu belirlendikten sonra, bilinenler

sisteme yeni çözümler olu³turmak için kullan�labilir. Dolay�s�yla simetri grubu, farkl� si-

metri çözüm s�n��ar�n�n s�n��and�r�lmas�nda kullan�labilir. Çe³itli süreçlerden ve model-

lerden kaynaklanan diferansiyel denklemler için simetri ve de§i³mezlerin aranmas�nda

ku³kusuz de§i³mezlik kavram� önemli bir rol oynamaktad�r. Hem Lie teorisi hem de

Noether teoremi, bir sistemin simetrilerini belirlemeyi ve ard�ndan sabitlerinin kar³�l�k

gelen de§i³mezlerini bulmay� içermektedir. Lie teorisi söz konusu oldu§unda diferansiyel

denklem de§i³mez b�rak�l�rken, Noether teoremi Eylem �ntegralini de§i³mez b�rakmak-

tad�r. Böylelikle diferansiyel denklemin çözümünü elde edebilmeyi mümkün k�lmaktad�r.

n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem

E(x, y, y′, . . . , yn) = 0, (2.2.7)

bir parametreli Lie gruplar�n�n nokta dönü³ümleri

x = x+ εξ, (2.2.8)

y = y + εη, (2.2.9)
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ile sonsuz küçük üreteci

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
, (2.2.10)

oldu§unu varsayal�m. Daha sonra (2.2.6) denklemi ile verilen

X [n]E|E=0 = 0, (2.2.11)

denkleminde

X [n] = X +

n∑
i=1

{
η(i) −

i−1∑
j=0

(
i

j

)
y(j+1)ξ(i−j)

}
∂

∂y(i)
, (2.2.12)

³eklindedir. (2.2.7) denklemindeki türevleri dönü³türmek için gereken X'nin n'inci ge-

ni³lemesidir ve (2.2.12) denklemindeki indeksler toplam türev almay� göstermektedir.

K�smi diferansiyel denklemler ve sistemler için ξ, η, x ve y'ye ilgili alt simgeler veril-

mi³tir. (2.2.7) denkleminin (2.2.10) simetrisine (grup üreteci) sahip oldu§unu ancak ve

ancak (2.2.11) denkleminin sa§lanmas� durumunda söyleyebiliriz. Nokta simetrileri için

katsay� fonksiyonlar� ξ ve η sadece x ve y'ye ba§l�d�r. Bu durumda, (2.2.12) denklemi-

nin (2.2.7) denklemi üzerindeki i³lemi, çözümü ξ ve η'y� veren, üst-belirlenmi³ bir lineer

k�smi diferansiyel denklemler sistemi üretir. Örnek olarak

y′′ = y−3, (2.2.13)

denklemini ele alal�m. (2.2.13) denklemi üzerindeki i³lemi

X [2] = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ (η′ − y′ξ′)

∂

∂y′
+ (η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′)

∂

∂y′′
, (2.2.14)

denkleminin (2.2.13) ko³uluna ba§l� olarak çözülmesi için gereken

η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′ + 3ηy−4 = 0, (2.2.15)

denkleminin çözülmesidir. Bu denklemin aç�l�m� ise

∂2η

∂x2
+ 2y′

∂2η

∂x∂y
+ y′2

∂2η

∂y2
+ y−3∂η

∂y
− 2y−3 ∂ξ

∂x
− 2y−3y′

∂ξ

∂y

− y′
(
∂2ξ

∂x2
+ 2y′

∂2ξ

∂x∂y
+ y′2

∂2ξ

∂y2
+ y−3 ∂ξ

∂y

)
+ 3ηy−4 = 0,

(2.2.16)

³eklindedir. ξ ve η, sadece x ve y'nin fonksiyonlar� oldu§undan, lineer k�smi diferansi-

yel denklemler sistemini elde etmek için y′'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar�n� e³itli§i

sa§layacak ³ekilde ay�rabiliriz.
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Böylece (2.2.16) denklemi

y′3 :
∂2ξ

∂y2
= 0,

y′2 :
∂2η

∂y2
− 2

∂2ξ

∂x∂y
= 0,

y′1 : 2
∂2η

∂x∂y
− 3

y3
∂ξ

∂y
− ∂2ξ

∂x2
= 0,

y′0 :
∂2η

∂x2
+

1

y3
∂η

∂y
− 2

y3
∂ξ

∂x
= −3η

y4
,

³eklinde elde edilir. Bu denklemlerin çözümünden

ξ = A0 +A1x+A2x
2,

η =

(
1

2
A1 +A2x

)
y,

³eklinde elde edilir. O halde (2.2.13) denkleminin üç simetrisi

X1 =
∂

∂x
,

X2 = 2x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

X3 = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

(2.2.17)

³eklindedir. Kar³�l�k gelen Lie komütatörleri

[X1, X2] = 2X1,

[X1, X3] = X2,

[X2, X3] = 2X3,

³eklinde elde edilir. (2.2.17) simetrilerinin Lie komütatör ili³kileri Lie cebiri sl(2,R)'yi

olu³turur (Mahomed & Leach, 1990).
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Ba³ka bir örne§e bak�lacak olunursa e§er

y′′ = y′2 + 1,

denklemini ele alal�m ve Lie simetri yöntemiyle lineer olmayan bu diferansiyel denklemin

çözümünü elde edelim.

Belirleyici denklem

X [2](y′′ − y′2 − 1)|E=0 = 0, (2.2.18)

³eklinde oldu§una göre

(
ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂y′
+ ζ2

∂

∂y′′

)
(y′′ − y′2 − 1) = 0,

−2y′ζ1 + ζ2 = 0, (2.2.19)

e³itli§i elde edilir. Burada

ζ1 = η′ − y′ξ′,

ζ2 = η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′,

³eklindedir. O halde (2.2.19) denkleminin aç�l�m�

−2y′(ηx + y′(ηy − ξx)− y′2ξy) + ηxx + (2ηxy − ξxx)y
′ + (ηyy − 2ξxy)y

′2

−ξyyy
′3 + (y′2 + 1)(ηy − 2ξx − 3y′ξy) = 0, (2.2.20)

³eklinde elde edilir. ξ ve η sadece x ve y'nin fonksiyonlar� oldu§undan (2.2.20) denkle-

minde y′'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar� s�f�ra e³itlenirse a³a§�daki denklemler

y′3 : − ξyy − ξy = 0, (2.2.21)

y′2 : − ηy + ηyy − 2ξxy = 0, (2.2.22)

y′1 : − 2ηx + 2ηxy − ξxx − 3ξy = 0, (2.2.23)

y′0 : ηxx + ηy − 2ξx = 0, (2.2.24)

elde edilir. (2.2.21) denklemi düzenlenirse

ξyy = −ξy,
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ve v = ξy dönü³ümü uygulan�rsa

vy = −v,

∂v

∂y
= −v,

∂v

v
= −∂y,

ln v = −y + ln c1,

ln
v

c1
= −y,

v = c1e
−y,

ξy = c1e
−y,

ξ(x, y) = −c1e
−y + a(x), (2.2.25)

³eklinde elde edilir. (2.2.25) denkleminin gerekli olan türevi

ξxy = 0,

(2.2.22) denkleminde yerine konursa ve düzenlenirse

ηyy − ηy = 0,

ηyy = ηy,

(2.2.22) denklemi ³eklinde elde edilir. Ayn� ³ekilde v = ηy dönü³ümü uygulan�rsa

vy = v,

denkleminden

v = c2e
y,

elde edilir. O halde

ηy = c2e
y,

η(x.y) = c2e
y + b(x), (2.2.26)

³eklinde elde edilir. (2.2.25) ve (2.2.26) e³itliklerinin gerekli olan türevleri (2.2.23) denk-

leminde yerine konursa

−2b′ − a′′ − 3c1e
−y = 0, (2.2.27)
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denklemi elde edilir ve (2.2.27) denkleminin y'ye göre türevi al�n�rsa

3c1e
−y = 0,

c1 = 0,

elde edilir. O halde ξ(x, y)

ξ(x, y) = a(x), (2.2.28)

³eklinde elde edilir. (2.2.28) ve (2.2.26) e³itliklerinin gerekli olan türevleri (2.2.24) denk-

leminde yerine konursa

b′′ + c2e
y − 2a′ = 0, (2.2.29)

denklemi elde edilir ve (2.2.29) denkleminin y'ye göre türevi al�n�rsa

c2e
y = 0,

c2 = 0,

elde edilir. O halde η(x.y)

η(x.y) = b(x), (2.2.30)

³eklinde elde edilir. O zaman (2.2.27) ve (2.2.29) denklemlerinden

−2b′ − a′′ = 0, (2.2.31)

b′′ − 2a′ = 0, (2.2.32)

denklemleri elde edilir. (2.2.31) denkleminden

b′′ = −a′′′

2
, (2.2.33)

elde edilir ve (2.2.33) denklemi (2.2.32) denkleminde yerine konursa

−a′′′

2
− 2a′ = 0, (2.2.34)

denklemi elde edilir. (2.2.34) denkleminde u = a′ dönü³ümü uygulan�rsa

−u′′ − 4u = 0, (2.2.35)
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(2.2.34) denklemi ³eklinde elde edilir. (2.2.35) denklemi ise operatör formunda yaz�l�rsa

(−D2 − 4)u = 0,

karakteristik denklemi

−r2 − 4 = 0,

kökleri

r = ±2i,

³eklindedir. O halde (2.2.35) denkleminin çözümü

u = c3 cos 2x+ c4 sin 2x,

³eklindedir ve u = a′ dönü³ümü yerine konursa

a′(x) = c3 cos 2x+ c4 sin 2x,

a(x) =
1

2
c3 sin 2x− 1

2
c4 cos 2x+ c5,

³eklinde elde edilir. (2.2.31) denkleminden

b′ = −a′′

2
,

oldu§undan

b(x) = −a′(x)

2
,

olmal�d�r. O halde

b(x) = −1

2
c3 cos 2x− 1

2
c4 sin 2x,

³eklinde elde edilir. Yani

ξ(x, y) =
1

2
c3 sin 2x− 1

2
c4 cos 2x+ c5, (2.2.36)

η(x, y) = −1

2
c3 cos 2x− 1

2
c4 sin 2x, (2.2.37)

³eklindedir.
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O halde simetri üreteçleri;

(i) c3 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda

X1 =
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y
,

(ii) c4 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda

X2 = −1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y
,

(iii) c5 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda

X3 =
∂

∂x
,

³eklinde elde edilir.

X3 =
∂

∂x
simetri üreteci için (u, v) kanonik koordinatlar�n� elde edelim. Bunun için

a³a§�daki denklemler

X(u) = ξ(x, y)
∂u

∂x
+ η(x, y)

∂u

∂y
= 1,

X(v) = ξ(x, y)
∂v

∂x
+ η(x, y)

∂v

∂y
= 0,

X3 simetri üreteci için yaz�l�rsa

X3u =
∂u

∂x
= 1, (2.2.38)

X3v =
∂v

∂x
= 0, (2.2.39)

denklemleri elde edilir. (2.2.38) denkleminden

u = x, (2.2.40)

ve (2.2.39) denkleminden

v = y, (2.2.41)

elde edilir. Yani

y = v,

x = u,
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³eklindedir. O halde buradan y'nin türevleri

y′ =
dy

dx
=

dv

du
=

dv
dv
du
dv

,

y′ =
1

u′
, (2.2.42)

y′′ =
d

dx
(y′) =

d

du

(
1

u′

)
=

d

dv

(
1

u′

)
dv

du
,

y′′ = − u′′

(u′)2
1

u′
= − u′′

(u′)3
, (2.2.43)

³eklinde elde edilir. (2.2.42) ve (2.2.43) e³itlikleri

y′′ = y′2 + 1,

denkleminde yerine konursa

− u′′

u′3
=

(
1

u′

)2

+ 1,

−u′′ = u′ + u′3,

ve s = u′ dönü³ümü uygulan�rsa

s′ + s3 + s = 0,

denklemi elde edilir. Buradan

ds

dv
= −(s3 + s),

ds

s(s2 + 1)
= −dv,

ln s− 1

2
ln(s2 + 1) + ln c = −v,

ln

[
sc

(s2 + 1)
1
2

]
= −v,

sc

(s2 + 1)
1
2

= e−v,

s2c2 = e−2v(s2 + 1),

s2 =
e−2v

c2 − e−2v
,
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s = ± e−v

√
c2 − e−2v

,

denklemin çözümü için

s = − e−v

√
c2 − e−2v

,

denklemi kullan�l�rsa ve s = u′ dönü³ümü denklemde yerine konursa

u = −
∫

e−vdv√
c2 − e−2v

,

³eklinde elde edilir. r = e−v dönü³ümü integralde uygulan�rsa

u =

∫
dr√

c2 − r2
,

elde edilir ve r = c sin θ e³itli§i kullan�l�rsa

u =

∫
c cos θ

c cos θ
dθ =

∫
dθ,

u = θ + c6, (2.2.44)

³eklinde elde edilir.

r = c sin θ,

θ = sin−1 r

c
,

e³itli§inde r = e−v ve v = y dönü³ümleri yerine konursa

θ = sin−1 e
−y

c
, (2.2.45)

³eklinde elde edilir. (2.2.44) denkleminde (2.2.40) ve (2.2.45) e³itlikleri yerine konursa

x = sin−1 e
−y

c
,

e−y = c sinx,

denklemi elde edilir. O halde denklemin çözümü

y = − ln(c sinx),

³eklinde elde edilir.
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Simetri üreteçleri

X1 =
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y
,

X2 = −1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y
,

X3 =
∂

∂x
,

için komütatörler hesaplan�rsa

[X1, X2] = X1(X2)−X2(X1),

=

(
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y

)(
− 1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y

)

−
(
− 1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y

)(
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y

)
,

=
1

2

∂

∂x
=

1

2
X3,

[X1, X3] = X1(X3)−X3(X1),

=

(
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y

)(
∂

∂x

)

−
(

∂

∂x

)(
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y

)
,

= 2

(
− 1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y

)
= 2X2,

[X2, X3] = X2(X3)−X3(X2),

=

(
− 1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y

)(
∂

∂x

)

−
(

∂

∂x

)(
− 1

2
cos 2x

∂

∂x
− 1

2
sin 2x

∂

∂y

)
,

= −2

(
1

2
sin 2x

∂

∂x
− 1

2
cos 2x

∂

∂y

)
= −2X1,

X1 X2 X3

X1 0 1
2X3 2X2

X2 −1
2X3 0 −2X1

X3 −2X2 2X1 0

X1, X2 ve X3 simetri üreteçleri tablodan da görüldü§ü üzere bir Lie cebiri olu³turur.
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2.3 Mertebe �ndirgeme

Bir diferansiyel denklemin simetrileri, diferansiyel denklemin mertebesini indirgenmesi

için kullan�labilir. E§er n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem

E = E(x, y, y′, . . . , yn), (2.3.1)

simetri üreteci

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
, (2.3.2)

alt�nda de§i³mez kal�yorsa mertebenin indirgenmesi için de§i³kenler,

X [1]E = 0, (2.3.3)

ifadesini gerektirerek elde edilir. Burada E ba§�ms�z de§i³kenlerin key� bir fonksiyonu-

dur. (2.3.3) denkleminden

ξ
∂E

∂x
+ η

∂E

∂y
+ (η′ − y′ξ′)

∂E

∂y′
= 0, (2.3.4)

elde edilir ve bu e³itli§in ili³kili Lagrange sistemi

dx

ξ
=

dy

η
=

dy′

η′ − y′ξ′
, (2.3.5)

³eklinde oldu§una göre ilk iki terimin integrasyonu, u ile gösterilen s�f�r�nc� mertebeden

diferansiyel de§i³mezi ve ikinci ve üçüncü terimlerin integrasyonu, v ile gösterilen birinci

mertebeden diferansiyel de§i³mezi verir. Bunu göstermek için

yiv + y′y′′ − yy′′′ = 0, (2.3.6)

denklemini ele alal�m (Stephen & Andrew, 1997). (2.3.6) denklemi iki Lie simetrisi

X1 =
∂

∂x
,

X2 = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
, (2.3.7)

ve Lie komütatörüne

[X1, X2] = X1, (2.3.8)
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sahiptir. X1 durumunda (2.3.3) e³itli§inin ili³kili Langrange sistemi,

dx

1
=

dy

0
=

dy′

0
, (2.3.9)

³eklindedir. O halde diferansiyel de§i³mezler

u = y , v = y′ (2.3.10)

³eklinde elde edilir. A³a§�daki terimleri

y′′ = vv′,

y′′′ = vv′2 + v2v′′,

yiv = v3v′′′ + 4v′v2v′′ + vv′3,

(2.3.6) denkleminde yerine yazd�§�m�zda, indirgenmi³ denklem

v3v′′′ + 4v′v2v′′ + vv′3 + v2v′ − u(vv′2 + v2v′′) = 0, (2.3.11)

³eklinde elde edilir. �ndirgenmi³ denklemin do§rudan integrasyonu

I = v2v′′ + vv′2 + v2 − uvv′, (2.3.12)

elde edilir. Bu durumda, indirgeme denklemi kolayca çözülemez. Yani bir simetrinin

varl�§�, indirgenmi³ denklemin çözümü için aç�k bir ifadenin bulunabilece§ini garanti

etmez.

(2.2.13) denklemi ve (2.2.17) denklemindeki üç nokta simetrisi

X1 =
∂

∂x
,

X2 = 2x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

X3 = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

göz önüne alal�m. X1 simetri üreteciyle indirgemede, ili³kili Lagrange sistemi

dx

1
=

dy

0
=

dy′

0
, (2.3.13)
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³eklindedir (Bluman & Kumei, 1989). O halde diferansiyel de§i³mezler

u = y , v = y′ (2.3.14)

³eklinde elde edilir. Dolay�s�yla (2.2.13) denklemi

v′ =
dv

du
,

=
dv
dx
du
dx

,

=
y−3

y′
,

=
u−3

v
, (2.3.15)

ayr�labilir de§i³kenlere sahip bir denklem ³ekilde indirgenir. Benzer ³ekilde X2 simetri

üreteciyle indirgemede, ili³kili Lagrange sistemi

dx

2x
=

dy

y
= −dy′

y′
, (2.3.16)

³eklindedir. O halde diferansiyel de§i³mezler

u =
y

x
1
2

, v = y′x
1
2 (2.3.17)

³eklinde elde edilir. Dolay�s�yla (2.2.13) denklemi

dv

du
=

u−3 + 1
2v

v − 1
2u

, (2.3.18)

ikinci türden bir Abel denklem ³eklinde indirgenir. X3 simetrisinin diferansiyel de§i³-

mezleri

u =
y

x
, v = xy′ − y (2.3.19)

ile (2.2.13) denklemi
dv

du
=

u−3

v
, (2.3.20)

ayr�labilir de§i³kenlere sahip bir denklem ³ekilde indirgenir.
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Sonlu (global) dönü³ümü, sonsuz küçük dönü³ümün üreticisinden belirlemenin mümkün

oldu§unu belirtmek de önemlidir. Diferansiyel operatör

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
, (2.3.21)

ε = 0 için
dx

ξ
=

dy

η
= dε, (2.3.22)

integre edilirse

x = x , y = y (2.3.23)

ba³lang�ç ko³ullar�na tabidir. E§er

X1 =
∂

∂x

ve

X2 = x
∂

∂x
− y

∂

∂y

ise, o zaman s�ras�yla X1 ve X2 üreteçleri için sonlu dönü³ümler

x = x+ ε , y = y (2.3.24)

x = xe−ε , y = yeε (2.3.25)

³eklindedir. O halde (2.3.6) denklemi

x = (x+ ε)e−ε , y = yeε (2.3.26)

sonlu dönü³ümleri alt�nda de§i³mezdir.
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Bölüm 3

NOETHER TEOREM�

Bu bölümde Noether teoremi tan�t�lm�³t�r. Teorem, Emmy Noether taraf�ndan 1918'de

de§i³mez varyasyonel problemler üzerine yazd�§� Noether (1918) makalesinde aç�klan-

m�³t�r, ancak bu makaleden bu yana baz� geli³meler olmu³tur. Bu bölümde teoremin baz�

yönleri üzerinde durulmu³tur ve bunlar belirli örnekler üzerinde gösterilmi³tir. Sonraki

analizde bize yard�mc� olmas� için de Varyasyonlar Hesab�na k�sa bir giri³ yap�lm�³t�r.

3.1 Varyasyon Hesab�

A, x ba§�ms�z de§i³ken, y ba§�ml� de§i³ken ve L x, y ve y′'nin analitik fonksiyon oldu§u

A[y] =

∫ x1

x0

L(x, y, y′)dx, (3.1.1)

taraf�ndan tan�mlanan bir fonksiyonel olsun. A'n�n de§eri, y'nin x'e olan fonksiyonel ba-

§�ml�l�§�na ba§l�d�r. Problemimiz, A integraline maksimum veya minimum de§eri veren

y = y(x)'i bulmakt�r. y'nin

y = y + εη(x), (3.1.2)

sonsuz küçük bir ³ekilde de§i³ti§ini varsayal�m. Burada ε sonsuz küçük bir parametredir.

O zaman A'n�n varyasyonu

δA =

∫ x1

x0

L(x, y, y′)dx−
∫ x1

x0

L(x, y, y′)dx, (3.1.3)

³eklindedir ve burada η(x0) = 0 ve η(x1) = 0 (Yani, uç noktalarda herhangi bir de§i³iklik

yoktur; bu, y'deki de§i³imin uç noktalar� etkilememesini sa§lar) olarak al�n�r.
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Taylor geni³lemesi ile

L(x, y, y′) = L(x, y + εη, y′ + εη′),

= L(x, y, y′) + ε

(
η
∂L

∂y
+ η′

∂L

∂y′

)
+O(ε2), (3.1.4)

yüksek mertebeli terimler ihmal edilirse (3.1.4) e³itli§i elde edilir. Bu nedenle (3.1.3)

denklemi

δA =

∫ x1

x0

ε

(
η
∂L

∂y
+ η′

∂L

∂y′

)
dx, (3.1.5)

³eklinde elde edilir. η ve η′ birbirinden zorunlu olarak ba§�ms�z olmad�§�ndan, bu ifade

mevcut haliyle daha fazla analiz için elde edilebilir de§ildir. Bu durumu ortadan kald�r-

mak için k�smi integrasyon yöntemini uyguluyoruz. Bu da bize

∫ x1

x0

(
η
∂L

∂y
+ η′

∂L

∂y′

)
dx =

∫ x1

x0

η
∂L

∂y
dx+

(
η
∂L

∂y′

)∣∣∣∣x1

x0

−
∫ x1

x0

η
d

dx

∂L

∂y′
dx,

η(x0) = η(x1) = 0 oldu§undan

=

∫ x1

x0

η

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)
dx, (3.1.6)

e³itli§ini verir. A'n�n maksimum veya minimum bir de§er almas� için δA = 0 olmas�

gerekir, yani (3.1.5) denklemi

ε

∫ x1

x0

η

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)
dx = 0, (3.1.7)

³eklinde yaz�labilir. η key� bir C1 fonksiyonu oldu§undan, η(x0) = η(x1) = 0 e³itlikle-

rine tabidir, bunun anlam� ise
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
= 0, (3.1.8)

³eklindedir. Bu denkleme Varyasyonlar Hesab�'n�n Euler-Lagrange denklemi denir.

Denklemlerin maksimum veya minumum de§erin niteli§i belirtilmezken δA = 0 ³ar-

t�ndan kaynakland�§�n� burada belirtmek önemlidir. Maksimum veya minumum de§er,

varyasyondaki ikinci mertebeden terim taraf�ndan belirlenir. Bu terim

δ2A = ε2
∫ x1

x0

(
η2

∂2L

∂y2
+ 2ηη′

∂2L

∂y∂y′
+ η′2

∂2L

∂y′2

)
dx, (3.1.9)
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taraf�ndan verilir. δ2A'n�n i³areti, Hessian matrisine


∂2L
∂y2

∂2L
∂y∂y′

∂2L
∂y∂y′

∂2L
∂y′2


ba§l�d�r. Hessian matrisi pozitif tan�ml� ise de§er minimum, negatif tan�ml� ise de§er

maksimumdur. Matris belirsiz ise bir eyer noktas�d�r. Fonksiyonel

A =

∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx, (3.1.10)

için Euler-Lagrange denklemi ayn� yöntem kullan�larak belirlenebilir. y'nin (3.1.2) denk-

lemindeki dönü³ümü yani

y = y + εη(x), (3.1.11)

e³itli§ini ele alal�m. Burada ε, sonsuz küçük bir parametre, η(x) key� bir C2 fonksiyonu

ve η′(x0) = 0 ve η′(x1) = 0'd�r (y(x) ve y(x) fonksiyonlar� uç noktalarda te§ettir). Bu,

A'daki varyasyonun

δA =

∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx−
∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx,

=

∫ x1

x0

L(x, y + εη, y′ + εη′, y′′ + εη′′)dx−
∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx,

=

∫ x1

x0

ε

(
η
∂L

∂y
+ η′

∂L

∂y′
+ η′′

∂L

∂y′′

)
dx, (3.1.12)

oldu§u anlam�na gelir. �kinci k�s�ma biz kez, üçüncü k�s�ma iki kez k�smi integrasyon

yönteminin uygulanmas� ile,

δA =ε

(∫ x1

x0

η
∂L

∂y
dx+

(
η
∂L

∂y′

)∣∣∣∣x1

x0

−
∫ x1

x0

η
d

dx

(
∂L

∂y′

)
dx

)
+ ε

((
η′

∂L

∂y′′

)∣∣∣∣x1

x0

−
(
η
d

dx

(
∂L

∂y′′

))∣∣∣∣x1

x0

+

∫ x1

x0

η
d2

dx2

(
∂L

∂y′′

)
dx

)
,

³eklinde elde edilir. Öyleyse

δA = ε

∫ x1

x0

η

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
+

d2

dx2
∂L

∂y′′

)
, (3.1.13)
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³eklindedir. δA = 0 olmas�n� istedi§imiz için, bu

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
+

d2

dx2
∂L

∂y′′
= 0, (3.1.14)

anlam�na gelir. Genel olarak

L = L(x, y, y′, . . . , y(n)), (3.1.15)

formundaki n'inci mertebeden Lagrangian için kar³�l�k gelen Euler-Lagrange denklemi

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
+

d2

dx2
∂L

∂y′′
− . . .+ (−1)n

dn

dxn
∂L

∂yn
= 0, (3.1.16)

³eklindedir.

3.2 Klasik Noether Teoremleri

Bu alt bölümde Klasik Noether teoreminin formülasyonu verilmektedir. Teoremi formüle

ederken, ξ ve η'n�n sadece x ve y'nin fonksiyonlar� oldu§u

x → x+ εξ, (3.2.1)

y → y + εη, (3.2.2)

taraf�ndan tan�mlanan (x, y)-uzay�nda sonsuz küçük bir dönü³ümü dikkate alarak ba³-

l�yoruz. Bu nedenle, [a, b] aral�§�nda tan�mlanan her bir x → y(x) e§risinin, yeni de§i³-

kenlerde parametreye ba§l� bir x → y(x) e§risine dönü³türüldü§ünü elde ederiz. x ve

y'deki dönü³ümün sonucu olarak birinci türevdeki dönü³üm

y′ =
dy

dx
=

d(y + εη)

d(x+ εξ)
,

=
y′ + εη′

1 + εξ′
,

= y′ + ε(η′ − y′ξ′) +O(ε2),

³eklindedir.
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Benzer ³ekilde, ikinci ve üçüncü türevler

y′′ = y′′ + ε(η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′),

y′′′ = y′′′ + ε(η′′′ − 3y′′′ξ′ − 3y′′ξ′′ − y′ξ′′′),

³eklindedir. O halde genel formül

y(n) = y(n) + εϕn, (3.2.3)

burada

ϕn = ϕ′
n−1 − ξ′y(n) , n ≥ 1 (3.2.4)

ve

ϕ0 = η,

³eklindedir. Sonsuz küçük dönü³ümün Eylem �ntegrali üzerindeki etkisini göz önünde

bulundural�m. Eylem �ntegrali sonsuz küçük bir sabitle de§i³tirilecek ³ekilde ξ ve η'y�

elde ederiz. Dolay�s�yla, εK'nin sonsuz küçük bir sabiti temsil etti§i

∫ x1

x0

L(x, y, y′)dx =

∫ x1

x0

L(x, y, y′)dx+ εK, (3.2.5)

e³itli§ine sahibiz. Buradaki

L(x, y, y′)dx = L(x+ εξ, y + εη, y′ + εζ)d(x+ εξ),

=

{
L(x, y, y′) + εξ

∂L

∂x
+ εη

∂L

∂y
+ εζ

∂L

∂y′

}
(dx+ εξ′dx),

= Ldx+ ε

(
ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ

∂L

∂y′
+ ξ′L

)
dx,

³eklinde elde edilir ve bu e³itlikte ζ = η′ − y′ξ′ ile O(ε2) e³itli§ine sahibiz. O halde

(3.2.5) denklemi

∫ x1

x0

(
L+ ε

(
ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ

∂L

∂y′
+ ξ′L

))
dx−

∫ x1

x0

Ldx = εK, (3.2.6)

³eklinde elde edilir. Yani

∫ x1

x0

ε

(
ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ

∂L

∂y′
+ ξ′L

)
dx = εK. (3.2.7)
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Bu

ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ

∂L

∂y′
+ ξ′L = f ′, (3.2.8)

e³itli§inde ′ = d
dx ve f 'nin,

∫ x1

x0

f ′dx = K ⇐⇒ f(x1)− f(x0) = K, (3.2.9)

e³itli§ini sa§layacak ³ekilde bir C1 fonksiyonu oldu§u anlam�na gelir. Öyle ki f fonksiyo-

nuna ölçü fonksiyonu denir. �fadedeki görünümü, Euler-Lagrange denkleminin Lagran-

gian'a toplam zaman türevinin eklenmesinden etkilenmemesinden kaynaklanmaktad�r.

(3.2.8) denklemi, Sarlet ve Cantrijn (1981) taraf�ndan Killing tipi bir denklem olarak

adland�r�l�r. Bir Lagrangian L(x, y, y′) için Killing tipi (3.2.8) denklemi

f ′ = ξ′L+ ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+

(
(η′ − y′ξ′)

∂L

∂y′

)
, (3.2.10)

³eklindedir. Kar³�l�k gelen ilk integralin ifadesini elde etmek için parantez alt�na bir

toplam türev koymay� amaçl�yoruz. Böylece

(f − ξL)′ = f ′ − ξ′L− ξ

(
∂L

∂x
+ y′

∂L

∂y
+ y′′

∂L

∂y′

)
. (3.2.11)

Daha sonra (3.2.10) denkleminde f ′ − ξ′L ifadesi yerine konursa

(f − ξL)′ = −ξ

(
∂L

∂x
+ y′

∂L

∂y
+ y′′

∂L

∂y′

)
+ ξ

∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+

(
(η′ − y′ξ′)

∂L

∂y′

)
,

= −ξ

(
y′
∂L

∂y
+ y′′

∂L

∂y′

)
+ η

∂L

∂y
+

(
(η′ − y′ξ′)

∂L

∂y′

)
,

=

{
(η − y′ξ)

∂L

∂y′

}′
− (η − y′ξ)

d

dx

∂L

∂y′
+ (η − y′ξ)

∂L

∂y
, (3.2.12)

ve e³itlik düzenlenirse Euler-Lagrange denkleminden

{
f −

(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)}′
= (η − y′ξ)

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

)
,

= 0, (3.2.13)

elde edilir. (3.2.13) denkleminin integrasyonu bize birinci mertebeden Lagrangian L(x, y, y′)

için kar³�l�k gelen ilk integral

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
, (3.2.14)
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verir. Bu nedenle, belirli bir Lagrangian L = L(x, y, y′, . . . , y(n)) için e§er

f ′ = X(n)L+ ξ′L, (3.2.15)

ise Noether simetrisi

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
, (3.2.16)

sahiptir. Burada ξ ve η ba§�ms�z de§i³kenlerin fonksiyonlar� ve f bir ölçü fonksiyonudur.

Noether Dönü³üm: Belirli bir Lagrangian sistemi L ve baz� ölçü fonksiyonu f için L'ye

kar³�l�k gelen klasik bir Noether dönü³ümü için (3.2.10) denklemini kar³�layan sonsuz

küçük bir dönü³üm (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri tan�mlar�z (Sarlet & Cantrijn, 1981).

Noether teoremi, her (3.2.1) ve (3.2.2) Noether dönü³ümüne bir sabitin kar³�l�k geldi§ini

I(x, y, y′) = f(x, y)−
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

belirtir. Bunun birinci mertebeden bir Lagrangian için bir teorem oldu§una dikkat ede-

lim. Teorem, ilerleyen bölümlerde görece§imiz gibi daha yüksek mertebeden Lagrangi-

anlar için geni³letilebilir.

Örnek olarak Ermakov-Pinney denkleminin özel bir durumu olan

y′′ + y =
1

y3
, (3.2.17)

denklemi ele alal�m (Noether, 1981). Lagrangian L'nin

L = −y′2

2
+

y2

2
+

1

2y2
, (3.2.18)

³ekilde al�nmas� durumunda ko³ul (3.2.8) denkleminden

f ′ = η

(
y − 1

y3

)
− y′(η′ − y′ξ′) + ξ′

(
− y′2

2
+

y2

2
+

1

2y2

)
, (3.2.19)

elde edilir. Buradan

∂f

∂x
+ y′

∂f

∂y
= η

(
y − 1

y3

)
− y′

(
∂η

∂x
+ y′

∂η

∂y

)

+

(
y2

2
+

y′2

2
+

1

2y2

)(
∂ξ

∂x
+ y′

∂ξ

∂y

)
, (3.2.20)

elde edilir.
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ξ, η ve f fonksiyonlar� y′ ifadesini içermedi§inden, k�smi diferansiyel denklemler sis-

temini elde etmek için y′'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar� e³itli§i sa§layacak ³ekilde

e³itlenirse a³a§�daki denklemler

y′3 :
∂ξ

∂y
= 0, (3.2.21)

y′2 :
∂η

∂y
=

1

2
a′, (3.2.22)

y′1 :
1

2y2
∂ξ

∂y
+

y2

2

∂ξ

∂y
− ∂η

∂x
=

∂f

∂y
, (3.2.23)

y′0 : η

(
y − 1

y3

)
+

y2

2

∂ξ

∂x
+

1

2y2
∂ξ

∂x
=

∂f

∂x
, (3.2.24)

elde edilir. (3.2.21), (3.2.22) ve (3.2.23) denklemlerinden

ξ = a(x), (3.2.25)

η =
1

2
a′y + b(x), (3.2.26)

f = −1

4
a′′y2 − b′y + g(x), (3.2.27)

elde edilir ve (3.2.24) denkleminden

a = A0 +A1cos2x+A2sin2x, (3.2.28)

b = 0, (3.2.29)

g = sabit, (3.2.30)

elde edilir. Toplama sabiti olarak göründü§ü için g göz ard� edilir. Tablo 3.1, Noether

simetrilerini, kar³�l�k gelen integralleri ve ölçü fonksiyonlar�n� verir.

Tablo 3.1: Ermakov-Pinney denklemi y′′+y = 1
y3

için Noether simetrileri, bunlara
kar³�l�k gelen ilk integraller ve ölçü fonksiyonlar�.

Noether Simetrileri Noether �ntegrali Ölçü Fonksiyonu
X1 =

∂
∂x

I1 =
1
2
y′2 + y2

2
+ 1

2y2
f = 0

X2 = cos 2x ∂
∂x

− y sin 2x ∂
∂y

I2 =
1
2
y2 cos 2x− 1

2y2
cos 2x f = y2 cos 2x

+yy′ sin 2x− 1
2
y′2 cos 2x

X3 = sin 2x ∂
∂x

+ y cos 2x ∂
∂y

I3 =
1
2
y2 sin 2x− 1

2y2
sin 2x f = y2 sin 2x

+yy′ cos 2x− 1
2
y′2 sin 2x
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Bu durumda, diferansiyel denkleme Lie analizi uyguland�§�nda elde edilen say� ile ayn�

olan üç nokta simetrisi elde ederiz.

3.3 Fonksiyonel L(x, y, y′, y′′) için Noether Teoremi

Eylem �ntegrali A ∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx,

³eklinde olsun. O zaman dönü³türülmü³ fonksiyonel

A =

∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx, (3.3.1)

³eklindedir.

ζ1 = η′ − y′ξ′,

ζ2 = η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′,

oldu§u ve Taylor geni³lemesi kullan�m� ile

A =

∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx,

=

∫ x1

x0

L(x+ εξ, y + εη, y′ + εζ1, y
′′ + εζ2)d(x+ εξ),

fark�n sonsuz küçük bir sabit oldu§u, A−A = εK gereklili§inden

A =

∫ x1

x0

L(x, y, y′, y′′)dx+

∫ x1

x0

ε

(
ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ1

∂L

∂y′
+ ζ2

∂L

∂y′′
+ ξ′L

)
dx, (3.3.2)

³eklinde elde edilir. Böylece

f ′ = ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ ζ1

∂L

∂y′
+ ζ2

∂L

∂y′′
+ ξ′L, (3.3.3)

³eklindedir. �lk integralin ifadesi, yukar�daki ifadenin de§i³tirilmesiyle elde edilir. Bunu

kolayca yapman�n özel bir yöntemi yoktur. Bunu yapmak için, toplam türevleri bir

tarafta grupland�rmay� amaçl�yoruz, böylece ifade kolayca integre edilebilir.
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3.3.1 Bir fonksiyonel L(x, y, y′, y′′) için ilk integral

�kinci mertebeden bir Lagrangian'�n ilk integralinin ifadesini bulmak için, birinci mer-

tebeden Lagrangian için ilk integralin

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
, (3.3.4)

taraf�ndan verildi§ini hat�rl�yoruz. Ayr�ca L(x, y, y′, y′′) fonksiyoneli için

f ′ = ξ
∂L

∂x
+ η

∂L

∂y
+ (η′ − y′ξ′)

∂L

∂y′
+ (η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′)

∂L

∂y′′
+ ξ′L, (3.3.5)

denklemine sahibiz. (3.3.5) denkleminin her iki taraf�na

(
(η − y′ξ)

d

dx

(
∂L

∂y′′

))′
,

terimi eklenirse, o zaman

[
f −

(
ξL+(η−y′ξ)

∂L

∂y′

)]′
= f ′− ξ′L− ξL′− (η′−y′′ξ−y′ξ′)

∂L

∂y′
− (η−y′ξ)

d

dx

(
∂L

∂y′

)
,

oldu§undan (3.3.5) denklemi

{
f −

[
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′
− (η − y′ξ)

d

dx

(
∂L

∂y′′

)]}′
= −ξy′′

∂L

∂y′
− ξy′′′

∂L

∂y′′

+
d

dx

[
(η′ − y′′ξ − y′ξ′)

∂L

∂y′′

]

+y′′′ξ
∂L

∂y′′
+ (η′ − y′ξ′)

∂L

∂y′

−(η′ − y′′ξ − y′ξ′)
∂L

∂y′
, (3.3.6)

³eklinde elde edilir. Böylece

(
f −

[
ξL+ (η − y′ξ)

(
∂L

∂y′
− d

dx

(
∂L

∂y′′

))])′
=

d

dx

[
(η′ − y′′ξ − y′ξ′)

∂L

∂y′′

]
, (3.3.7)

elde edilir. Dolay�s�yla ilk integral

I = f −
[
ξL+ (η − y′ξ)

(
∂L

∂y′
− d

dx

(
∂L

∂y′′

))
+ (η′ − y′′ξ − y′ξ′)

∂L

∂y′′

]
, (3.3.8)
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³eklinde elde edilir. Teoremin bir örne§i olarak Euler-Lagrange denklemi

ex(yiv + 2y′′′ + y′′) = 0

⇐⇒ yiv + 2y′′′ + y′′ = 0,

ile Lagrangian

L =
1

2
exy′′2, (3.3.9)

ele alal�m. (3.3.3) denkleminden

∂f

∂x
+ y′

∂f

∂y
+ y′′

∂f

∂y′
=

ξ′

2
exy′′2 +

1

2
ξexy′′2 + (η′′ − 2y′′ξ′ − y′ξ′′)exy′′, (3.3.10)

elde edilir. Bu denklemin aç�l�m�

∂f

∂x
+ y′

∂f

∂y
+ y′′

∂f

∂y′
=

ex

2
y′′2

(
∂ξ

∂x
+ y′

∂ξ

∂y

)
+

1

2
ξexy′′2

+exy′′
(
∂2η

∂x2
+ 2y′

∂2η

∂x∂y
+ y′2

∂2η

∂y2
+ y′′

∂η

∂y

)

−2exy′′2
(
∂ξ

∂x
+ y′

∂ξ

∂y

)

−exy′y′′
(
∂2ξ

∂x2
+ 2y′

∂2ξ

∂x∂y
+ y′2

∂2ξ

∂y2
+ y′′

∂ξ

∂y

)
,

³eklindedir. ξ ve η sadece x ve y'nin fonksiyonlar� oldu§undan, k�smi diferansiyel denk-

lemler sistemi a³a§�daki denklemler

y′y′′2 :
ex

2

∂ξ

∂y
− 2ex

∂ξ

∂y
− ex

∂ξ

∂y
= 0, (3.3.11)

y′′2 :
ex

2

∂ξ

∂x
+

ex

2
ξ + ex

∂η

∂y
− 2ex

∂ξ

∂x
= 0, (3.3.12)

y′′1 : ex
∂2η

∂x2
+ 2exy′

∂2η

∂x∂y
+ exy′2

∂2η

∂y2
− exy′

∂2ξ

∂x2
− 2exy′2

∂2ξ

∂x∂y
− exy′3

∂2ξ

∂y2
=

∂f

∂y′
,

(3.3.13)

y′′0 :
∂f

∂x
+ y′

∂f

∂y
= 0, (3.3.14)

³eklinde elde edilir.
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Bu k�smi diferansiyel denklem sisteminden a³a§�daki e³itlikler

ξ = a(x),

η =

(
3

2
a′ − a

2

)
y + b(x),

f = exy′
((

3

2
a′′′ − a′′

2

)
y + b′′

)
+ exy′2

(
3

2
a′′ − a′

2

)
− ex

2
y′2a′′ + g(x, y),

elde edilir. (3.3.14) denkleminden ise

0 = exy′
((

3

2
a′′′ − a′′

2

)
y + b′′

)

+exy′
((

3

2
aiv − a′′′

2

)
y + b′′′

)
+ exy′2

(
3

2
a′′ − a′

2

)
+ exy′2

(
3

2
a′′′ − a′′

2

)

−ex

2
y′2(a′′ + a′′′) +

∂g

∂x
+ y′

∂g

∂y
+ y′2ex

(
3

2
a′′′ − a′′

2

)
, (3.3.15)

elde edilir. (3.3.15) denklemindeki y′'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar� e³itli§i sa§laya-

cak ³ekilde e³itlenirse a³a§�daki denklemler

y′2 :
5

2
a′′′ − a′

2
= 0, (3.3.16)

y′1 : ex
((

3

2
a′′′ − a′′

2

)
y + b′′

)
+ ex

((
3

2
aiv − a′′′

2

)
y + b′′′

)
=

∂g

∂y
,

⇒ h(x)− ex
(
1

4
(3aiv + 2a′′′ − a′′)y2 + (b′′′ + b′′)y

)
= g, (3.3.17)

y′0 :
∂g

∂x
= 0, (3.3.18)

elde edilir. Böylece (3.3.17) ve (3.3.18) denklemlerinden

y2 : 3av + 5aiv + a′′′ − a′′ = 0, (3.3.19)

y1 : biv + 2b′′′ + b′′ = 0, (3.3.20)

y0 : h′ = 0, (3.3.21)
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elde edilir. Bu nedenle (3.3.16) ve (3.3.19) denklemlerinden

a = A0, (3.3.22)

elde edilir. (3.3.20) denkleminden ise

b = B0 +B1x+B2e
−x + xB3e

−x, (3.3.23)

elde edilir. O halde

ξ = A0, (3.3.24)

η = −A0

2
y +B0 +B1x+B2e

−x + xB3e
−x, (3.3.25)

³eklinde elde edilir. Söz konusu Lagrangian'�n be³ parametreli X simetrisi

X = A0
∂

∂x
+

(
− A0

2
y +B0 +B1x+B2e

−x + xB3e
−x

)
∂

∂y
, (3.3.26)

³eklindedir. O halde be³ tane bir parametreli Noether simetrileri

X1 =
∂

∂x
− 1

2
y
∂

∂y
,

X2 =
∂

∂y
,

X3 = x
∂

∂y
,

X4 = e−x ∂

∂y
,

X5 = xe−x ∂

∂y
,

³ekilde elde edilir. X1 simetri üretecine kar³�l�k gelen ilk integral ise

I =
1

2
exy′′2 − 1

2
yy′′ex − 1

2
y′y′′ex − 1

2
exyy′′′ − y′y′′′ex, (3.3.27)

³eklindedir.

Teorem 3.3.1. Muatjetjeja ve Khalique (2011) kayna§�ndan X Noether simetrisine

kar³�l�k gelen I ilk integral,

X [1]I = 0,

e³itli§ini sa§lamal�d�r, yani X, ilk integralin bir simetrisidir.
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Kan�t. Kan�t için Ibragimov, Kara ve Mahomed (1998), Sarlet ve Cantrijn (1981), Kara,

Vawda ve Mahomed (1994), Mahomed, Leach ve Kara (1993) kaynaklar�na bak�labilir.

Teorem 3.3.2. y′′ = N(x, y, y′) denkleminin Lagrangian L(x, y, y′) için bir Noether

simetrisi varsa o zaman y′′ = N(x, y, y′) denkleminin integral ifadesi ³eklinde çözümü

vard�r (Muatjetjeja, & Khalique, 2011).

Kan�t. Bu kan�t denklem (3.2.14) ve Teorem (3.3.1)'den elde edilebilir.

3.3.2 y′′ = 0 denkleminin L =
1

2
y′2 Lagrangian yard�m�yla

Noether simetri yöntemiyle analizi

y′′ = 0 denklemini L =
1

2
y′2 Lagrangian yard�m�yla Noether simetri yöntemiyle çöze-

bilmek için denklemin Killing tipi denklemi

f ′ = X [1]L+ ξ′L,

³eklindedir.

X [1] = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+

(
ηx + (ηy − ξx)y

′ − ξyy
′2
)

∂

∂y′
,

oldu§u hat�rlan�rsa ve L, X [1]'e uygulan�rsa

X [1]L =

(
ηx + (ηy − ξx)y

′ − ξyy
′2
)
y′,

ve

ξ′ = ξx + ξyy
′,

f ′ = fx + fyy
′,

e³itlikleri Killing tipi denklemde yerine konursa

fx + fyy
′ =

(
ηx + (ηy − ξx)y

′ − ξyy
′2
)
y′ +

(
ξx + ξyy

′
)
1

2
y′2,

elde edilir ve bu denklem düzenlenirse

fx + fyy
′ =

(
− ξy +

1

2
ξy

)
y′3 +

(
ηy − ξx +

1

2
ξx

)
y′2 + ηxy

′,

Killing tipi denklem ³eklinde elde edilir.
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ξ, η ve f fonksiyonlar� y′ ifadesini içermedi§inden, y′'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar�

e³itli§i sa§layacak ³ekilde e³itlenirse a³a§�daki denklemler

y′3 :
1

2
ξy − ξy = 0, (3.3.28)

y′2 : ηy − ξx +
1

2
ξx = 0, (3.3.29)

y′1 : ηx = fy, (3.3.30)

y′0 : fx = 0, (3.3.31)

elde edilir. (3.3.28) denkleminden

1

2
ξy − ξy = 0,

−1

2
ξy = 0,

ξy = 0,

ξ = a(x), (3.3.32)

³eklinde elde edilir. (3.3.29) denklemi

ηy − ξx +
1

2
ξx = 0,

ηy −
1

2
ξx = 0,

³eklinde oldu§una göre (3.3.32) denkleminin gerekli olan türevi

ξx = a′(x),

(3.3.29) denkleminde yerine konursa ve düzenlenirse

ηy =
1

2
a′(x), (3.3.33)

(3.3.29) denklemi ³eklinde elde edilir ve (3.3.33) denklemi y'ye göre integre edilirse

η =
1

2
a′y + b(x), (3.3.34)
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³eklinde elde edilir. (3.3.30) denklemi

ηx = fy,

³eklinde oldu§una göre (3.3.34) denkleminin gerekli olan türevi

ηx =
1

2
a′′y + b′,

(3.3.30) denkleminde yerine konursa

1

2
a′′y + b′ = fy, (3.3.35)

(3.3.30) denklemi ³eklinde elde edilir ve (3.3.35) denklemi y'ye göre integre edilirse

f =
1

4
a′′y2 + b′y + c(x), (3.3.36)

³eklinde elde edilir. (3.3.31) denklemi

fx = 0,

³eklinde oldu§una göre (3.3.36) denkleminin gerekli olan türevi

fx =
1

4
a′′′y2 + b′′y + c′,

(3.3.31) denkleminde yerine konursa

1

4
a′′′y2 + b′′y + c′ = 0,

(3.3.31) denklemi ³eklinde elde edilir. y'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar� s�f�ra e³itle-

nirse a³a§�daki denklemler

y2 :
1

4
a′′′ = 0, (3.3.37)

y1 : b′′ = 0, (3.3.38)

y0 : c′ = 0, (3.3.39)

elde edilir.
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(3.3.37) denkleminden

a(x) = a0 + a1x+ a2x
2, (3.3.40)

(3.3.38) denkleminden

b(x) = b0 + b1x, (3.3.41)

ve (3.3.39) denkleminden

c(x) = c0, (3.3.42)

³eklinde elde edilir. O halde (3.3.32) denklemi

ξ = a(x),

³eklinde oldu§una göre (3.3.40) e³itli§i denklemde yerine konursa

ξ = a0 + a1x+ a2x
2,

³eklinde elde edilir. (3.3.34) denklemi

η =
1

2
a′y + b(x),

³eklinde oldu§una göre (3.3.40) e³itli§inin gerekli olan türevi ve (3.3.41) e³itli§i denk-

lemde yerine konursa

η =
1

2

(
a1 + 2a2x

)
y + b0 + b1x,

³eklinde elde edilir. (3.3.36) denklemi

f =
1

4
a′′y2 + b′y + c(x),

³eklinde oldu§una göre (3.3.40) ve (3.3.41) e³itliklerinin gerekli olan türevleri ve (3.3.42)

e³itli§i denklemde yerine konursa

f =
1

2
a2y

2 + b1y + c0,

ve c0 = 0 için

f =
1

2
a2y

2 + b1y,

³eklinde elde edilir.
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Simetri üreteçleri ise s�ras�yla;

a0 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmak üzere:

X1 =
∂

∂x
,

a1 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmak üzere:

X2 = x
∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
,

a2 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmak üzere:

X3 = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

b0 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmak üzere:

X4 =
∂

∂y
,

b1 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmak üzere:

X5 = x
∂

∂y
,

³eklinde elde edilir. Yani Noether simetri üreteçleri;

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
, X3 = x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y

X4 =
∂

∂y
, X5 = x

∂

∂y

³eklindedir.

Tüm durumlar için ilk integrallerin hesaplanmas� için

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

denklemi kullan�l�rsa
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(i) a0 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda, X1 =
∂

∂x
, Noether simetri

üreteci için ξ = 1, η = 0, f = 0 ve
∂L

∂y′
=

∂

(
1
2y

′2
)

∂y′
= y′ buradan

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

I = −
(
1

2
y′2 − y′y′

)
,

e³itlikleri yard�m�yla

I =
1

2
y′2,

ilk integrali ³eklinde elde edilir.

(ii) a1 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda, X2 = x
∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
,

Noether simetri üreteci için ξ = x, η =
1

2
y ve f = 0 olup buradan

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

= −
(
x

(
1

2
y′2

)
+ (

1

2
y − y′x)y′

)
,

e³itlikleri yard�m�yla

I =
1

2
xy′2 − 1

2
yy′,

ilk integrali ³eklinde elde edilir.

(iii) a2 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda, X3 = x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

Noether simetri üreteci için ξ = x2, η = xy ve f =
y2

2
olup buradan

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

=
y2

2
−
(
x2

(
1

2
y′2

)
+ (xy − y′x2)y′

)
,

e³itlikleri yard�m�yla

I =
y2

2
+

1

2
x2y′2 − xyy′,

ilk integrali ³eklinde elde edilir.
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(iv) b0 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda, X4 =
∂

∂y
, Noether simetri

üreteci için ξ = 0, η = 1 ve f = 0 olup buradan

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

= −(1− y′0)y′,

e³itlikleri yard�m�yla

I = −y′,

ilk integraline ula³�l�r.

(v) b1 = 1 ve di§er tüm katsay�lar "0" olmas� durumunda,X5 = x
∂

∂y
, Noether simetri

üreteci için ξ = 0, η = x ve f = y olup buradan

I = f −
(
ξL+ (η − y′ξ)

∂L

∂y′

)
,

= y − (x− y′0)y′,

e³itlikleri yard�m�yla

I = y − xy′,

ilk integrali ³eklinde elde edilir.

Teorem 3.3.1 yard�m�yla her Xi için,

X
[1]
i I = 0 , i = 1, 2, ..., 5 (∗)

sa§land�§�n�, yani Xi'lerin I'n�n simetrisi oldu§unu gösterelim. (2.2.6) e³itli§inden, bili-

yoruz ki

X [1] = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+

(
ηx + (ηy − ξx)y

′ − ξyy
′2
)

∂

∂y′
,

³eklindedir ve tüm durumlar için (∗) do§rulu§u incelenirse;

(i) X
[1]
1 =

∂

∂x
.

X
[1]
1 I =

(
∂

∂x

)(
1

2
y′2

)
= 0.
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(ii) X
[1]
2 = x

∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
+

(
0 + (12 − 1)y′ − 0y′2

)
∂

∂y′
,

= x
∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
− 1

2
y′

∂

∂y′
.

X
[1]
2 I =

(
x
∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
− 1

2
y′

∂

∂y′

)(
1

2
xy′2 − 1

2
yy′

)
,

=
1

2
xy′2 − 1

4
yy′ +

1

4
y′y − 1

2
xy′2 = 0.

(iii) X
[1]
3 = x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+

(
y + (x− 2x)y′ − 0y′2

)
∂

∂y′
,

= x2
∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y − xy′)

∂

∂y′
.

X
[1]
3 I =

(
x2

∂

∂x
+ xy

∂

∂y
+ (y − xy′)

∂

∂y′

)(
y2

2
+

1

2
x2y′2 − xyy′

)
,

= −x2yy′ + x3y′2 − x2yy′ + xy2 − (y − xy′)(xy − x2y′),

= −x2yy′ + x3y′2 − x2yy′ + xy2 − xy2 + x2y′y + x2yy′ − x3y′2 = 0.

(iv) X
[1]
4 =

∂

∂y
.

X
[1]
4 I =

(
∂

∂y

)(
−y′

)
= 0.

(v) X
[1]
5 = x

∂

∂y
+

∂

∂y′
.

X
[1]
5 I =

(
x
∂

∂y
+

∂

∂y′

)(
y−xy′

)
,

= x− x = 0.

Her Xi için (∗) sa§land�§� görülmektedir. Yani her Xi simetri üreteci, Lagrangian L'ye

kar³�l�k gelen I ilk integrallerin Noether simetrileridir. O halde Teorem 3.3.2 den verilen

denkleminin integral ifadesi ³eklinde çözümü vard�r. Bunun için X5 = x
∂

∂y
simetrisini

ve Lagrangian L'ye kar³�l�k gelen I = y − xy′ ilk integralini ele alal�m. �ndirgenmi³

denklem

I = c , c = sabit
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³eklinde oldu§una göre yani

y − xy′ = c,

oldu§undan ve bu denklem (
y

x

)′
= − c

x2
,

³eklinde yaz�labildi§inden her iki taraf�n integrali al�n�rsa,

y

x
= −

∫
c

x2
,

y

x
=

c

x
+ h,

y = c+ hx,

elde edilir. O halde difensiyel denklemin çözümü

y = c+ hx,

³eklinde elde edilir.

Ancak X5, birinci mertebeden denklemin bir simetrisidir, bu nedenle bu denklemi çöz-

mek için

X5 = x
∂

∂y
⇒ X5 = x

∂

∂u
,

kullanabiliriz. X5 = x
∂

∂y
için (u, v) kanonik koordinatlar�n� elde edelim. Bunun için

a³a§�daki denklemler

X(u) = ξ(x, y)
∂u

∂x
+ η(x, y)

∂u

∂y
= 1,

X(v) = ξ(x, y)
∂v

∂x
+ η(x, y)

∂v

∂y
= 0,

X5 simetri üreteci için yaz�l�rsa

X5(u) = x
∂u

∂y
= 1, (3.3.43)

X5(v) = x
∂v

∂y
= 0, (3.3.44)

denklemleri elde edilir. Burada v = v(u) oldu§unu unutmayal�m. (3.3.43) denklemi için

karakteristik denklem
dx

0
=

dy

x
=

du

1
,
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oldu§undan denklemin bu
du

1
=

dx

0
,

k�sm� kullan�l�rsa

u = x,

elde edilir. (3.3.44) denklemi için karakteristik denklem

dx

0
=

dy

x
=

dv

0
,

oldu§undan denklemin bu
dx

0
=

dy

x
,

k�sm� kullan�l�rsa

x = c,

elde edilir. O halde
dy

x
=

dy

c
,

oldu§undan

v =
y

c
,

v =
y

x
,

³eklinde elde edilir. O halde kanonik koordinatlar

(u, v) =

(
x,

y

x

)
, (3.3.45)

³eklinde elde edilir. (3.3.45) kanonik koordinatlar� yard�m�yla y'nin türevi

y′ =
dy

dx
=

d

dx
(vx) = x

dv

dx
+ v,

= x
dv

du

du

dx
+ v,

³eklinde elde edilir. Buradan X5 Noether simetrisi için indirgenmi³ diferansiyel denklem

y − xy′ = c,

vx− x

(
x
dv

du

du

dx
+ v

)
= c,
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vx−
(
x2

dv

du

du

dx
+ vx

)
= c,

−x2
dv

du

du

dx
= c, (3.3.46)

³eklinde elde edilir ve u = x oldu§undan (3.3.46) denklemi

−u2
dv

du
= c,

denklemine denktir. O halde bu ayr�labilir diferansiyel denklemin çözümü

v =
c

u
+ h,

olup, burada u = x ve v =
y

x
, oldu§u hat�rlan�rsa y′′ = 0 denkleminin çözümü

y = c+ hx,

³eklinde elde edilir.

3.3.3 y′′ +
2

x
y′ = 3y5 Emden-Fowler denkleminin

L =
1

2
x2y′2 +

1

2
x2y6 Lagrangian yard�m�yla Noether

simetri yöntemiyle analizi

y′′ +
2

x
y′ = 3y5 Emden-Fowler denklemini L =

1

2
x2y′2 +

1

2
x2y6 Lagrangian yard�m�yla

Noether simetri yöntemiyle çözebilmek için denklemin L =
1

2
x2y′2 +

1

2
x2y6 e³itli§inden

∂L

∂x
= xy′2 + xy6,

∂L

∂y
= 3x2y5,

∂L

∂y′
= x2y′,

elde edilir ve

ξ′ = ξx + ξyy
′,

f ′ = fx + fyy
′,

48



oldu§u hat�rlan�rsa (3.2.8) Killing tipi denkleminden

fx + fyy
′ = ξ

(
xy′2 + xy6

)
+ η

(
3x2y5

)
+

(
ηx + (ηy − ξx)y

′ − ξyy
′2
)
x2y′

+

(
ξx + ξyy

′
)(

1

2
x2y′2 +

1

2
x2y6

)
,

elde edilir ve bu denklem düzenlenirse

fx + fyy
′ =

(
− x2ξy +

1

2
x2ξy

)
y′3 +

(
xξ + x2(ηy − ξx) +

1

2
x2ξx

)
y′2

+

(
x2ηx

)
y′ + xy6ξ + 3x2y5η +

1

2
x2y6ξx,

denklemi elde edilir. ξ, η ve f fonksiyonlar� y′ ifadesini içermedi§inden, y′'nin farkl�

kuvvetlerinin katsay�lar� e³itli§i sa§layacak ³ekilde e³itlenirse a³a§�daki denklemler

y′3 : − x2ξy +
1

2
x2ξy = 0, (3.3.47)

y′2 : xξ + x2(ηy − ξx) +
1

2
x2ξx = 0, (3.3.48)

y′1 : x2ηx = fy, (3.3.49)

y′0 : xy6ξ + 3x2y5η +
1

2
x2y6ξx = fx, (3.3.50)

elde edilir. (3.3.47) denklemi

−x2ξy +
1

2
x2ξy = 0,

³eklinde oldu§una göre

−1

2
x2ξy = 0,

ξ = a(x), (3.3.51)

³eklinde elde edilir. (3.3.48) denklemi

xξ + x2(ηy − ξx) +
1

2
x2ξx = 0,

³eklinde oldu§una göre (3.3.51) denklemi ve gerekli olan türev

ξx = a′(x)
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(3.3.48) denkleminde yerine konursa ve düzenlenirse

xa+ x2ηy −
1

2
x2a′ = 0,

ηy =
1

2
a′ − a

x
, (3.3.52)

(3.3.48) denklemi ³eklinde elde edilir. (3.3.52) denklemi y'ye göre integre edilirse

η =

(
1

2
a′ − a

x

)
y + b(x), (3.3.53)

³eklinde elde edilir. (3.3.49) denklemi

x2ηx = fy,

³eklinde oldu§una göre (3.3.53) denkleminin gerekli olan türevi

ηx =

(
1

2
a′′ − a′

x
+

a

x2

)
y + b′, (3.3.54)

(3.3.49) denkleminde yerine konursa

fy =

(
1

2
a′′x2 − a′x+ a

)
y + b′x2, (3.3.55)

(3.3.49) denklemi ³eklinde elde edilir ve (3.3.55) denklemi y'ye göre integre edilirse

f =

(
1

2
a′′x2 − a′x+ a

)
y2

2
+ b′x2y + c(x), (3.3.56)

³eklinde elde edilir. Buradan

fx =
1

4
x2a′′′y2 + b′′x2y + 2b′xy + c′, (3.3.57)

olarak elde edilir. (3.3.50) denklemi

fx = xy6ξ + 3x2y5η +
1

2
x2y6ξx,

³eklinde oldu§una göre (3.3.50) denkleminde (3.3.51) ve (3.3.53) denklemleri kullan�l�rsa

fx = xy6a+ 3x2y5
(
1

2
a′y − a

x
y + b

)
+

1

2
x2y6a′,
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elde edilir ve bu denklem düzenlenirse

fx = −2xy6a+ 2x2y6a′ + 3x2y5b, (3.3.58)

³eklinde elde edilir. O halde (3.3.57) ve (3.3.58) denklemlerinden

1

4
x2a′′′y2 + b′′x2y + 2b′xy + c′ = −2xy6a+ 2x2y6a′ + 3x2y5b, (3.3.59)

oldu§u görülür ve bu denklem düzenlenirse

(2xa− 2x2a′)y6 − 3x2by5 +
1

4
x2a′′′y2 + (b′′x2 + 2b′x)y + c′ = 0, (3.3.60)

denklemi elde edilir. Buradan y'nin farkl� kuvvetlerinin katsay�lar� s�f�ra e³itlenirse

a³a§�daki denklemler

y6 : 2xa− 2x2a′ = 0, (3.3.61)

y5 : 3x2b = 0, (3.3.62)

y2 :
1

4
x2a′′′ = 0, (3.3.63)

y1 : b′′x2 + 2b′x = 0, (3.3.64)

y0 : c′ = 0, (3.3.65)

elde edilir. (3.3.61) denkleminden

2xa− 2x2a′ = 0,

a′

a
=

1

x
,

olup

ln a = lnx+ lnA1,

a = xA1, (3.3.66)

elde edilir. ξ = a(x) oldu§una göre

ξ = xA1 , A1 = sabit
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³eklinde elde edilir. (3.3.53) denklemi

η =
1

2
a′y − a

x
y + b,

³eklinde oldu§una göre denklemde (3.3.66) denklemi yerine konursa

η = −1

2
A1y + b,

(3.3.53) denklemi ³eklinde elde edilir ve (3.3.62) denkleminden

b = 0, (3.3.67)

olarak elde edildi§inden

η = −1

2
A1y,

³eklinde elde edilir. O halde X Noether simetri üreteci

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
,

= xA1
∂

∂x
− 1

2
A1y

∂

∂y
,

A1 = 2 özel durumu için

X = 2x
∂

∂x
− y

∂

∂y
,

³eklinde elde edilir. (3.3.56) denklemi

f =

(
1

2
a′′x2 − a′x+ a

)
y2

2
+ b′x2y + c(x),

³eklinde oldu§una göre denklemde (3.3.66) ve (3.3.67) e³itlikleri yerine konursa

f = c(x), (3.3.68)

³eklinde elde edilir. Fakat, (3.3.58) denklemi

fx = −2xy6a+ 2x2y6a′ + 3x2y5b,

³eklinde oldu§una göre denklemde ayn� e³itlikler yerine konursa

fx = 0, (3.3.69)
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olarak elde edilir. O halde (3.3.68) denkleminin x'e göre türevi

fx = c′(x),

oldu§una göre (3.3.69) denkleminden

c′(x) = 0,

elde edilir. Buradan

f = c , c = sabit (3.3.70)

ve c = 0 olarak al�n�rsa

f = 0, (3.3.71)

³eklinde elde edilir. O halde Noether simetri üreteci için ξ = 2x, η = −y ve
∂L

∂y′
= x2y′

oldu§u hat�rlan�rsa buradan

I = f −
(
ξL+ (η − ξy′)

∂L

∂y′

)
,

I = −2x

(
1

2
x2y′2 +

1

2
x2y6

)
−
(
− y − y′2x

)
x2y′,

= x3y′2 − x3y6 + x2yy′,

ilk integral ³eklinde elde edilir ve birinci mertebeden indirgenmi³ denklem

x3y′2 + x2yy′ − x3y6 = c1 , c1 = sabit

³eklindedir. Bu birinci mertebeden denklemi çözmek için kanonik de§i³kenleri veya

X = 2x
∂

∂x
− y

∂

∂y
,

invaryant�n� kullanabiliriz. �nvaryant�,

dx

2x
=

dy

−y
,

1

2
lnx = − ln y + ln c,

x
1
2 y = c,
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u = yx
1
2 ,

denklemin de§i³mezidir. Buradan

y =
u

x
1
2

,

³eklinde elde edilir. �ndirgenmi³ denklem için y'nin türevleri

y′ =
u′x

1
2 − u 1

2x
1
2

x
,

=
u′

x
1
2

− u

2x
3
2

,

y′2 =
u′2

x
+

u2

4x3
− uu′

x2
,

³eklindedir. Buldu§umuz bu ifadeler indirgenmi³ denklemde yerine konursa

x3
(
u′2

x
+

u2

4x3
− uu′

x2

)
+ x2

u

x
1
2

(
u′

x
1
2

− u

2x
3
2

)
− x3

u6

x3
= c1,

x2u′2 +
u2

4
− xuu′ + xuu′ − u2

2
− u6 = c1,

x2u′2 − u2

4
− u6 = c1,

x2u′2 = c1 +
u2

4
+ u6,

x
du

dx
= ϵ

√
c1 +

u2

4
+ u6 , ϵ = ±1

du

ϵ
√

c1 +
u2

4 + u6
=

dx

x
,

∫
du

ϵ
√

c1 +
u2

4 + u6
= lnx+ c2,

u = yx
1
2 de§i³mezi ve gerekli e³itlikler integralde yerine konursa

∫ x
1
2dy + y dx

2x
1
2

ϵ
√

c1 +
y2x
4 + y6x3

= lnx+ c2,

³eklinde elde edilir. Görüldü§ü gibi, bilinen yöntemlerle çözülemeyen Emden-Fowler

denkleminin Noether simetrisi sayesinde mertebesi indirgenerek çe³itli nümerik integral

çözüm yöntemleriyle çözülebilecek duruma getirilmi³tir.
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Bölüm 4

SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu tezde, adi diferansiyel denklemler için Lie teorisi, Noether teoremi ve ilk integraller

üzerinde durulmu³tur. De§i³mezlik �krinin, farkl� model ve süreçlerden kaynaklanan adi

diferansiyel denklemlerin simetrileri ve ilk integrallerinin ara³t�r�lmas�nda önemli bir rol

oynad�§� gösterilmi³tir. Lie ve Noether teorileri bu analiz için kullan�lan yöntemlerdir.

Birinci ve ikinci mertebeden Lagrangianlara kar³�l�k gelen Noether teoremi tan�t�lm�³

ve ilk integrallerin elde edilmesi verilmi³tir. Bunlar Emden-Fowler denklemi ve baz�

adi diferansiyel denklemler üzerinde gösterilmi³tir. Sonuç olarak kendine özgü yap�s�

sebebiyle bilinen yöntemlerle çözülemeyen adi diferansiyel denklemlerin çözümlerine Lie

ve Noether simetri yöntemleri yard�m�yla nas�l ula³�laca§� aç�kça irdelenmi³tir.

Ara³t�rmac�lara Lie ve Noether simetri yöntemlerini analitik çözümü elde edilemeyen

di§er lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin çözümlerine ula³makta kullanmalar�

önerilir.
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