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LIE VE NOETHER siMETRiLERi ILE ADI D_iFERANSiYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERI

OZET

Bu tezde Lie ve Noether simetrileri ile adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
tizerinde durulmugtur. Diferansiyel denklemler bir¢cok teknolojik problemin yani
sira doganin temel yasalariin cogunun formiile edilmesinde yaygin olarak kulla-
nilmaktadir. Bazen denklemlerin analitik ¢6ziimiinii elde etmek icin geleneksel ve
probleme 6zgii metotlar kullanildiginda denklemleri integre etmek miimkiindiir.
Cogu zaman bu denklemleri integre etmek miimkiin degildir. Literatiirde doért
yizden fazla integrallenebilir adi diferansiyel denklem bulunur ve bunlarin her
biri kendilerine 6zgii ¢6ziim yontemlerine sahiptir. Lie grup analizi, tiim bu adi
diferansiyel denklemleri dort farkli tipe indirgeyerek, ¢ok daha genel bir ¢oziim
yontemi saglamakta ve dolayisiyla Lie teorisi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii-
niin elde edilmesinde ¢ok 6nemli bir ara¢ olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Diferansi-
yel denklemlerin analizinde 6nemli rol oynayan bir diger arac ise Noether simetri
yontemidir. Bu yontem i¢in birinci ve ikinci mertebeden Lagrangianlara kargilik
gelen Noether teoremi ve ilk integraller verilmistir. Ilk integralleri elde etmek icin
diferansiyel denklemlerin simetrileri kullanilmaktadir. Bu tezde birinci ve ikinci
mertebeden Lagrangianlara karsilik gelen ilk integralleri elde etmek icin Noether
teoremi kullanilmigtir. Noether, diferansiyel denklemler i¢in varyasyon ilkesinden
elde edilen, her simetri iiretecine karsilik gelen bir ilk integralin bulundugunu
kanitlamistir. Bu simetrilere Noether simetri iireteci adi verilir ve eger Noether
simetri iireteci mevcut ise Noether teoremi her simetri iiretecine kargilik gelen
ilk integralleri kolaylikla saglamaktadir. Lie teorisi ve Noether teoremi, bir siste-
min simetrilerini belirlemeyi ve ardindan sabitlerinin karsilik gelen degismezlerini
bulmay1 icermektedir. Lie teorisi s6z konusu oldugunda diferansiyel denklem de-
gismez birakilirken, Noether teoremi Eylem Integralini degismez birakmaktadir.
Bunlarin elde edilmesi diferansiyel denklemlerin mertebesinde indirgeme saglama-
sindan dolay1 denklemleri ¢ozmek icin kolaylik saglamaktadir. Buna dayanarak,
tez kapsaminda Lie ve Noether simetri yontemleri ile Emden-Fowler denklemi
ve adi diferansiyel denklemlerin analizleri yapilmistir ve elde edilenlerin verilen
denklemin ¢oziimiinii elde etmek ic¢in nasil kullanilabilecegi agiklayici bir gekilde
cesitli 6rnekler iizerinde gosterilmistir. Boylece kendine 6zgii yapisi sebebiyle bili-
nen yontemlerle ¢oziilemeyen bazi lineer olmayan denklemler igin Lie ve Noether
simetri yontemleri ile ¢dziimiin nasil getirilebilecegi tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Adi diferansiyel denklemler, Degismezlik, Ik integral, Lagran-
gian, Lie simetrileri, Noether simetrileri.






SOLUTIONS OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH LIE AND NOETHER SYMMETRIES

ABSTRACT

In this thesis, Lie and Noether symmetries and solutions of ordinary differential equ-
ations are focused on. Differential equations are widely used in formulating many tech-
nological problems as well as many of the fundamental laws of nature. Sometimes it is
possible to integrate equations when traditional and problem-specific methods are used
to obtain the analytical solution of the equations. Most of the time it is not possible to
integrate these equations. There are more than four hundred integrable ordinary diffe-
rential equations in the literature, and each of them has its own unique solution methods.
Lie group analysis provides a much more general solution method by reducing all these
ordinary differential equations to four different types, and therefore Lie theory appears
as a very important tool in obtaining the solution of differential equations. Another
tool that plays an important role in the analysis of differential equations is the Noether
symmetry method. For this method, Noether’s theorem and first integrals correspon-
ding to first and second order Lagrangians are given. The symmetries of the differential
equations are used to obtain the first integrals. In this thesis, Noether’s theorem is
used to obtain the first integrals corresponding to first and second order Lagrangians.
Noether proved that for differential equations there is a first integral corresponding
to every symmetry generator, obtained from the variation principle. These symmetries
are called Noether symmetry generators, and if a Noether symmetry generator exists,
Noether’s theorem easily provides the first integrals corresponding to each symmetry
generator. Lie theory and Noether’s theorem involve determining the symmetries of a
system and then finding the corresponding invariants of its constants. While the dif-
ferential equation is left invariant in the case of Lie theory, Noether’s theorem leaves
the Action Integral invariant. Obtaining these makes it easier to solve the equations
because it reduces the order of differential equations. Based on this, within the scope of
the thesis, Lie and Noether symmetry methods were analyzed with the Emden-Fowler
equation and ordinary differential equations, and how the obtained data can be used to
obtain the solution of the given equation is shown in an explanatory manner on various
examples. Thus, it is discussed how to find solutions using Lie and Noether symmetry
methods for some nonlinear equations that cannot be solved by known methods due to
their unique structure.

Keywords: Ordinary differential equations, Invariability, First integral, Lagrangian,
Lie symmetries, Noether symmetries.
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Boliim 1
GIRIS

1.1 Simetri

Simetri, etki ettigi seyi degigmez birakan bir iglemdir. Simetri fikrinin sanat, biyoloji,
kimya ve fizikte uygulamalar vardir. Simetri fikrinin evrimi, kavrami agiklamak igin ge-
rekli matematiksel araglari gelistirmede énemli bir rol oynayan iki matematikci, Alman
Felix Klein ve Norvecli Sophus Lie ile iligkilendirilebilir. Lie grup analizi, 19. yiizyi-
lin 6nde gelen matematikgilerinden Lie tarafindan 1870’lerde gelistirildi (James, 2013).
Lie, keyfi mertebedeki tiim adi diferansiyel denklemlerin simetri gruplar: agisindan bir
siniflandirmasini yapmak i¢in grup-teorik yontemleri kullandi ve bu nedenle grup-teorik
yontemlerle integrallenebilen tiim kiimeyi tanimladi. Tarihsel olarak, Lie’nin diferansiyel
denklemler teorisi, daha sonra Ritt (1950) ve Kolchin (1973) tarafindan geligtirilen Ves-
siot ve Picard’in diferansiyel Galois teorisiyle eslegiyordu (Goldman, 1957). Diferansiyel
Galois teorisinin ¢agdasg bir incelemesinde Kaplansky’de bulunabilir (Kaplansky, 1957).
Cesitli teknikleri iceren sonsuz kiiciik doniigiimler altinda diferansiyel denklemlerin de-
gigmezligi kavrami, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini olusturmayr miimkiin kilar.
One cikan ve Lie'nin caligmasiyla yakindan iligkili olan bir diger teknik, su anda daha
¢ok soyut cebir alanindaki caligmalariyla taninan Emmy Noether’inkidir. Noether’in ca-
lismasi matematiksel olsa da, ¢aligmalarinin teorik fizikteki uygulamalari, onun fizikte
onde gelen kadinlardan biri olarak tanminmasina yol act1 (Kass-Simon & Farnes, 1990).
Noether hayat1 boyunca degigmezler teorisi iizerinde galigti, ancak Ernst Fischer’in etkisi
altinda cebirsel degismezler teorisi alanina odaklandi (Brewer & Smith, 1981). Alexand-
rov bir konugmasinda Noether, modern zamanlarin énde gelen matematikgilerinden biri

olarak tammland: (Harausgegeben von Jacobson, 1983).



1.2 Sophus Lie(1842-1899)

James (2013) kaynagindan elde edilen bilgilerle Marius Sophus, 17 Aralik 1842’de diin-
yaya geldi. Marius heniiz ¢ok kiigiikken ailesi Christiania (Bugiinkii Oslo) yakinlarin-
daki Moss kentine tagindi. Marius’un ¢ocuklugu da burada gegti. Daha sonra Marius,
1859’da mezun olacag Christiania’daki Nissan’s Latin-og Realskole’ye gonderildi. Not-
lar1 oldukca iyi olmasina ragmen oncii grup kuramcisi Ludvig Sylow Lie’deki potansiyeli
fark edememisgti.

1859’da dil egitimi almak iizere iiniversiteye girdi fakat Yunancadan kalinca bilim egi-
timinde karar kildi. O zamanlar eski 6gretmeni Sylow, pek fazla yerde okutulmayan bir
konu olan grup kurami iizerine ders vermeye baglamigti. Lie de bu derse katildi. 1865’te
Lie tiniversitede istedigi bagariy1 elde edemeden mezun oldu. 1868°de Poncelet ve Pliic-
ker’in modern geometri iizerinde yaptiklar: ¢caligmalar: kesfetmesi hayatinin kilit noktas:
olmugtu. Pliicker’in bir uzay elemani olarak nokta yerine dogru, egri, ya da yiizey gibi
daha karmagik yapilar diisiinmesi Lie’de uyandirmigti.

1869’da Lie, kabul alana kadar bazi sorunlar yagadigi Det Norske Videnskops-Akademi
ile ilk makalesini yayimladi. Makalede kompleks diizlemin yeni bir gosterimi aktarili-
yordu. Bu makale sayesinde kazanilmig olan bursla o zamanlar gidilebilecek yerlerin
baginda gelen Paris ve birkag Alman tiniversitesinde caligmalarimi siirdiirdii. Lie, ilk
olarak Berlin’e giderek 1869-70 kigini burada gegirdi. Berlin’de Felix Klein’la tanigma
firsat1 yakaladi. Kigilikleri ve olaylara bakig acist bir hayli farkli olsada yakin arkadas
oldular. Lie, Berlin’den ayrilinca Parise gecti. Klein da bir siire sonra Paris’te Lie’ye ka-
tildi. Fransiz matematikciler arasinda asil iletisimde olduklar1 diferansiyel matematikci
Gaston Darboux’ydu. Lie déniigiim gruplar: iizerine ¢aligmaya Paris’te bulundugu bu
doénemde baglamisgt.

Fransa-Prusya Savasi’nin ¢ikmasiyla Lie Norveg’e dénmek durumunda kaldi. Lie hemen
sonra Universitetet i Christiania’da goreve getirildi. Boylece "Bir Geometrik Déniigiim
Simifi Uzerine" baghkl tezini tamamlayabilecekti. 1871’de Lie doktora derecesini aldi.
Ertesi yil tezi uzun bir makale formatinda Annales’te yayimlandi. Lie, Isve¢’teki Lunds
Unuversitet’e profesorliik icin bagvurarak burada kisa bir siire ders verdi ama onu Chris-
tiania’da tutmak isteyen bazi arkadaglar1 1872’de Norveg hiikiimetine bagvurarak kendi
okulunda dogentlik almasin sagladi. Klein, Lie ile galigmasi ic¢in Friedrich Engel adin-
daki 6grencisini dokuz ayhgina Christiania’ya gonderdi.

Iki y1l sonra Lie, Klein'in Géttingen'’e gitmesiyle Leipzig’deki gorev yeri acilinca gelen

profesorliik teklifini kabul etti. Déniigiim gruplar kuraminin diferansiyel denklemler ku-



ramiyla iligkili oldugundan artik kesinlikle emindi. 1893’te ii¢ ciltlik Ddndisim Gruplar
Kurams tamamlanmigti. Lie eserin yalmizca 6nsoziinli yazarken diger her sey Engel ve
Lie’nin 6grencisi Georg Scheffers tarafindan kaleme alinmigti.

1889’da uykusuzluk ¢ekmeye baglayinca sinir krizi gecirdi. Hannover yakinlarinda, ken-
disine verilen afyon tedavisini kabul etmedigi i¢in bir psikiyatri klinigine yatti. Ertesi
yil tekrar ders vermeye baglad: fakat tamamen iyilegebilmesi iki yili bulmustu. Ne kadar
becerileri yerine gelse de krizden sonra kisiligi bir hayli bozulmustu. En sadik 6grencisi
Engel’le aralar1 bozulmugtu. 1892’de Klein ve Lie arasinda biiyiik anlagmazlik bagladi.
Klein yirmi yillik Erlangen Programi’mi Lie’nin ¢aligmalarini ekleyerek yeniden diizenle-
mek istiyordu. Fakat bunun nasil yapilacagi konusunda fikir ayriliklar: yagandi. 1893’te
Lie, artik Alman matematik cevrelerinde yiiksek bir konumda olan Klein’a acikca saldi-
riya gecerek Alman matematikgilerini sarsmigti. Lie Leipzig’e giderken Christiania’daki
gorevinden ayrilmamig, yalnizca izin almigti. Alt1 ya da sekiz yilin ardindan artik geri
doénmeye hazirdi. Lie’'nin ruh halinin farkinda olan Norveg hiikiimeti Lie i¢in Univer-
sitetet i Christiania’da doniigiim gruplar: kurami iizerine 6zel bir kiirsii olugturdu. Bu
olaylar 1894’te gerceklegmisti ama Lie Leipzig’den dért yil daha ayrilmadi. 1898 gii-
ziinde ders vermeye bagladi fakat bir ka¢ ay icerisinde dersi birakmak durumunda kaldi.
Artik o zamanlarda 6liimle sonuglanan pernisiyéz anemi hastas: oldugu kesindi. Saglig:

hizla bozulmaya bagladi. Lie, 18 Subat 1899’da elli yedi yaginda hayatini kaybetti.

1.3 Emmy Noether(1882-1935)

James (2013) kaynagindan elde edilen bilgilerle Amalie Emmy Noether, 23 Mart 1882’de
Erlangen Almanya’da diinyaya geldi. Babasi Max Noether {iniversitede, iinlii bir mate-
matikci ve Erlangen Kraliyet Universitesi'nde profesérdii. Emmy’nin annesi Ida Ama-
lia’'nin (kizlik soyadi Kaufmann) ailesi varlikh Koéln Yahudilerindendi. Emmy de diger
cocuklar gibi yetistirilmis, on sekiz yasinda Kadin Egitim ve Ogretim Enstitiisii’'nde
Fransizca ve Ingilizce 6gretmeni olana dek Belediye Kiz Yiiksekokulu’na devam etmisti.
1904’te kadinlara {iniversiteye girme hakki ilk tanindiginda Universitat Erlangen’e kay-
dinm1 yaptirdi. 1908’de daha ¢ocukken tanidigi ve babasinmin meslektagi Paul Albert Gor-
dan yonetimindeki "Uclii Bikuadratik Formlar Icin Tam Degismezler Sistemi Uzerine"
baglikli tezini vererek summa cum loude derecesiyle doktorasini aldi.

Cebirci Ernst Fischer’le birlikte caligmaya bagladi. Fischer onu Gordan’in algoritmik

yontemlerinden kopararak Hilbert’in genig kuramsal tarzina dogru siiriikledi. Bu degi-



siklik, Hilbert ve Klein’in Noether’i birlikte ¢alismak icin Gottingen’e davet etmelerine
yol agti. O zamanlar yeni goérelilik kurami biiyiik bir heyecan yaratmaktaydi. Kuramdan
yapilabilecek ¢ikarimlar: ilk anlayan kigilerden biri olan Emmy Noether genel kuram aci-
sindan énemli iki yeni sonuca ulagmigti. Noether 1919°da gergeklestirilen reformlardan
sonra ancak otuz yedi yasinda privatdozent olabilmisti. Noether {i¢ yil sonra resmi bir
niteligi olmayan onursal dogentlige getirildi.

Tarzindaki degisim, degigmeli olmayan alanlar (dordeyler gibi) iizerine yaptigi 1920 ta-
rihli makalesiyle baglamigtir. Noether cebir {izerine yepyeni ve gigir agan bir diigiinmne
tarzi olugturmustu. Bu tarz daha sonra eski égrencilerinden van der Waerden’in modern
cebir iizerine yazdig {inlii ders kitabinda diizenlenecekti. Noether’in ideal kuramina ilig-
kin, Noether halkalari1 kavraminin ortaya giktigi 1921 tarihli devrim niteligindeki maka-
lesi tartigmasiz en iyi caligmasidir.

Georg-August’ta nihayet docentlige getirilmigti. Fakat Noether en yiiksek mertebe olan
profesorliigii hig elde edemedi. Ellinci yag giiniinde Noether ailesi olarak adlandirilan
cebirciler grubu onun onuruna bir kutlama diizenledi.

Yalnizca bir yil sonra Naziler iktidar1 elde ettiginde ilk icraatlerinden biri iiniversite
hocalar1 da dahil olacak bigimde "Ari irktan olmayan" tiim devlet memurlarini bazi
istisnai durumlar diginda gorevlerinden almakti. Georg-August matematik boliimiintin
¢cogu hocasi Yahudiydi. Bundan sonra iiniversitede ders vermeleri ve hatta boéliime gir-
meleri yasaklanmigti. Emmy Noether bir siire 6grencileri ile meslektaglariyla gayri resmi
olarak ne yapilmasi gerektigini karar vermeye caligtilar. Noether, yandagi bir grubun
bulundugu Moskova’ya gitmeyi diiglinse de Aleksandrov tiniversite makamlarini hizlh
davranma konusunda ikna edemedi. 1933 sona ermeden Noether Bryn Mawr College’da
elde ettigi gecici bir gérevle Amerika’ya gitti. Ilk basta Noether’i Oxford’a davet etme
diigiincesi olsa da en sonunda The Rockefeller Foundation’ca desteklenen Bryan Mawr
1933-34 donemi i¢in Noether’e gorev teklif eden kurum olmugtu. Normalde The Rockefel-
ler Foundation bagislari, yalmzca kalici bir gorev verilmesinin kesin oldugu durumlarda
kullanilabiliyordu. Noether lisans egitimiyle ilgilenmediginden Bryan Mawr’in boylesi
bir teklifte bulunma ihtimali yoktu. Ne var ki, Noether’in Birkhoff, Lefschetz ve Wiener
gibi destekgileri koleji goérev stiresinin uzatilmas: konusunda ikna etmeye bagard.

Bryn Mawr’da ikinci yilinin sonlarima dogru ise rahmindeki tiimorii aldirmak igin hasta-
neye yatti. Riskli olmasina kargin ameliyat bagarili gecti. Noether hastaneden ¢ikmadan
bag gosteren yiiksek ates nedeniyle 14 Nisan 1935te elli ii¢ yasindayken hayatini kay-

betti. Oliim sebebi muhtemelen ameliyat sonrasinda olusan emboli ya da enfeksiyondu.



Bolum 2

GENEL BILGILER

Bu béliim, Lie yaklagiminin bazi yonlerini aciklik getirmek igin basit gosterimlerle dife-
ransiyel denklemlere uygulanan genigletilmis gruplarin klasik Lie teorisinin bazi temel
fikirlerini icerir. Genigletilmig gruplarin Lie teorisi, diferansiyel denklemleri verimli bir
sekilde ¢ozmek i¢in kullamilan grup teorik araclarindan biridir (Bluman & Kumei, 1989).
Bir diferansiyel denklemin simetri grubu bulundugunda bir¢ok amag igin kullanilabilir
(Govinder & Leach, 1996). Simetri grubu, simetri azaltmay1 gerceklegtirmek yani mer-
tebeli diferansiyel denklemlerde mertebesini veya kismi bir diferansiyel denklemdeki

degigken sayisini azaltmak icin kullamlabilir (Bluman & Kumei, 1989).

2.1 Doniisiim Gruplari

Grup: G bos olmayan bir kiime ve ¢, G de bir iglem olsun.

(i) Kapalilik 6zelligi: G'nin herhangi bir x ve y elemanlar i¢in ¢(z,y), G'nin bir

elemanidir.
(ii) Birlesme 6zelligi: G'nin herhangi bir x, y ve z elemanlar: i¢in

(iii) Birim eleman &zelligi: G'nin tek bir birim elemani vardir. Oyle ki, G'nin her-

hangi bir x elemani igin

oz, 1) = ¢(I,z) = x.



(iv) Ters eleman &zelligi: G'nin herhangi bir x eleman igin, G’de tek bir ters x 1

elemam vardir, dyle ki

aksiyomlar1 saglanirsa G'ye grup denir (Bluman & Kumei, 1989).

Alt grup: G’nin bir alt grubu, ayni ¢ iglemine sahip ve G'nin bir alt kiimesi ise alt
grup olarak tanimlanir.

Degismeli grup: G’deki tiim x ve y elemanlan i¢in ¢(x,y) = ¢(y,x) ise, G grubuna
degigsmeli grup denir.

Doniisiim gruplar:: S’de € ve 0 parametrelerinin birlegim yasasini tamimlayan ¢(e, d)
ile S C R kiimesinde yatan e parametresine bagh olarak, D C R"™ alanindaki her x igin

tanimlanan
T = X(z;¢)
doniigiim kiimesi, eger D {izerinde bir doéniigiimler grubu olugturursa asagidaki
(i) S’deki e parametreleri icin déniigiimler D’ye birebirdir. Ozellikle Z, D’de bulunur.
(ii) ¢ bilegim yasasi ile S, bir G grubu olusturur.

(ii) * =z iken € = I, yani
X(x;I) = .
(iv) Eger 7 = X (z;¢) ve T = X(7;0)
T = X(x;9(¢,6)).

aksiyomlar saglanir.
Bir parametreli Lie doniigiim grubu: Bir parametreli bir Lie doniigiim grubu, aga-

gidaki ek kogullar kargilayan bir déniigiim grubudur:

(i) e siirekli bir parametredir, yani S, R’de bir araliktir. Genellik kaybi olmadan

€ =0, birim eleman I ’ya karsilik gelir.

(ii) X, D’deki x’e gore her mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve S’deki e'nun analitik

fonksiyonudur.

(i) € € S ve § € S olmak tizere ¢(e,d), € ve § un analitik bir fonksiyonudur.
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Tiim tekil olmayan karmasik n x n matrislerden olusan grup, karmasik genel dogrusal
grup GL(n,C) olarak adlandirihir ve gergek genel dogrusal grup GL(n,R), tiim tekil
olmayan gercek n x n matrisleri igerir. GL(n,R), GL(n,C)’nin bir alt grubudur. Kar-
magik 6zel lineer grup SL(n,C), determinanti bir olan matrislerden olusan GL(n, C)’nin
alt grubudur. Gergek 6zel lineer grup SL(n,R), karmagik 6zel lineer grup SL(n,C) ile
gercek genel dogrusal grup GL(n,R) kesigimiyle verilen, yani

SL(n,R) = SL(n,C)NGL(n,R),

gercek ozel lineer gruptur.
Rotasyon grubu: Déndiirme grubu SO(n,R), ortogonal matrisler O(n,R) grubu ile

karmagik 0zel lineer grup kesisimiyle verilen, yani

SO(n,R) = O(n,R)NSL(n,C),

ozel veya uygun gercek ortogonal gruptur.

Lie cebiri:

[r,y] = 2y — yx

formiiliiyle x ve y operatérlerinin bir Lie komiitatorii [z, y]’sini tanimlariz. Bir komiita-

toriin tamimlandigy bir V' vektor uzay:

(i) Bilineerdir. Yani

[z, k1y + koz| = ki[x,y] + ka[x, 2], [k1y + kaz, x| = kiy, z] + ka[z, z].

(ii) Ters simetriktir. Yani

[x,y] = _[yvx]'

(iii) Jacobi esitligi

[z, [y, z]] + [y, [z, z]] + |7, [z, y]] = O saglanir.

Bu durumda V’deki tiim x, y ve z vektorleri icin bir Lie cebiri denir.
Degismeli cebir: V x,y € V i¢in [x,y] = 0 ise bir Lie cebiri V’ye degismeli cebir
denir (Yaglom, 1988).



Coziilebilir cebir: Bir Lie cebiri V', eger tiiretilmis

VoV =[V,V]
D) V// — [V/, V/]
2.

serisi V¥ = 0,k > 0’yi saglayacak sekildeyse ¢ziilebilir cebir olarak adlandirilir. Her
degismeli cebir ve iki boyutlu Lie cebiri ¢oziilebilirdir.

Aciklama: Bir Lie cebiri genellikle gercek ve karmagik cisimler {izerinde tanimlanir. x ve
y operatorlerini kabul eden bir diferansiyel denklem aym zamanda komiitatorlerini [z, y]
de kabul eder. Siirekli bir Lie grubuna karsilik gelen bir Lie cebiri atanabilir. Ornegin

gercek ozel lineer grup SL(n,R) kargilik gelen Lie cebiri sl(n,R) grubudur.

2.2 Lie Analizi Algoritmasi

Bu béliim, diferansiyel denklemlerin Lie analizini vermektedir.

Diferansiyel operator

0 0
eger
0 0
aaw8£+m%w8§=a (2.2.2)

esitligini saglar ise f = f(x,y) fonksiyonunun bir simetrisidir. Burada & ve 7, sadece x

ve y degigkenlerinin sonsuz kiiciik doniigtimleridir. Birlesmeli Lagrange sistemi

d d
S (2.2.3)

E(x,y) n(z,y)

& ve n fonksiyonlarim belirlemek igin kullanilir. Bu da belirli bir déniigiim altinda fonk-

siyon degismezinin belirlenmesini icerir. Sonsuz kii¢iik doniigiim

r=z+el(z,y) , y=y+en(z,y) (2.2.4)



altinda birinci ve ikinci tiirevler
7=y +et —y'¢),

y// _ y// + 5(77” _ 2y//§/ _ y’{”),

sekildedir ve burada e birinci mertebedendir (Bluman & Kumei, 1989). Bir diferansiyel
denklem

E(z,y,y,...,y") =0, (2.2.5)

X’in n’inci geniglemesi altinda degismez kalmasi durumunda (2.2.1) simetrisini kabul
etmektedir, yani

XM Eg_s =0, (2.2.6)

denklemi saglanmalidir.

Bir diferansiyel denklemin simetri grubunu, s6z konusu denklemin her ¢oziimiinii aym
denklemin bir ¢oziimiine egleyen bir doniisiim grubu olarak tamimlayabiliriz (Ibragimov,
1994). Bir diferansiyel denklem sisteminin simetri grubu belirlendikten sonra, bilinenler
sisteme yeni ¢oziimler olugturmak icin kullanilabilir. Dolayisiyla simetri grubu, farkl si-
metri ¢oziim simiflarinin simflandirilmasinda kullanilabilir. Cesitli siireclerden ve model-
lerden kaynaklanan diferansiyel denklemler icin simetri ve degismezlerin aranmasinda
kuskusuz degigmezlik kavrami 6nemli bir rol oynamaktadir. Hem Lie teorisi hem de
Noether teoremi, bir sistemin simetrilerini belirlemeyi ve ardindan sabitlerinin karsilik
gelen degigsmezlerini bulmayi icermektedir. Lie teorisi s6z konusu oldugunda diferansiyel
denklem degismez birakilirken, Noether teoremi Eylem Integralini degismez birakmak-
tadir. Boylelikle diferansiyel denklemin ¢éziimiinii elde edebilmeyi miimkiin kilmaktadir.

n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem
E(z,y,y,...,y") =0, (2.2.7)
bir parametreli Lie gruplarinin nokta ddntiglimleri

x + €€, (2.2.8)

i3

Yy =1y+en, (2.2.9)



ile sonsuz kiiciik iireteci

X = f(ﬂsay)E +n(z,y) 0

— 2.2.10
Ox oy’ ( )

oldugunu varsayalim. Daha sonra (2.2.6) denklemi ile verilen
X E|p_ =0, (2.2.11)

denkleminde

n 1—1 .
n] _ i v i+1) ¢ (i—j 0
X = x 43" {n( -3 (J.)y“ el j)}ay(i), (2.2.12)
i=1

j=0
seklindedir. (2.2.7) denklemindeki tiirevleri doniigtiirmek icin gereken X’nin n’inci ge-
niglemesidir ve (2.2.12) denklemindeki indeksler toplam tiirev almay1 gostermektedir.
Kismi diferansiyel denklemler ve sistemler icin &, n,  ve y’ye ilgili alt simgeler veril-
mistir. (2.2.7) denkleminin (2.2.10) simetrisine (grup iireteci) sahip oldugunu ancak ve
ancak (2.2.11) denkleminin saglanmasi durumunda séyleyebiliriz. Nokta simetrileri igin
katsay1 fonksiyonlar: & ve 1 sadece x ve y’'ye baghdir. Bu durumda, (2.2.12) denklemi-
nin (2.2.7) denklemi {izerindeki iglemi, ¢oziimii £ ve n’y1 veren, iist-belirlenmis bir lineer

kismi diferansiyel denklemler sistemi iiretir. Ornek olarak
Y =y73, (2.2.13)

denklemini ele alalim. (2.2.13) denklemi iizerindeki iglemi

0 0 0 0
X[2]: v v ey Y "o lel e 2914
§8x+nay+(n yf)ayﬂr(n y'é yf)ay,,, ( )
denkleminin (2.2.13) kosuluna bagh olarak ¢oziilmesi i¢in gereken
0’ —2y"¢ —y'¢" +3npy~t =0, (2.2.15)
denkleminin ¢6ziilmesidir. Bu denklemin agilimi ise
0? 0? 0? 0 0 0
72] + 2y/ 77 + y/2 Z + y—37/rl _ 2y—37§ _ 2y—3y/£
Oz 0xdy 0y oy ox dy (2.2.16)
0%¢ 9%¢ 0%¢ 23 -
] > 9 /IS 7Y s -3YS 3 —4 — 0

seklindedir. ¢ ve 7, sadece x ve y’nin fonksiyonlar: oldugundan, lineer kismi diferansi-
yel denklemler sistemini elde etmek i¢in 3/'nin farklh kuvvetlerinin katsayilarini esitligi

saglayacak sekilde ayirabiliriz.
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Boylece (2.2.16) denklemi

0%¢

13 . Z5

L P T
Oy Oxdy

.o &n 306 9%

0,

VUL Ponoy Ty oe2
go. P 1on 200 3n
o022 POy P ox yd’

seklinde elde edilir. Bu denklemlerin ¢oziimiinden
f =Ag+ Az + AQ(IZ2,

1
n= <2A1 + A2$)y,

seklinde elde edilir. O halde (2.2.13) denkleminin {i¢ simetrisi

0
X _
1 8:):’
0 0
Xo =20— —
2= 205 + yay, (2.2.17)
0 0
Xg=a2— —
3 z ) +xy8y’

seklindedir. Kargilik gelen Lie komiitatorleri

(X1, Xo] = 2X;,
[X17X3] — X2a
[X27X3] = 2X37

seklinde elde edilir. (2.2.17) simetrilerinin Lie komiitator iligkileri Lie cebiri sl(2,R)’yi
olugturur (Mahomed & Leach, 1990).
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Bagka bir 6rnege bakilacak olunursa eger
y// _ y/2 4 17

denklemini ele alalim ve Lie simetri yontemiyle lineer olmayan bu diferansiyel denklemin
¢Ozlimiinii elde edelim.
Belirleyici denklem

XPl(y" —y? = 1)|g=0 =0, (2.2.18)
seklinde olduguna gére

ﬁ 2 i 0 "o 02 _
<£8x +n8y +Clay, +<28y”>(y y*—1)=0,

—2y/C1+ ¢ =0, (2.2.19)

esitligi elde edilir. Burada

G=n-y¢,
<~2 _ n// _ 2y//£/ _ y/g//’
seklindedir. O halde (2.2.19) denkleminin agilimi

_29,(771 + Z/(??y — &) — ylzfy) + Nax + (277zy - fzz)y/ + (nyy - 2§my)y,2

—&yy + (V7 + 1) (ny — 26 — 3Y',) = 0, (2.2.20)

seklinde elde edilir. £ ve n sadece = ve y'nin fonksiyonlar: oldugundan (2.2.20) denkle-

minde g 'nin farkli kuvvetlerinin katsayilar: sifira esgitlenirse asagidaki denklemler

yPr =&y —& =0, (2.2.21)
Y2 =y — 26y =0, (2.2.22)
Yt =200 + 2mpy — Ean — 38, =0, (2.2.23)
yO: ety — 26 =0, (2.2.24)

elde edilir. (2.2.21) denklemi diizenlenirse

éyy = _fya
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ve v = &, doniisimii uygulanirsa

vy = —,
ov

— = v,
Jy

ov

- = 78y7
v

In Y -y,
C1
v=cie Y,
é.y = Cleiy7
§(z,y) = —cie”? +a(z), (2.2.25)

seklinde elde edilir. (2.2.25) denkleminin gerekli olan tiirevi

gxy = 07
(2.2.22) denkleminde yerine konursa ve diizenlenirse
Thyy — Ny = 0,

Nyy = My,

(2.2.22) denklemi seklinde elde edilir. Aym sekilde v = 7, déniisimii uygulanirsa

Uy =,
denkleminden
v = cgé?,
elde edilir. O halde
77y = CQeya
n(z.y) = c2e’ + b(w), (2.2.26)

seklinde elde edilir. (2.2.25) ve (2.2.26) esitliklerinin gerekli olan tiirevleri (2.2.23) denk-

leminde yerine konursa

=20 —a” — 3c1e7Y =0, (2.2.27)
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denklemi elde edilir ve (2.2.27) denkleminin y’ye gore tiirevi alinirsa

3cie ¥ =0,
c1 = 07
elde edilir. O halde £(x, y)
£(x,y) = alx), (2.2.28)

seklinde elde edilir. (2.2.28) ve (2.2.26) egitliklerinin gerekli olan tiirevleri (2.2.24) denk-
leminde yerine konursa

V' + coe¥ — 2d’ =0, (2.2.29)

denklemi elde edilir ve (2.2.29) denkleminin y’ye gore tiirevi alinirsa

coe? =0,
Cy = 0,
elde edilir. O halde n(z.y)
n(z.y) = b(x), (2.2.30)

seklinde elde edilir. O zaman (2.2.27) ve (2.2.29) denklemlerinden

-2t —a" =0, (2.2.31)

b — 24 =0, (2.2.32)
denklemleri elde edilir. (2.2.31) denkleminden

po=—L (2.2.33)
elde edilir ve (2.2.33) denklemi (2.2.32) denkleminde yerine konursa

n
a

-5 2a’ =0, (2.2.34)

denklemi elde edilir. (2.2.34) denkleminde u = o’ déniigiimii uygulamrsa

— — du =0, (2.2.35)
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(2.2.34) denklemi seklinde elde edilir. (2.2.35) denklemi ise operator formunda yazilirsa

(-=D?* —4)u =0,

karakteristik denklemi

kokleri
r = 12i,

seklindedir. O halde (2.2.35) denkleminin ¢6ztimii
U = €3 CoS 2« + ¢4 sin 2z,
seklindedir ve u = @’ doniisiimii yerine konursa
d'(x) = c3cos2x + cq8in 2z,

1 . 1
a(x) = 563 sin 2z — 564 cos 2x + cs,

seklinde elde edilir. (2.2.31) denkleminden

b =——
oldugundan
x)=—
2 )
olmalhidir. O halde
b(x) = — -5 c08 20 — ~cysin 2
) = —5C30082% — Sc48in 27,

seklinde elde edilir. Yani
. 1
£(z,y) = 5¢38in 2z — 5€4C08 2z + cs,

1 1 .
n(z,y) = —503 cos 2z — 504 sin 2z,

seklindedir.
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O halde simetri iiretegleri;

(i) cg =1 ve diger tlim katsayilar "0" olmas: durumunda

1 1
X| = =sin2x— — —cos2x—,

2 or 2 oy

(ii) ¢4 =1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda

1 o 1 0
X9 =——cos2zx— — —sin2x—,

or 2 oy

(iii) e5 =1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda

0
X3 = =
3 or’
geklinde elde edilir.
X3 = E simetri iireteci i¢in (u,v) kanonik koordinatlarini elde edelim. Bunun igin
x

asagidaki denklemler

X(u) = £, 9) 2% 4 () 2% =1,

Ox dy
Ov v
Xw) = — — =0
(v) = &(@,y) 5 +nlz,y) oy~
X3 simetri {ireteci i¢in yazilirsa
ou
Xsu=—=1 2.2.38
3u O ) ( )
v
Xsv=—=0 2.2.39
3v o ) ( )
denklemleri elde edilir. (2.2.38) denkleminden
u=u, (2.2.40)
ve (2.2.39) denkleminden
v =1y, (2.2.41)

elde edilir. Yani



seklindedir. O halde buradan y’nin tiirevleri

,:dyidviﬂj

de  du 9w’

dv
, 1
y= (2.2.42)
d d (1 d (1)\dv
A N I O N B
Y _dx<y) du(u’> dv(u’)du’
I "
" u u
S - 2.2.4
Y (u’)2 u (ul)B’ ( 3)

seklinde elde edilir. (2.2.42) ve (2.2.43) esitlikleri

y// — y/2 + 1’

denkleminde yerine konursa

ve s = v/ doniigiimii uygulanirsa

S+ 4+s5=0,
denklemi elde edilir. Buradan
jf} = (s> +3),
s(stj—l) = —dv,

1
Ins— 5111(32—1—1) +Inc=—v,

In [SC} = —v
(s2+1)2 ’

sC
(s2+1)2

8202 — 67211(82 4 1),
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denklemin ¢6zima icin
§= =
02 _ 6_2U

denklemi kullanihirsa ve s = v/ dontistimii denklemde yerine konursa

e Vdv

- B e yb)
R /02 _ 6—21)

u =
geklinde elde edilir. r = e™? déniigiimii integralde uygulanirsa

u—/ dr
V2 — 2’

elde edilir ve r = c¢sin @ egitligi kullanilirsa

u—/CCOSQdG—/dG,
ccosf

u =60+ cg,

seklinde elde edilir.

r = csiné,

L qr
0 =sin~! -,
c

egitliginde r = e™" ve v = y doniigiimleri yerine konursa

0 =sin" " —,

(2.2.44)

(2.2.45)

seklinde elde edilir. (2.2.44) denkleminde (2.2.40) ve (2.2.45) esitlikleri yerine konursa

e Y =csinz,

denklemi elde edilir. O halde denklemin ¢6ziimii

y = —In(csinx),

seklinde elde edilir.
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Simetri {iretecleri

1 0 1
X1 = =sin2x— — = cos2x—,

2 or 2 oy
1 1
Xo=—= cos2:z:g — fsin2xﬁ,
2 or 2 oy
0
X3 =—
3 61117

icin komiitatorler hesaplanirsa

(X1, Xo] = X1(X2) — Xo(X1),
1 . 0 1 0 1 0 1 . 0
= <2 sin 2x% — Ecos Q:B(?y) ( -3 COSs 2x% — 2s1n2way>

Leos20 2~ Lanow 9V (Lein2s 2 — Leosas 2
2CO 1'83;‘ 2SlIl Ian 25111 Zl?a$ 2CO (L‘ay N

10 1
:77:7X
20x 2%

(X1, X3] = X1 (X3) — X5(X1),

= 1sinQa:ﬁ—}cosmc2 2
S \2 oxr 2 Jy ) \ Ox

(2 (Lanos 2 —Liosor
ar J\ 2" ey T 2%® :an’
= 2<— 10052:1:& — 1sinZJ:a> = 2Xo,

2 or 2 oy

(X2, X3] = X2(X3) — X3(X2),

o Ygonl 109N\ O
= 2cos xax 2sm xay o
— 2 — 1cos 2$£ — 1sin 291:2
Ox 2 ox 2 oy )’

1 . o 1 0
=-2 <2 sin 23;% ~3 cos 23:8y> = —2X1,

X1| 0 | 3X3| 2X,
Xy | -iX3| 0 | —2Xy
X3 | —2X2 | 2X;| O

X1, Xo ve X3 simetri iiretegleri tablodan da goriildiigii iizere bir Lie cebiri olugturur.
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2.3 Mertebe Indirgeme

Bir diferansiyel denklemin simetrileri, diferansiyel denklemin mertebesini indirgenmesi

i¢in kullanilabilir. Eger n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem

E = E(‘/I:7 y? y/7 AR 7yn/)7 (2.3.1)
simetri ireteci
X = £(,4)2 + nlzy) (23.2)
= 'Y O m,y 83/’ .

altinda degigmez kaliyorsa mertebenin indirgenmesi i¢in degigkenler,
xME =o, (2.3.3)
ifadesini gerektirerek elde edilir. Burada E bagimsiz degigkenlerin keyfi bir fonksiyonu-

dur. (2.3.3) denkleminden

oE  OE ., ,,0F
- = = 234

elde edilir ve bu egitligin iligkili Lagrange sistemi

dr dy dy’
& w—ye (233

seklinde olduguna gore ilk iki terimin integrasyonu, u ile gdsterilen sifirinci mertebeden
diferansiyel degismezi ve ikinci ve ii¢iincii terimlerin integrasyonu, v ile gosterilen birinci

mertebeden diferansiyel degigsmezi verir. Bunu gostermek i¢in
yiv + y/y// _ yy/// _ 0, (2.3.6)

denklemini ele alalim (Stephen & Andrew, 1997). (2.3.6) denklemi iki Lie simetrisi

0
X = —
1 8177
0 0
Xo=or— —y— 2.3.
ve Lie komiitatoriine
(X1, Xo] = X, (2.3.8)



sahiptir. X7 durumunda (2.3.3) esitliginin iligkili Langrange sistemi,

ar _ a4y _ 4y (2.3.9)

u=y , v=1y (2.3.10)

geklinde elde edilir. Agagidaki terimleri

/!

y/ — o —I—’UQUH

yiv 3 ,//—1—411/’1)21)”—1—1)1)3
(2.3.6) denkleminde yerine yazdigimizda, indirgenmis denklem

V30" + 40?0+ ov 0?0 — u(ov +0*0") =0, (2.3.11)

seklinde elde edilir. Indirgenmis denklemin dogrudan integrasyonu
I = 0% + 00 402 — uwd, (2.3.12)

elde edilir. Bu durumda, indirgeme denklemi kolayca coziilemez. Yani bir simetrinin
varligl, indirgenmis denklemin ¢6ziimi i¢in acik bir ifadenin bulunabilecegini garanti
etmez.

(2.2.13) denklemi ve (2.2.17) denklemindeki ii¢ nokta simetrisi

0
Xl_ailj
0 0
X2—2x8 +y87
5 0
Xs==x %4—3:3;8

dr _dy _ 4y (2.3.13)
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seklindedir (Bluman & Kumei, 1989). O halde diferansiyel degigmezler

u=y , v=y (2.3.14)

= (2.3.15)

ayrilabilir degigkenlere sahip bir denklem sekilde indirgenir. Benzer gekilde Xy simetri

iireteciyle indirgemede, iligkili Lagrange sistemi

dv _dy _ dy

— = = 2.3.16
2x Yy Yy’ ( )
seklindedir. O halde diferansiyel degigsmezler
U= il , V= y'a:% (2.3.17)
T2
seklinde elde edilir. Dolayisiyla (2.2.13) denklemi
dv w3+ %v
=2 2.3.18
du v — %U Y ( )

ikinei tiirden bir Abel denklem geklinde indirgenir. X3 simetrisinin diferansiyel degig-

mezleri

w="Y , v=xy —y (2.3.19)

ile (2.2.13) denklemi

dv_u” (2.3.20)

du v’

ayrilabilir degiskenlere sahip bir denklem sekilde indirgenir.

22



Sonlu (global) déniigiimii, sonsuz kiiciik doniigiimiin iireticisinden belirlemenin miimkiin

oldugunu belirtmek de dnemlidir. Diferansiyel operator

0 0
X =¢6— —
€ =0 igin
dr dy
oW de,
Ui
integre edilirse
rT=z , Y=y
baglangic kogullarina tabidir. Eger
0
X1 =—
LY
ve
0 0
Xo=o— —y—
2T T or y@y

ise, o zaman sirasiyla X7 ve Xy iiretecleri icin sonlu déniigiimler

seklindedir. O halde (2.3.6) denklemi

f:(‘T—i_g)eis , Y=

sonlu doniigiimleri altinda degigmezdir.

23

ye

£

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)






Bolum 3

NOETHER TEOREMI

Bu béliimde Noether teoremi tanmitilmigtir. Teorem, Emmy Noether tarafindan 1918°de
degismez varyasyonel problemler iizerine yazdigi Noether (1918) makalesinde aciklan-
migtir, ancak bu makaleden bu yana bazi geligmeler olmugtur. Bu boéliimde teoremin bazi
yonleri izerinde durulmustur ve bunlar belirli érnekler iizerinde gosterilmistir. Sonraki

analizde bize yardimci olmasi i¢in de Varyasyonlar Hesabina kisa bir girig yapilmigtar.

3.1 Varyasyon Hesabi

A, x bagimsiz degisken, y bagimh degisken ve L x, y ve 3/’nin analitik fonksiyon oldugu

Aly] = /ml L(z,y,y )dz, (3.1.1)

0

tarafindan tanimlanan bir fonksiyonel olsun. A’min degeri, y'nin z’e olan fonksiyonel ba-
gimliligina baghdir. Problemimiz, A integraline maksimum veya minimum degeri veren
y = y(z)’1 bulmaktir. y’nin

y=y+en(x), (3.1.2)

sonsuz kiigiik bir gekilde degistigini varsayalim. Burada € sonsuz kiiciik bir parametredir.

O zaman A’nin varyasyonu

1 xr1

0A = / L(z, 9,7 )dz — / L(z,y,y )dz, (3.1.3)
xo xo

seklindedir ve burada n(zg) = 0 ve n(x1) = 0 (Yani, u¢ noktalarda herhangi bir degisiklik

yoktur; bu, y’deki degisimin u¢ noktalar: etkilememesini saglar) olarak alnir.
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Taylor geniglemesi ile

L(x,@,@') = L(.’L‘, y+en, y/ + 577/)’

oL ,OL
= L(x, ,’+5<+ >+O 3.14
(z,9,9") ", "ay (%), (3.1.4)

yiiksek mertebeli terimler ihmal edilirse (3.1.4) esitligi elde edilir. Bu nedenle (3.1.3)

oL 0L
§A = / < 8y/>d:z:, (3.1.5)

seklinde elde edilir. n ve 7’ birbirinden zorunlu olarak bagimsiz olmadigindan, bu ifade

denklemi

mevcut haliyle daha fazla analiz icin elde edilebilir degildir. Bu durumu ortadan kaldir-

mak icin kismi integrasyon yontemini uyguluyoruz. Bu da bize

[ (Y= [ (22N~ [0
w oy nay ~ /., oy Toy o dz oy

0
n(xo) = n(x1) = 0 oldugundan

/oL d 8L>
= = == \dx, (3.1.6)
/xo <8y dx 0y’

esitligini verir. A’nin maksimum veya minimum bir deger almasi icin dA = 0 olmasi

gerekir, yani (3.1.5) denklemi

T /oL d 0L
: 77<—>d:c:0, (3.17)
/QC0 oy  dz 0y
seklinde yazilabilir. n keyfi bir C'! fonksiyonu oldugundan, n(zo) = n(x1) = 0 esitlikle-

rine tabidir, bunun anlami ise

— ==, (3.1.8)

seklindedir. Bu denkleme Varyasyonlar Hesabi’nin Euler-Lagrange denklemi denir.
Denklemlerin maksimum veya minumum degerin niteligi belirtilmezken A = 0 gar-
tindan kaynaklandigini burada belirtmek 6nemlidir. Maksimum veya minumum deger,

varyasyondaki ikinci mertebeden terim tarafindan belirlenir. Bu terim

1 0*L 0*L 0?L
§2A = 52/ (772 57 T 2 . +7728y/2)da: (3.1.9)
o
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tarafindan verilir. 62A’nin isareti, Hessian matrisine

0%L 0%L

a2 Oyoy’

92L 9%L
oyoy’  Oy’?

bagldir. Hessian matrisi pozitif tanimli ise deger minimum, negatif taniml ise deger

maksimumdur. Matris belirsiz ise bir eyer noktasidir. Fonksiyonel

x1
A=/ L(z,y,y',y")dz, (3.1.10)

0

i¢in Euler-Lagrange denklemi ayni yontem kullanilarak belirlenebilir. y'nin (3.1.2) denk-
lemindeki doniigiimii yani

y=y+en(x), (3.1.11)

esitligini ele alalm. Burada ¢, sonsuz kiiciik bir parametre, n(z) keyfi bir C? fonksiyonu
ve n/'(zg) = 0 ve n(z1) = 0’dir (y(x) ve y(z) fonksiyonlar: ug noktalarda tegettir). Bu,

A’daki varyasyonun

x1 xr1
5A = / L. 5.7, )dx - / L,y y")dz,
) x

0

1

Tl
= / L(z,y+eny +en',y" +en’)de — / L(z,y,y,y")dz,

Zo o

©w /9L 0L aL>
= elnm—+n5=+n dz, (3.1.12)
/:1:0 ( Oy oy oy

oldugu anlamna gelir. Ikinci kisima biz kez, ticiincii kisima iki kez kismi integrasyon
yonteminin uygulanmasi ile,

1 9L oL\ [ 1 d (0L
0A :5</ n-=—dz + <n> —/ n— ()dx)
w0 Oy O ) sy Joo dz\OY
(2N (e () [ (2
"ay" 20 = oy w0 Jao T da? oy" ’
seklinde elde edilir. Oyleyse

o (9L d OL  d* OL
(5A:£/ n<—+>, (3.1.13)
0 Oy dx oy  dx? 0y
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seklindedir. 0 A = 0 olmasin istedigimiz icin, bu

oL d L & OL

g 49v, @ 9h 3.1.14
oy dx oy + dz? oy ’ ( )

anlamina gelir. Genel olarak
L=L(zyy,....y"), (3.1.15)

formundaki n’inci mertebeden Lagrangian i¢in karsilik gelen Euler-Lagrange denklemi

OL d 0L d* OL , d" OL
e — L () =
oy dx 0y  dx? dy" dx™ Oy™

0, (3.1.16)

seklindedir.

3.2 Klasik Noether Teoremleri

Bu alt béliimde Klasik Noether teoreminin formiilasyonu verilmektedir. Teoremi formiile

ederken, £ ve n’nin sadece x ve y’nin fonksiyonlar: oldugu
T —x+ e, (3.2.1)

¥y —y—+en, (3.2.2)

tarafindan tanimlanan (x,y)-uzayinda sonsuz kiigiik bir doniigiimii dikkate alarak bag-
liyoruz. Bu nedenle, [a, b] araliginda tanimlanan her bir x — y(x) egrisinin, yeni degis-
kenlerde parametreye bagh bir T — y(T) egrisine doniigtiiriildiigiint elde ederiz. x ve

y’deki doniiglimiin sonucu olarak birinci tiirevdeki déniisiim

—r dy d(y +en)

T dz d(z+ef)’

B Yy +enf
14’

=y +e( —y'€¢)+0(?),

geklindedir.
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Benzer gekilde, ikinci ve iicilincii tiirevler

ﬂ” _ y// + 5(77// _ 2y//£/ _ ylﬁll),

y/// _ y/l/ + 8( " 3y//l§ 3y//§// _ y/gl//)j

seklindedir. O halde genel formiil

7" =y + gy, (3.2.3)
burada
bn =~y n>1 (3.2.4)
ve
b0 = n,

seklindedir. Sonsuz kiiciik déniisiimiin Eylem Integrali iizerindeki etkisini géz oniinde
bulunduralim. Eylem Integrali sonsuz kiiciik bir sabitle degistirilecek sekilde & ve n’y1

elde ederiz. Dolayisiyla, e K'nin sonsuz kiigiik bir sabiti temsil ettigi

T1 1
/ L(:E,y,y')dx:/ L(z,y,y)dx + eK, (3.2.5)

zo o

esitligine sahibiz. Buradaki

L(z,y,y)dz = L(z + &,y + e,y + Q)d(x + €£),

oL OL OL
= L(w,y,y)+€£—+an + e¢ == s(dz + ef'dz),
dy oy’
PR L a—L+c +§L da,
ox (‘3

seklinde elde edilir ve bu esitlikte ¢ = ' — /¢ ile 0(52) egitligine sahibiz. O halde
(3.2.5) denklemi

/gCl (L+€(£Z§;+ g§+C +§L>)dx—/x1Ld:c:£K, (3.2.6)

Zo

seklinde elde edilir. Yani

/m1 <§8L a—L + C + 3 L) =K. (3.2.7)
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Bu

oL gL+< L=, (3.2.8)
esitliginde ’ d ve f’nin,
/xl fdz = K <= f(1) - flxo) = K, (3.2.9)

esitligini saglayacak sekilde bir C'! fonksiyonu oldugu anlamina gelir. Oyle ki f fonksiyo-
nuna 6l¢ii fonksiyonu denir. Ifadedeki goriiniimii, Euler-Lagrange denkleminin Lagran-
gian’a toplam zaman tiirevinin eklenmesinden etkilenmemesinden kaynaklanmaktadir.
(3.2.8) denklemi, Sarlet ve Cantrijn (1981) tarafindan Killing tipi bir denklem olarak

adlandirihr. Bir Lagrangian L(z,y,y’) icin Killing tipi (3.2.8) denklemi

oL oL
r=gnvegs g+ (0 -y ). (3:2.10)

seklindedir. Kargilik gelen ilk integralin ifadesini elde etmek i¢in parantez altina bir

toplam tiirev koymay1 amachyoruz. Boylece

oL ,OL 0L
(f—¢L) =f €L~ £< Ty, Y 8y> (3.2.11)
Daha sonra (3.2.10) denkleminde f' — ¢'L ifadesi yerine konursa
oL ,OL oL oL oL oL
_eLy = —¢[ & 7 oL oL 1o\ 9
(f —¢L) §< +ya +y8y>+§ 1%, +<(n yé)ay,>,
_ 8L ,,8L oL b e OL
oL’ d oL oL
_ a2/ o _ _a i _a/ e
ve esitlik diizenlenirse Fuler-Lagrange denkleminden
IANE OL d OL
J— p— / R P J— —_——
{£=(errm-vog )} =o-vo(5 - 55 )
=0, (3.2.13)

elde edilir. (3.2.13) denkleminin integrasyonu bize birinci mertebeden Lagrangian L(z,y,y’)

i¢in karsihik gelen ilk integral

I=f- <§L+ (n— yf)ayL> (3.2.14)
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verir. Bu nedenle, belirli bir Lagrangian L = L(z,y,v/, ... ,y(”)) icin eger

fr=Xx0L 4L, (3.2.15)
ise Noether simetrisi
X = 52 + Q (3.2.16)
- 0z "ay’ -

sahiptir. Burada & ve n bagimsiz degigkenlerin fonksiyonlar ve f bir 6l¢ii fonksiyonudur.
Noether Doniisiim: Belirli bir Lagrangian sistemi L ve baz 6l¢ii fonksiyonu f i¢in L’ye
kargilik gelen klasik bir Noether doniigiimii i¢in (3.2.10) denklemini kargilayan sonsuz
kiigiik bir doéniigiim (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri tanimlariz (Sarlet & Cantrijn, 1981).

Noether teoremi, her (3.2.1) ve (3.2.2) Noether doniigiimiine bir sabitin kargihk geldigini
oL
o) = S - (24 (=95 ).

belirtir. Bunun birinci mertebeden bir Lagrangian icin bir teorem olduguna dikkat ede-
lim. Teorem, ilerleyen bdliimlerde gorecegimiz gibi daha yiiksek mertebeden Lagrangi-
anlar icin genisletilebilir.

Ornek olarak Ermakov-Pinney denkleminin &ézel bir durumu olan

1
Yy +y= -l (3.2.17)

denklemi ele alalim (Noether, 1981). Lagrangian L’nin

y/2 y2 1
L=-—"A4+=—4+ — 2.1
5 T35+ 52 (3.2.18)
sekilde alinmasi durumunda kosul (3.2.8) denkleminden
1 y12 y2 1
'= — =) -y -+ - =+ =+ = 3.2.19
f n(y y3> y'(n y£)+£< s Ty tazE) ( )
elde edilir. Buradan
of ,0f _ 1 [ On ,0n
2 )
yo Ly L\ (o€ ,0¢
—+ =+ — || = = 3.2.20
+<2+2+2y2><8x+y8y ’ (3:2.20)

elde edilir.



&, n ve f fonksiyonlar: ¢y ifadesini igermediginden, kismi diferansiyel denklemler sis-

temini elde etmek i¢in ¢ ’nin farkli kuvvetlerinin katsayilar esitligi saglayacak gekilde

esitlenirse agagidaki denklemler

23
3. 98 _
y N ay 07
)2 on 1,

oy 27
n, 106 yo¢ on_0of
Y 2020y 20y Ox Oy’

1\ 2o 1 0¢ of

0 . s y-o¢ 1 0§ _of
v 77<y y3>+28a} 2y20x Oz’

elde edilir. (3.2.21), (3.2.22) ve (3.2.23) denklemlerinden

£ =a(x),

]'/
n=§ay+b($),

1 "2 /
ff—iay — by +g(x),

elde edilir ve (3.2.24) denkleminden

a = Ag + Ajcos2x + Aysin2x,

b=0,

g = sabit,

(3.2.21)

(3.2.22)
(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)

elde edilir. Toplama sabiti olarak goriindiigii i¢in g gtz ardi edilir. Tablo 3.1, Noether

simetrilerini, kargilik gelen integralleri ve 6lgii fonksiyonlarini verir.

Tablo 3.1: Ermakov-Pinney denklemi ¢y’ +y = yi?, icin Noether simetrileri, bunlara
kargilik gelen ilk integraller ve 6l¢ii fonksiyonlar:.

Noether Simetrileri

Noether Integrali

o)
X1:%

_ 9 i 92
Xo = cos 24 y51n2xay

— g 9 9
X3 =sin2z5- —I—ycos2x8y

L=y +5+ 55

I, = 1y? cos 2z — 515 cos 2
+yy sin 2z — 5y cos 2

I3 = %yz sin 2z — ﬁ sin 2z
+yy’ cos 2z — 3y sin 2z

Olcii Fonksiyonu
f=0

f =1y*cos2x

f =1y?sin2z
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Bu durumda, diferansiyel denkleme Lie analizi uygulandiginda elde edilen say1 ile ayni

olan ii¢ nokta simetrisi elde ederiz.

3.3 Fonksiyonel L(x,y,y’,vy") icin Noether Teoremi

Eylem Integrali A
1
/ L(z,y,y/,y")da,

o

seklinde olsun. O zaman doniigtiiriilmig fonksiyonel
—_ T1
A= / L(z,9,9,7")dz, (3.3.1)
Zo
seklindedir.
G=n-y¢,
(o= 77// . 23/”5/ . y’i"
oldugu ve Taylor geniglemesi kullanim ile

J— T
A= / L(Taga glagﬂ)df7

zo

T1
_ / L(x+ <6,y +eny + i,y + £Co)d( + 6),

zo

farkin sonsuz kiigiik bir sabit oldugu, A — A = eK gerekliliginden

. s [ o(62 %2 0L g

seklinde elde edilir. Boylece

oL oL oL oL
f/:£%+n@+C1@+§2

5y €L (3.3.3)

seklindedir. Tlk integralin ifadesi, yukaridaki ifadenin degistirilmesiyle elde edilir. Bunu
kolayca yapmanin 6zel bir yéntemi yoktur. Bunu yapmak icin, toplam tiirevleri bir

tarafta gruplandirmay1 amacliyoruz, bdylece ifade kolayca integre edilebilir.
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3.3.1 Bir fonksiyonel L(z,y,v,y") i¢in ilk integral

Ikinci mertebeden bir Lagrangian’mn ilk integralinin ifadesini bulmak icin, birinci mer-

tebeden Lagrangian icin ilk integralin
oL
=7 (sL+t-vog.). (3.3.4)

tarafindan verildigini hatirhyoruz. Ayrica L(x,y,v’,y") fonksiyoneli igin

oL IL oL ., ., oL
f’25%+7787y+(n’—y’ﬁ')@+(n’—29’£’—y/£ )(9 T

+¢'L (3.3.5)

denklemine sahibiz. (3.3.5) denkleminin her iki tarafina

<(77 - y’f);;(;f,,))/,

terimi eklenirse, o zaman

IS
7~ N\
SIS
~

/ aL ' !/ / / / " ! &1 8L /
i (et a-vo )| = r-r-er -0 -y v G - -y
oldugundan (3.3.5) denklemi

oL d (0L 3L oL
{f_ [5L+(n_yl£)8y’ - (n—y'ﬁ)w<ay”>]} = &y ’/ y///ﬁy”

d 1
to [(n -y~ y€)
0
—H‘/mfa - (77/ B y'é’) y/
oL

—(n —y"e— y&)@ (3.3.6)

seklinde elde edilir. Boylece

<f— [5L+(n—y’£><§j—$<§yﬁ)>b j[(n ~ Y-y

elde edilir. Dolayisiyla ilk integral

L d L L
I=f- [ﬁL (- y€) (gy -z < gy)) o — g~ y€) gy} . (339)

], (3.3.7)
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seklinde elde edilir. Teoremin bir 6rnegi olarak Euler-Lagrange denklemi

ey +2¢" +y") =0

"

<:>y Y+ 2y +y =0,

ile Lagrangian

1
L= 5e%y”?, (3.3.9)
ele alalm. (3.3.3) denkleminden

of ,0f , Of f’ o7 //2 z 12 y o
dz Y 8y+ 8y =oeYT Tt 56@ + (" = 2y"¢ —y'")e"y”, (3.3.10)

elde edilir. Bu denklemin acilimi

g%y (%

+ a£> + é'exy/l2

ox oy oy 2 0
x. N @ 8 /28277 //@
+ey(a Yooy Y a2 T g,
T //2 75
2?(5, 405,
d%¢ , 0 0%¢ 23
x ! I 12 "
e”(@? oy Y Y ay)’

seklindedir. £ ve n sadece x ve y’nin fonksiyonlar: oldugundan, kismi diferansiyel denk-

lemler sistemi agagidaki denklemler

vy e;gj — 2¢” gf/ e gj =0, (3.3.11)
y" 62 25 T gz 2¢ ng; 0, (3.3.12)
(3.3.13)

o g0y (3.3.14)

3:6 8y

seklinde elde edilir.
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Bu kismi diferansiyel denklem sisteminden agagidaki egitlikler

3, a
n= <2a —2>Z/+b(37);

3 a” 3 a’ er
— x,/ Qom0 " z, 2(2 n N = 2 0
f—ey<<2a 2)y—i—b>—|—ey <2a 2) 2ya—|—g

elde edilir. (3.3.14) denkleminden ise

3 "
0= exy/((za/// . a2>y+ b//)

3 a"” 3 a 3
x,/ Qv Z x, 122 n % x, /2
+ey<<2a 2>y+b>+ey <2a 2>—|—ey (

e’ o " dg 09 2z 3 m a”
gy @ ) r g g, e e T )

(z,9),

"
m_ @
2

(3.3.15)

elde edilir. (3.3.15) denklemindeki 3/ 'nin farkli kuvvetlerinin katsayilar esitligi saglaya-

cak sekilde egitlenirse asagidaki denklemler

e (g Ehper) (o) -

1 .
= h(ZE) _ 6$<4(36Lw + 20,”/ _ a//)y2 + (bl// + b”)y) =g,

0 . dg

o 0

elde edilir. Béylece (3.3.17) ve (3.3.18) denklemlerinden

y?: 3a"+5a" +d" —d’ =0,
gt B2 + b =0,

v W =0,
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9

oy’

(3.3.17)

(3.3.18)

(3.3.19)
(3.3.20)

(3.3.21)



elde edilir. Bu nedenle (3.3.16) ve (3.3.19) denklemlerinden

a= Ay, (3.3.22)
elde edilir. (3.3.20) denkleminden ise
b= Byg+ Bix+ Bse ¥ +xBse™ %, (3323)
elde edilir. O halde
£ = Ao, (3.3.24)
Ag —x —x
n=——y+ Bog+ Bix+ Bae " +xBse™ ", (3325)

2

seklinde elde edilir. S6z konusu Lagrangian’in beg parametreli X simetrisi

o A B}
X=Ay—+( - 22y +By+ Biz + Boe * + 2Bze* | —, (3.3.26)
ox 2 oy

seklindedir. O halde besg tane bir parametreli Noether simetrileri

X1= 6%5 a ;yaay’
Xo = (fy’

X3 —wgy,

Xy = €_xaay,

X5 = xe_x;y,

sekilde elde edilir. X, simetri iiretecine kargilik gelen ilk integral ise

1 1 1 1
I = §€xy//2 _ 5yy//e;z: _ 5y/y//e;z: _ 56;vyy/// _ y/y///ex7 (3.3.27)

seklindedir.

Teorem 3.3.1. Muatjetjeja ve Khalique (2011) kaynagindan X Noether simetrisine
karsilik gelen I ilk integral,
xMr=o,

esitligini saglamalidir, yani X, ik integralin bir simetrisidir.
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Kanat. Kanit igin Ibragimov, Kara ve Mahomed (1998), Sarlet ve Cantrijn (1981), Kara,
Vawda ve Mahomed (1994), Mahomed, Leach ve Kara (1993) kaynaklarina bakilabilir.
O

Teorem 3.3.2. vy = N(x,y,y’) denkleminin Lagrangian L(xz,y,y’) i¢in bir Noether
simetrisi varsa o zaman y" = N(z,y,y’) denkleminin integral ifadesi seklinde ¢ozimi

varder (Muatjetjeja, & Khalique, 2011).

Kanat. Bu kanit denklem (3.2.14) ve Teorem (3.3.1)’den elde edilebilir. O

1
3.3.2 " = 0 denkleminin L = iy’Q Lagrangian yardimiyla
Noether simetri yontemiyle analizi

1
y” = 0 denklemini L = iy’Q Lagrangian yardimiyla Noether simetri yontemiyle ¢oze-

bilmek i¢in denklemin Killing tipi denklemi
fr=xWL+¢L,

seklindedir.

0 0 0
xl = St g, t <77:c + (ny — &)y — fyy’2> 3

oldugu hatirlanirsa ve L, X[e uygulanirsa

xUp = <77:13 +(ny — &)y — Eyy’2>y’,

ve

fl =& +£yy,a
f, = fz+ fyy,a

esitlikleri Killing tipi denklemde yerine konursa

fz+ fyy/ = (77:5 + (ny - fx)y, - gyy/2> y/ + <§x + fy?/) %le,

elde edilir ve bu denklem diizenlenirse
/ 1 13 1 12 /
fx+fyy: _£y+§§y Yo+ ny_fsc+§£:c Yo+ Ny,
Killing tipi denklem geklinde elde edilir.
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&, n ve f fonksiyonlar v’ ifadesini igermediginden, y"'nin farkli kuvvetlerinin katsayilar

esitligi saglayacak gekilde egitlenirse agagidaki denklemler

e %&, — &, =0, (3.3.28)
Y2 oy — &+ %fx —0, (3.3.29)
v e = fy, (3.3.30)
v': fa=0, (3.3.31)

elde edilir. (3.3.28) denkleminden

1
552; - fy =0,
1
_5521 = 07
gy = 07
¢ =a(x), (3.3.32)

seklinde elde edilir. (3.3.29) denklemi
1
Uy—§x+§€x=0,

1
77y_ 555& = 07

seklinde olduguna goére (3.3.32) denkleminin gerekli olan tirevi

§o = a'(a)),

(3.3.29) denkleminde yerine konursa ve diizenlenirse

1
Ny = ia'(x), (3.3.33)

(3.3.29) denklemi geklinde elde edilir ve (3.3.33) denklemi y’ye gore integre edilirse

1
n= ia’y + b(x), (3.3.34)
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seklinde elde edilir. (3.3.30) denklemi

Nz = fy,
seklinde olduguna gore (3.3.34) denkleminin gerekli olan tiirevi

1
ne=5a"y+ b,

(3.3.30) denkleminde yerine konursa

1
50+ =1, (3.3.35)

(3.3.30) denklemi seklinde elde edilir ve (3.3.35) denklemi y’ye gore integre edilirse

1
f= Za"y2 + by + c(x), (3.3.36)

seklinde elde edilir. (3.3.31) denklemi

seklinde olduguna gore (3.3.36) denkleminin gerekli olan ttrevi

1
fp = Za///y2 LYyt

(3.3.31) denkleminde yerine konursa

1
Za///yQ + b//y + C/ _ 07

(3.3.31) denklemi geklinde elde edilir. y'nin farkh kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitle-

nirse agagidaki denklemler

1
Yy Za’”::o, (3.3.37)
yto b =0, (3.3.38)
0 =0, (3.3.39)

elde edilir.
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(3.3.37) denkleminden

a(z) = ap + a1z + aza?, (3.3.40)
(3.3.38) denkleminden
b(x) =bo + b1z, (3.3.41)
ve (3.3.39) denkleminden
c(z) = co, (3.3.42)

seklinde elde edilir. O halde (3.3.32) denklemi
£ = a(w),
seklinde olduguna gore (3.3.40) esitligi denklemde yerine konursa
€ =ap+ a1z + asx?,
seklinde elde edilir. (3.3.34) denklemi

1
n= 5a'y + b(x),

seklinde olduguna gore (3.3.40) esitliginin gerekli olan tiirevi ve (3.3.41) esitligi denk-

lemde yerine konursa

1
n= 2<a1 + 2a2x>y+ bo + by,

seklinde elde edilir. (3.3.36) denklemi

1
f= Z“"yz + by + c(z),

seklinde olduguna gore (3.3.40) ve (3.3.41) esitliklerinin gerekli olan tiirevleri ve (3.3.42)

esitligi denklemde yerine konursa

1
f= §a2y2 + b1y + co,

ve ¢g = 0 i¢in

1
f= §a2y2 + b1y,

seklinde elde edilir.
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Simetri {iretecleri ise sirasiyla;

ap = 1 ve diger tliim katsayilar "0" olmak iizere:

a1 = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmak iizere:

ngxﬁ 1 0

oz T 2Y5y

as = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmak iizere:

X3 :x2g 4

ax + xy@)

bo = 1 ve diger tliim katsayilar "0" olmak iizere:

b1 = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmak iizere:

X5 = o2
5 way7

seklinde elde edilir. Yani Noether simetri {iretegleri;

0 g 1 0
Mo 0 T e Ty o T
0
X4—87y 5 X5—.’1387y

geklindedir.

Tiim durumlar igin ilk integrallerin hesaplanmasi igin

I=f-— <€L+(n—y’§)2§,>,

denklemi kullanmilirsa
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0
(i) ap =1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda, X; = —, Noether simetri

oz’
0

o oy

iireteci igin E =1, n =0, f =0 ve = 1/ buradan

egitlikleri yardimiyla

1
1:7 12
2y )

ilk integrali geklinde elde edilir.

0 1 0
(ii) a1 = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda, Xo = z— + —y—,
or 270y
1
Noether simetri tireteci i¢in £ =z, n = Y ve f =0 olup buradan
oL
I=f-(&L — 6=
f (5 + (0 yf)ay,>,
. 1 2 1 / /
= (m<2y ) +Gy-ya)y ),
esitlikleri yardimiyla
1 1
I — 12 _ = /
2$y 2yy )
ilk integrali geklinde elde edilir.
(iii) ag = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda, X3 = x2af + TYgs
L Yy

2
Noether simetri iireteci icin & = 22, n = ay ve f = % olup buradan

0
I=f—(£L+(77—y’§)a§,>,

3/2 of 1 1o /2N s
=2—<fc <2y >+(wy—yw)y),

esitlikleri yardimiyla

2
1
1= ‘% + 527y —ayy,

ilk integrali geklinde elde edilir.
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0
(iv) by = 1 ve diger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda, X, = 90 Noether simetri
Y
iireteci i¢cin £ =0, n = 1 ve f = 0 olup buradan

I—f—(fL+<n—y’§>§§,),

=—-(1-90)y,

esitlikleri yardimiyla

ilk integraline ulagilir.

0
(v) by = 1 vediger tiim katsayilar "0" olmasi durumunda, X5 = x—, Noether simetri

y

iireteci i¢in £ = 0, n = x ve f =y olup buradan
r=7-(e+m-vo g, )
=y—(z—y0)y,
esitlikleri yardimiyla
I=y—uxy,
ilk integrali seklinde elde edilir.

Teorem 3.3.1 yardimiyla her X; i¢in,

saglandigini, yani X; lerin I'nin simetrisi oldugunu gosterelim. (2.2.6) esitliginden, bili-
yoruz ki

0 0 0

(1] _ Y v - o 2\ Y

X €5, T "5y + (nm + (ny — &)y — &y o7

seklindedir ve tiim durumlar i¢in (x) dogrulugu incelenirse;
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1] 1 0 0
(ii) X3 = 92 T 2Ya, T <0+(%—1)y/—0y/2>8y,7
_,0 19 1,9
- oz 2y8y 27 oy’
1] o 190 1,90\l » 1,
X21—<8 t3Y5, ~ Ve, )\ 3w )
S TR RN SR S
STYT =YY Yy — gy =0

0 0 0 y? 1
X[I]I: 2 _ / Ze2,02 /
3 <x 6‘m+xy8y+(y xy)ay/)<2+2my xyy),

3,72
Y

= —2?yy + 2%y? — 2yy + 2y® — (y — ) (zy — 2%Y),

— 22y + 232 — 22y + 1y — 2 + 22yl + 22y — 2Py = 0.

) 1 0
(iv) XM = o
0
X[l]I: 7 ) =
! <8y>( y) 0
m_, 9, 9
X' =r— + —.
(V) 5 8y + ay/
0
K= (g gy ) ()
=x—x=0

Her X; icin (%) saglandig1 goriilmektedir. Yani her X; simetri iireteci, Lagrangian L’ye

karsilik gelen I ilk integrallerin Noether simetrileridir. O halde Teorem 3.3.2 den verilen
0

denkleminin integral ifadesi geklinde ¢oziimii vardir. Bunun icin X5 = :1;8— simetrisini
Y

ve Lagrangian L’ye karsihk gelen I = y — 23/ ilk integralini ele alalm. Indirgenmis

denklem

I=c , c=sabit
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seklinde olduguna gore yani
oldugundan ve bu denklem

seklinde yazlabildiginden her iki tarafin integrali alinirsa,

Y _ /C
x x2’
y:£+h’
T x

y=c+ hx,

elde edilir. O halde difensiyel denklemin ¢oziimii
y =c+ hz,

seklinde elde edilir.

Ancak X3, birinci mertebeden denklemin bir simetrisidir, bu nedenle bu denklemi ¢6z-

mek icin
0 0
Xs=2x—=>Xs=0—
STy T T
kullanabiliriz. X5 = To i¢in (u,v) kanonik koordinatlarim elde edelim. Bunun igin
Yy
asagidaki denklemler
ou ou
X(u) = — — =1
(u) = &z, y) 5 +n(w,y)8y ;
Ov v
X(v) = — — =0
(v) = &(@,y) 5+ nlz,y) g O
X5 simetri {ireteci i¢in yazilirsa
Xs5(u) = x% =1, (3.3.43)
Ay
v
X =x—=0 3.3.44
() = =0, (3341

denklemleri elde edilir. Burada v = v(u) oldugunu unutmayalim. (3.3.43) denklemi icin

karakteristik denklem
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oldugundan denklemin bu

du _da
1 0’
kismi kullanilirsa
u =1,

de _dy _ dv
0 =z« 0’
oldugundan denklemin bu
de _dy
0
kismi kullanilirsa
T =c,
elde edilir. O halde
dy _ dy
x ¢’
oldugundan
Yy
v=—,
c
Yy
v=—,
T

(u,v) = (ﬂc z> (3.3.45)

seklinde elde edilir. (3.3.45) kanonik koordinatlar1 yardimiyla y’nin tiirevi

dy d dv
27 = — = _—
Y=z dr (vz) iz Tt
i
“Tquds "

seklinde elde edilir. Buradan X5 Noether simetrisi i¢in indirgenmig diferansiyel denklem

!
Yy—ry =¢,
vdu+
v — x| z—— =c
du dx ’
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—zr*—— =g, (3.3.46)
seklinde elde edilir ve u = z oldugundan (3.3.46) denklemi

dv
— 27
v du

_= C7
denklemine denktir. O halde bu ayrilabilir diferansiyel denklemin ¢éziimii

v=—+4h,
U

olup, burada u = z ve v = g, oldugu hatirlanirsa y” = 0 denkleminin ¢oziimii
T
Yy =c+ hz,

seklinde elde edilir.

2
3.3.3 4"+ ~y = 3y° Emden-Fowler denkleminin
x

1 1
L= 5:623/2 + §x2y6 Lagrangian yardimiyla Noether

simetri yontemiyle analizi

2 1 1
y" + 29/ = 3y> Emden-Fowler denklemini L = 51:21/2 + §x2y6 Lagrangian yardimiyla
x

1 1
Noether simetri yontemiyle ¢ézebilmek icin denklemin L = §w2y’ 24 51:23/6 esitliginden

oL

oy = ey,
T
L
g = 322y,
Y
gL/ — I2 /’
Yy
elde edilir ve
fl = gac + gyy/7
o /
fr=1rf+ fyy )
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oldugu hatirlanirsa (3.2.8) Killing tipi denkleminden

1 1
+(£x +£yy’> <21‘2y’2 + 2fc y )

elde edilir ve bu denklem diizenlenirse
/ 2 1, 3 2 [ 2
fot Sy = 27 + 507 |y~ + w§+w(ny—§z)+§x€m Y

+ (w%) y' + 2y’ + 32%y’n + :r 2y0¢,,

denklemi elde edilir. £, n ve f fonksiyonlar: 3 ifadesini icermediginden, 3"’nin farklh

kuvvetlerinin katsayilar esitligi saglayacak gekilde egitlenirse agagidaki denklemler

Y3 — %, + %aﬁgy =0, (3.3.47)
V2 et - )+ g7 =0, (3.3.48)
y'lo 2tne = fy, (3.3.49)
Y0y + 32%y0n + :L’ V0, = fo, (3.3.50)

elde edilir. (3.3.47) denklemi
1
*Q?zé_y —+ §x2§y = O,

seklinde olduguna gore

—%x%y =0,
& =a(x), (3.3.51)

seklinde elde edilir. (3.3.48) denklemi
2 1 2
r{+x (ny_fz)_‘_ix & =0,

seklinde olduguna gore (3.3.51) denklemi ve gerekli olan tiirev
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(3.3.48) denkleminde yerine konursa ve diizenlenirse

1
za + xn, — ixza’ =0,

1
ny = 5a' = % (3.3.52)

(3.3.48) denklemi seklinde elde edilir. (3.3.52) denklemi y’ye gore integre edilirse

- @a - Z);, +b(a), (3:3.53)

seklinde elde edilir. (3.3.49) denklemi
$277x = fya
seklinde olduguna gore (3.3.53) denkleminin gerekli olan tiirevi
1, d a ,
(L , 3.54
n (2(1 x+w2)y+b (3.3.54)
(3.3.49) denkleminde yerine konursa
1 n,_2 !/ /.2
fy= Lt —az+aly+ba (3.3.55)
(3.3.49) denklemi seklinde elde edilir ve (3.3.55) denklemi y’ye gore integre edilirse

1 2
f= <2a”az2 —adr+ a> % + b2y + (), (3.3.56)

seklinde elde edilir. Buradan
1
fo= Z:L"Qa”’yz + 02y + 20y + ¢, (3.3.57)

olarak elde edilir. (3.3.50) denklemi
6 25 1 26
Jo =2y’ + 327y 7]—!—5.% (TR
seklinde olduguna gore (3.3.50) denkleminde (3.3.51) ve (3.3.53) denklemleri kullamilirsa
2

1 a 1
fo= my6a + 3x2y5 <a’y — ;y + b> + §x2y6a',
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elde edilir ve bu denklem diizenlenirse

fe = —2zy8a + 22%%a + 322y°b, (3.3.58)
seklinde elde edilir. O halde (3.3.57) ve (3.3.58) denklemlerinden
ixza”/gf + 2%y + 20y + ¢ = —2xy%a + 22%y%a’ + 322y, (3.3.59)
oldugu goriiliir ve bu denklem diizenlenirse

1
(2za — 22°%a’)y® — 322by® + 1m2a"'y2 + (b z? 20 x)y + ¢ =0, (3.3.60)

denklemi elde edilir. Buradan y'nin farkh kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitlenirse

agagidaki denklemler

y®: 2za—22% =0, (3.3.61)
v’ 32%b =0, (3.3.62)
Y ina”’ =0, (3.3.63)
yt: b'2? 20z =0, (3.3.64)
O =0, (3.3.65)

olup
Ina=Inz+1InA,

a=xAj, (3.3.66)

elde edilir. £ = a(x) olduguna gore

E=xAy , A = sabit
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seklinde elde edilir. (3.3.53) denklemi

1 a
n=5a'y——y+b,
2 T

seklinde olduguna gore denklemde (3.3.66) denklemi yerine konursa
— Ay
n= 2 1Y )
(3.3.53) denklemi seklinde elde edilir ve (3.3.62) denkleminden

b=0, (3.3.67)

olarak elde edildiginden

1
14
n 2 1Y,

seklinde elde edilir. O halde X Noether simetri {ireteci

0 0
X=¢6—
g 1 0
=zA1— — A
€ 18$ 2 1y8>
Ay = 2 6zel durumu igin
0 0
X=2r— —y—
oy y@y’

seklinde elde edilir. (3.3.56) denklemi
Loy o Y 2
f= <2a”x —dz+ a) T Vaty + c(x),
seklinde olduguna gore denklemde (3.3.66) ve (3.3.67) esitlikleri yerine konursa
f=c(z), (3.3.68)
seklinde elde edilir. Fakat, (3.3.58) denklemi
fe = —2zy%a + 22%y5a’ + 32%45D,

seklinde olduguna gore denklemde ayni esitlikler yerine konursa

fo =0, (3.3.69)



olarak elde edilir. O halde (3.3.68) denkleminin x’e gore tiirevi

Jr= C/(x)’

olduguna gore (3.3.69) denkleminden

d(x) =0,
elde edilir. Buradan
f=c , c=sabit (3.3.70)
ve ¢ = 0 olarak alinirsa
f=0, (3.3.71)
. Ny o oL
seklinde elde edilir. O halde Noether simetri iireteci i¢in £ = 2z, n = —y ve a—y, =y

oldugu hatirlanirsa buradan

I=f- <§L+(n—§y’)g§,>,

1 1
I= —2:r<2:r2y'2 + 2x2y6> — < —y— y’2:1:> 22y,

— 23y — By 4 2y,
ilk integral geklinde elde edilir ve birinci mertebeden indirgenmig denklem

y? +atyy — 2y’ =, o = sabit

seklindedir. Bu birinci mertebeden denklemi ¢6zmek icin kanonik degigkenleri veya

0 0
X=20— —y—,
x@x y@y
invaryantim kullanabiliriz. Invaryantu,
do _dy
20—y’
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Wz — u—g
! 2x2
y - 9
x
u' U
T2 2x2
n P U wd
Yy = s =

geklindedir. Buldugumuz bu ifadeler indirgenmis denklemde yerine konursa

5 [ n u?  ud T o u qub
T — |t |- -r==a
x 43 22 3 \ g3 3 z3 ’

T2 2x2

U U
xzu’2+——muu’+xuu'———u6:cl,
4 2
2
U
x2ul2———u6—cl,
4
2
u -
3;‘2u/2—01—|-z+ub,
du / u?
— 6 _
— =€\/c1+—+u €e==1
dz 4 ’
du dx
- )
2
eyer+% +ub
=lInz + ¢,

/ du
ey/er + %+ ub
u= y:t% degigmezi ve gerekli egitlikler integralde yerine konursa

wrdy +y- 2
/ 2x2
e\/cl LT 4 g6y3

=Inz + ¢,

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi, bilinen yontemlerle ¢oziilemeyen Emden-Fowler
denkleminin Noether simetrisi sayesinde mertebesi indirgenerek cegitli niimerik integral

¢Oziim yontemleriyle c¢oziilebilecek duruma getirilmigtir.
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Bolum 4

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, adi diferansiyel denklemler icin Lie teorisi, Noether teoremi ve ilk integraller
iizerinde durulmustur. Degigmezlik fikrinin, farkli model ve siireglerden kaynaklanan adi
diferansiyel denklemlerin simetrileri ve ilk integrallerinin aragtirilmasinda énemli bir rol
oynadig1 gosterilmistir. Lie ve Noether teorileri bu analiz i¢in kullanilan yontemlerdir.
Birinci ve ikinci mertebeden Lagrangianlara kargilik gelen Noether teoremi tanitilmig
ve ilk integrallerin elde edilmesi verilmigtir. Bunlar Emden-Fowler denklemi ve bazi
adi diferansiyel denklemler iizerinde gosterilmigtir. Sonug olarak kendine 6zgii yapisi
sebebiyle bilinen yontemlerle ¢éziillemeyen adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine Lie
ve Noether simetri yontemleri yardimiyla nasil ulagilacagr acikca irdelenmistir.

Aragtirmacilara Lie ve Noether simetri yontemlerini analitik ¢ézlimii elde edilemeyen
diger lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin ¢6zlimlerine ulagmakta kullanmalar:

Onerilir.
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