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GENELLESTIRILMIS LANE-EMDEN DENKLEMININ NOETHER SIMETRI
YONTEMI ILE iKi KERE INDIRGEMESI VE LiE SIMETRISI

OZET

Bu tez calismasinda genel amag, Lie ve Noether simetri yontemlerinin adi diferansiyel
denklemlere uygulanarak mertebelerinin indirgemesini ve ¢dziimlerini incelemektir.

Birinci boliimde, Lie ve Noether simetrileri hakkinda bilgiler verilerek literatiirde
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in gelistirilen metotlardan bazilari
ifade edilip genisletilmis Lane-Emden adi diferansiyel denkleminin farkli formlarinin
coziimleri i¢in ¢alisilmig baz1 yontemlere deginilmistir. Sonraki alt boliimlerde Noether
teoreminin olusmasinda 6nemi olan fonksiyonel kavrami, varyasyonel hesabin temel
lemmas1 ve varyasyonel notasyondan temel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, fonksiyonel problemi bircok degiskene genellestirerek varyasyonel
hesaptan elde edilen iinlii Euler-Lagrange denklemi tiiretilmistir. Bununla beraber 6rnek
olarak bir fonksiyonelin ekstramelleri elde edilmistir. Fizikte 6nemli bir yeri olan en az
eylem ilkesinin bir 6rnegi olan Hamilton prensibi tanitilip Euler-Lagrange denklemleri
ile iligkisi verilmig ve boliimiin son kisminda birden fazla bagimsiz ve bagimh degisken
icin Euler-Lagrange denklemi tanitilmistir.

Uciincii boliimde, Noether simetri yéntemi igin 6nemi olan Euler-Lagrange operatorii,
toplamsal tanimi ve bununla ilgili teorem ve lemmalar kanitlariyla verilerek drnekler
coziilmiistiir,

Dérdiincii boliimde, Lie simetri doniisiimleri ve gruplari, sonsuz kiiciik doniisiimler,
Lie’nin birinci temel teoremi ifade edilerek sonsuz kiiciik iiretecler tanimlanmis ve
ornekler verilmistir. Invaryant fonksiyonlar, tanim ve teorem seklinde sunularak bunlar
yardimiyla kanonik koordinatlar tanitilmistir. Orneklerle bazi doniisiim gruplari igin
simetri tireteci bulunarak kanonik koordinatlar elde edilmistir. Genigletilmis Lie gruplari
ve sonsuz kiiclikler hakkinda genis bilgiler sunularak egriler, yiizeyler ve noktalarin
invaryantlig1 tanimlanmigtir. Boliimiin son kisminda ¢cok parametreli doniisiimler ve Lie
cebri tanimi1 verilmistir.

Besinci boliimde, birinci ve daha fazla mertebeden adi diferansiyel denklemlerin
invaryantlik sart1 aciklanarak bazi simetri gruplarinin invaryant biraktigi denklemlerin






genel formlar1 orneklerle elde edilmigtir. Lie simetri yontemi, baz1 adi diferansiyel
denklemlere uygulanarak ¢oziimleri bulunmus ve analiz edilmistir.

Altinct boliimde, diferansiyel denklemlerin mertebesinin indirgemesi ve c¢oziimleri
icin ilk integrallerinin belirlenmesinde 6nemli yeri olan bir bagka simetri yontemi,
Noether simetri yaklasimiyla ilgili tanim ve teoremler verilmis ve literatiirde lizerinde
calisilan genellestirilmis Lane-Emden denkleminin ayrintili sekilde hesaplar yapilarak
ilk integralleri elde edilip ¢oziimleri incelenmigtir.

Yedinci ve son boliimde, tez icerigi hakkinda son degerlendirmeler yapilarak okuyucuya
Onerilerde bulunulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Varyasyon, Lie simetri grubu, Lie cebri, invaryant, sonsuz
kiiciik, simetri iireteci, Euler-Lagrange denklemi, Lane-Emden denklemi, ilk integral,
Noether simetrisi, fonksiyonel, Euler- Lagrange operatorii.
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TWICE REDUCTION OF THE GENERALIZED LANE-EMDEN EQUATION
WITH THE NOETHER SYMMETRY METHOD AND LIE SYMMETRY

ABSTRACT

The general purpose of this thesis is to examine the reduction of orders and their
solutions by applying Lie and Noether symmetry methods to ordinary differential
equations.

In the first part, information about Lie and Noether symmetries is given, some of the
methods developed in the literature for the solution of nonlinear differential equations
are expressed, and some methods that have been studied for the solution of different
forms of the extended Lane-Emden differential equation are mentioned. In the following
subsections, the functional concept, which is important in the formation of Noether’s
theorem, the basic lemma of variational calculus and basic information about variational
notation are given.

In the second part, the famous Euler-Lagrange equation obtained from variational
calculus is derived by generalizing the functional problem to many dependent variables.
However, for example, extramels of a functional have been obtained. Hamilton’s
principle, which is an example of the principle of least action, which has an important
place in physics, is introduced and its relationship with the Euler-Lagrange equations is
given, and in the last part of the chapter, the Euler-Lagrange equation for more than one
independent and dependent variable is introduced.

In the third chapter, examples are solved by giving the additive definition of the
Euler-Lagrange operator, which is important for the Noether symmetry method, and
related theorems and lemmas with their proofs.

In the fourth chapter, Lie symmetry transformations and groups, infinitesimal transforma-,
Lie’s first fundamental theorem are stated, infinitesimal generators are defined and
examples are given. Invariant functions are presented in the form of definitions and
theorems, and canonical coordinates are introduced with the help of these. With
examples, canonical coordinates were obtained by finding symmetry generators for
some transformation groups. By providing extensive information about extended Lie
groups and infinitesimals, the invariance of curves, surfaces and points is defined. In the
last part of the chapter, multi-parameter transformations and Lie algebra definition are
given.






In the fifth chapter by explaining the invariance condition of first and higher order
ordinary differential equations, the general forms of the equations in which some
symmetry groups remain invariant are obtained with examples. The Lie symmetry
method was applied to some differential equations and their solutions were analyzed.

In the sixth chapter, definitions and theorems related to the Noether symmetry approach,
another symmetry method that has an important place in reducing the order of differential
equations and determining their first integrals for their solutions, are given and the first
integrals of the generalized Lane-Emdan equation, which is studied in the literature, are
calculated in detail and their solutions are examined.

In the seventh and last chapter, final evaluations are made about the content of the thesis
and suggestions are made to the reader.

KEYWORDS: Variation, Lie symmetry group, Lie algebra, invariant, infinitesimal,
symmetry generator, Euler-Lagrange equation, Lane-Emdan equation, first integral,
Noether symmetry, functional, Euler-Lagrange operator.
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1 GIRIS

Diferansiyelin basit¢ce degisimi ifade ettigi diisiiniiliirse diferansiyel denklemlerin
sadece Matematikte olmamakla beraber Fizik, Kimya, Ekonomi ve Miihendislik gibi
bircok doga bilimlerinde hatta sosyal bilimlerde dahil karsimiza c¢iktig1 goriilebilir.
Ornegin, Fizikte bir sarkacin yaptig1 harmonik hareket, Miizikte bir enstriimantal aletin
cikardagi sesin olusturdugu dalga, uzay mekiniginin yoriingeye oturmasi, yildizlarin
yapisi, kelebek etkisi, kanin damar ¢eperine yaptig1 basing, enerjinin ve momentumun

korunumu gibi bir¢ok sistem diferansiyel hesabiyla incelenebilir.

Uygulamali alanlarda problemlerin bircogunun matematiksel modeli diferansiyel denklem
seklinde karsimiza ¢ikar. Bu nedenle problemleri ilgili alanda yorumlayabilmek i¢in
denklemin ¢oziimlerine ulagilmalidir. Ozellikle yiiksek mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin bircok yontem gelistirilmistir. Bunlara simetri
grubu, adomian ayristirma metodu, varyasyonel iterasyon, pertiirbasyon, pikard iterasyon

ve seri yontemi gibi bircok metod 6rnekleri verilebilir.

Matematiksel fizik, astrofizik ve termodinamik gibi fizigin bir¢ok alt alaninda yapilan
incelemeler sonucu karsilagilan, n herhangi bir sabit ve f(y) keyfi fonksiyonlar olmak
lizere

y"+gy'+f(y) =0 (1.D)

seklindeki (1.1) esitligi genellestirilmis Lane-Emden diferansiyel denklemi olarak
bilinir. 1k kez amerikal1 astrofizik¢i Jonathan Homer Lane ve isvicreli astrofizikci
Jacob Robert Emden tarafindan caligilan (1.1) denklem tipi n nin degerleri ve f(y)
nin farkli formlari i¢in termodinamik ve astrofizik gibi alanlarda matematiksel model
olarak kullanilmigtir. Ornegin, n = 2 icin f(y) ifadesi r ve ¢ herhangi bir sabit olmak
lizere y", ¥ ve (y* — c)g seklinde denkleme yazilarak olusan diferansiyel denklemler
sirastyla kiiresel gaz bulutunun termal davranig modeli, 1s1nin sabit kaldi81 izotermal gaz
kiirelerini tanimlayan model ve dejenere beyaz ciice yildizin kiitlecekim potansiyeline

ilskin denklemi modeller [1].



Literatiirde, (1.1) denkleminin ilk kez Lane tarafindan onerilen, Emden ve Fowler

tarafindan detayli incelenen [1], f(y) = 3" ve n = 2 i¢in
17 2 ! r
Y +Ey +y =0 (1.2)

seklindeki durumu i¢in 7 = 0, 1, 5 i¢in analitik yontemlerle ¢coziimii bilinmektedir [2];
fakat cogu kez uygulamada kargilagilan problemleri modelleyen denklemlerin ¢oziimii
analitik yontemle zor oldugundan cesitli sayisal yontemler ve yaklasimlar gelistirilmistir.
Horedt (1.2) denklemini ¢6zmek icin sayisal ve pertiirbasyon yaklagimlarimi dikkate
almugtir [1]. Wazwaz [3], f(y) = y", r > 0 alarak Adomian ayrigtirma yontemine dayali
algoritma yardimiyla seri formunda ¢6ziim elde etmistir. Liao [4], ayn1 problemin daha
genis bolgede tanimli seri ¢oziimiinii elde etti. Singh ve arkadaglar1 [5] te a, b, ¢ sonlu

herhangi bir reel parametre olmak iizere

" o

vty =fley) 201 y(0)=0 , ay)+by(1)=c

baglangic deger problemi ele alarak o« > 1 olmak iizere varyasyonel iterasyon metoduna

dayal1 analitik teknikle ¢6ziim i¢in yinemeli sema elde etmistir.

Simetri kavraminin 6nemine dikkat cekmek amaciyla “Isaac Yaglom (1988) Sophus
Lie ve Felix Klein’1n biyografisinde soyle der: Suna kati bir sekilde inaniyorum ki 19.
yiizyilda ortaya ¢ikan bilimsel fikirlerin icinde simetri kadar entellektiiel atmosferimize
katkida bulunan ve bize miras kalan bagka fikir yoktur” [6].

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri i¢in en gii¢lii metodlardan
biri simetri grubu yontemidir. Simetri grubu iizerinde ilk kez en kapsaml sekilde
calisan Sophus Lie (1842-1899), bir diferansiyel denklemin belirtmis oldugu yiizeyin
bir Lie simetri grubu altinda invaryant (degismez) kalmasi durumunda mertebesinin
indirgenebildigini gostererek yapmis oldugu simetriler grubu ile ilgili calismalariyla
uygulamali alanlarda karsilagilan diferansiyel denklemlere farkli bir ¢6ziim yontemi
gelistirmigtir [7], [8]. Lie’ nin kullanmis oldugu simetri grubu siirekli doniigsiimlerden
olusur. Yani, bu tezde de iizerinde durulan tek parametreli Lie gruplarindaki parametre
reel sayilarin bir araligindan alinmaktadir. Boylece tezde ifade edildigi gibi bir noktaya
Lie grubunun siirekli doniisiimii sonsuz kere uygulanarak elde edilen egriler, grubun

yoriingelerini olusturur.

Fizik ve diger uygulamali alanlarda karsilagilan cogu probleme karsilik gelen diferansiyel
denklemin Lie simetri grubu olmadigindan, Alman matematiksel fizik¢i Emmy Noether
(1882-1935) kanitladig: teoremlerle simetriler elde ederek ve bunlar1 siniflandirarak

problemlere alternatif yontemler sunmustur [7], [9]. Noether, varyasyonlar hesabiyla



elde edilen ve invaryant fonksiyonellerin Euler-Lagrange denklemleri olan denklem

siifinin ilk integralinin daima var oldugunu gostermistir [10].

Noether teoremi, daha dnce Noether simetrileri bilinen Euler-Lagrange diferansiyel
denklemlerinin temel korunum yasalarinin olusturulmasi icin agik formiiller saglar.
Bu giiclii teoremi kullanmak ic¢in, altta yatan diferansiyel denklem sisteminin bir
Lagrangiani gereklidir. Bu nedenle varyasyon hesabindaki merkezi bir problem, ilgili
diferansiyel denklem sisteminin bir Euler-Larange sistemi olarak belirlenmesi i¢in bir
Lagrangian’in bulunmasidir. Varyasyon hesabinda Lagrangian’in belirlenmesi invers

problem olarak bilinir [9].

Douglas, iki ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi icin ters problemin tam

cOziimiinii sagladi [11].

Kara ve arkadslari, varyasyonel prensipten elde edilemeyen adi diferansiyel denklem

icin ilk integrali veren Noether benzeri bir teorem elde ettiler [9].

Khalique ve arkadaslar1 ¢alismalarinda, genellestirilmis Lane-Emden denkleminin
Noether simetrilerini standart Lagrangian’ina gére tamamen siniflandirmasini yapmais-
lardir. Yedisi Noether simetrisi ile sonuclanan sekiz durum olugsmustur. Bunlarin her
biri i¢in Lie simetrileri sunmuslar ve Noether simetri yontemiyle ilk integrallerinden
yararlanarak bulduklar li¢ yeni durumla birlikte sayisal yontemle ¢oziilebilir integral

seklinde ¢ozlimler veya cift indirgeme elde etmiglerdir [1].

1.1 Varyasyonel Hesapta Temel Kavramlar

Bu boliim [12] kitab1 referans alinarak yazilmistir.

1.1.1 Bir Degiskenli Fonksiyoneller

Varyasyonel hesapta bir fonksiyonel genellikle
x;
Iu(z)] = / Flz, u(z), v (z)]de (1.3)

seklindeki formla ifade edilen x bagimsiz degiskeninin bir fonksiyonu olan u(x) in
bir fonksiyonudur. Diger bir ifadeyle fonksiyonlar1 bir degerle esleyen fonksiyonlar
birer fonksiyoneldir. Buradaki u(z) diizgiin (tiirevlenebilir) ve u(zg) = ug , u(z1) = uy

seklindeki u¢ noktalardan gecen bir egriler ailesini temsil eder .



Varyasyonel hesapta amag, /[u(z)] fonksiyonelini ekstremum yapan bir u(z) bulmaktir.
Bu 6zellige sahip u(x), I[u(x)] fonksiyonelinin ekstremal fonksiyonudur.
Ju

u*(z) = u(z) + 32l ot O(a®) (1.4)
a=0

a kiiciik parametre olmak tizere u(x) ve u*(x) fonksiyonlari normlarinin yakin olmasi

anlaminda yakindir. O(a) terimi « nun varyasyonu olarak adlandirilir.

ou

511/:%

a (1.5)

a=0

seklinde gosterilir. (1.4) gercek ekstremal u fonksiyonu ile ona yakin bagka bir u*

= 1n(x) olarak gosterilerek (1.4) esitligi
a=0

fonksiyonu arasindaki farktir. Burada g—z

u*(z) = u(x) + n(z)a + O(a?)
formuna doner. Burada a verilen bir fonksiyon i¢in sabit olan kiiciik bir parametredir;
ancak fonksiyondan fonksiyona degisir. Bundan dolay1 ¢ varyasyonu x yerine a ya gore

diferansiyellenebilirdir. U¢ kosullar1 saglayan u* i¢in n(x) fonksiyonu

n(wo) = n(z1) =0

kosullarina sahiptir. v ve u* arasindaki fark,

seklinde du egriden egriye u(x) fonksiyonunun varyasyonudur.

1.1.2 Varyasyonel Hesabin Temel Lemmasi

Varyasyonel hesapta kullanigli olan 6nemli bir lemmay1 ifade edelim.

Lemma 1.1.1 Eger bir g(x) fonksiyonu bir [xq, x1] araliginda siirekli ve keyfi bir f(x)
fonksiyonu icin f(xy) = f(x1) = 0 kosullari ile

/x F()g(x)dz = 0

belirli integrali gegerli ise aymt aralikta g(x) = 0 olur.



1.1.3 Varyasyonel Notasyon

Fonksiyonlarin ve fonksiyonellerin diferansiyel ve varyasyon gosterimleri asagidakiler
gibi yazilir [12]:

* f(z,y, z) fonksiyonunun toplam diferansiyeli

0 0 0
df (z,y,z) = a—idm + a—idy + 8_£d2

egri boyunca bir noktadan diger bir noktaya f(z,y, z) deki degisimdir.
* F(x,u,u’) fonksiyonunun toplam diferansiyeli

/ F F F
dF(z,u,u) = g—xdx + g—udu + %du

seklindedir.
 F(x,u,u’) fonksiyonelinin varyasyonu

/ oF oF oF _ .,
dir. Ancak x bagimsiz degisken oldugundan z te degisim yoktur ve dx = 0 dir.

Bundan dolay1

OF = dF(z,u,u) = 2—5(514 + %(M/

formunda bir fonksiyondan diger bir fonksiyona F' nin varyasyonu olur.

* f(z,y,z) nin ekstremum noktasi, df = 0 seklinde diferansiyelin sifir oldugu

(x,y, z) noktasidir.

o [[u] fonksiyonelinin ekstremal fonksiyonu, §/ = 0 seklinde varyasyonu sifir

yapan u(z) fonksiyonudur.

* (1.3) deki fonksiyonelin varyasyonu,
o u(z)] = / OF [z, u(z), u (z)]dz

seklinde tanimlanir.

Varyasyon hesapta amag, fonksiyonellere ekstremal degeri veren fonksiyonu elde
etmek oldugundan diferansiyel hesapta yapilana benzer sekilde 6/ [u(z)] = 0 esitligini
gergeklestiren u(x) fonksiyonu bulunur. Bu denklem, ikinci bolimde elde edilen

Euler-Lagrange diferansiyel denklemini verir.
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2 VARYASYON HESABIN BAZI UYGULAMALARI

Bu boliimde, varyasyon hesabiyla elde edilen matematik ve fizikte onemli yeri olan

literatiirden baz1 bilgilere yer verilecektir.

2.1 Euler-Lagrange Denkleminin Bir Bagimsiz ve Bircok Bagimh

Degiskene Genellestirilmesi

Bu boliimde ¢(x,y,y) bicimindeki fonksiyonel problemleri ele alinacaktir. n tane
bagimli degisken y1, v, ...., y, ve bunlarin y’l, y;, e y;L tiirevlerine bagl fonksiyonellere

genellenirse sistemin degiskenleri bagimsiz oldugu varsayilan fonksiyoneli

¢(y1’y27 ""yn’y;?y;? ""7y7l-ul‘)

seklindedir. Bunun

400 00
dz dy;” Oy

1=1,2,...,n

formunda n tane Euler-Lagrange denklemine yol actigin1 gosterilecektir.

Amag,
1
I:/ ¢(y17y27"'7yn7y17y27‘”'7yn7x)d'r
z0

belirli integralini en kiiciik (veya en biiyiik) yapacak y; (), y2(), ..., y, (z) fonksiyonlarint

belirlemektir. Yani, y; fonksiyonlar
0l =0

esitligi saglanacak sekilde elde edilecektir.

xo ve z1 koordinatlarina sahip u¢ noktalar arasinda sonsuz sayida yol vardir. Minimal



veya gercek yola cok yakin olan yollar,

Yi(x) = yi(x) + ami(x)

seklindeki denklemlerle tanimlanabilir. I integrali, hangi yolun se¢ildigine baglidir, bu

nedenle a’ nin bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir. I’'nin varyasyonu,
ol =94 (bdx = / dpdx

/xlz 6Y)d

sekline sahiptir. Burada Y; ve YZ-/ ifadeleri a’nin fonksiyonlaridir. Dolayisiyla zincir

kuralindan

51:_

06 OY; a¢ay
da)| d
/ Zayaa "5 4| da

seklinde I’ nin varyasyonu yazilabilir. ikinci terim

SN0 R e
. Y] Oa v, O] Dadz
96 oY,
= / 9y da oz )1

seklinde yazilarak buradan

Yy’ N dxa_Yi/

)

ve
0 ,0Y;

dv = 8a( ox

)da
olmak tizere

0 (ay
da" Oz
d 0Y;

dv:%(aa

N /d _/d (9Y _3Yi
v v dz 8@ da

seklinde yazilan ifadeler
/udvzvu—/vdu

= dv=— Yda

)dx




seklindeki kismi integrasyon esitliginde yazilarak

99 9Y;

aY; a |, duda

Tl /*931 aifzi%
2 Oa dz Y]

B 19Y; d 0¢
__/z 8ada;8Ydd

1

seklinde elde edilir. Biitiin egriler u¢ noktalardan gectiklerinden %}2 = 0 dir. Sonug

51:/ S D00 Vi d 06,

olarak

aY; Oa da dx oy,
_d00,0v
dx 9Y] " da

:/ (aa 99 ) s5y.du

dadx

dz 8Y

a = 0 oldugunda §I = 0 olur. Ciinkii I, y; = y;(z)yolu boyunca minimize edilir. Bu

d 96
5 a 0=0= / ayZ dfﬂ ay; )5%0«'515

olup, dy; ler bagimsiz oldugundan, bu ifadenin sag tarafinin sifir olabilmesinin tek yolu,

nedenle

tim terimlerin sifir olmasidir. Buradan

d 99, 0
dx(ay'-) oy,

=0 1=1,2,3,...,n
seklinde istenilen elde edilir [13].

Ornek 2.1.1 .
I:/ ¢(y17y2’"'7yn7y/1ay,27""7y;7,7x)dx
zo

olarak verilsin. I maksimum veya minimum yapilacaktir. Burada ¢ nin varyasyonu

birinci boliimde belirtildigi gibi

¢ Do o _ Ao
0p = —oy1 + ... + =—0Yn + =0y, + ... + =9y,
= Oya " Oy ! "
olup
/ d / d
0y, = d—5y1, ..... , 0y, = 750Un
seklinde ifade edilir.

Bir uygulama olarak, (0,0, 0) ve (1, y1, 21) diizlemlerinin birlesimini gerektirmeyen

9



en kisa egriyi bulalim. Varyasyoneli hesaplanacak fonksiyonel

ds = /(dz)? 4 (dy)? + (d2)? = /1 + ()2 + (2)2dx

esitlifinden yararlanarak

x1
= [ VITWPT @
0
seklinde yazilabilir. Elde edilen / fonksiyonelinin varyasyonu

Sy 262
/ / :E
o VI+E)+ ()

ol =

formunda yazilir. Buradan

51:/ yoy ,dx+/ L
o 1+ W)+ () o 1+ W)+ (2)

elde edilir.

dx

x1 15 /
611 = / y/ y /
o VI+@E)+ ()
olmak iizere kismi entegrasyondan

! ’

Y

MRV e Ea FOE de /T4 () 1 (22

dv =0y dx = i(Sydm = v =0y
dz

seklinde elde edilen ifadeler

/udv:vu—/vdu

esitlifinde yazilarak

y 6y |

51, = | m_/zli y oy
VIR ER L o A TR T ()
oI, = — /I1 a y oy e
0 dr\/1+4 (y)2+ ()2

10

2

dx



seklinde bulunur. Benzer sekilde ikinci integrale kismi integrasyon uygulanirsa

51:—/ i y oy + 4 20z Jdz
o WVITWP TR TGP ()

elde ediilir. 6/ = 0 olmas1 i¢in

d y oy d 26z
TTT P+ ER /T (P + ()

esitligi saglanmalidir. Jy ve dz, x’in bagimsiz keyfi fonksiyonlar1 oldugunda yok olur,

=0

ve buradan )
d Yy
— - — =0 2.1
dr \/1+ (y')2 + ()2
d : —0 2.2)

o\ T+ (P + ()
seklinde elde edilen y ve z’yi x ile birlestiren (2.1) ve (2.2) diferansiyel denklemleri A

ve B integral sabitleri olmak iizere kolaylikla asagidaki gibi ¢oziilebilir.

y :A) i :B

VIHWP+EP VIF WP+ P

Bu esitliklerin ortak ¢oziimlerinden

By = A7
seklinde olusan denklem integre edilerek C' integral sabiti olmak iizere
By—Az+C=0
formunda ¢oziim elde edilir.

Bu Ornekte goriildiigii gibi ¢oziim i¢in Euler-Lagrange denkleminin elde edilis teknigi
kullanilda.

[:Am¢vuyv+wvm

fonksiyonelindeki

02,9,y ,2) =1+ y)? + ()

fonksiyonu Euler-Lagrange denklemini saglar. Yani, Euler-Lagrange denklemine denk

olan diferansiyel denklemlerin ¢coziimleri elde edilen A ve B ifadelerini verir.
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2.2 Hamilton Prensibi

N parcaciktan olusan bir mekanik sistem n = 3V kartezyen koordinat ile tanimlanabilir.
Bu koordinatlarin hepsi bagimsiz olmayabilir. Eger k tane kisitlama denklemi varsa
bagimsiz koordinatlarin sayisi (n — k) dir. Belirli bir andaki tiim koordinatlar i¢in
degerler kiimesine sistemin o andaki konfigiirasyonu denir. Yani, konfigiirasyon q =
(q1,q2, -, Gn—r ) ile verilir. Tiim genellestirilmis koordinatlar bagimsiz olarak degisebilir.
Kuvvet kisitlamasini nasil belirleyecegimizi diistindiigiimiizde, problem tamami bagimsiz
olmasi1 gerekmeyen genellestirilmis koordinatlar cinsinden formiile edilebilir. Ancak

simdilik tiim ¢;’lerin bagimsiz oldugu unutulmamalidir [14].

Sistem, konfigiirasyon uzay1 adi verilen (n — k) boyutlu uzayda bir (maddesel) nokta
olarak temsil edilir [15]. Zaman gectikce parcaciklarin koordinatlar siirekli bir sekilde
degisecek ve sistemi tanimlayan nokta, konfigiirasyon uzayinda hareket edecektir.
Baglangic noktasi ile bitis noktasi arasinda sonsuz sayida yol vardir. Bununla birlikte,
mekanik bir sistem her zaman bu iki nokta arasinda belirli bir yol izler. Hamilton ilkesi,
bir sistemin gercekte izledigi yolun eylemi en aza indiren yol oldugunu belirtir. Mekanik

bir sistemin eylemi,
to
]:/ L(QlaQZJ"'7Qn—k;q.17Q27‘“7q.n—k;t)dt
t1

seklinde cizgi integrali olarak tanimlanir. Burada Lagrangian L, 2n — 2k + 1 bagimsiz
degiskenli (genellestirilmis koordinatlar, genellestirilmis hizlar ve zaman) sistemin tek
bir skaler fonksiyonudur [14]. Integralin alt ve iist sinirlar ¢, ve ¢, mekanik sistemin
hareketinin baglangic ve bitis zamanlaridir. Hamilton ilkesi, bize sistemin bu integrali
en aza indirecek sekilde davrandigini sdyler. Bu nedenle [ fonksiyonelinin varyasyonu

stfirdir. Denklem formunda Hamilton ilkesi,

5/Ldt=0

seklindedir. Bu iligkiyi yorumlamak i¢in, bir konfigiirasyon alan1 ve bazi islemler i¢in

bir baglangi¢ ve son nokta diisiiniilebilir.

Ug noktalar (baglangi¢ ve bitis) arasindaki birkag yolu diisiiniilerek bu yollardan birinin,

eylemi en aza indiren yol (“gercek” yol) oldugu varsayilsin. Bu yol boyunca

to
5/ Ldt =0
t1

denklemi gecerlidir. Integral, sistemin gergekte izledigi yol icin bir minimumdur ve
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diger tiim yollar boyunca eylemin degeri daha biiyiik olacaktir.

2.3 Lagrange Denklemlerinin Tiiretilmesi

Lagrange denklemleri, genel formda ¢(x,y,y') seklinde olan degiskenleri L(t, ¢, )
seklinde varyasyon hesabi diline yeniden formiile edilmesiyle Hamilton ilkesinden

tiiretebilebilir [15]. Hamilton ilkesi, mekanik bir sistemin ¢ = ¢(t) ile verilen konfigiirasyon

to
/ L(t,q,q)dt

t1

uzayinda,

integrali minimize olacak gekilde bir yol izledigini sdyler. Simdi, eger ¢ = ¢(t) kiigiiltme

yolu ise L,
d oL, 0L 0

%(a_q) - a_q -
seklinde Euler-Lagrange denklemini (Lagrange’in 2. tip denklemi) saglamalidir. Denklemde

q= % gecerlidir.

2.4 Euler-Lagrange Denkleminin Birden Fazla Bagimh ve Bagimsiz

Degiskene Genellestirilmesi

Birkag bagimsiz degiskenler 2 = x = (z!,...,2"), v® = u = (u!,...,u™) bagimh

degiskenler ve L € A birinci mertebeden bir diferansiyel fonksiyon olsun. (A sonlu
mertebeden tiim diferansiyel fonksiyonlarin vektor uzayidir.) V' C R"”, x bagimsiz

degiskenler uzayinda OV sinur1 olan keyfi bir n-boyutlu uzay olsun. Bir eylem,

[[u] —/ L(x,u,u(;))dx (2.3)
%

integralidir. (u(y), u§* seklindeki biitiin birinci tiirevlerinin koleksiyonlaridir.) (2.3) aym
zamanda varyasyonel integral olarak da adlandirilir. (2.3) integralin u’nun u+h(x)

degisiminin neden oldugu §/[u] varyasyonu,

/ [L(x,u+h,uq) +hgy)ldx
v

integralinin temel lineer kismi (h cinsinden) olarak tanimlanir ve asagidaki forma

sahiptir [16].
oL ., OL
5l[u}/v[auah +8u?hi]dx
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3 OPERATORLER

Tamim 3.1 (Euler-Lagrange operatorleri)

x = (24 2%,...,2") ve u = (ut,u?,...,u™) ifedeleri sirasiyla z° ve u® seklindeki

koordinatlarla verilen bagimsiz ve bagiml degiskenler olmak iizere

Y Y S
. ot U; oue zja a

i = D;(u®)

u%—DjDi(uO‘)

seklinde tanimlanan notasyonlarla Euler-Lagrange operatorleri asagidaki toplamsal

formla tanimlanir [17], [18].

ou®  Ou®

+ Z(—l)sDil...Disaqu a=1,2...m (3.1)

s=1 ...

Ornek 3.1 x = (z,y,2) nin bagimsiz degigkenler oldugu bir f = f(x,u(), u))
islevine etki eden Euler-Lagrange operatoriinii diisiiniilerek ve u tek bir diferansiyel
degisken olmak iizere (3.1) denkleminde oo = 1,7 = 3 ve s = 2 olsun. Burada u(y ve
u o) sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerdir. Bu durumlarda Euler-Lagrange

operatorti,

S0 i p 0,
“0u,

T Ougy Y Ouy, 20U,

a—l—DD a—i—DD 0

yau:py 8“@2 Y Zauyz] (32)
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seklini alir.

2]

Lemma 3.1 Toplam tiirev ve 575

ver degistirir. [19]

0 0 0

D 5al = Digia ~ Gum

D; =0 (3.3)

Kanit: Bu lemma dogrudan hesaplamayla gosterilebilir.

i—( 9 +uai+u0¢i+ ) 9
oue  Oxt L Oue Youx T due

J

02 02 0?

D;

= dridue o ou®’ U us du~ te
9 o 9 0 0
gun = un ot T s T g )
o
C Quedxt Qu® du L Oue?
0 0 e O
du> Ous i duus
0? 0? 0?

+

= o us +
ou*oxt L oue® Y Quous

Lemma 3.2 Vo icin asagidaki esitlik gecerlidir [19].

%DI =0 (3.4)
Kamt: 5 9
gun i = Pigya
esitligini kullanacagiz.
NOT: 5
o= a%a — Dmai% + Diajgx — Dgauzm + ...

formunda yazilan Euler- Lagrange denklemi 3 nin diferansiyel degisken oldugu (x, )

diizleminde

J - 0 0 0 0 0
= =N (1D = o — Dy + D2 — D3
0y 3:0( " Pegy = oy~ Pray ey~ Pegy
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seklinde yazilabilir.

) 0 0 0? 0 0 0
—D,=(=——D, D? — ) (= +ul g
du (8ua Ou MR oug, )(@a: TG T e ou’ o)

0 0 0 0 0
= —D,—D,— — D? D? - D3 — =
ou® ou® *oug e oul Toug, 0
seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1 f(z,u,..uw)) € A € A fonksiyonunun g(x,u, ..., us—1)) € A olmak

lizere

toplam tiirevi olmast icin gerekli ve yeterli kosul, asagidaki denklemlerin (x,u, u), ...)

uzayinda gecerli olmasidir.

of
— =0
ou®
(a=1,2,...,m)
Kamt: f = D,(g) oldugundan
4]
dun 0w ="
esitliginden
of ) )
-4 —_—_ D — _
elde edilir.
Ornek 3.2

m = 2 ve s = 1 i¢in yukaridaki teoremi dogrulayin. Bagka bir ifadeyle
f@ w00, 0") = Da(g(x,u,v))

esitliginin gerceklesmesi icin gerek ve yeter sart

of B
of B
LD =0

esitliklerinin saglanmasidir.
Coziim: Eger

f(x7 u? /U7 ul7 /U,) - D:E(g(l'7 u? /U)) = gl‘ + ulgu + /U,gU
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ise o halde tiirev operatorii kullanacagiz.

S0 0 0

R e i W s W
a = 1igin
59 0 , 0 , 0
ou  ou Dw@uz + Dmaum B Dxﬁuzm T
5 , o0 . o, .
= 5. f @ V) = =-Da(g) = Da(9u) = (5-Ds = Dy -)(9) = 0
5f 0 9 0

Sv %Dx(g) — D.(g0) = (%Dx — Dz%)(g) -0

tersine f(x,u,v,u’,v") fonksiyonu asagidaki denklemleri saglasin.

of _

S _fu_D:L‘(fu’) =0
of B
%_fv_Da:(fy’)_O

fu - fmul - ul wu T ,U/ v’ T UN u T U” W T 0

f'U - fa:v/ - ul w' T UI w' T U” uv T U” v T 0
f,u" ve v icermediginden,

fu/u, = fu/v, = fv/v, =0
olur. Dolayisiyla
f=a(z,u,v)u + bz, u,v)v + c(x, u,v)
ve yukaridaki denklemler,
Ay = bua Ay = Cy, b:): =Gy

formunu alir.

Bu denklemler,

dg

i a(x,u,v)
dg

% b<I7 u, U)
dg

% - C((L’7 u, U)



sistemi i¢in integrallenebilirlik kosullarini saglar. g(z, u, v) ¢oziim olsun. Boylece

[ = guul + gvv/ + 9. = D.(g)
seklindeki istenilen sonug elde edilir.
Simdi, Noether simetri yaklasiminda 6nemli yeri olan bir teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2 Diferansiyellenebilen bir f(x,y,u,u,,u,) fonksiyonu, ancak ve ancak

varyasyonel tiirevi sifirsa bir vektor alanminin diverjanst olur.

f=divH <~ g:O
ou

Teoremdeki H ve divH
H = (g(z,y,u), h(z,y,u))

divH = D,(g) + D,(h)

seklindeki esitlikleriyle tanimlidir.

L ifadesi,
L N S R R

a el T 9, T 9« T 9«
ou ou oug ou, oug,.

+ ..

x,y bagimsiz de8iskenler v diferansiyellenebilen degisken olmak iizere Euler-Lagrange

operatoriidiir.

’ / . . .
Kamt: f(x,u,v,u ,v ) bir diverjans olsun.

f=Da(g) + Dy(h) = go + tagu + hy + uyhy (3.5)
(3.3) ile ifade edilen 5 5
s oDi= Dz =0
esitliginden
O 0 D(g) ~ Dulgu) + Dy (h) — D, (1)
= (3D, = D g) + (2D, Dy (h) = 0

olacak sekilde g—jz:O elde edilir. Kargit olarak

of

T

fu - Dm(ful) - Dy(fuy) =0

19



seklindeki denklem

- fyuy - uwyfuxuy - uyyfuyuy =0

seklinde yazilabilir. f; uz,, uy, ve u,, degiskenlerini icermediginden, bu denklemden

su sonug cikar:
fuwx - fuxuy - fuyuy =0

f - a(xay7u)ux + b(x,y7u)uy + c(m,y,u) (36)

g—i = (0 denklemi, katsayilar i¢in bir kosul verir.

Cy = Ay + by, c= /(ax + by)du + p(z,y) (3.7

(3.6) ile (3.5) esitligi karsilastirilarak ve (3.7) kosulu dikkate alinarak (3.6) fonksiyonunun

Jgu=a, h,=b, g= /a(:c,y,u)du + k(x,y), h= /b(aﬁ,y,u)du + (z,y)

ile (3.5) diverjans formunu aldig1 sonucuna varilir. Burada k(z,y) ve I(z,y), (3.7)
kosuluna uymalidir. Yani,
ke +1l,=p

Ornegin, | = 0 ve k(x,y) = [ p(z,y)dz almabilir.

Ornek 3.3 f = 2(%)u, + 2(3)uy + 2zy — u?(z72 + y~2) fonksiyonu,

a = 2(%), b= 2(%), c= —u2(:c*2 + y*Q) + 2y

olmak tizere

f = G(I, y7 u)u:v + b($a y7 u)uy + C(l’, yv U)

formunu alabilir.
e= [(ar+b)du+pis.y

kosulu saglamir. [ = 0 ve k = [ 2zydx = 2%y ile

g= /a(x,y, w)du + k(z,y), h = /b(a:, y,u)du + (z,y)

seklindeki fonksiyonlar1 almak f’ yi diverjans olarak temsil eder.
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4 LIE SIMETRI DONUSUMLERI VE GRUPLARI

Bu bdliimde, 6zellikle diferansiyel denklemlerin mertebesinin indirgemesi ve ¢oziimleri
icin 6nemli yere sahip olan Lie simetri gruplar1 yontemi i¢in literatiirden bilgiler
verilecektir. Konu ile ilgili daha kapsamli inceleme [6], [20] , [21] ve [22] kaynaklarindan
yapilabilir.

4.1 Gruplar

Tamm 4.1.1 Bir ¢ birlesim islemine gore elemanlar: asagidaki ozellikleri saglayan
(G, ¢) ikilisine bir grup denir [20].

1. Kapalilik Ozelligi: Eger Va,b € G igin ¢(a,b) € G ise G kiimesi ¢ birlesim

islemine gore kapalidir.

2. Asosiyatiflik : Eger Va, b, ¢ € G igin ¢(a, ¢(b, c)) = ¢(¢(a, b), c) esitligi saglanirsa

¢ islemi birlesme (asosiyatif) 6zelligine sahiptir.

3. Birim eleman: Eger Va € G i¢in ¢(e,a) = ¢(a, e) = a esitliklerini saglayan bir

e € (G varsa e birim elemandir. Bu eleman grup i¢inde sadece bir tanedir.

4. Ters eleman: Va € G igin ¢(a,a™ ) = ¢(a™!,a) = e dyle bir a~! vardir ki bu
a~! elemanina a nin tersi denir. Yine bir elemanin grup icinde birden fazla tersi

olamaz.

5. Degisme 0zelligi : Eger 6zel olarak GG nin her hangi iki a ve b elemanlari i¢in
o(a,b) = ¢(b,a) esitligi saglanirsa (G, ¢) grubu degismeli (abelyen) dir. Bir

grubun degismeli olmasi1 gerekmez.

Tanim 4.1.2 G nin ¢ bilesim kuralina gore yukaridaki ozelliklerni saglayan her alt

kiimesine (G, ¢) grubunun alt grubu denir.
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Baz grup ornekleri :

» Z tamsayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar kiimesi ve R reel sayilar kiimesi, toplama
islemine gore grup aksiyomlarini saglarlar.

* Gy ={f(x) =cx+d|f :R— RAc¢de R, c # 0} kiimesi fonksiyonlarin
bileske (o ) islemine gore bir grup olusturur.

* Bir egkenar licgenin pozitif yonde merkezi etrafinda 2, %” ve 4?”

acilarla donmesi ve ticgenin herhangi lic kenarortayina gore yansimasi iiggeni

radyanlik

degismez birakir. Egskenar iiggenin tiim bu doniisiimlerinin olusturdugu kiime ¢
bileske islemine gore grup olusturur. Daha genel olarak herhangi bir diizgiin n
genin merkezine gore donmesi ve simetri eksenlerine gore yansimasi diizgiin
cokgeni degismez birakir. Yani, ilgili doniisiimlerle koseler diger bir koseye, her
kenar noktas1 yine bir kenar noktasina karsilik gelir. Gruplarla ilgili kapsamh
bilgi icin [23], [24] ve [25] kaynaklar1 incelenebilir.

4.2 Doniisiimler Grubu ve Bir Parametreli Lie Doniisiim Gruplar:

Tanim 4.2.1 R" nin bir D alt bélgesinde bulunan x = (x4, X2, T3, .....x, ) noktalarinin

doniistim kiimesi
x*=X(x;a), Ve e D, Vae S CR 4.1)

olacak sekilde a parametresine bagl olarak tanimlanir.

Bu tanimdaki X, x noktasinin her koordinatina karsilik gelen asagida 6zellikleri verilen
fonksiyonlar1 ifade etmektedir [20]. Bu doniisiim elemanlarinin olusturdugu bir G
kiimesi, ¢ birlesim islemine gore, boliim (4.1) de belirtilen grup aksiyomlarini saglar.
Burada aym zamanda ¢(a,b), S deki a ve b parametrelerinin bilesim kuralidir. Bu
bize bir noktaya art arda doniisiim uygulandiginda DD iizerinde yine tek parametreli
bir doniisiim olustugunu ifade eder. Bunu matematiksel olarak asagidaki gibi ifade
edebiliriz.
x* =X (x;a) = x** =X (x*b) = X(x;¢(a,b))

Belirtildigi tizere ¢(a,b) = ¢, ¢ € S olacak sekilde tek parametre olusur. Bu grubun

birim elemani ise e = ¢( birimsel parametre olmak iizere,

x* =X (x;¢9) =X
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olarak gosterilir.

* X, x € D noktasina gore sonsuz tiirevlenebilen ve a parametresine gore analitik
fonksiyonlardir. Bir bagka ifadeyle X fonksiyonlarinin a ya gére yakinsak Taylor

serisi vardir.

* q siirekli bir parametre oldugundan S, reel sayilarin bir araligidir. a yi1 sifir olarak

secebiliriz, bu ise grubun etkisiz elemanina karsilik gelir.

* ¢(a,b) birlesim kurali a ve b nin analitik fonksiyonudur [20].

Yukarida belirtilen 6zelliklerden de anlasilacagi iizere bizim daha ¢ok ilgilenecegimiz
gruplar siirekli doniistim gruplaridir. Bundan dolay1 grup islemi ¢ bileske islemidir. Bu
ozelliklerle beraber olusan gruba tek parametreli Lie doniisiim grubu denir. Diizlemde
noktalarin doniislimii (art arda ¢ islemi uygulayarak) diizlemde bulunan herhangi bir

noktay1 yine diizlem lizerinde baska bir konumdaki noktaya doniistiirir.

4.2.1 ki Boyutlu Diizlemde Déniisiim Gruplarma Ornekler:

Simdi Tanim 4.2.1 de verilen doniisiim gruplara R? de drnekler verelim.

Ornek 4.2.1

Bir parametreli x— ekseni iizerinde kaymalari ifade eden doniistimlerin olusturdugu G

kiimesi ¢ birlesim iglemi altinda bir grup belirtir. Bu doniigiimler

rr=x+a
. 4.2)
Yy =y
denklemleriyle ifade edilir.
Ornek 4.2.2
Orjin etrafinda donmeleri veren doniistimler
¥ =wxcosa—ysina
(4.3)

y* = xsina + ycosa
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stirekli grup olusturur.

Ornek 4.2.3
rt=er
y* = ey
doniisiimleri de siirekli grup olusturur.
Ornek 4.2.4
rr=x+a
«_ 1Y
Y T axa

doniislim ailesi grup aksiyomlarini saglar.

4.3 Sonsuz Kiiciik Doniisiimler

Birlesim iglemi ¢ ve a = 0 birim eleman olmak iizere ,
x* =X (x;a) (4.4)

Lie doniisiim gruplar ele alinirsa Tanim 4.2.1 de belirtilen X fonksiyonlarinin Taylor

seri acinimi 6zelliginden

X (x;a) ) N 1&2 (82X (x;a)
da |0 2 da? _

:x+a(w >+O(a2)

seklinde yazilabilir. Bu aginima ayn1 zamanda Lie serisi de denir. Burada

X*zx+a(

a=0

K(x) — axﬁ(x; a)

4.5)

seklinde olmak iizere x +ak(x) ifadesine (4.4) Lie doniisiimler grubunun sonsuz kii¢iik
doniiglimleri denir. Buradaki k(x) in bilesenleri (4.4) doniisiimlerinin sonsuz kiigiikleridir
[20].

Ornegin, R? diizleminde,
xt=ex yr=e % (4.6)
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(4.6) formundaki doniistimler ele alinarak

oex
kl (.CE, y)) = aa =T
a=0
Oe @
ka(ay) = 52| =-y
a=0

bicimindeki k(x) in bilesenleri (4.6) nin sonsuz kii¢iikleri olarak elde edilir. Buradaki
ki(x,y) ve ko(z,y) ifadeleri 6zel olarak ky(z,y) = &(z,y) ve ka(z,y) = n(z,y)
sembolleri ile gosterilmek sartiyla x* ~ x + af ve y* =~ y + an olarak yazilarak

r* =~ x + ar ve y* = y — ay seklinde ifade edilir.

4.3.1 Lie’nin Birinci Temel Teoremi
(4.4) doniisiimleri R? de

" =P(v,y;a), Y =w(z,y;a) (4.7

denklemleriyle ifade edilirse (4.4) te belirtilen doniisiimlerdeki X siirekli fonksiyonlari

(4.7) denklemlerinde 1/ ve w fonksiyonlar1 olarak ifade edilmektedir.

Teorem 4.3.1

dx*

— * * ES — 4.
=) | == (4.8)
dy* * * * S
= n(z*,y*) T T Y (4.9)

Lie’nin Birinci Temel Teoremi (4.8) ve (4.9) baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimiiniin
(4.7) doniigiimler grubuna denk geldigini ifade eder [20][21].

Ornek 4.3.1

Tt =z + ar’, Y=y + ary (4.10)

seklinde sonsuz kii¢iik doniisiimleri verilen doniisiim grubunu bulunuz.
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Coziim:

2

Bu ornekte, £(z,y) = 2° ve n(z,y) = zy oldugundan;

= (z*)?, | ==z (4.11)
da 40
dy*

= (z"y"), vl =y (4.12)
da .

birinci mertebeden adi diferansiyel denklemleriyle verilen baslangi¢ deger problemlerini

¢ozelim. (4.11) denkleminden

ifadesi yazilip integre edilerek

dz* -1
/W:/d& — F:CL+C(ZE,y)

ve buradan )
- 4.13
o a+ C(z,y) ( )

seklinde ifade edilerek baslangi¢ kosulu @ = 0 yazilirsa

-1

olarak C'(x, y) bulunur. Dolayisiyla C(x,y) sabiti (4.13) de yerine yazilirsa

X

*

xz

" 1-2a
biciminde x* elde edilir.

Simdi (4.12) problemini ¢bzelim. (4.12) denkleminden

d *
y* = z2%da
Yy

olusan bu denklemde (4.13) de buldugumuz z* ifadesini yazalim.

dy* x

= d
y* 1—:Uaa
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integrasyona gecis yaparak

/dy* :/ " gy Gl

Y 1—=xza 1—xza

ve bulunan bu ifadede (4.12) baslangi¢c kosulu uygulanirsa C(x,y) = y bulunur.

Bulunan bu ifade yerine yazilarak

doniistimii bulunur.

* x * Y
_ _ 414
v 1 —za’ y 1—ax (4.14)

Elde edilen (4.14) dontigiimleri ¢(a, b) = a + b igslemiyle beraber bir doniisiim grubu

olusturur.

Ornek 4.3.2

=z +alr —vy), v =y+alr+y) (4.15)

sonsuz kiiciik doniisiimleri icin siirekli doniisiim grubunu bulunuz [21].
Coziim:

£(z,y) = —y ven(z,y) = x + y fonksiyonlari (4.5) tanimindan ilgili doniigiimiin
sonsuz kiigiikleridir. Simdi bu sonsuz kiigiikler, Lie’nin birinci temel teoreminde

belirtilen baslangi¢ deger problemlerinde kullanilarak

dz*

=z -y z* =x (4.16)
da a=0
d *
y — 4y y* =y 4.17)
da 00

seklinde (4.16) ve (4.17) denklemlerinden olusan baslangi¢ deger problemi elde edilir.
(4.16) deki denklemin iki tarafinin a ya gore tiirevi alinarak,
d’z*  do* dy*

= 4.1
da? da da (4.18)
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*

d
seklinde olusan (4.18) denkleminde dy
a

tiirevinin yerine (4.17) deki esiti yazilarak

d*z*  dz*
— = —— (2" * 4.19
da? da (" +y") 4.19)
formunda olusan (4.19) denkleminde, y* yerine (4.16) de belirtilen denklemdeki esiti
yazildiginda
d*z*  dz* dx*
= — (" *— 4.20
da? da (@7 + (@ da ) (420)

seklinde olusan (4.20) denklem diizenlendiginde,

d?x* de*
da? da

+22* =0 4.21)

seklinde (4.21) denklemi sabit katsayili ikinci mertebeden homojen lineer bir denklem

elde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi,
P —=2r+2=0

seklinde yazilir. Karakteristik denklemin kokleri 71 = 1 + ¢ ve 79 = 1 — 7 oldugundan
(4.21) denkleminin

zi = ellHia zy = ell=de (4.22)
seklinde iki bagimsiz ¢6ziimii bulunur. Genel ¢oziim, siiper pozisyon ilkesi geregi
" = e(Cy(z,y) cosa + Cy(z,y)sina) (4.23)

(4.24) formunda elde edilir. Baslangi¢ sart1 ‘a = 0’ yazilirsa C(x,y) = x bulunur.
Bulunan C(z, y), (4.24) esitliginde yazilarak

*

¥ =e"(xcosa+ Cy(x,y)sina) (4.24)

seklinde (4.24) ifadesi elde edilir. (4.24) ve bunun tiirevi, (4.16) denkleminde yazilarak
asagidaki denklem elde edilir.

e(—xsina + Cy(x,y) cosa) + e*(x cosa + Cy(z,y) sina)

*

= e*(rcosa+ Cy(x,y)sina) —y
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Elde edilen bu esitlikte gerekli hesaplar yapilarak
y* = e(xsina — Cy(x,y) cosa) (4.25)

seklinde olusan (4.25) esitliginde, (4.17) deki baslangi¢ sartindan ‘a = (0’ yazarak
Cy(z,y) = —y bulunur. Cy(z, y), (4.25) esitliginde yerine yazildiginda

r* =e*(xcosa — ysina)

y* = e%(zsina + ycosa)

stirekli doniisiim grubu elde edilir.

4.3.2 Sonsuz Kiiciik Uretecler

Bir parametreli (4.4) Lie doniisiim gruplarimin sonsuz kiiciik iireteci agagidaki formda

tanimlanir.
Tanim 4.3.1
B 0
X =X(x)=k(x).V = ki(x)— 4.26
(x) = k(x).V ; ®) 5, (4.26)
seklinde (4.26) deki operatorle tanimlanir [20]. Buradaki V,
o 0 0
V= (8:{:1’ 8x2""’8:cn)
seklindeki gradient operatoriidiir.
Ayn1 zamanda,
XF(x) =k(x).VF(x) = i k; (X)iF(X) (4.27)
8%

i=1
Diferansiyellenebilir her F'(x) = F(z1,xs,....,x,) fonksiyonu icin (4.27) esitligi

mevcuttur.

Buna gore, R? de sonsuz kiigiik bir iireteg (jenerator), k(x) in bilesenleri k; (z,y) =

£(z,y) ve ka(x,y) = n(z,y) olmak iizere,

0 0
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seklinde ifade edilir. (4.28) sonsuz kiigiik iiretecine F'(x, y) analitik fonksiyonu uygulanirsa

oF oF
XF = — — 4.29
§,y) 5 +nlz,y) o (4.29)
biciminde bir fonksiyon elde edilir. Ornegin,
= = yt = —2 (4.30)
1 —ax 1—ay

doniisiimleriyle verilen grubun sonsuz kiiciik operatoriinii bulalim. (4.5) e gore

Lo e
o Oa \1—ax

™ 3 ()~ T
da a=0 da 1—0,y a=0 (1—(1y)2

ve buradan da (4.28) geregi

1,2

ox*
da

a=0 B (1 - a$)2

=a? = &(x,y)
a=0

=y* =n(z,y)
a=0

seklinde sonsuz kiiciik tireteci elde edilir. (4.4) doniisiim grubunu bulabilmek i¢in daha

cok fizikg¢ilerin kullandig1 yontem iiretecin (jenerator) iistel olarak yazilimidir.

Teorem 4.3.2 (4.4) bir parametreli Lie doniigiimler grubu iiretecin asagidaki gibi iistel

olarak yazilimina denktir.

1 1
x*:eaXx:x+aXx+§a2X2x ______ :[1+aX+§a2X2—I— ...... ]x:ZG—X”x

.(4.31)

Bu serideki X = X (x), (4.26) de tanimlandi81 gibidir. Ayrica X* = X*~1X olmak
lizere X* = X*(x), Vk € NT geklinde yazilir. Diger taraftan X*F'(x) fonksiyonu
X*-1F(x) fonksiyonuna X operatétii uygulanarak elde edilen fonksiyondur ( k& =
1,2,3.....) [20].

Teorem 4.3.2 nin bir sonucu olarak F'(x) sonsuz tiirevli fonksiyonu i¢in
F(x*) = F(e"*x) = e** F(x) (4.32)

esitligi vardir [20].
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Ornek 4.3.3
x* = xcosa+ ysina

*

Yy = —xsina + ycosa

donme doniisiim grubu icin

olmak tizere

dxz*
o E(o,y) =y
dy*

seklinde sonsuz kiiciikler bulunarak donme grubunun iireteci

0 0 0 0

olacak sekilde bulunur. Dénme grubu iiretecine karsilik gelen Lie serisi asagidaki

gibidir.
X(z) =y
X% = X(X(2)) = —a
X = X(X(X(2))) =~y
X = X(X(X(X(2)))) =2

periyodik sekilde tekrarlanir. Yani,
Xty =g X%y = ¢ XW 20 = 0 X% 30 =9 (k=1,2,3....)

Xy =y, Xy = o, X¥72y = —y X0y = —u (b =1,2,3...)
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olarak yazilir. Yukaridaki periyodik dongii esitlikleri asagidaki seri agimiminda yazilarak

X n 2 4 3 5
* _ _aX __ a_ n,.. __ CL_ (l_ CL_ CL_
F=e —Z_;n!Xx—(1+2‘+4!+ ..... )z + (a 3!—1-5‘ ...... )y

olacak sekilde sinis ve cosini s fonksiyonlarinin sifir civarindaki taylor seri aginimlari
elde edilir.

¥ =xcosa+ ysina

olacak sekilde bulunur. Benzer sekilde,

y* =eYy = —xsina+ycosa
olarak bulunur [6] [20].
Ornek 4.3.4 5
X =y—
y@x

JeneratOriine sahip doniislim grubunu bulunuz.

o0 an
=N gp = E — X"z
n!
n=0

serisindeki X" ler icin verilen operatorii x ve y koordinatlarina uygulayalim.
X(x) =y, X(X(x)) = 0,X"z = 0,vn € N* — {1}

X(y) =0,X"(y) =0,Yn € N*

Bunlar seride yazilirsa

rr=x+ay
Yy =9

dosiim grubu elde edilir.

4.3.3 Degismez Fonksiyonlar

Tanim 4.3.2 Sonsuz tiirevlenebilir bir F'(x) fonksiyonunun (4.4) Lie doniisiim grubunun

bir invaryant fonksiyonu olabilmesi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir grup doniisiimii icin
F(x) = F(x¥)
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esitliginin saglanmasidir. Eger F(x), (4.4) doniigiim grubunun degismez bir fonksiyonu

ise F'(x)’e (4.4) doniisiim grubunun degismezi denir [20].

Teorem 4.3.3 F(x) fonksiyonunun bir Lie déoniisiim grubu altinda invaryant olmast

icin gerek ve yeter kosul

olmasidir [20].

Kamt: F'(x) invaryart oldugundan tanim geregi
F(x) = F(x")

esitligi vardir. Bundan dolay1 Lie seri agcinimindan asagida basit¢e goriindiigii gibi

o0

F(x*) =™ Fx = F(x) + aX F(x) + %azXQF(X) ...... => Z—TX”F(X) (4.33)
n=0
XF(x)=0
X"F(x) =

olursa seri acintmindan

sonucuna basitce ulagilir. Bu da invaryantlik demektir.
Ornek 4.3.5

x* = ex, Yt = ey, a€ceR (4.34)

doniisiim grubunun invaryant fonksiyonunu bulalim. Oncelikle iireteci bulalim. (4.5)

formiilii geregi

dx*
o) = =a
dy*

= :2
n(z,y) dal,_, y
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seklinde bulunan sonsuz kiiciikler (4.28) te yazilarak

0 0
X = 42—
xax * yay
sonsuz kiigiik iireteci bulunur. Aradigimiz F'(x,y) fonksiyonu i¢in Teorem 4.3.3 ten
dolay1
OF OF
XF =g +2y=— =0
Y or Ty dy

kismi tiirevli diferansiyel denklemi yazilabilir. Bu denklemin karakteristik denklemleri,

de _dy _dF
r 2y 0

seklindedir. Buradan ilk iki oran esitliginden C', C sabitler olmak iizere

d d 1
_x:_y<:>1nx:ﬁ+lncl<:>y:x20<:>C:£
x 2y 2 x?

seklinde olusan esitlik yardimiyla grubun invaryant (degismez) fonksiyonu, dF' =
0 == [F sabit oldugundan F'(z,y) = F(%) formundadir. fonksiyondur. Yani,
V(z,y) = %2 fonksiyonu verilen doniisiim grubu altinda degismez oldugundan genel

degismez fonksiyon, F'(z,y) = F'(Z%) olacak bicimde % nin bir fonsiyonudur.

Teorem 4.3.4 (4.4) Lie doiigiimler grubu i¢in

denkliginin gerceklesmesidir [20].

Kamt: Teoremde gereklilik ve yeterlilik (4.33) Lie serisi acinimindan rahat¢a goriilebilir.

4.3.4 Kanonik Koordinatlar

Tamm 4.3.3 Iki gruba, eger birinden digeri uygun degisken doniisiimii kullanilarak

elde edilebiliyorsa benzerdir denir.
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Koordinatlarda uygun bir degisiklik yapildigini varsayalim.

Y = Y& = (51(x), 42(x), ..., yn (X)) (4.35)

(4.4) Lie doniisiim grubunun sonsuz kiiciik jeneratorii, X = (z1, X2, ..., x,, ) koordinatlarina

sahip nokta i¢in

formunda oldugu bilinmektedir. (4.35) degistirilmis koordinatlar1 i¢in sonsuz kiigiik

jeneratorii (iiretec),

. 0
v=2 ng (4.36)
=1

seklindedir. Dolayisiyla aymi grup etkisi s6z konusu olmast i¢cin X = Y olmalidir.

Buradaki y koordinatlar altinda sonsuz kiiciikler,

p(y) = (p1(y), p2(y), -, Pu(y)) = Y (y) (4.37)

esitlikleriyle verilir.

- tiirevlerinin her birine ;" lere gore zincir kurali uygulanarak X jeneratérii, asagidaki

sekilde Y jeneratoriine doniisiir.

X = ;/ﬁ(x) 0z, = Z ki(x) (9]1:1 a—yj = ij(y)—' =Y (4.38)

i,j=1

X =Y olmasi i¢in

pi(y) =D _ki(x) =5 = = X, (439)

i=1

J =1,2,...,n olmak iizere (4.39) esitligi saglanmalidir [20].

Teorem 4.3.5 (4.35) ile verileny koordinatlarina gore, tek parametreli (4.7) Lie doniisiim

grubu,
seklinde olur [20].

Tanmim 4.3.4 (4.35) koordinatlarin degisikligi (4.4) teki bir parametreli Lie doniisiim
gruplari i¢in kanonik koordinatlar kiimesi tamimlar. Bu tiir koordinatlar tiiriinden (4.4)

doniistimler grubu,
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:: i , t=1,2,...n—1
Y Y (4.40)
y; =UYnta

sekline doniisiir [20].

Teorem 4.3.6 (4.4) teki herhangi bir Lie doniisiim grubu (4.3.4) doniisiim grubuna
denk olacak gekilde y = (y1, Y2, -, Yn) kanonik koordinatlar kiimesi varduwr [20].

Kamt: Tanim 4.3.4 geregi
yi = i(x") = wi(x)

oldugundan Teorem 4.3.3 geregi
Xy (x) =0 (4.41)

¢t = 1,2,...,n — 1 seklindeki (4.41) 6zdesligi kullanarak bir u(x), X operatorii ile

yazilarak

0 0 0
Xu(x) = ky (X) o + ko (X) o + oo + kn(x)a%

seklinde olusan birinci mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemin fonksiyonel

=0 (4.42)

(islevsel) olarak bagimsiz n — 1 tane ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimler n tane birinci
mertebeden adi diferansiyel denklemin genel ¢oziimlerinde goriinen (y;(X), y2(X), ...,
yn (X)) sabitleridir.

(4.42) kismi tiirevli diferansiyel denklemin karakteristik denklemleri (Lagrange sistemi)

dn _ dw2 | _ e du (4.43)

seklinde olur. Buradan da (4.3.4) daki n — 1 tane koordinat elde edilir, Teorem 4.3.4 ten
Yn = Yn(X*) = yn(X) +a = Xyn(x) =1

Dolayisiyla y,(x) asagida olusan homojen olmayan birinci mertebeden lineer kismi
tiirevli diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii v(x) tarafindan verilir.
Jv ov Jv

Xv(x) = k1(x)=— + kg(x)a—m + ..+ kn(x)&xn —

1 (4.44)

(4.44) denkleminin karakteristik denklemleri agsagidaki sekilde yazilarak ¢oziime gidilir.

don _ dra o At dv (4.45)
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Teorem 4.3.7 Tek parametreli Lie doniisiimler grubu herhangi bir kanonik koordinatta

y = (y1(x),y2(x), ..., yn_1(x)) yazildiginda, sonsuz kiiciik iireteci,
— (4.46)

formunda olur.

Kanit: (4.37) ile Z p;(y) @ =Y seklinde tanimli sonsuz kiiciik iireteci hatirlanarak

3=1 I

denklemlerinden (4.46) deki sekilde kanonik koordinatlarda iiretec elde edilir [20].
Ornek 4.3.6

Sonsuz kiigiik iireteci,

X:mg—i—2y2

olan scaling grubunun kanonik koordinatlarini bulunuz.

Coziim: (s, r) kanonik koordinatlar olsun.

or or
0s 0s

seklinde olup, ilk iki oran esitliginden

dx_@

r 2
seklinde olusan adi diferansiyel denkleminin ¢6ziimiindeki sabit r dir.

d d 1
/—x: —y<:>1nx+ln01:—lny<:>x202y
x 2y 2
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ve buradan
Y
C = = = r(z,y)

seklinde r koordinati bulunur. (4.48) denkleminden karakteristik denklemler,

dr _dy _ds

r 2y 1

seklindedir. Buradan birinci ve ligiincii oranlarin esitliginden

s(x,y) =Inz
seklinde yazilir. Son durumda
Y
(57 T') = (h’l.ﬁL’, P)

seklinde kanonik koordinatlar elde edilir.

Ornek 4.3.7

x* =xcosa—ysina (4.49)

y* =xsina + ycosa (4.50)

doniigtimleriyle verilen donme grubunun kanonik koordatlarini bulunuz.

Coziim: Grubun iireteci,

0
X = —y— —_
Yor T oy
seklindedir.
or or
X(r) =~y + oy = 0 (4.51)
Os 0s
X(s) = e + a:a—y =1 (4.52)

seklinde X (s) ve X (r) ifadeleri yazilabilir. (4.51) denkleminin karakteristik denklemleri

de_dy _dr

-~y  x 0
seklinde yazilarak ilk iki oranin esitliginden olusan

dr_dy

adi diferansiyel denkleminin integre edilmesiyle dr = 0 — r = C = sabit
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oldugundan
r(z,y) = vVa? +y°

olacak seklinde elde edilir.

(4.52) denkleminin karakteristik denklemleri (Lagrange yardimci sistemi)

dx

dy  ds
—y oz 1

seklinde yazilip, buradan ikinci ve iiciincii oranlarin esitliginden olusan

denkleminin integre edilebilmesi i¢in z = y/C? — y? ifadesi son denklemde yazilir.

dy ds

02 — 42 1
integrasyona gecis yapilarak
/ dy B / ds
/O — 2 o 1

buradan

— Y
s(z,y) = arcsin =
r

seklinde s koordinati bulunur.

(r,s) = (/22 + y?, arcsin Q>
,

seklinde kanonik koordinatlar1 elde edilir.

Ornek 4.3.8
r=x+a
* Ty
v= Tr+a

bir parametreli doniisiim grubunun kanonik koordinatlarini bulunuz ([20] de alistirma)

Coziim:

X =(+n— (4.53)
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olmak tlizere,

0 o(=L _
g:M =1 77:(93_+a> _ Y (4.54)
da |, , da |, =
bulunan (4.54) sonsuz kiiciikleri (4.53) de yazilarak grubun iireteci
o yo
X=—-Z— 4.55
or x0y (4.55)
seklinde elde edilir. Bulunan jenerator i¢in Xr ve X s ifadeleri
or yor
X=—->—=0 4.56
or x0dy (4.56)
ds yO0s
=—-—-=—=1 4.57
or x0y (4.57)

biciminde yazilarak elde edilen kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimlerinden kanonik

koordinatlar bulunur. Oncelikle (4.56) denkleminin

dr —z dr
2y = —
1 Y 4 0
seklindeki karakteristik denklemlerinden
dr —=x
i
1 Y
denklemi yazilip integre edilerek
C=uxy
bulunur ki bu da r = r(x, y) olmak iizere
r=uxy

demektir. Diger taraftan (4.57) denkleminin karakteristik denklemleri

d — d
do_—z, &
1 Y 1
seklinde yazilir. Bu durumda
ds = dx
denkleminden s = s(z, y) olmak iizere
s=u
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olur ve kanonik koordinatlar
(Tv S) = (ZL”y, ZL’)

seklinde elde edilir.

4.4 Genigsletilmis Lie Doniisiim Gruplar

Tamim 4.4.1 Bir parametreli Lie nokta doniisiim gruplari, asagidaki formda bir doniisiim

grubudur.

x" = Q(x,u;a) u* = do(x,u;a) (4.58)

(4.58) doniistimlerindeki = ve u

seklinde sirasiyla n tane bagimsiz, m tane bagimli degiskeni ifade etmek iizere verilen

doniisiim grubu, n + m degiskenli uzayda etki eder [20].

4.4.1 Genisletilmis Nokta Doniisiimleri Grubu

Bu alt boliimde (4.58) ile verilen doniisiim ailesinden bir tane bagimli ve bir tane

bagimsiz degiskenli nokta doniisiimleri iizerinde ¢aligilacaktir.

= X(z,y;a), v =Y (x,y;a) (4.59)
y = y(z) olmak tizere, a parametreli (4.59) doniisiim grubu verilsin.
w _ 4y

=—k2>1

(1 = y(l) = %,yz = y(2) = Zz—g, Y3 = y(3) = j—gi, ... ) notasyonlar1 gecerli olsun.
dy = ydx

dy, = yadw
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Ay = Yp+1dx

degme (kontaktlik) sart1 korunarak (4.59) déniisiim grubu (z,y,v, %", ..., y*)) uzaymna
genisletilebilir. Lie dontisiim gruplari degme sartini (z, y) ve (z*, y*) uzaylarinda korur
[20][6]. Yani,

dy” = yrdx”

dyy, = yZde*

k > 1 olacak sekilde yazilabilir. z* ve y* (4.59) de tanimlanmigtir. Dolayisiyla

Y ; Yy ;
dy* — dY(ZB, y’ a) — (ZE, y7 a) dl’ + (1:, y’ a) dy
Oz Oy (4.60)
0X ; 0X ; '
ox dy
(4.60) denklemleri degme sartinda yazilarak
Y (z,y;a) Y (z,y;a) X (x,y;a) 0X(z,y;a)
d dy = y* d d 4.61
ve (4.61) teki biitiin terimleri dz e bolerek (Z—Z =y =)
oY (z,y;a) oY (z,y;a)
] T Yy
Y1 = Yl(I, Y, Y1; (Z) = BX(i,y;a) BX(axy,y;a) (462)
ox + oy hn

seklinde elde edilir [20]. Goriildiigi iizere (4.62) teki Yi(x,y,y1;a) , Y (z,y;a) yay;
in eklenmesiyle olusmustur. Bu durum agagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 4.4.1 (x,y) uzayinda etki eden (4.2) nokta doniigiimiiniin tek parametreli Lie
grubu (x,y,y1) uzayinda etki eden asagidaki tek parametreli Lie doniigiim grubuna

genisler.
rt = X(z,y;a), y' =Y(z,y;0), yi = Yi(z,y,91;0) (4.63)

y; degiskeni (4.62) de ifade edilmigtir [20].

(4.63) ile verilen doniistimler grubu (4.59) ile verilen grubun birinci genislemesidir.
Benzer sekilde verilen (4.59) Lie doniisiimler grubuna ys, ..., y; tiirevleri sirasiyla
eklendiginde olusan yapi yine bir Lie doniisiim grubudur.

Teorem 4.4.2 (4.59) Tek parametreli Lie nokta grubunun k’inci uzantisi (genislemesi)
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asagidaki sekilde (11, ys, ..., yr) uzayinda etki eden tek parametreli Lie grubudur:[20]

= X(z,y;a)

Yy =Y (x,y;a)

y; = }/1<xayay1; CL)

0Yj_ 0Y_ Yj_
k1+y1 k1+...+ klyk
* :Y(.CE ): 24 ay @yk—l
yk k y Yy Y1y o Yk aX (x,y;a) (3X (x,y;a)
+ U
ox dy

matematik indiksiyonla (4.64) esitligi basit¢ce goriiniir.

Ornek 4.4.1

* x * Y
= —
1—ax y 1 —ax

doniisiim noktalartyla verilen grubun 1. ve 2. genislemelerini bulalim.

1. genisleme:
oY (z,y;a) + oY (z,y;a)
* . ox oy
yi =Yi(z,y,y130) = 0X(zy;a) | 0X(zyyia)
ox + dy N

esitligindeki kismi tiirevler hesaplanarak formiilde yerlerine yazilir 6yleki;

oY (x,y;a) ay oY (z,y;a) 1
ox (1= ax)?’ Jy Cl-ax
0X(w,y;a) _ OX(v,y50) 1
dy - Ox (1 —ax)?

Y; ifadesinde yerlerine yazilarak

yi = Yi(z,y,y150) = ay + (1 — ax)y

seklinde Y; bulunur.

(4.64)

(4.65)

(4.66)

2. genisleme: (4.64) formuliinde £ = 2 yazilarak elde edilen kismi tiirevler hesaplanarak

43



Y5 bulur.

1
. B Ox
Yoy = %(xayaylayQ) - 00X (x’y;a) 0X (xayv CL)
+ 11
ox dy

(4.67)

1) 4] 1) ¢ oY,
N a =
ox

0X (z,y;a)
dy

:0, =

elde edilen kismi tiirevler (4.67) da yazilarak

*

Yo = }/Q(xvyuybyZ) = (1 - GJ;) Y2

seklinde Y5 ikinci genislemesi elde edilir.

Tamm 4.4.2 Toplam tiirev operatorii

0 0
D:—+y1—+y2——|—...+yn+1a—+... (468)

ox

formuyla tanimlanir. Diferansiyellenebilen bir F(x,y, yV, y@, ..., y™) fonksiyonunun

toplam tiirevi
DF(z,y,y1,Y2, s Ym) = Fo + 1 Fy + o Fyy + oo + Y1 Fy,
seklinde yazilir. Dolayisila Teorem (4.4.2) deki doniigiim grubu
= X(z,y;a)

Yy =Y (x,y;a)

* DY;—I(xvy7y17"”yi;a>
yi = Yi(,y, 0, ., yi;a) = DX(x,y;a)

(4.69)

1=1,2,...,kve Yy =Y olacak bicimde tiirev operatorii ile ifade edilir [20].
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4.4.2 Genisletilmis Sonsuz Kiiciik Doniigiimler

Bir parametreli Lie doniisiim grubu,
" = X(z,y;a) = v + al(z,y) + O(a?) (4.70)

y* =Y(z,y;0) =y + an(z,y) + O(a?) 4.71)

(x,y) uzayinda etkir ve sonsuz kiigiikleri &(x, y) ve n(z, y) olmak iizere sonsuz kii¢iik

jeneratorii

0 0
X = 5(:15,3/)% + W(fﬁ,y)a—y

formunda yazilir. Bu doniisiim grubunun k. genislemesi
v* = X(z,y;0) =z + a&(z,y) + O(a?)

y* =Y (z,y;a) =y + an(z,y) + O(a?)

yi =Yi(z,y,y1;0) = y1 + ali(z, y,y1) + O(a?)

y;: = Yk(xayaylv ooy Yk CL) = Yk + aCk<x7y7yla 7yk) + O(CLQ)

olarak verilir. Dolayisiyla k. genigletilmis sonsuz kiiciikler

£<x7y)7 77(%9)7 C1<I7y7y1)7 Jgk(‘rvyayh'“?yk)

seklinde olacagindan k. genigleme sonsuz kiigiik iireteci

0 9 0 0
I — = — ... 4.72
S(x’y)ﬁx +77(g;,y)ay —|—C1(93,y,y1)ay1 + o+ G, s 1, ’yk)ﬁyk (4.72)

k =1,2,... formunda yazilir [20].

(4.72) deki (i, sonsuz kiigiikleri asagidaki teoremdeki formiille hesaplanir.

Teorem 4.4.3 (, = 1(z,y) olmak iizere

G,y Y1, - Uk) = DGt (2,9, Y1, oy Y1) — Y DE

esitligi gecerlidir [20][26].
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Teoreme gore,
Cl =Nz + (Uy - &B)yl - gy(y1)2v

G2 = Nux + (any — &oa) 1 + (nyy - 2€wy)(y%) — &y (yl)g + (771/ —28,)y2 — 3&y Y192,

C3 = Nezx + (377xxy - g;m:ac)yl + 3(77myy - 2§xxy)<y1)2 + (nyyy - 3§a:yy)(yl)3
~Eyyy (Y1) + 3(ay — Eex)y2 + 3(Myy — 312 — 684y (Y1)*y — 38(y2)?
+(ny — 3&)ys — 4&y11ys,

olarak (3, (5, (3 sonsuz kiiciikleri elde edilir.

Ornek 4.4.2

o =z +a, Yt = ;f - (4.73)

doniisiim grubunun &, 1, (1, 2 sonsuz kiiciiklerini belirleyelim ([20] alistirmalar 2.4)

Coziim: (4.5) formuliinden £ ve 7,

dx* dy* Y
5 = d = ]_7 77 = —
a|,—o da |,_, x
seklinde bulunur.
Yy 1 2y
garzoa 57;207 na::p; ny:_;’ na:a:__ﬁ
1
Nyy = 0, Nzy = 22 §ew =0, gzy =0, gyy =0
ifadeleri teorem 4.4.3 te elde edilen (; ve (5 de yazilarak
_Y_n
G=5-"
v 2 2 1
)
G = s + por i
seklinde sonsuz kiigiikler bulunur.
Ornek 4.4.3
rt = e, y* = ey, y = y(z)

scaling grubunun sonsuz kiigtikleri
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de®x 2ay
p—t g —_ — p— 2
¢ da |,_, v "= 00 Y

seklinde sonsuz kiigiikleri elde edilir. Bunlarin gerekli kismi tiirevleri hesaplanip

genisletilmis sonsuz kiigiikler bulunur. Teorem 4.4.3 yardimiyla

G=-y3, (=0, G=wn, G=-2uy, .., G=2—-Fkuy

k > 1 seklinde sonsuz kiigiikler tlimevarimla goriilebilir [20].

4.5 Egrilerin ve Yiizeylerin Eslemeleri

Bir parametreli Lie grubunun etkisi altinda, adi diferansiyel denklemlerin her ¢6ziim
egrisi, yine tek parametreli ¢oziim egrileri ailesine eslenir. Bu ¢oziim egrileri, ayn1 Lie
grubu altinda degismezdirler. Bu durum, kismi diferansiyel denklemler i¢in de gecerlidir
[20].

4.5.1 Degismez Yiizeyler, Degismez Egriler ve Degismez Noktalar

Tanim 4.5.1 Bir F(x) = 0 yiizeyi (4.4) Lie doniigiim grubu i¢cin degismez yiizey olmast
icin gerek yeter kosul F(x) = 0 oldugunda F(x*) = 0 esitliginin gerceklesmesidir
[20].

Tanmm 4.5.2 Bir F(z,y) = 0 egrisinin (4.70) ve (4.71) esitlikleriyle verilen Lie
doniisiim grubu icin degismez egri olmasi icin gerek yeter kosul F(x,y) = 0 iken

F(z*,y*) = 0 egitliginin saglanmasidir [20].

Teorem 4.5.1 i: Bir F(x) = 0 yiizeyi (4.4) Lie doniisiim grubu icin degismez yiizey
olmasu icin gerek yeter kosul F'(x) = 0 oldugunda X F (x) = 0 esitliginin gerceklesmesidir.
ii: Bir F(x,y) = 0 egrisinin (4.70), (4.71) Lie doniisiim grubu icin degismez egri olmast
icin gerek yeter kogul F'(x,y) = 0 iken X F(z,y) = 0 esitliginin saglanmasidur.
Buradaki X, (4.28) ile tanimlanan sonsuz kii¢iik iiretecidir [20].

Teorem i deki denklemin ¢6ziimii, verilen bir Lie doniisiim grubunun degismez yiizeyini

bulmak i¢in bir fikir verir.
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F(z,y) =y — f(z) = 0 ¢oziilmiis formunda verilen bir egri degismez egri olmast igin

gerek ve yeter kosul Teorem ii ye gore

XF(z,y) = X(y — f(z)) = =£(,9) f (2) + n(z,y) = 0

(4.74)

esitliginin gecerli olmasidir [20]. (4.74) teki esitlik geregi F'(z,y) egrisinin herhangi

bir noktasindaki egimi
df _dy _n(z,y)

de ~ dz ~ E(x.y)
seklinde sonsuz kiiciikler tiiriinden yazilabildigi dikkate degerdir.

Ornek 4.5.1
r* = ex, Yt = ey, acR (4.75)
doniisiim grubu icin degigsmez egrileri bulunuz.
Coziim: Oncelikle grubun sonsuz kiigiikleri
dx*
§(x7y> - da 00 =
dy*
n(z,y) = —- T
seklinde bulunarak buradan
X=x 0 + 0
- T 0x y@y
biciminde sonsuz kiiciik iirete¢ elde edilir. Teoremden
oF oF
XF=x— — =0
T or +y dy
kismi tiirevli diferansiyel denkleminin karakteristik denklemleri,
de dy dF
= =0
seklinde olur. Birinci ve ikinci oranlarin estliginden
dr  dy x 1
—=— <= hr=hy+lnc <= —=c <<= y=-2 <= y=mz
x Y Yy c
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¢ ve m birer sabit olamak lizere orjinden gecen egriler elde edilir. Bir diger ifadeyle
F(z,y)=y—mx =0

seklindeki F egrileri orjinden gecgen invaryant (degismez) egrilerdir. Goriildiigii tizere
dF = 0 ve dolayisiyla F' = ' sabit oldugundan diizlemde bir egri ailesi olusturur. Bu

egri ailesi, ayn1 zamanda grubun yoriingesi olarak ifade edilir.

Diizlemdeki herhangi bir noktaya ilgili grubun sonsuz kii¢iik doniisiimiinii sonsuz kere

uygulanarak stirekli bir egri olusturulabilir.
x* = xcosa — ysina, y* =xsina + ycosa
donme grubunun yoriingelerini bulalim.

Doniisiim grubunun iireteci,

0 0
X =—-y— —
Y or +x8y
seklinde olup,
oF oF
XF =—y— — =0
T +x8y

kismi tiirevli diferansiyel denklemin karakterstik denklemleri asagidaki sekilde yazilir.

—dz

dy dF

T 0

[k iki oranin esitli§inden integrasyona gegis yapilarak F'(x,y) egriler ailesi yani dsnme
grubunun yoriingeleri,

$2+y2:7"2

seklinde orjin merkezli r yaricapli cemberler olarak elde edilir.

Tamim 4.5.3 Bir x noktasinin (4.4) Lie doniisiim grubu icin invaryant nokta olmasi igin
gerek ve yeter kosul (4.4 ) doniigiim grubu altinda x* = x denkliginin gerceklesmesidir
[20].

Teorem 4.5.2 Bir x noktasinin (4.4 ) Lie doniisiim grubu icin invaryant nokta olmast

icin gerek ve yeter kosul k(x) = 0 olmasidir [20].

Teorem, R? de diisiiniiliirse (x,y) = 0 ve n(x,y) = 0 olacak sekilde (4.28) deki gibi

k(x) iki bilesenden olustugunu hatirlayalim.
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Ornegin ;
x* = ez, Yt = e*y, a€R

Doniistim grubunun sonsuz kiiciik iireteci,

{(z,y) ==
ve
n(x,y) =2y
sonsuz kiiciikler olmak iizere
0 0
X=x—42y—
””"ax * y@y

seklinde ifade edilir. Teorem (4.5.2) den

{(x,y)=2=0

ve
n(z,y) =2y =0

ifadeleri yazilarak © = y = 0 oldugundan verilen doniisiim grubu i¢in invaryant noktasi

(0,0) olmak iizere orjindir.

4.6 Cok Parametreli Lie Doniisiim Gruplar:

x" = X(x;a) (4.76)

X = (J]l,l'g, ,J]n) ,a = (al,ag, ...,(lr), b= (bl,bg, ...,br) ve

h(a’b) = <¢1 (a, b)> ¢2(aa b)> RS ¢r(a> b))

seklinde tanim bolgesinde analitik varsayilan ve grup aksiyomlarini saglayan h(a,b)
birlesim kuraliyla birlikte tanimlanan (4.76), r parametreli Lie doniisiim grubu olusturur.

Bu grubun birim elemani, a = 0 yani: a; = as = ...a,, = 0 olacak sekilde yazilir [20].
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Sonsuz kii¢iik matrisi M(x), 7 X n boyutlu ve girdileri

ox 0X:(x;
i (x) = =2 _ 9X;(xsa) i=1.2,..r =12 ..n (477
8ai a=0 8ai a—0

seklinde bir matris ve N(a), » X r boyutlu ve girdileri

d¢;(a,b
N(a) = qﬁja(bé )

b=0

olarak verilen bir kare matris olsun.
T(a) = N '(a)

seklinde tanimlanan T(a), N(a) matrisinin tersi olmak {izere Lie’nin birinci temel

teoremine gore

Ox] Ox3 oz,
oaq Oaq o Qar
Ox] Ox3 oz
Oas das Ut Qasg _ T(a)M(X*)
Ox] Ox3 oz
dan,  Oan T Oan

seklinde olusan denklem sisteminin ve
X" =x a=>0 (ar=ay=..=a,=0)

baslangi¢ kosullarinin olusturdugu problemin ¢oziimii, (4.76) doniistimlerini verir [20].

Tamim 4.6.1 r parametreli (4.76) doniigiim grubunun a; lere karsilik gelen sonsuz

kiiciik tireteci 1 = 1,2, ..., olmak tizere

seklinde verilir [20].

4.7 Lie Cebirleri

Tanim 4.7.1 r parametreli (4.76) grubunun sonsuz kiiciik iiretecleri k = 1,2,...,r

olmak tizere Xy, seklinde olsun. X, ve X, iki grup operatoriiniin (iiretecinin) komiitatorii,
[Xau Xb] - XaXb - XbXa
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= Z [(kaz(X)%)(kbj(x)%) — (kbz(x)aixl)(k‘a](x)%)] = th(x)aixj

ij=1

seklinde olusan operatordiir. Burada

1) = Dl X — ) P

formunda gosterilir [20].
Tanim 4.7.2 Bir L Lie cebri, asagidaki ozellikleri saglayan bilinear komiitator ile R
veya C iizerinde bir vektor uzayidir. Ozel olarak v parametreli (4.76) Lie doniisiim
grubunun sonsuz kiiciik tireteclerinden olusan { Xy}, k = 1,2, ..., r kiimesi, R iizerinde
r boyutlu bir Lie cebiri olusturur [20].

o [X,, Xp] = —[Xy, X,] (antisimetrik)

¢ [Xaa [th Xc]] + [Xb7 [Xca Xa” + [X(37 [Xa7 Xb]] =0 (JakObl OZde§hg1)

* Herhangi iki sonsuz kiiciik iiretecin komiitatorii, yine bir sonsuz kiiciik iiretectir.

(X, X0 =) CLX; , (a,bi=12.7)
i=1
C", ifadeleri yapr sabitleri olarak bilinir. (Lie’ nin ikinci temel teoremi)
Ayn1 zamanda sonsuz kiiciik iireteclerinin
[aXa + BXb) XC] = a[Xa7 XC] + B[X(n Xc]

seklindeki 6zelligi sagladig1, tanimdan kolayca goriilebilir.

Tanim 4.7.3 Her X, X, € L icin [X,, X;] = 0 gerceklendiginde L Lie cebri abelyen
olur [20].

Tanmm 4.7.4 7 C L olmak iizere, her X,, X, € J icin eger [X,, Xp] € J ise J' ye
L’ nin bir alt cebri denir [20].

Tanim 4.7.5 7 C L olmak iizere, her X € J,Y € Licin [X,Y] € J ise J alt

cebrine L’ nin bir ideali veya normal alt cebri denir [20].
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Tamim 4.7.6 Eger L? Lie cebrinin,
LOcL®c.cLutcL =,

seklinde alt cebirlerinden olusan bir zincir varsa L9’ ya q boyutlu ¢oziilebilir Lie cebri
denir. L0V, i boyutlu L) Lie cebrinin bir idealidir (i = 1,2, ..., q)[20).

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin kendisini kabul eden bir parametreli simetri
grubu icin mertebesi bir azaltilabilir. iki parametreli gruplar icin mertebe iki azaltilabilir;
fakat daha fazla parametre icin mertebenin birden fazla diisiiriilebilecegi garantisi yoktur.
Bununla birlikte, diferansiyel denklemin kabul ettigi » parametre grubunun sonsuz
kiigiik iireteclerinin 7 boyutlu Lie cebiri ¢ boyutlu ¢oziilebilir bir alt cebire sahipse, o

zaman adi diferansiyel denklemin mertebesi yapisal olarak ¢ kadar azaltilabilir [20].
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5 LIE SIMETRI GRUBU VE ADI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

5.1 Diferansiyel Denklemlerin Lie Grubu Altinda Invaryant Kalmasi

Bir adi diferansiyel denklemdeki Lie simetrilerini gorebilmek i¢in asagidaki drnekleri

inceleyelim.
Ornek 5.1.1
—y = P 5.1)
Yy == e .
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ele alalim.
dy” _dly+a) _dy
de*  dr  dx
ve
esitliklerinden invaryantlik sart1 saglandigindan
=, Yy =y-+a, acR (5.2)

seklindeki (5.2) doniisiimii, (5.1) denkleminin bir simetri doniisiimiidiir. Bu doniistim,
(5.1) denkleminin ¢oziim egrisi iizerindeki herhangi bir noktay1 yine bu denklemin
bagka bir ¢oziim egrisi lizerinde olan bir noktaya doniistiiriir. Denklemin ¢oziimii, basit

bir integrasyonla
seklinde olup her ] reel degerine karsilik bir ¢ozlim egrisi elde edilir. (5.1) denkleminin

y = w(x) seklindeki ¢6ziim erisi, (5.2) grubu altinda y* = w(z*) egrisine doniisiir. Bu
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egri,
yt+a=wx) < y=w(r)—a
seklindeki bir ¢oziim egrisidir. Dolayisiyla (5.1) denkleminin (5.2) doniisiimii altinda

invaryanthgindan w(z) 6zel bir ¢oziimdiir. Genel ¢6ziim, C' sabit olmak tizere y =
w(z) 4+ C seklindedir [20].

Ornek 5.1.2 (Scaling Grubu)

dy y
— =F(= 53
dx (x> (5-3)
homojen denklemi
" = ax, Y = ay, a€eR (5.4)

doniistim grubu altinda invaryant oldugunu gosterelim.

_dy _ady _dy _
dr* adr  dx

(y")

F(5)=F(=2) = F(2)

x* ax

doayisiyla buradan (5.3) denklemine gore

seklinde bulnur. Denklemin ¢6ziim egrisi y = w(x) ise bu doniisiim grubu y* = w(z*)

egrisine tasvir olur. Dolayisiyla tasvir sonucu olusan egri ay = w(ax) ve buna karsilik

1
Yy = aw(aa:) (5.5)

seklinde (5.3) denkleminin ¢oziim egrisi elde edilir. (5.5) de verilen (5.4) doniisiim
grubu altinda invaryant degildir; fakat & sabit olmak iizere w(z) = kx = y ise y* =
wr*) <= y" —w@) =0 < y" —kz* = 0 ve (5.4) doniisiimlerinden
ay = kax = 0 <= a(y — kx) = 0 ve buradan y — kx = 0 olur. Bu invaryanthig:
gosterir. Yani,

y=w(x)=kx
oldugunda invaryant olur. Diger durumlarda invaryant olamaz. Genel ¢6ziim,

1
Yy = Ew(Cw) (5.6)

seklinde olur [20].
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5.2 Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Belirleyici

Denklemleri
= X(z,y;a), y* =Y (x,y;a) 5.7
Lie doniisiim grubu verilsin.
’ d’y
— 7 _ 5.8
y==1 (z,y) (5.8)

denklemi y' = y; olmak iizere

H(z,y,y1) =y — flz,y) =0

formuyla beraber (x, y, y1) uzayinda bir yiizey tamimlar. Burada y = () seklinde z’¢

bagl bir fonksiyondur. (5.7) grubunun sonsuz kiiciik iireteci

B B
5(:6,3/)% +77(:c,y)a—y

olmak iizere birinci genigleme sonsuz kii¢iik iireteci (4.72) den

0

) 0
x = E(z,y)=— +n(z,y)=— + Gz, y, 1)

o 5 B (5.9)

seklinde elde edilir. Burada ¢; = D(n) — 11 D(§) = nx + (0, — &)vn — (y1)2E, dir.

H = 0 diferansiyel denklemi, eger X"(H) = X! (y;,— f(z,y)) = 0ise (5.7) grubunun

birinci genisleme grubu altinda invaryanttir. Buna gore (4.72) tireteci kullanilarak

(€55 + )5+ Gl ) )0 — ) =0

af of
f(l‘, y)_ + 77(% y)_ = Cl
Oz dy y1=1(z.y))

seklinde elde edilen esitlikte (; yerine yazildiginda

0 0
§(, y)a—i +n(z, y)a—]yf =+ (ny — &)y — (11)%E,

formunda olusan denklemde y; = f(x,y) yazilirsa

0 0
&(x, y)a—ﬁ + n(x, y)a—i =+ (ny — &) f — 17, (5.10)
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seklinde bulunan bu denklem 1. mertebeden kuazilineer kismi tiirevli diferansiyel
denklemdir. Bu denklemin ¢oziimii (5.7) doniisiim grubu altinda degismez olan birinci
mertebeden tiim diferansiyel denklemleri verir. (Birinci mertebeden adi diferansiyel

denklem icin sonsuz kiictik kriteri) [20].

Asagidaki 6rneklerde iireteci olusturan sonsuz kiigiikler [6] kaynagindaki 6.1 tablosundan

alinmagtir.

Ornek 5.2.1

sonsuz kiiciik iiretecini kabul eden diferansiyel denklemini bulalim.

Verilen iiretece gore

I
o

§a,y) =0, mlzy)=z,  &=0, §&=0, m=1 1
ifadeleri (5.10) denkleminde yazilarak
1
rfy=1 <= f,=—
x
elde edilir ve buradan y’ ye gore integral alinarak
_ Yy

vf(z,y) =y + F(z)

vey = f(z,y) yazilarak
vy =y+ F(z)

olarak birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi bulunur.

Ornek 5.2.2 Jeneratirii

0 0
X = L 4
8x+y8y

olan diferansiyel denklemi bulalim. Benzer sekilde sonsuz kiiciikler ve ilgili kismi

tiirevler hesaplanir.

5:1a n=y, f:r:()a gy:()a 77y=1, 7790:0
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Elde edilen bu ifadeler (5.10) da yazilarak,

or , Of _

ox y@y =/

kismi tiirevli diferansiyel denklem elde edilir. Bu denkleme ait karakteristik denklemleri

(Lagrange sistemi) yazalim.

Buradan ilk iki oranin esitliginden

esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
r=In(yc) <= g =ye
seklinde c; sabiti bulunur. Ikinci ve ii¢iincii oranlarin esitliginden

dy _df

y f

integrale gecis yapilarak
_ _f
Iny=In(fc) <= ==
Yy

seklinde ¢, elde edilir. O halde

formundaki biitiin diferansiyel denklemler, iireteci verilen grup altinda degismezdirler.

Ornek 5.2.3

0
X:xya—x

iretecine sahip grup altinda degismez olan diferansiyel denklemlerin formunu bulalim.

§ =y, n =0, e =1, §y =1, N =0, ny =0

seklinde bulunur. (5.10) sonsuz kriterinde yazilarak

of

vyoo=—yf = o
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denklemi elde edilir. Bunun ilgili karakteristik denklemleri

dr  dy —df

w0 yf+ [
seklindedir. Buradaki birinci ve ikinci orandan

dx dy
Ty 0

bulunur. Birinci ve liglincii oranin esitligi

dz . —df
zy  yf + [

seklinde olur. y i¢in buldugumuz ¢; sabitini yazarak

dx —df / f r o f f?
— = = =t = =
xer o f+ fx / T F x c1
formunda olugan bernoulli denklemini ¢ozelim.
2
f ' + i — _f_
T C1
denkleminin iki tarafi f? ile boliinerek olusan denklemde
1 —f
—=U = —— =1u
f f?
doniigiimlerini yazarak
/ 1
w—t— 2 (5.11)
T C1

homojen olmayan lineer denklemi elde edilir. Denklemin homojen kisminin ¢6ziimii bulunarak

genel ¢ozlim i¢in asagidaki gibi lagrange carpanlari yontemi kullanilir.

W —Ll=0 = d_u:d_x — u=Cx
x u x
C' = C(z) seklinde diisiinerek
u=Czx)r = u =Cz+C (5.12)

(5.12) deki «’, (5.11) lineer denkleminde yazilir ve gerekli sadelesmeler yapilarak
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ifadesi elde edilir. Integral alinarak

Clx)=—+¢
@)="" s
1 1
u:C’($)93:>u:—:(E )
&1
ve
. 1 Inx
cF=—-—
Jx C1
seklinde bulunur. ¢; = y oldugundan
1 Inx 1 Inx
=G) = ———=Gy) = —=G{y)+—
(@) = 2= =0l) = 5 =G+
) ! Y
<~ = <~ =
vf yG(y) +Inz W F(y)+Inx

seklinde diferansiyel denklemi bulunur.

5.3 Iki ve Daha Fazla Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Belirleyici

Denklemleri

Skaler . mertebeden bir adi diferansiyel denklemi degismez (invaryant) birakan grubu

nasil elde ederiz?

Ornegin, n. mertebeden adi diferansiyel denklem
H(y,y y",..,y™) =0 n€NT (5.13)

olsun. (5.13) denklemi icin simetri kosulu veya sonsuz kii¢iik invaryantlik sart:

XMy =0 (5.14)
H=0
olur. Burada
- )
] _ g
XM =X+ 2 G5y (5.15)

seklindedir. Burada n. genisleme iireteci (i, (o, ..., (,, ise Teorem 4.4.3 teki formiille
hesaplanir. (5.14) denklemine (5.13) denkleminin kabul ettigi grubun belirleyici denklemi

denir.
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Ornek 5.3.1

iiretecine ait grup altinda invaryant olan ikinci mertebeden denklemlerin genel formunu

bulalim.

Coziim: Grup iiretecine gore sonsuz kiigiikler ¢ = 1 ve 7 = 0 seklindedir. Istenilen
denkleme ikinci mertebeden oldugundan degismezlik sart1 H(z,y,y,y" ) = v —
f(z,y,y") = 0 olmak iizere,

xR — X[z][y” _ f(:c,y,y/)] -0

seklinde uygulanarak

H H oH
G%ﬂtna—y (e + 1y — &y — &y )ay

rn aH
HNew + (272y — fxoc) + (1yy — 25961/) Syy + (ny 2590) =38y Y ]0y
seklinde olusan denklemde sonsuz kiiciiklerin gerekli kismi tiirevleri yazilarak
of
A
ox

seklinde olusan diferansiyel denklem coziilerek
fl@y.y) = oy,y)

y' =o(y.y)

formunda adi iferansiyel denklemler elde edilir.

Ornek 5.3.2

5 0 0
X = 2=
a:a +a:yay

iretecine sahip simetri grubunun degismez biraktig1 ikinci mertebeden diferansiyel

denklemlerin formunu bulalim.

Coziim: Grubun sonsuz kiiciikleri ¢ = 2% ve = xy seklindedir. istenilen denklem
ikinci mertebeden oldugundan denkleme degismezlik sartt H(x,y,y .,y ) = ¢y —
f(z,y,y") = 0 olmak iizere,

XPH = XPI[y" — f(z,y,9)] =0
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seklindeki degismezlik sartinda

Uz:yﬂly:%??m:()ﬂhy: 17nyy:07€w:2x7§y:07§mm :2759331:0

kismi tiirevler yazildiginda

seklinde olusan kismi diferansiyel denklemin karakteristik denklemi

de —dy  dy df
2 vy y—axy  3xf

esitlikleriyle yazilir. Tlk iki oranin esitliginden

d
de _dy __ dv _dy
2 xy

integral alinarak c; sabit olmak iizere c; = £ bulunur. Ik ve son oranin esitliginden

d
dv_ & de 4
x 3z f x 3f
denklemi yazilarak integrale gecis yapildiginda c, integral sabiti olmak iizere,

fa3 = ¢y elde edilir. Son olarak ikinci ve iigiincii oranlarin esitliginden

dy  dy
vy y—ay

seklinde olugsan denklemin her iki tarafinin paydasi x ile boliinerek

y a-—vy

elde edilen delemde integral alinarak c; sabit olmak iizere y — 2y = c5 elde edilir. Elde
edilen ¢y, co, c3 sabitlerinden

Yy ’
fod =o(=,y—ay)
X

” Yy ’
2y =o(~y—ay)
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seklinde olugan biitiin denklemler verilen grup altinda degismezdir. Sonsuz kiigiikler i¢in

ikinci mertebeden denklemlerin genel formu [6] kitabinda 8.1 tablosundan incelenebilir.

5.4 Birinci Mertebeden Baz1 Adi Diferansiyel Denklemlerin Lie

Simetri Yontemiyle Coziimleri

Simdi, verilen grup altinda birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin kendilerini
degismez yapan sonsuz kiiciik iiretecini bulalim ve buldugumuz iiretecten yararlanarak
denklemi boliim 4.3.4 te orneklerde yapildig1 gibi kanonik koordinatlarda yazarak
degiskenlerine ayrilabilen duruma getirelim. Ayn1 zamanda diferansiyel degismezler

aracilifiyla denklemlerin mertebeleri indirgenebilir [20], [27].

Ornek 5.4.1 scaling grubu altinda
' Y
— (2
y =FC)

denklemini kanonik koordinatlarda yazarak ¢ozelim.

(5.4) doniistim grubunun lreteci

dx* dy*
§<$,y) - da a:()_x n(xvy)_

oldugundan bu doniisiim grubunun iireteci

seklinde olup, (7, s) kanonik koordinatlarini1 Xr = 0 ve X's = 1 kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerini ¢ozerek bulalim.

or or
X = —_— _—— .1
r x8x+y3y 0 (5.16)
Os 0s
Xs=x— — =1 .1
S x8x+yay (5.17)

de dy dr de dy
—=—=— = —=—" = Ihnz+lnc=hy = =c==
x Y 0 x Y x

<
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Burada dr = 0 == r = c sabit olur. Dolayisiyla r = £ elde edilir. (5.17)

denkleminden ise

d d d
_x:_y:—r — — =ds — s=Inx
x Y 0
elde edilir.
O halde kanonik koordinatlar,
T:y s=Inz (5.18)
T

seklinde elde edlir. Simdi (5.3) denklemini (5.18) kanonik koordinatlarda yazalim.
(5.18) kanonik koordinat denklemlerinden

y =re’ r=e

seklinde (z,y) kartezyen koordinatlar1 kanonik koordinatlarda yazilir. Simdi (5.3)
denkleminin sol tarafin1 kanonik koordinatlarda yazalim.

o dy  d(re®)  efdr+re’ds  dr+rds dr 1 1
=== = =—+r=a0+r="+r

Y= dr dles) esds ds  ds | & s

(5.3) denkleminin sag tarafin1 benzer sekilde kanonik koordinatlarda yazilirsa

seklinde bulunur. Yani son durumda (5.3) homojen diferansiyel denklemi kanonik

koordinatlarda yazildiginda

1
- = F
g tr="F0)

formunda degiskenlerine ayrilabilen bir denklem elde edilir.

1 1 /
—4+r=F@r) = s=Fr)—-r = s = ——— — — =
s

belirsiz integrali hesaplanarak (X,y) koordinatlarina gecis yapilarak (5.3) denkleminin

ve buradan

cOziimii elde edilir [20].

Ornek 5.4.2
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Homojen olmayan lineer
y + P(x)y = Q(x) (5.19)
(5.19) denklemini kanonik koordinatlar yardimiyla ¢oziimiinii elde ediniz [20].

Coziim:
Fz,y,y) =y + Px)y — Qz) =0 (5.20)

olmak iizere invaryantlik sartindan

oF oF / 199, OF
_ - — — = 21
seklinde (5.21) denkemi yazilip gerekli kismi tiirevler
oF / / oF oF
=Py - Q') 5, = @) o (5.22)

olacak sekilde bulunur. Elde edilen ifadeler (5.21) denkleminde asagidaki gibi yazilarak

(P (2)y — Q ()] +nP(x) + 1+ (ny — &)y —y 6, =0 (5.23)

seklinde elde edilen (5.23) denkleminden y' niin kuvvetlerinin katlarindan

() : [P (2)y — Q ()] + nP(x) +n. = 0, (5.24)
W) i, —& =0, (5.25)
(y):&=0 (5.26)

olacak sekilde denklem sistemi elde edilir. (5.26) denkleminden
& =0 = ¢=a(z)
seklinde elde edilir. (5.25) denkleminden
ny =& = n,=a(r) = n=a(z)y+blx)
elde edilir. (5.24) denkleminden y’nin kuvvetlerinin katsayilarina gore
y: (P (x)=0 = £=0, (5.27)
Y’ —£Q () + P (x) + 1 = 0 (5.28)

sekinde (5.27) ve (5.28) denklemleri olugur. (5.27) denkleminden £ = 0 — a(x) =0
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seklinde olur. Dolayisiyla 77 = b(z) olur. (5.28) denkleminden i = b(z) , £ = 0 ve
1. = b () kullamlarak

b(z).P(z)+b(z) =0 = —P(z) = b(z) = e [ P@id=g

C' = 1 alinarak
b(l’) _ e—fP(a:)dx — = e—fP(ac)da:

olur. Son durumda

X — oS Pz 9.
Ay
olacak sekilde (5.19) lineer denklemini kabul eden sonsuz kiiciik iireteci bulunur.
Xr— eI P _ (5.29)
Ay
Xs = eI P@eds _y (5.30)
Ay
(5.29) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin
dx dy dr

0 - e~ J P(x)dx - 0

seklinde karakteristik denklemleri yazilarak ilk iki oranin esitliginden x = c ve dr = 0

oldugundan (r =sabit) r(x,y) = r = z seklinde bulunur.

(5.30) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin

dx dy ds

F - effP(x)dz - T
seklindeki karakateristik denklemlerinden ikinci ve ligiincii oaranin esitligi kullanilarak

s(x,y) = yefp(x)dw = s(z,y) =s= yefp(z)d’” — Yy = ge—J P(r)dr

olur. Buna gore (5.19) denkleminin

T=r

y = Se—fP('r')dr

r_dy — [ P(r)dr —fP
rdry _ op J P(r)dr
y=-_=¢ s —sP(r)e
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ifadeleri (5.19) denkleminde yazilarak
e—fP(r)drS/ - sP(’f‘)e_fP(T)dT + SP(T>€—IP(r)dT _ Q(T)
= 5 = Q(r)ef P(r)dr

_— 5= /Q(r)efp(r)drdr

seklinde kanonik koordinatlarda ¢oziimii elde edilir. (s, ) koordinatlart = ve y tiirlinden

yazilarak kartezyen koordinatlarda ¢oziim elde edilir.

Ornek 5.4.3 5
@—§w—$d+y=0

denklemini kanonik koordinatlarda yazarak ¢6zlimiinii bulunuz. ([20] kaynag1 alistirma)

Coziim: Denklemi, kendisine denk olan bir diferansiyel denkleme doniistiirerek olugan

denkleme invaryantlik kriterini uygulayalim.

y-sr—3=u

veE

/ ! 3 ! / 3

doniistimlerini denklemde yazarak

3 3
wu +=)+u+-x+3=0

2 2

seklinde olusan denklemden

/ 3r+6.1 5

Z+229

+ 2 )u * 2
formu elde edilir. 5 61 s

’ ’ i +

F = —+-=0

seklinde yazarak F'(x,u, ) fonksiyonu icin invaryantlik kriteri

0
o’

0 0 / ' '
XU = o 4 nge + (e — o’ — & (u)?)

operatorii kullanilarak
XWUEF=0
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esitliginden

3z

3 / i !
ﬁ""@)”"’nx_"nuu —§xu —fu(u)2=O

3
5.6~ (

seklinde elde edilen denklemden asagidaki denklemler yazilabilir.

(u')?: &, =0, (5.31)
(W) — & =0, (5.32)

.3 3 1
(u)’: @S—(gx%)@nmx =0 (5.33)

(5.31) denkleminden

elde edilir. (5.32) denkleminden
Ny = a = n(x,u) = au+ b,b=0b(x)

seklinde bulunur. Elde edilen & , 7 ve n, = o’ v + b ifadeleri (5.33) denkleminde
asagidaki gibi yazilarak
3 30r4+6,a b

%0 5 (U+E)+au+b:0 (5.34)

seklinde elde edilen denklemde % “nun katlarindan

3 3964—6/_0
2 5 7

bi¢iminde olusan denklemin asagida yapilan ¢dziimiinden

!/
/ 1
a—(x+2)a =0 = -

olur. Integral alinarak

a(x) yani £ bulunur.

(5.34) denkleminde # ’nin katindan
b(x) =0

yazarak
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elde edilir. Dolayisiyla simetri grubunun iireteci
0 0
X = 2)— —
(x +2) 5 T U5

seklinde olur. Simdi (5.34) denklemini kanonik koordinatlarda yazalim

o 9
Xr:(x+2)a—;+u8—2:0

denkleminin karakteristik denklemleri

dx du dr

x4+ 2 TR
seklinde yazilarak ilk iki oranin esitliginden

dx du

x—|—2: U

seklinde elde edilen denklem integre edilerek

u
rle,u) = T+ 2
ve 5 5
s s
o=z )817 i “ou
denkleminden karakteristik denklemleri yazilarak
dr  du ds
r+2 u 1
buradan birinci ve ligiincii oranin esitliginden olusan
dx ds
T+ 2 1
seklindeki denklem integre edilerek
s(x,u) =1In(z + 2)
elde edilir. Dolayisiyla
r=e =2
u=e’r
kanonik koordinatlarini ve
,du  e’rds+ e’dr N 1
U =—-————————--=r —_
dz esds
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seklindeki kanonik koordinatlardaki tiirevi

/ 3r+6.1 5
U+( 9 )5—1‘2

denkleminde yazilarak

1 3 —2)+6.1 5
A 20
T+3'+( 2 )esr+2

= +1+3+5 0
T _— —_— —_——=
s 2r 2

elde edilir. Son esitlikten s  ifadesi gerekli hesaplar sonucu

r 2r
2r2 4+ 5r + 3

sekinde elde edilir. Denklemin sag tarafi basit kesirlere ayirarak denklem integre edilirse

C integral sabiti olmak iizere

;o 2 6
r+1 2r+3

s=2In(r+1)—-3In(2r+3)+InC

(r+1)2
(2r +3)3

seklinde denklemin kanonik koordinatlarda ¢6ziimii elde edilir. (u, x) koordinatlarina

= In| C]

gecis yapilarak (e =z +2ver = #2

(r+1)?

(2r + 3)3}0

e’ =|

(#ZH)?C

(5 +3)°

r+2=

seklinde elde edilen ¢6ziimde baslangicta yapilan v = y — %a: — 3 ifadesi

(u+x+2)?
~ (2u+ 3z +6)3

(y—3%—3+4+2z+2)?
(2y =3z —6+32+6)3

ﬁl:

seklinde yazilarak
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olarak verilen denklemin kapali ¢oziimii elde edilir.

5.5 Ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Denklemlerin Lie Simetri

Yontemiyle indirgenmesi ve Genel Coziimii

Bu boliimde ikinci mertebeden iki nonlinear denklemin Lie simetrilerini elde edip

kanonik koordinatlar yardimiyla indirgeyerek ¢6ziimiinii verelim.

Ornek 5.5.1
2y =zyy — o

nonlinear diferansiyel denklemini Lie simetri grubu yontemiyle ¢6zelim. Bu denklem

icin, Ornek 5.3.2 de genel formu elde edilen denklemler ailesi diisiiniilebilir.

Coziim: Denklem
W
4 e
seklinde yazilarak
o vy Y

H= e +E

seklinde olusturulan H (z,y, ) ifadesi i¢in

0 0 0 0
X — e - — —
§8x+n8y+clay/ +C28y//

ikinci genisleme iireteci
XB(H) =0

esitligi yazilarak
OH oH

Sor Ty

seklinde olusan denklemde

oOH OH
Tagy Ty =0

OH 4’y 5y° OH  2yy | 3y° OH OH

- = - i - - =< — =1
Ox xP 26’ dy x? x®’ oy’ 7 oy’

kismi tiirevleri yazilarak

Nza + (277zy - fza:)y/ + (nyy - 2§:cy>(yl)2 - fyy(y/):5 + (ny — 28 — 3y/§y)y”

4%y by
+&(

A 26




seklinde elde edilen denklemi y* niin kuvvetlerine gore diisiinerek katsayilardan

(y)?: &y =0, (5.35)

2 2
/ Yy Yy
(y )2 *Myy — 2§:cy - 317534 + Féy =0
2

— iy — 20y — 2%@, — 0, (5.36)

2

2 3 2
" vy y y v
(W) 2Ny — Eoa + (0y — 2&:); + 3;531 +4E§ - 277; —(ny — fx)g =0

2 2 3 2

Yy Yy Yy Yy
- 277$y - 59:95 + Uyg - 25&?? + 3;51; + 4;5

y? y?

Y
_QUE - nyﬁ + gac; =0

gerekli sadelesmeler yapilarak

2 3 2
Yy Yy Yy Y
seklinde (5.37) denklemi elde edilir.
3 3 2 2
/ Y Y Y Y
(W) Maw = (0y = 26) 5 = 565 + 30— —ne—3 =0, (5.38)
(5.35), (5.36), (5.37), (5.38) denklemlerinden sirasiyla
&y = 0, (5.39)
gy — 208y — 2076, = 0, (5.40)
207Ny — 780w — Y*Ex + 3Y°E, + 4P — 20yn = 0, (5.41)
251, — :By?’(ny —2&,) = 53¢ + 3wyPn — 2%y*n, =0 (5.42)
denklemleri olusur. (5.39) denkleminden
§yy =0 = & =a(x)
— &(z,y) = a(@)y + b(z) (5.43)

seklinde elde edilir. (5.43) denkleminden elde edilen &£’ nin gerekli tiirevleri alinarak

(5.40) denkleminde yazilarak asagidaki denklem elde edilir.

I

f(l’, y) = a<x>y + b(l’), fz - a/y + bl? gy = a, éa:y =a

73



x477yy - 23745963/ - 2y2§y =0
— x4nyy —2z%d — 2y%a =0 (5.44)

(5.44) denklemi
z*n,, — 2y%a = 22*a (5.45)

seklinde yazilarak elde edilen (5.45) denkleminin sag tarafi ” e baghdir. O halde
denklemin sol tarafi sadece x” e bagli olmali veya denklemin her iki tarafi 0 olmalidir.

(5.45) denklemi y’ ye gore iki kere tiiretilirse
Mgy — 4a =0 (5.46)

elde edilir. 7,,,, ¥’ ye bagliysa a(x) = 0 dir veya 7,,,, = 0 ise yine a(z) = 0 olur. O
halde &(z, y)
§(x,y) = blx) (5.47)

seklindedir.
O halde a(z) = 0 ise (5.40) denkleminden
My =0 (5.48)
ifadesi elde edilir. Simdi (5.41) denkleminde (5.47) ve (5.48) daki sonuclar kullanilarak
20 oy — 276w — 1Y Ea + 3Y°Ey + 4y7E — 20yn = 0

denkleminde &, = b, §y=0,8. = b" kismi tiirevleri yazilarak

2x5nzy — 2% — Ibel + 4y*b — 2zyn =0 (5.49)
seklinde elde edilen (5.49) denklemini 3’ ye gore iki kere tiiretelim.

20Ny — 27yb + Syb — 2xm — 2xyn, = 0

— —2xyb + 8yb— 2xn — 2zyn, =0

seklinde olusan denklem tekrar 3’ ye gore tiiretilirse
—2zb + 8b — 2xny — 2xny — 22Ynyy = 0

— —2xb + 8b — 4a,

— b —4b+2xn, =0 (5.50)
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elde edilir. (5.50) denklemi
4b — b = 2xmy,

2 b
= -b— — 5.51
== My T B ( )

seklinde yazilarak olusan (5.51) denkleminin sag tarafi sadece 2’ in fonksiyonudur. O

!

halde 7(x, y) i¢in
n(z,y) = c(z)y + d(x) (5.52)

seklinde yazilabilir. O halde {x, y) ve n(z,y) igin
(z,y) = b(x)

n(z,y) = c(x)y + d(x)

fonksiyonlari elde edilir. Simdi bu sonuclari (5.42) denkleminde yazalim. (5.42) denklemi
20w — 2y’ (y — 265) — 5Y°E + 3awy®n — 2?yPn. = 0

seklinde tekrar yazilarak

/

Ne = C,y + d/, Ty = ¢, Nex = Cuy + du? fx =b
formundaki kismi tiirevleri bu denklemde yazilarak
6 " /1 3 / 3 2 2 2 ’ / -
z(cy+d)—ay’(c—2b) —5y°b+3zy“(cy +d) —z°y“(cy +d ) =0
— 25¢ y + 284" — ayPe+ 22yPb — 5yPb + 3wyPe + 3xyPd — 22y — 2*yPd =0
seklinde olusan son denklem

(—cx + 22b — 5b+ 3zc — 226 )y® + (3azd — 2°d)y? + (25¢ )y + 2%d" =0 (5.53)

biciminde ¥’ nin kuvvetlerine gore yazilarak olusan (5.53) denkleminden asagidaki

denklemler yazilablir.

y3 : —cx + 2zb — 5b + 3zc — 2% =0 (5.54)
v 3xd — 2*d =0 (5.55)

Yyl =0 (5.56)

W d =0 (5.57)
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(5.56) denkleminden k1, ko sabitler olmak tizere
c(x) = kix + ko (5.58)

ve (5.47) denkleminden k3, k4 sabitler olmak iizere

d(x) = ksz + ky (5.59)
esitlikleri elde edilir.
& ve n sonsuz kiigiikleri
&(z,y) = b(x), n(z,y) = (k1z + ko)y + ksx + k4 (5.60)

olarak elde edilir. (5.55) denklemine (5.59) deki d(z) yazilarak
3$(k3$ + k’4) — $2k3 =0

— 3[L’2<I{33 + 3ZL‘]€4) — 1’2]{33 =0
— 22%ks + 32k, =0 (5.61)

seklinde elde edilen (5.61) denkleminden k3 = 0 ve k4 = 0 olarak bunur. Bu durumda
d(z) = 0 (5.62)
seklinde elde edilir.
(5.54) denkleminden
—cx + 2xb — 5b + 3zc — 2% =0
cve ¢ esitleri yazilarak
— (k1 + kg) + 220 — 5b + 3x(kix + ko) — 2%k = 0

— — 2%k, — xky + 220 — 5b+ 322k + 3xky — 2%k = 0

— 22k + 22ky + 220 — 5b = 0 (5.63)
elde edilir.
(5.51) denkleminden
I b o b/
T]y T 2



n = (k1x + ko)y ifadesini hatirlayarak
2 1.,
kix + ke =—b— =b
x 2

seklinde olusan denklem

;4
b ——-b= —lel’ — 2]€2
T

formunda homojen olmayan lineer denkleme denktir. Bu denklemin integrasyon ¢arpani

—4 . Alna _
€ J T =€ = g
seklinde elde edilr. Integrasyon carpani ile yukaridaki lineer denklemin her iki tarafi

carpilarak
4

T

1 1 /

x4

seklinde olusan denklem
—2(k1$_3 + ]{321‘_4) = (—)
x

formunda yazilip integre edildiginde

b
— = —ky /x_gdx — 2k‘2/x_4dx
x

ve buradan integral alma kuralindan
-2 -3

L) ok (t

b
Z — 9k
i —9 —3

4

)

denklemi yazilarak gerekli sadelestirmeler yapilarak

2
b(x) = ka® + gkgx (5.64)

elde edilir. Yani

2
E(z,y) = kia® + gkﬁ, n(x,y) = (kix + ka)y (5.65)

formlarinda ¢ ve 7 elde edilir. (5.64) da elde edilen b(z) ifadesi (5.63) denklemini
asagida goriildiigii gibi saglar.

22k + 22k + 220 — 5b = 0
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denkleminde b ve b esitleri yazilarak
2 2 2 2
T k?l + 2ZE]€2 + 21’(2]{113 + gk?g) — 5(]{71[E + gkzl‘) =0
9 9 4 , 10
— x°k) + 2xky + 42k + gkﬂ — bkix” — gkigflf =0

denkleminin saglandg goriiliir.

Simdi (5.65) sonsuz kiigiiklerinden yararlanarak

b k1:17k2:0ise

0 0
X, =22—=— —
! x8x+xy8y
°k1:0,k2:1ise
2 0 0
Xo = —x— —
2 3$0x+y8y

seklinde iiretecler elde edilir. Once X iiretecinden yararlanarak kanonik koordinatlari

bulup ¢6ziimii aranan diferansiyel denklemi bu koordinatlarda yazalim.

0 0
Xqr :$2%+wy@_y =0

0 0
Xis :x2%+xya—y =1

X7 = 0 denklemini ¢ozelim.
dv dy dr

22 zy 0
karakteristik denklemlerinden
dr dy

2 xy

seklindeki ilk iki oranin esitliginden elde edilen

denkleminde integral alinarak
Inz+InC =Iny

seklinde olusan esitlikten C' = ¥ ise r(z,y) = ¥ elde edilir.

X1s = 1 denkleminden
dr dy ds

F—a:y_l
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karakteristik denklemleri yazilarak birinci ve ikinci oranin egitliginden

dr  ds
2 1
integralle s(x,y) = —+ elde edilir. Dolayistyla kanonik koordinatlar

veya L
(2,y) = (—, —)

5 s
seklinde elde edilir. Simdi verilen denklemi r ve s kanonik koordinatlarda yazalim.

Bunun igin dnce 3y ve y tiirevlerinin kanonik koordinatlarda karsilik gelen ifadelerini

bulalim.
, dy fsdr;rrds
y = — = Ss
dx &
,dy  —sdr+rds dr N
=—=————=—5—+7
Y dx ds ds
seklinde hesaplanarak
’ S
Yy =—=+r
S

olarak birinci mertebeden tiirevin (7, s) koordinatlarindaki ifadesi elde edilir. Burada

s = % esitligi gecerlidir. (s = s(r)) Benzer sekilde y icin

, ss//dr—s/ds
soody T T d
Y " T s

52

r

seklinde yazilir. Buradan % = s yazilip gerekli islemler yapilarak

v 88 dr—sds+ (s)%dr s?

v = (s')? “ds
o (8875 =5+ () d)s?
y - (81)2
p (Ssﬂsl, —5 45))s?
Yy = (8/)2

formunda olusan denklem gerekli sadelesme sonucu

3//

»
»

seklinde ikinci tiirev elde edilir.
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Kanonik kordinatlarda elde edilen z,y,y ve vy ifadeleri
2y =ayty — ¢

denkleminde yerlerine yazilarak

N5 — (e 2 o "\3
() = Py = ()
s B r2(—s+rs ) r3
s2(s')3 83 s 3
B ss” 2 —5+7rs 3
(5/)3 - r ( S/ ) r
ss” —s—H"s/ —7’3/

o)

seklinde yazilip asagidaki gibi integral hesaplanir.

8//
— _dr= | —r%dr
[ower=]

s =u = s dr = du doniisiimii yapilarak integral

d
—Z:—/T2d7'
u

formunu alir. Son esitlikten —£ integral sabiti olmak iizere

T c
v 3 3
seklinde integral esitleri bulunur ve buradan
" 3
34
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seklinde v elde edilir. u = s yazilarak

p 3
S =
r3 4+ ¢

olur ve bu denklem ¢ = 0 secerek tekrar integre edildiginde

/s’dr = /(%)dr
3

e = —— C
° 2r2 +
seklinde kanonik koordinatlarda ¢6ziim bulunur (C' integral sabiti). Son olarak s = —%
ve r = £ yazilarak
3 1 3a?
x 2% r  2y?
33 33 33
= —+O0z=1= —=1-Coz = 2° =
212 tow 242 v Y 1—-Cx

olur. Dolayisiyla denklemin ¢oziimii

3
Y=\ 1 -cx
seklinde elde edilir.
Simdi verilen denklemi
X 2 0 . 0
= —XT— JR—
7 30z y@y

tiretecini kullanarak kanonik koordinatlarda yazalim.
X 9T = 0

denklemini ¢ozelim.
3dx

21 Y 0

karakteristik denkleminden birinci ve ikinci oranin esitliginden

dy dr

ddv_dy _ qdv_,dy
2 x Y z Y

integral alindiginda r sabit oldugundan

2

)
r(z,y) = o
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olarak bulunur. X5s = 1 denkleminin karakteristik denklemlerinden

3dx dy ds
2z Y 1

birinci ve ligiincii oranin esitligi yazilarak s

3dr  ds s s(ay) = 31

27 1 ALY = mE
seklinde bulunur. Simdi x ve y kartezyen koordinatlar1 elde edilen kanonik koordinatlar
tiirlinden

r=es3
y=er

seklinde yazarak i ve y tiirevlerini bu koordinatlarda bulalim.

ve benzer sekilde

1,8 3.8 1 1,51 1 3.8 s 1 3.1 51
s dy  3€VTrds +5eigadr + gesnds — e W rdr = grpesydr
y = — = 55

dx %e?ds

seklinde diferansiyel orani yazilarak

,3 L9111 311
8\/_l /

"o Qy/ y3
V=TT
denkleminde yazarak
,§3 L9911 311 9s 1 9 1 1
8\/_ 8\/_ (s /r 16 (s)2ryr
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formunda olugan denklemde gerekli sadelesmeler yapilarak

3 911 311 9s 1 9 1 1 3 371
Sy sy s s Y iy Y

311 9s 1 9 1 1 1 371

e —_—— e — — _— = _——

\/_ 2 rs  8(S)Pr 16(s)2rr 2r\/77+4\/775,

V16 2

seklinde elde edilen denklemin iki tarafi 167/7 ile ¢arpilirsa

1272 + 24ru + 18ruu’ — 9u? = 8 + 12r%u

seklinde verilen denklemin mertebesi indirgenir. Goriildiigii tizere X;, denklemin
tam ¢Oziimii i¢in uygun olan Lie grubu operatoriidiir. Bir baska ifadeyle diferansiyel
denklemlerin kabul ettigi her simetri grubu denklemin tam ¢dziimii i¢in bize garanti

vermedigi literatiirden bilinmektedir.

Ornek 5.5.2
y —y =0
diferansiyel denklemini Lie simetri yontemiyle ¢ozelim.

Coziim:

0 0 , , roo O
X =§%+na—y+(nz+nyy — &y —€yy2)a—y,

, , / / n, 0
+Nea + 202y — Eea)y + (Myy — 28ay) (¥ )2 — &y )3 + (ny — 286 — 3y &)y ]W

seklindeki ikinci genisleme sonsuz iireteci kullamlarak H (z,y,y ,y" ) =y —y > =10
seklinde denklemin belirttigi yiizey icin

XPIH = XPl(y" —y=*) =0
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seklindeki degigmezlik sartinda

oH 0H . _, 0H _ 0H

97 0,9 =3
Ox " Oy Y

kismi tiirevleri yazarak

a 4 ’ D) '\3 ’ 7
778_3/39 [0+ (200y =&)Yy +(Myy —280y) (¥ )" =&y (v ) +(0y =263y &)y | =0
seklinde olusan denklemde 3y =y~ esiti yazilarak

0 / / /
na_y?)yiél + [nm: + (277xy - g:m:)y + (nyy - 2£zy)(y )2 - fyy(y )3

+(77y — 28, — 3y/£y)y73] =0

elde edilen denklemden g niin kuvvetlerinin katlar1 ile asagidaki denklemler olusur.

(y)?: & =0, (5.66)

(y)? : nyy — 264, =0, (5.67)

() 5 200y — Euw — &y~ =0, (5.68)
(W) 30y~ + oo + (1, — 262)y > = 0. (5.69)

(5.66) denkleminden
§(x,y) = alz)y + b(z)

seklinde elde edilir. (5.67) denkleminden ise

Ny =20 => n=ay’+cy+d (5.70)
olarak bulunur. (5.68) denkleminden

4a//y +2¢ — a”y —b - 3ay™® =0

seklinde denklem yazilarak buradan

Y02 (x) =0 (2) =0 (5.71)
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denklemleri olusur. Dolayisiyla
a(z) =0 = &£ =b(x)

ve (5.71) denkleminden ¢; sabit olmak iizere
b'(z) =2¢ (z) = b (z) =2c(z) + &
seklinde olur. (5.69) denkleminde, elde edilen 7, 1, 15,  ve &, ifadeleri yazilarak

3ky +d)y™ +d 4+ (k—2b)y > =0
seklinde olusan denklemden agagidaki

y 3 3c+c— W =0 = b =2¢, (5.72)

y1:3d=0 = d=0,
y:c =0 = clz)=kr+t, (5.73)
yo:d//:(),

denklem sistemi elde edilir. a(z) = a = 0 ve d(z) = d = 0 oldugundan (5.70)

denkleminden £k, ¢ birer sabit olmak {izere
n = c(z)y
elde edilir. (5.73) daki ¢(x) kullanilarak
n=(kx+t)y
formunda elde edilir. (5.72) ve (5.73) esitliklerinden
b =2 = b =2kz+2t = b=>b(z) =ka® + 2tz + ¢,

ifadeleri goz oniinde bulundurularak

£ = kx? + 2tz + ¢,
seklinde elde edilir. Verilen denklem i¢in sonsuz kiiciik lirete¢c genel olarak

0
X = (ka® + 2tx + 62)0_:13 + (kx + t)ya—y
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seklinde ifade edilir. Denklemin ¢6ziimii i¢in

X=—
Ox

tiretecini kullanalim. (Ayn1 zamanda, Y = 218% + ya% ve Z = an% + xya% seklindeki
simetri liretegleri de yazilabilir.)

Xr=20
denkleminin
_dy dr
S0 0
seklindeki karakteristik denklemlerinden (Lagrange yardimci sistemi) r sabit oldugundan

dz

d
dr =~ — y=r
0
ve
Xs=1

denkleminin karakteristik denklemlerini asagidaki sekilde yazarak

d d
dr = Fy = TS — x=35s
seklinde s elde edilir. Simdi ¢ tiirevini kanonik koordinatlarda hesaplayarak verilen

denklemi (s, ) koordinatlarinda yazalim.

»dy dr 1
Y= 4w " ds &
"o dy/ o _(':/Tdr o S”
Y o0 T T ds (s")3
seklinde elde edilerek
y =y
denkleminde yazilarak

denklemi olusur. Son denklemde, s' = uv = s  dr = du doniisiimii kullanilarak

du B _dr

T
seklinde elde edilen denklem integre edilerek c integral sabiti olmak {izere

1 1
E- e
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esitligi elde edilir. Bu denklem ¢ = 1 alinarak u ya gore ¢oziildiigiinde

- r
u =
r2—1
seklini alir. v = s~ doniisiimii kullanilarak
’ - r
S =
r2—1

seklinde olusan denklem integre edildiginde

ds = F i dr
Vo1

ve buradan

r—1=v = 2rdr =dv

degisken doniisiimii kullanilarak C' integral sabiti olmak iizere

/d_ /ﬂ
s=F |3z
s=FVu+C

ve buradan

s=FVr2—-1+C

seklinde verilen denklemin kanonik koordinatlarda ¢6ziimii elde edilir. (z, y) kartezyen

koordinatlarina gecis yapilarak
y=F(x—-C)2+1

seklinde genel ¢6ziim elde edilir.
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6 NOETHER SIMETRIi YAKLASIMI

6.1 Noether Simetri Simiflandirmasi ve Indirgemesi Uzerine On

Bilgiler
[1] . / / 2 a
X=X+ (= &)y — W) 6l57 (6.1)
seklinde birinci geniglemeye sahip olan
0 0
X =&z, y) 5 +n(x,y) (6.2)

ox dy

(6.2) nokta tipi vektor alanin1 gdz Oniinde bulunduralim. Buradaki X M, X operatOriinlin

birinci genislemesidir.

Simdi L(x,y,y ) Lagrangian’ina sahip

y' =E(z,y,y) (6.3)

seklinde keyfi bir ikinci mertebeden (6.3) denklemi dikkate alinirsa, bu denklem

d oL, 9L

@<8_y’) o (6.4)
seklindeki Euler-Lagrange denklemine denktir [1].
Tanim 6.1.1 5 9 g
D:%—i—ya—y—i-ya—y,—l—... (6.5)
(6.5) genisletilmis tiirev operetorii olmak iizere, eger
XWUL + D)L = D(A) (6.6)
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esitligi gecerli olacak sekilde A(x,y) ayar (dlgii) fonksiyonu varsa X operatiriine,
(6.3) denklemin bir L(z,y, y/) Lagrangian’ina karsilik gelen bir Noether nokta simetri
tireteci denir [17].

Tamim 6.1.2 ([lk Integral ) n. mertebeden

y' = f@yy s yt) (6.7)
seklindeki adi diferansiyel denkleminin ilk integrali y™ = f oldugunda

a9 _

=0
dzx

sartint saglayan ve v~ temel bagimliligi olan bir

¢(:'U7 y? y/7 A yn_l)

fonksiyonudur. Yani, ¢(x,y,y , ...,y"" "), (6.7) denkleminin her y = w(x) ¢oziimii igin
sabittir [20].

(6.7) denkleminin ilk integrali, C' bir sabit olmak iizere ¢(z,,y ,...,y" ') = C
esitligini sagladigindan diferansiyel denklemin herhangi bir y = w(x) ¢dziimii igin
korunan miktar1 temsil ettigi gibi bu denklemi (n — 1). mertebeden bir denkleme
indirgeyen bir quadrature sagladigindan [20] denklemlerin ¢oziimii i¢cin dnem teskil

etmektedir.

Mevcut bir Noether nokta simetri {liretecinin faydasi asagidaki ii¢ teoremde yatmaktadir.

Teorem 6.1.1 X’in, (6.3) denkleminin L(x,y, y/) Lagrangian’ina karsulik gelen, bir

Noether nokta simetrisi oldugunu varsayalim. X operatoriiyle iliskili

I=¢L s A 6.8
=¢ +(n—y§)a—y,— (6.8)

seklindeki I, (6.3) denkleminin ilk integralidir [1].
1 ilk integrali, literatiirde korunum kanunlar1 i¢in ayrica 6nem teskil etmektedir.
Kamt: Ispat icin % = 0 esitligini gosterelim.
dl 9L _df <~ dna dé 0L & d 0L dA
Y L_ T oS o e o — IR
dx 6(9&: N dx +;( dr  vdy e )8ug +a:1(77 Ua )dx Jue dx
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L W 0L P L dne L dE 0L & wor d OL  dA
(0x+a g g+ 2y g g 2

q q q
OL  d¢ dA oL _ddL
Z% et g T a2 g T e ) g

I oL X d§ dA < d oL oL
o _ vl _ o _
—1—;%{0“& L+ L dx * (Mo —u €)[alx(ﬁuo‘) Gu“] 0

seklinde (6.6) denklemi ve Euler-Lagrange denklemi ile istenilen elde edilir [19]. Kanitta

L W 0L & oL
-~ = z 2 y[1]
+ Znaaua + Znaaua = XL
a=1 a=1 T

ve
(dna_ adg)_ x
dx umdx =l

seklinde esitlikler kullanilmisgtir.

Teorem 6.1.2 Noether nokta simetrisi X ile iligkili I ilk integral
xWr=o

esitligini saglar [1].
Teoremdeki X, (6.3) denkleminin ilk integrali olan /’nin bir nokta simetri jeneratoriidiir.

Teorem 6.1.3 (6.3) denkleminin L(z,y, y’) Lagrangian’i icin bir Noether nokta simetri
liretecinin kargilik geldigini varsayalim. O halde (6.3) denklemi, integrasyon ¢oziime

sahiptir [1].

6.2 Genellestirilmis Lane-Emden Denkleminin Noether Yontemiyle

Iki Kere Indirgemesi

Bu alt boliimde [1] makalesi incelenmistir.
" n
y +-y +fly) =
T
denkleminin standart Lagrangian’1
1 n/ '\2 n
L=3a2"(y)"—a" [ fly)dy (6.9)
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seklindedir. Bu Lagrangian, [28] kaynaginda ifade edilen teoremle kolayca elde edilebilir.

Simdi (6.6) denklemini
XWL 4+ D)L = D(A)

seklinde hatirlayarak bu denklemin biitiin terimlerini hesaplayalim. Bunun i¢in

D = 24_ /24_ "i_|_
o Y oy J oy
v 9 0 9
1 — ¢~ - . r N2
X =6o+ "5y + e+ (ny — &)y — (y)7°E,)] oy

operatorlerini goz oniinde bulundurarak

oL _ 1 n—1,/2 nl/
5 = oy —na f(y)dy,
oL "
8_y - f(Z/)7
O
ay/ ',’U y )

seklinde (6.9) Lagrangian’in , y ve y degiskenlerine gore kismi tiirevleri hesaplanarak
sirastyla X1, D(€)L ve D(A) ifadeleri

! ’

XUL = €lgnaty=na? [ F@)dyln(=a" F0) i 1,-€2)0'~() P )"y

DL = (& +&0)5a" W ~ 2" [ )iy

olacak sekilde hesaplanir. Elde edilen bu ifadeler
XWL 4+ D)L = D(A)

denkleminde yazilarak

3 [%nw“y’z —na"! / F@)dyl +n(=z"f () + [ + (ny — &)y — ()& "y
ol n(, "\2 n /
et &) (Ga" W) — 0" [ F)dy) = A, + Ay (6.10

seklinde (6.10) esitligi elde edilir. Bu esitlik 4 in kuvvetlerine gore yazildiginda
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katsayilar

, 1
@ﬁ:ﬁﬁ@+§ﬁ@:0, (6.11)

N2 1 n—1 n 1 n
(y):yw €+Oh—@ﬂr+5r@:0, (6.12)
y o atn, = A, (6.13)

(v)0 : —na" g / )y — 2" f(y) — "€, / Fy)dy = A, 6.14)

biciminde kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi olusturur. (6.11) denkleminden,
—a", =0 = =0 = £{=qa(x) (6.15)
seklinde ¢ elde edilir. (6.12) denklemi

1 1
571:17”_15 +nya" — a4 51}”& =0

formunda yazilarak olusan denklemde =" ifadesini sadelestirerek

1
mz?&—m”@ (6.16)

bulunur. (6.15) ifedesini (6.16) te kullanirsak a(x) = a olmak iizere

1
N, = 5[(1' —nz'a (6.17)
seklinde olusan (6.17) nin integralinden
1 / -1
n = é[a —nz aly + b(x) (6.18)

seklinde 7 elde edilir. (6.13) denkleminden (6.18) denklemi kullanilarak A i¢in
1 11 I U
Ny = E[a +nz2a —nzaly +b
1 n " -9 -1/ ni'
Ayzéx (a +nx~“a—nxr " aly+z"b (6.19)
esitligi elde edilir. (6.19)’in y’ye gore integrali alinirsa
A= ga"a" n(ZY ]2 + b2y + () (6.20)
x
olacak sekilde A bulunur. Simdi (6.14) denkleminde (6.15), (6.18) ve (6.20) ifadelerini
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kullanarak

1 1" ’ 1 " " /
Ay = -nz" a — n(g) 2+ -2"a —nla 27" —2a 2% + 2az %]y
4 x 4
+b 2"y +nb "y + ¢
1 " 1 ! 1 1 !
A, = 7° a"y? + §nx”_2a y? — §nx"_3ay2 - Zn%”_l(%) y?
+b 2"y +nb 2"y + ¢
n—1 'on 1 n, ' 1 n—1 n
= [-na"a—aa®] [ fy)dy + [-52"ay + gna"ay — 28 f(y)
]_ " ]_ ’ ]. 1 ’
_ Za a™y? §n:c”*2a y? — §n:z:"73ay2 _ anan(%) y?

+b 2"y +nb 2"y + ¢ (6.21)

seklinde olusan (6.21) denkleminin analizi asagidaki sekiz durumu ortaya cikarir.

1.Durum: n # 0, f(y) keyfi fakat 3,4, 5 ve 6 durumlarinda yer alan bicimde degil.

e f(y) lineer degil, f(y) # ay® + By + v
* f(y) kuadratik degil, f(y) # ay"

s fly) #aexp(By) +yy+0,0,8#0

(6.21) denklemi
1 n 1 / 1 1 / " ’
[Za "+ énxn_Qa - Enx”_?’a - Zn%"_l(%) Jy2 + b 2™ + bnz" 'y
n—1 ) 1 n ' 1 n—1 n /
+[nz" a+a x"] f(y)dy—l—[§x ay— gne ay+z"b|f(y) +c =0 (6.22)

seklinde yazilarak agsagidaki denklem sistemleri elde edilir.

e iamx” + %nx"_Qa, — %nxn_?’a — }anxn_l(%)/ =0, (6.23)
yl b+ b na" Tt =0, (6.24)
Y’ ic =0,
/ f(y)dy : naz"‘a+a'2" =0, (6.25)
fly): %x”a/y — %nx”_lay +2"b =0 (6.26)
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(6.26) denkleminden y ’nin kuvvetlerinin katlarindan
Yyl =2"a — =na"la =0, (6.27)
y’:b=0 (6.28)
olarak (6.27) ve (6.28) denklemleri yazilabilir.

Simdi (6.27) denkleminden
2"d —na" la=0 (6.29)

(6.29) denklemini yazarak ve ayrica (6.25) denklemini
2"a +nr" la=0 (6.30)
tekrar goz oniinde bulundurarak (6.29) ve (6.30) denklemlerinin ortak ¢coziimiinden
a=0 (6.31)

ve & = a(x) oldugundan
§=0 (6.32)

elde edilir. Ayrica (6.28) ve (6.31) esitlikleri kullanilarak (6.18) denkleminden
1 / —1
n=gld —nz""aly +b(z)

oldugundan
n=20 (6.33)

seklinde 7 bulunur ve (6.20) denkleminden
A=k (6.34)

k sabit olacak sekilde A’ya ulasilir. Dolayisiyla bu durum i¢in Noether nokta simetrisi

yoktur.

2.Durum: n = 0, f(y) keyfi fakat durum 3 teki gibi lineer degil.
” n
y +y+fly)=0

denklemi
y + f(y) =0 (6.35)
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denklemine doniisiir. (6.35) denkleminin Lagrangian’1
1 n(,'\2 n
L=3a"(y)”—a" [ fly)dy

1
— L=~ [ 1wy (6.36)
seklinde elde edilir. (6.36) denklemi .

dzr 0y oy

L)~ (T =y + f) =0

seklinde Euler-Lagrange denkleminde yazilarak (6.35) denklemi elde edildiginden L,

(6.35) denkleminin Lagrangian’idir. Bu durum i¢in Lane-Emden denklemi

y' + fly) =0 (6.37)

seklinde olup bununun Lagrangian’ (6.9) ifadesinden

L= %(y/)Q - / f(y)dy (6.38)

olacak sekilde bulunur.
XWUL + D)L = D(A)

denklemindeki her terim

0 0 / / 0
X[l] S a_ i — Qz - 2
§8x+n8y+[n + (my — &)y (y)é’y]ay,
ve D operatorleri kullanilarak
oL oL oL /
8_x_0’ 8_y—_f(y)’ ay Y

kismi tiirevleri yazilarak X

XL = €0) +n(=f@) + [ne + (0, — &)y — )2

seklinde elde edilir.
D(§) =& + &y

96



seklindeki D (&) ve L kullanilarak D(§)L

DL = (& + 6050~ [ F)dy)
olacak sekilde elde edilir. Son olarak
D(A) = A, + Ay
esitligini yazarak elde edilen tiim terimler
XWUL + D)L = D(A)

denkleminde yazilarak

=0 f (y)+ e+ (= &)y =&Y )1y + (& +Ey ) / fy)dy) = Ap+ Ay

(6.39)
seklinde (6.39) denklemi elde edilir. (6.39) denklemindeki y' "niin kuvvetlerinin katlarindan
asagidaki denklemler yazilir.

, 1
(y)’: =&+ 56 =0, (6.40)
, 1
() (y = &) + 5& =0, (6.41)
— & / fly)dy = Ay, (6.42)
)" —nfly / fly (6.43)
(6.40) ve (6.41) denklemlerinden sirasiyla
£ =a(r) (6.44)
ve
1
%=§& (6.45)

elde edilir. (6.44) ifadesini (6.45) denkleminde kullanarak

1,
nyzia

seklinde olusan denklem integre edildiginde

n= %a'y + b(x) (6.46)

97



formunda 7 elde edilir. (6.42) denkleminde (6.44) ve (6.46) yazilarak

¢, / f(y)dy =

(6.47) seklinde A, bulunur. (6.47)’ da integral alinirsa

1// !
A:Za v+ by +c(z)

(6.47)

(6.48)

seklinde A’ya ulagilir. (6.43) denkleminde (6.44), (6.46) ve (6.48) esitlikleri kullanilarak

1/ 1///
(2ay~|—b —a/f y=40 Vb y+c

1 " 2 /

— P+ d [ Sy - Gy Ha) S+ =0

seklinde olusan (6.50) denkleminden

f@):%dy+b() 0,
/f@)
2 0,
ylzb//:O,
yo:c/:O

ve (6.55) denkleminden

olarak bulunur. k sabit olmak iizere sonsuz kiigiikler

§=k n=20

ve burada k = 1 secilerek

=1 n=0
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(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)
(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)



seklinde sonsuz kiiciikler bulunur. Dolayisiyla Noether simetri jeneratorii

0

X =
ox

(6.60)

seklindeki X tir. Bu durum i¢in integrasyon, Noether simetrisi disinda bile 6nemsizdir.

Noether integrali

I=¢Lt (-5~ A=50 ~ [ f)dy+ 0~ 1) - A

=5+ [ fwiy

(6.61)

seklinde kullanilir ve I = C' denkleminden kolayca ¢oziim elde edilir. Bu durum

icin f(y) = —y~3 seklinde alindiginda olusan denklemin Lie simetri yontemiyle

coziimii 6rnek 5.5.2 de verilmigtir.

3. Durum: f(y), y ye gore lineer

Bu durum iyi bilinmektedir. Karsilik gelen Lane-Emden denklemi si(3,R) simetri

cebirine sahiptir ve bu diferansiyel denklemin standart Lagrangian’iyla iligkili bes

Noether nokta simetrisi mevcuttur [29].

4. Durum: f(y) = ay? + By + v formunda f(y) olsun.

1 " 1 ! 1 1 ! 1" /
[Za " + énx"_za — §nx”_3a — anxn_l(%) Jy? 4+ b 2™ +bna" 'y

n—1 ’na362 1n’ ]'n—l n 2
+[na"tata x ](gy +§y +7y+,u)+[§x ay—gne ay+x"b](ay*+By+7)

i: Egern = 5,8 = 0,y = 0 ise bir 6nceki denklem

1 " 1 / 1 1 / " ’
[Za z° + 55333@ - 553:2@ — 125334(%) Jy? + [0 2° + b 5ty
4 ' 51043 s 1.4 5 2 L
+[5z a+a93](3y)+[2:ray 2593 ay + z°b)(ay”) +¢ =0

seklinde yazilarak olusan denklem g’nin kuvvetlerine gore yazildiginda

! 1 / 5
Y %(5x4a +ax°) + a(§x5a - §x4a) =0,
1w D 5/ D 25 /
v’ —a 2’ + —2da — —2%a — —x4(g) + az’b = 0,

4 2 2 4 x
Yt b2 +5b 2t =0,
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’

y0:d =0 (6.65)

seklinde denklem sistemi elde edilir. (6.65) denkleminden k sabit olmak iizere

clx) =k (6.66)
elde edilir. (6.62) denkleminden
5 1, 1 ;b
§x4a + ga ° + §x5a — §x4a =0

— 10a+2dz+3dz—15a =0

— 5dx —5a =0

’

e 1 (6.67)

a T

seklinde olusan (6.67) denkleminde esitliin iki tarafinin integrali alinarak c; sabit

olmak iizere

a(x) =z (6.68)
(6.68) den c; = 1 secilirse
E=u (6.69)
elde edilir. (6.18) denkleminden ise
n=-—2y (6.70)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (6.69) ve (6.70) sonsuz kiigiikleriyle

0 0
X =gt — oy
xax y@y

olarak bir tek Noether ve Lie nokta simetri iireteci elde edilir. (6.8) e gore X, I’nin bir

simetri liretecidir [1].

" 5 /
y oy o+ ay’ =0 (6.71)
denkleminin Lagrangian’1 (6.9) den

1., 1. 1
L=32(y)" - wS/adey = 57°(y)* —@ay’s

seklinde elde edilir. L’nin Euler-Lagrange denklemini sagladigi basitce gosterilebilir.

d 0L, 0L

%<8_y’) — 6_y = (6.72)
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d 0L d

— (=) = — (%) = baty + 2%y (6.73)
dz "y dx
g—L = —2’ay’ (6.74)
Y

(6.73) ve (6.74) ifadeleri (6.72) denkleminde yazilirsa
sty + 2%y — (=2ay?) =0
ve buradan denklemin her iki tarafi 2° ile boliinmesiyle (6.71) denklemi elde edilir.

Simdi (6.8) den [ ilk integralini bulalim. (6.64), (6.69) ve (6.70) denklemlerindeki
ifadeler (6.20) denkleminde kullanildiginda

A=k

olur. Dolayistyla

I=¢L e
=¢L+(n—vy 5)8_7/ -
ifadesinde
1 / 1 oL /
5:;5 ) 77:_2y7 A=k ) L= §x5(y )2_$5ay3§ ) a_y/ :$5y
ifadeleri yazilarak
Logona 15 4 NS5
I=a(52°(y) — go°ay’) + (2 —y )’y —Fk
Logoma 16 3 5,/ "2, .6
I'=32°(y)" —32’ay’ —2ye’y — (y)"2" — k
seklinde elde edilir. / = (] ise
1 / 1 / !
§x6(y = gxﬁay?’ —2y2°y — (y)*a®=C (6.75)

olarak indirgenmis denklem bulunur. ( C},C = Cj + k birer keyfi sabit ) (6.75)

denkleminin ¢6zlimii i¢in X iiretecinin bir invaryanti1 kullanilir. Karaktaristik denklemden

d d
a _ Y9 (6.76)
T —2y
(6.76) denkleminin integre edilerek ¢oziimiinden
y=— (6.77)

xr2
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olacak sekilde X iiretecininin invaryanti elde edilir. Tiirev alinarak

y =——= (6.78)

!/

v 2w, 1 v v o5 v 20 v 20, 6
sl ) ) it ) T E S =C
28 (v)? 4w A? ar?
— ?(?—?+x6)+T+2UU$—4U —C
2(,/\2 3
x(g) 2w+ 20"+ — + 2w —4v° =C
2(,/\2
xg)+2ﬁ— W =C
= (V)" =2(C—-2v"— — +4°)—
x
dv dx

:F\/2C+4U2—¥ x

seklinde bu durum i¢in verilen f’ye gore denklemin iki kere indirgemesi elde edilir.

ii: n =5, % = 4ay ve f(y) = ay?® + By +  ifadelerini (6.21) denkleminde yazarak

1 " 1 / 1 ]_
[Za x5+§5x3a—§5 42595( )]y + [0 + 052ty
B, B 1 B2
+[52tata x ](3y +2y2+4 y—l—,u)+[2x a y—§5x Yay+2°b)(ay? +By+4a)+c =0
(6.79)
seklinde elde edilen (6.79) denkleminin sol tarafi ¢’ nin polinomu formunda diisiinerek
katsayilardan
5 5
e ?aa: a4+ ga 0+ §x5a — 504:1: a=0, (6.80)
1w 54, 5 25 ;D )
Y 70 x5+§x3a —§x2a ZCLA(%) + 25 4a+§a T +ozx5b+2x5 Qﬁx‘la =0,
(6.81)
1" ’ 5 2 2 / 2 !/ 5 2
y:ba®+ 502t + ix“a + B—a z° + Bx’b + 6—x5a — ix‘la =0, (6.82)
4o dav S8a S8av
_52 ,
Yy ——2’b+c =0 (6.83)
4o

denklem sistemi yazilir. (6.80) denkleminin her iki tarafi 6 ile carpilarak

10ax*a + 2aa 2° + 3ax’a’ — 15azta = 0
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denklemi elde edilir. Buradan gereken sadelesmeler yapilarak

’

/ 1
ad'z® —5aart =0 = L = > = lna= In (Cx)
a
C sabiti C' = 1 alarak
alx) =¢==x

/7

seklinde ¢ bulunur. (6.81) denkleminde a(z) = a = z,a = 1,d" = 0 ve (2)
ifadeleri yazilip gerekli hesaplarla kolayca

=0

seklinde elde edilir.

(6.18) denklemini goz Oniine alarak
1 / -1
n= 5[@ —nz aly + b(x)

elde edilen a(z) ve b(x) ifadeleri ve n = 5 degeri yazilarak

s
n=—2y——
(0%

seklinde 7 elde edilir. Dolayisiyla

0 g. 0
X—xa—x—(2y+a)—y

Noether operatorii elde edilir. Bu operator ayn1 zamanda Lie tiretecidir. (6.20) ifadesinden

a=z,d =xveb= _76 yazilarak
A = c(x)

elde edilir. Buradaki ¢(z), (6.83) denklemi

2
f—a:p% =c
seklinde olup b = _76 yazarak
3
B
4o
Buradan integral alinarak /3% = 4y« yazilirsa c¢; integral sabiti olmak iizere
c=cx)= g—gxﬁ +c
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seklinde bulunur. Dolayisiyla A ayar fonksiyonu ¢; = 0 alinarak

By 6
Alx) = —
(@) = o
seklinde elde edilir. Bu alt durum i¢in olusan Lane-Emden denklemi
2

" 5 !/ 2
y +-y tay +py+—
x 4o

seklinde olup bunun Lagrangian’1 (6.9) den

1 / 2
L= §x5y 2_ :v5/(ozy2 + By + f—a)dy
L5 say’ Byt B

L:—5 2 A Fd M
21“(1/) 93(3 += +4&y)

formunu alir. L’nin Euler-Lagrange denklemini sagladigini gostermek kolaydir.

oL . oL . 2

kismi tiirevleri Euler-Lagrange denkleminde yazildiginda bu durum i¢in Lane-Emden
denklemi bulunur. Elde edilen &, n, L, 3—; ve A ifadeleri Teorem 6.1.1 deki

, L OL
I=¢L+n—y&)—=—A
(-v6)5
esitlifinde yazilarak

1., 1 1 12 B,
T = 2l225(0)? — 22 (o + ~Bu? + =2 — (9y + 2 5
x[QJS(y) x(gay +26y +4ay)] (y+a+yx):vy

. By 6
6043j

B'YxG

6o

-1 / 1 1 13 / B
T = —ab()2 — 282 + =802 + =2 ) — o/ 252y + 2 —
50 W)~ (Gay’ + 5By ) —y a2y + )
seklinde elde edilen 7 ilk integrali i¢in tanim geregi
1 ’ 1 1 1 62 ’ 6 /B/y
I = =-2%04)? S(Zay’+ =Byt + - (2 D+ =0 (6.84
52 W) T (Gay” + 5By Ty Fy a2y + o) o (6.84)
seklinde denklem yazilir. (C' sabit) Bu denklemin ¢6ziimii i¢in X Noether operatoriiniin

degismezini bulalim. Karakteristik denklem

dx dy

x 2y +2)
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seklinde yazilarak olusan denklemin ¢oziimii

v=(2y+ g)xQ

seklindeki degismezi verir. Buradan

v p
— 2 - 2 — = —
v (y+a)x Y702 2
ve ,
;o 1 9 /8 o v v

(6.85)

(6.86)

(6.87)

seklinde (6.86) ve (6.87) da bulunan y ve y' ifadelerinin esitleri (6.84) denkleminde

yazilarak gerekli hesaplamalar sonucu

202 — =
YTy

seklinde olusan denklem

/ 2
TV = :F\/4v2 — gow?’ —2C

seklinde yazilip degiskenlerine ayirarak

dv dx

:F\/4112 — %ow?’ —2C z

formunda integre edilerek cift indirgeme elde edilir.

iii: n =2, =0,7=0, f(y) = ay? durumunda (6.21) denklemi

1 " 5 I 5 25 ! 17 /5

[Za 25+ Za75d — éx_%a — %x%(%) ly? +[b 23 +b gx%]y

) / 3 1 / ) /
+[§x%a +a x%]&g + [Easga Y — éx%ay +x3blay’ +¢ =0

seklini alir. Buradan y’nin kuvvetlerinin katlarini sifira esitleyerek

3. 2% % + g + 2oia — §ozx%a =0
7 3 2 6 ’
2 1 " g+5 _% ’ 5 _% 25 §<a)/+ gb
T-a T —r73aq — = 3a— —x3(— axrsb =
vy 6 6 36" o ’

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)



seklinde denklem sistemi elde edilir. (6.92) denkleminden £ sabit olmak tizere c(x) = k
olur. (6.89) denkleminden

5 !
G-t et + =0

—ba %_’_ 25041 0

- ——ax r3—a =

18 6

/ 3d d
— 32za —a=0 — oda _ 4

a T

integre edilerek C' integral sabiti olmak iizere a(x) = Cz3 ve buradan C' = 1 icin

elde edilir. (6.90) denkleminde @ ve bunun gerekli tiirevleri yazilarak b(z) = 0 bulunur.

(6.18) denkleminde a, a’ ve b ifadeleri yazilarak

9

1
X = 13
)

8

seklinde elde edilir. (6.20) denkleminde a” (z) = $2% ,b'(z) = 0,c(z) = kven = 2

ifadelerini yazarak

1 " a. /
A= -2"a —n(=)]y* +ba"y +c(z)
4 T
1 5. 2 = 5 —2. -
A= Zgﬁ[_an% B 5(?)9375]342 +0.2"y + k
2
A=y 4k
oV T

seklinde ayar (0lcii) fonksiyonu elde edilir. Bu durum 5. durumun 1ii alt durumunda

mevcuttur.

5. Durum: f(y) = ay™ , a ve m birer sabitler ve o # 0, m # —3, 0, 1 Buradaki iki alt

durumu inceleyelim.

it n = 243 ifadesi ve f(y) = ay™ fonksiyonu (6.21) denkleminde asagidaki sekilde

m—1

yazilarak
1 . n 1 n—2o ! 1 n—3 1 2 n-1 a. s 2 "o ’ n—1
[Za 2"+ ona" e — ona" e — ony (E)]y + b 2" +bnz" Ty

106



/ 1 / 1 /
+nz" a4 a 2" /aymdy + [§:B”a Y — §n:1:”_1ay + 2"bjay™ +c =0 (6.93)

olusan (6.93) denklemindeki y nin kuvvetlerinin katsayilari sifira esitlenerek olusan

denklemler asagidaki gibi yazilir.

I ! 1
y™ mC:L 1nx"_1a +a . 1m” + %x”a — §nm”_1a0z =0, (6.94)
1 " ]. ’ 1 1 /
Y 7° " + énm"_% — inx”_?’a — Zan"_l(%) =0, (6.95)
Yt Vet 4+ bt = 0, (6.96)
Wi =0 (6.97)

(6.97) esitliginden c(z) = k, k sabiti bulunur. (6.94) denkleminden

a na+ ;o Q +a, 1n 0
—+a —a — ——aq =
m+1x m+1 2 2x
/ 3 1—
i . A B R (6.98)

2m + 2 r 2m + 2

m+3
m—1

edilen denklem integre edilerek a(z) = C'z ve 6zel olarak C=1 aliarak

buradan gerekli sadelestirmeler yapilarak ve n = yazilarak % = % seklinde elde

elde edilir.

(6.96) denkleminin agikar ¢oziimii b(z) = 0 aliarak (6.18) esitliginden

seklinde elde edilir. (6.20) denkleminde a = a(z) = x,b = b(z) = 0 ifadeleri yazilarak
k sabit olmak iizere
A=c(x)=k

seklinde ayar fonksiyonu elde edilir. Bu durum i¢in elde edilen

seklindeki ayn1 zamanda bir tek Lie iireteci olan Noether tireteci i¢in invaryant fonksiyon

de (1 —m)dy

x 2y
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denkleminin integre edilmesiyle

1—m

Inz = In(y) +Inv

formunda elde edilen denklemdeki v ifadesidir. Son denklem 3 ye gore ¢oziilerek

y=uvm-igi-m (6.99)

1 m m m+1 2 m !
I= 533%(3/)2 - :Em%ai il S wy )ity
seklinde elde edilen [ ilk integrali yardimiyla
1 2mi2, ., omys ™! 2 N\ mE3
Zpmoa —pmi — m—1y = (C 6.100
W) e as e (Y — )y (6.100)
indirgenmis denklemi elde edilir (C sabit). (6.99) esitliginden y, y' ve y™*+* hesaplanarak

(6.100) denkleminde yazilarak gerekli hesaplamalar sonucu

dv
/ = 11’15[502
F/A(1—m) 202 = 2a(1 +m)~Toltm —

seklinde
" m+3 ’ m
y +——y +ay™ =0
m—1

formundaki Lane-Emden denkleminin ¢ift indirgemesi elde edilir.

ii: n = Z}L—ﬁ,m # —1 ifadesi ve f(y) = ay™ fonksiyonu (6.21) denkleminden

bir onceki i alt durumunda yapilan hesaplamalar g6z 6niinde bulundurularak (6.98)

denkleminde n = z—f{’ yazilip gerekli sadelestirmeler yapilarak elde edilen
a 1Im—1
a x'm+1
denklemi integre edildiginde
f g gj‘%

seklinde £ sonsuz kii¢iigii bulunur (a = &).

(6.18) esitligide a = ¢ = xme1,b =0 ven = m+2 yazilarak
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sonsuz kiiciigii elde edilir. Bu durumda olusan Noether iireteci

X m;l a 2 _% a
= rmt+tl — — xr mtl y—
Jdr m+1 yay

seklindedir. Ikinci Lie simetri operatorii £ = z,n = ﬁy sonsuz kiiciikleriyle elde

edilir. Noether iiretecin degismezi

dr dy
m—1 2 _ 2
€ m+1 _m_Hx m+1 y

denkleminin ¢oziimiinden elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii

2 dx_@

m+1zx Y

seklinde degiskenlerine ayirarak integre edildiginde

2
Yy =vx mFl

formunda bulunur.(v iiretecin degismezi)

(6.20) ifadesinde a = x%, b = o ve ¢ = k yazarak

1 m m— " 3 — /
A= o @iy - 2@y

seklinde olusan denklemde gerekli tiirevler alinarak yapilan hesaplar sonucu

2
A:— 2
(m—i—l)?y ok

seklinde A 6l¢ii fonksiyonu elde edilir. Teorem 6.1.1 denkleminden yararlanarak bu alt

durum i¢in gerekli hesaplar sonucu elde edilen [ ilk integrali k£ sabit olmak {izere

1 ’ (6% 2 ’ 2
J— —op2())2 — & p2ym+1l 2 I
3T W) - Y oy KL By g Y1

seklinde olur. Buradan tanim geregi C sabit olmak lizere

1 ’ (0]

2 / 2 /
I=-2*(y)P+——2%" "+ ——ayy + ——ayy + ————y*=C
2 ) m+1 Y mr 1Y Tt (m+1)2y
denklemi yazilarak olusan bu denklemde
y = v "W Y = 2y = v T 2 gy
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ve
9 9 —4 + 4 76121m 2 4 ’ 751;71
=vx xTmA pf — v o™
Y m+1  (m+1)>2 m+ 1

ifadeleri yerlerine yazilip gerekli hesaplar yapilarak

1 2m—2 N9 (6]
- m+1
5 (v) +m+1v

m+1

olacak sekilde I = C' denklemi, v degismezine gore ifade edilir. Buradan v’

v = F/—2a(m + 1)~ lom+1 4 Cramti

seklinde elde edilir ve de8iskenlerine ayirarak integre edilirse bu durum icin

//+m+3/+ m O
R (8] =
Y m+1y Y

formundaki Lane-Emden denkleminin cift indirgemesi

/ dv m+1 _2_
= xrmt+l + CQ
IF\/—QOz(m + 1)~ lom+l 4+ ) 2

seklinde bulunur. ( C; ve C5 integral sabiti)
6. Durum: f(y) = aexp (By) + vy + J; a, B,y ve 0 birer sabit o, 5 # 0

Egern=1,v =0, = 0ise (6.21) denklemi

1 " 1 ’ 1 ]. / 1 ’
[Za x + §:U*1a — §x’2a - 4_1(%) ly> +[bx+bly
/ By ]. / 1 ’
+[a+&x]ae + [zza'y — zay + wblae’ + ¢ =0
5 "k 2
seklini alir. Bu denklemden
]. " 1 ’ 1 ]. /
y° 70 T+ §:c*1a - 2x’2a — Z(%) =0,

y' b'x+0b =0,

c 1 / 1
aeﬁy:%+ax6+§xay—§ay+mb:0
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denklem sistemi elde edilir. (6.101) denkleminden agagidaki denklemler yazilarak

y" 6L+/1+b 0
=+ ax—=+xb=0,
s p

1
y:gxa —éa:()

ikinci denklemden integral alinarak
a=¢=x

ve a(x) ifadesi ilk denklemde yazilarak b(z) = b = —% seklinde bulunur. Elde edilen a
ve b ifadeleri (6.18) denkleminde yazilarak

2
n=-=
g
seklinde sonsuz kiiciikler elde edilir.
Bu durum i¢in Noether simetri iireteci
2
X—z2 20
or POy

formunu alir. Bu durum i¢in de ikinci Lie nokta operatorii, Y = = In x% — %(1 +Inx) a%
seklindedir.
(6.20) denkleminde a(z) = z,b(x) = —% ve ¢(x) = k yazilarak

A=k

seklinde Olcii fonksiyonu bulunur. Noether simetri iireteci degismezi

dx I}
B
x 2 Y
denkleminin integre edilmesiyle
2 v
= Zln(—
y=gh ()

seklinde elde edilen ¢oziimdeki v ifadesidir.

Elde edilen 7, £, A ifadeleri ve bu durum igin L = 1z(y')* — w§e’ seklinde elde edilen
Lagrangian Teorem 6.1.1 deki esitlikte yazilarak I ilk integrali

« 2 ’ ’
I= §x2(y i a:QEeﬁy — (B +yx)ry —k
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seklinde bulunur. i1k integral tanimindan c keyfi sabit olmak iizere

1 ’ (6% 2 ’ ’
I=—2?(y)? -2’y — (S +ya)ay —k=c
570 =25y = (5 + ')

seklinde denklem yazilir ve sadelesmeler yapilarak

1 ’ « 2 ’
I =2y +2°=ePy+ Zay =C
50 (Y) 3 5

(C' sabit) seklinde elde edilen denklem v invaryanti tiirlinden gerekli hesaplamalar

yapilarak asagidaki sekilde yazilir.
2002 4 afv* — v} 2+ CB*) =0

Bu son denklem v ifadesine gére ¢oziilerek olusan degiskenlerine ayrilabilir denklemin

integrasyonu sonucu

dv

/ :Fv\/l — %aﬁvQ + C4

=In (l’Cg)

C, ve (O, integral sabitleri olmak iizere bu durum icin elde edilen Lane- Emden

denkleminin ¢oziimiine ulagilir. (y = % In(2))
7 .Durum: f(y) = alny + vy + 0, a, 7y, ¢ sabitler ve a # 0 olmak iizere

Eger n = 0 ve 6 = 0 ise (6.21) denklemi

1 " 1" ! 1 1l !/
e V+by+a /(alny+7y)dy—|—(§ay+b)(oz1ny—|—7y)+c =0

seklinde yazilarak integral alinip gerekli hesaplar yapildiginda

1 n / " / 3 / /
<Z_l& +ay)y® + (b —aa+b”y)y+§aaylny+balny+c =0 (6.102)

elde edilen (6.102) denkleminden In y nin kuvvetlerinin katlarindan

1 " I 17 ! !
(Iny)®: (ja" +av)y* + (0 —da+byy+c =0, (6.103)

3
(Iny)* - Jeay +ba =0 (6.104)

seklindeki denklemler yazilarak (6.103) esitliginden

112



gl b —da+by=0,
e =0
denklemleri elde edilir. Son esitlikten ¢ = ¢(x) = k sabit oldugu goriiliir.

(6.104) denkleminden
y:a=0= a=a(x)=C

C sabit ve
¥ by=0 = b=0b(x)=0

seklinde ¢oziimler elde edilir. Dolayisiyla C' sabiti 1 segilerek a(z) = £ = 1 ve (6.18)
esitliginden n = 0 seklinde elde edilir. (6.20) esitliginden ise A = k, (k sabit) bulunur.

Bu, 2. Durumdaki Noether simetrisine gotiiriir. Bu durum icin Lagrangian

1, 1
L=3(y)*—aylny+ay — 57y
2 2
seklinde olup, ilk integral
1, ., 1
I'=-5@y) —aylhy+ay— vy —k

seklinde yazilarak C' sabit olmak iizere, / = C' denklemi asagidaki sekilde yazilir.

1, 1
I=—3) —ayly+ay—sw’ —k=0C

Olusan denklem, —C' — k = (] sabit olmak iizere

1, 1
W )’ +aylny —ay + §7y2 =y

y =F/2C; — 2ay(Iny — 1) — vy>

seklinde ¢oziilerek C'5 integral sabiti olmak iizere ,

d
/ 4 =x+ CQ
F/2C; —2ay(lny — 1) — yy2
seklindeki integral ile ¢6ziim elde edilir.

8. Durum: f(y) = aylny + vy + d,a, , J birer sabit ve « # 0 Eger n = 0 ise (6.21)

denklemi

1 " 1 / 1 ! /
74 y+by+a /(aylny+vy+5)dy+(§ay+b)(&lny+7y+5y)+c =0
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seklinde yazilarak integral alinip gerekli hesaplar yapildiginda ¢ = 1,7 =0ve A =k,
k sabit elde edilir. Bu durumda, L = 3(y)? — 3y2alny+iay® — yy? — oy olmak
tizere Teorem 6.1.1 ilk intgral araciligiyla Lane- Emden denkleminin ¢6ziimii C' ve Cy

sabitler olmak iizere asagidaki sekilde cift indirgemesi bulunur.

dy
/:F\/(—’)/—alny+%)y2 —20y+C
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7 SONUC VE ONERILER

Adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in uygulanan simetri yontemleri {izerine
literatiir arastirmasi ve incelemesi yapilan bu tez calismasinda; Lie ve Noether simetri
yaklagimlari tamitilarak Lie simetri metodu uygulanarak kanonik koordinatlar araciliiyla
biri 6zgiin olmak iizere birinci ve ikinci mertebeden non-linear diferansiyel denklemler
¢oziilmiistiir. 1ki simetri iireteci elde edilen 5.5.1 6rneginde simetrilerden biri ile
denklem degiskenlerine ayrilabilir hale getirilerek tam ¢6ziime ulagilmis olmasi ilgingtir.
Buna benzer durum diger ¢6ziimii yapilan denklemlerde de goriimektedir. Ayrica bir
diferansiyel denklemin kabul ettigi her simetri grubu ile mertebesinin indirgenebildigi;
fakat indirgenmis denklemin ¢oziimiine her zaman ulagilmadig literatiirde bilinmekle

beraber bu durum 6rnek 5.5.1 de ikinci iirete¢ aracilifiyla goriilmiistiir.

Lie ve Noether simetri gruplari, adi diferansiyel denklemlerin mertebelerini indirgemek
ve hatta kismi diferansiyel denklemlerin adi diferansiyel denklemleri doniistiiriilmesi
icin literatiirde 6nemli bir yeri olan yontemlerdir. Bu metotlar, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler ve bunlarin ¢oziimler iizerinde yapilan ileri caligmalarda da kullanilabilmekte
dir.

Bu calismada ayni1 zamanda fizikte sistemlerin dogas1 ve hareketi hakkinda fikir veren,
Noether teoremi i¢in onemli bir yer teskil eden varyasyon hesab1 sonucu elde edilen
Euler-Lagrange denklemi ve Hamilton ilkesi aracilifiyla en az eylem ilkesine dikkat
cekilmistir. Ayrica Khalique ve arkadaglarinin ¢alismis oldugu standart Lagrangian
fonksiyonuna sahip genellestirilmis Lane-Emden denkleminin farkli formlarindaki
durumlari i¢in Noether ayar simetrisi kullanilarak yapilan ¢oziimleri incelenmistir. Bazi
denklemleri kabul eden Lie simetrisi, ayn1 zamanda Noether simetrisi oldugu, ikinci
duruma kargsilik gelen bir denklemin 6rnek 5.5.2 de Lie yontemiyle ¢oziimii yapilarak

yazarlarin da belirttigi gibi goriinmiigtiir.

Painlave denklemleri gibi bir¢ok iinlii denklemin Noether yontemiyle elde edilen
ilk integralleri literatiirden incelenebilir. Bazi denklemlerin standart Lagrangian’im
belirlemek zor veya imkansiz oldugundan kismi Noether metodu literatiirde kullanilan

yontemlerdendir.
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Cok parametreli simetri gruplar1 kullanilarak diferansiyel denklemlerin kabul ettigi
simetri grubu liretecleriyle olusturulan Lie cebri uygulamalari ile denklemlerin ¢oziimii

ve indirgemeleri icin ileri ¢caligsmalar yapilabilir.
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