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MINIMAL DOGRUSAL KODLAR VE PERMUTASYON
OTOMORFIZMA GRUPLARI

OZET

Bu tezde, minimal dogrusal kodlar ¢aligilmistir. Minimal kodlarin karakte-
rizasyonu, iki farkli yontemle incelenmigtir. Minimal dogrusal kodlarin pa-
rametreleri (uzunluk, boyut, agirlik) arasmdaki iligkiler incelenmis ve 6zel
olarak bu kodlarin uzunluklar: i¢in siir degerleri calisilmigtir. Bazi diigiik
boyutlu 6zel minimal kodlarin uzunluklar: i¢in daha iyi alt sinir degerleri
verilmigtir. Son olarak, minimal kodlarin permiitasyon otomorfizma gruplari
incelenmig, sabit noktasi olmayan ve mertebesi li¢ olan permiitasyon otomor-
fizmasina sahip ti¢ boyutlu bir kodun minimal olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kogullar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler : Dogrusal kod, minimal kod, kodun duali, kod
agirligl, permiitasyon otomorfizma gruplari, sabit noktasi olmayan

permiitasyon otomorfizma
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MINIMAL LINEAR CODES AND PERMUTATION
AUTOMORPHISM GROUPS

ABSTRACT

In this thesis, we study minimal linear codes. We examine two different cha-
racterizations of minimal linear codes. We also consider the relations between
the parameters of minimal linear codes (length, dimension, weight) and in
particular we study bounds for the length of minimal linear codes. We give
better lower bounds for the length of some specific low dimensional minimal
linear codes. Finally, we examine the permutation automorphism groups of
minimal linear codes and we present the necessary and sufficient conditions
for a three dimensional linear code which has a fixed point free permutation

automorphism of order three to be a minimal code.

Key Words : Linear code, minimal code, dual of a code, weight of a

code, permutation automorphism groups, fixed point free automorphism
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Bolum 1
Giris

Kodlama teorisi, giiniimiizin en onemli araclarindan biri olan verinin ak-
tarilmasi i¢in kullanilan kodlarin insasi, performans analizi ve hatasiz bir
sekilde iletilebilmesi gibi konular ile ilgilenen hem matematigin hem bilgi-
sayar biliminin caligmalar yiirittiigii bir alandir. Kodlama teorisinin amaci,
dig kaynaklarin (giirtiltii, teknik aksakliklar vb.) etkisi altinda, veriyi en etkin
sekilde aktarmak ve saklamak icin giivenilir yontemler bulmaktir. Kodlama
teorisi giintimiiz dijital diinyasinda her zaman oldugundan daha onemli bir
yere sahiptir. Bu ylizden farkli ozelliklere sahip yeni kodlar inga etmek, inga
edilen bu kodlarin karakterizasyonunu bulmak, parametreleri (boyut, uzun-
luk, agirlik) igin iligkiler bulmak, sinir degerler vermek énemli problemler-

dendir.

Bu tezde, kodlama teorisinde onemli yer edinen dogrusal kodlar ¢aligilmigtir
ve dogrusal kodlarin 6nemli bir alt ailesi “minimal kodlar” incelenmistir.
Sonlu bir cisim iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayinin herhangi bir alt
uzayina dogrusal kod denir. Dogrusal bir kodun elemanlarina kod sozciigii de-
nir. Bir kod sozciigiiniin sifirdan farkli koordinatlarinin kiimesine, kod sozcii-

gliniin destegi denir. Bir kod sozciigiiniin destegi sadece kendisinin bir skaler



kat1 olan kod sozciigiiniin destegini iceriyor ise ve diger bagka kod sozciikle-
rinin destegini icermiyor ise, bu kod sozciigiine minimal kod sozciigii denir.
Minimal kod sozciikleri, 6zellikle dogrusal bir kodun dualinin i¢indeki mini-
mal kod sozciikleri olduk¢a yogun caligilan bir alandir. Bu kod sozciikle-
rinin 6nemini ilk vurgulayan galigmalar, J.L. Massey tarafindan 1993 ve
1995 yillarida sunulmustur. Bu ¢aligmalar i¢in [15, [16] numarali makale-
lere bakilabilir. Dogrusal bir kodun minimal kod sozciiklerini belirlemek, ikili
dogrusal kodlar igin bile, oldukga zor bir problemdir. [4] numarali maka-
lede, minimal kod sozciiklerinin, olduk¢a zor (NP-hard) olan tam kod ¢6zme
problemi(complete decoding problem) ile iligkili oldugu belirtilmigtir. [4] nu-
marali makale 1g1g1inda, biitiin kod sozciikleri minimal olan dogrusal kodlar
diigtiniilmiigtiir. Eger bir dogrusal kodun biitiin kod sozciikleri minimal ise,
bu dogrusal koda minimal kod denir. Minimal kodlarin bulunmasina dair ilk
makale [9] numarali makaledir. Minimal kodlar uygulama alanlar1 sebebiyle
de aragtirmacilarin yogun ilgi duydugu bir kod ailesidir. Uygulamalar: i¢in
incelenebilecek makalelerden biri [6] numarali makaledir. Minimal kodlarin
ingasi oldukca zor bir konudur. Minimal kodlarin ingasi i¢in farklh yontemle-
rin gelismesine sebep olan ve bir kodun minimal bir kod olmasi i¢in yeterli

sonug, Ashikhmin ve Barg tarafindan [3] numarali makalede verilmigtir.

[, eleman sayis1 ¢ olan sonlu bir cisim, ¢' C Fy dogrusal bir kod olsun.
¢ € C kod sozclgi i¢in agirlik, sifirdan farkli koordinatlarinin sayisi olarak

tammlanir ve wt(c) olarak gosterilir.
Teorem 1.1. [3] C C F dogrusal bir kod ve
Winin = min{wt(c)|c € C' —{0}}
Winae = maz{wt(c)|c € C —{0}}
olsun. Eger % < q%l ise, C' minimaldir.
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Bu teoremde gerekli bir kosul verilmemistir. ¢ = 2 icin gerekli ve yeterli kogul

[9] numarali makalede sunulmusgtur.

Teorem 1.2. [9] C' C FY dogrusal bir kod olsun. C' kodunun minimal olmast
wein gerekli ve yeterli kosul sifirdan ve birbirinden farkly her a,b € C kod

s6zctgi ikilisi i¢in wt(a + b) # wt(b) — wt(a) esitsizliginin saglanmasidor.

q > 2 igin gerekli ve yeterli kogullar [10] numarali makalede sunulmustur.
Teorem [1.1] ve Teorem [1.2] sonuglarinin her ikisi de biitiin kod sozciiklerinin
agirliklarinin hesaplanmasini gerektirmektedir. Bu hesaplamalar, Fy tizerin-
deki kodlar (ikili kodlar) igin bile oldukga zordur. Bu nedenle, minimal kodlar
i¢in daha etkin karakterizasyonlar bulunmak istenmektedir. Minimal kodlarin
karakterizasyonu i¢in [I3] numarali makalede farkli bir yontem sunulmustur.
Bazi 6zel ¢oklu kiimeler kullanilarak, farkl alt uzaylar inga edilmis ve bu alt
uzaylar yardimiyla bir kodun minimal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullar

sunulmugtur.

Minimal kodlar ile ilgili bir diger problem, minimal kodlarin parametreleri
arasinda iligkiler kurmak ve bu parametreler i¢in sinir degerleri verebilmektir.
[13] numarali makalede minimal kodlarin uzunluklari i¢in boyut ve cismin ele-
man sayisi cinsinden simir degerler verilmisgtir. [2] numarali makalede uzunluk
i¢cin daha iyi simir degerleri sunulmugtur. [I] numarali makalede de minimal

bir kodun agirhigi ve boyutu arasinda iligkiler verilmistir.

Ikili minimal kodlar i¢in bile uzunluk degeri icin daha iyi s degerleri ve-
rebilmek oldukca zordur. Bu tezde, minimal kodlar, sabit agirlikli ve sabit
agirlikli olmayan minimal kodlar diye iki aileye ayrilarak diigiiniilmiig, sabit
agirlikli olmayan ikili minimal kodlar igin diigiik boyutlarda uzunluk simir
degerleri verilmistir ve ayni zamanda kodun agirligi i¢in de alt siir belir-

lenmistir. Minimal kodlarin dualleri incelenmis ve dual kodlarin minimalligi



ile ilgili kogullar verilmigtir. Iki boyutlu minimal sabit agirlikli olmayan ken-

dine dik bir kod i¢in uzunluk alt sinir1 belirlenmigtir.

Sy, simetri grubu Fy vektor uzay tizerinde koordinatlar degistiren bir etkiye
sahiptir. Bu etkinin yardimiyla, C' C F} icin {0 € 5, | 0(C) = C} kiimesi
diigiiniilebilir. Bu kiime igindeki her eleman C'nin permiitasyon otomorfiz-
mas1 adini alir. Dahasi, bu kiime fonksiyon bilegkesi altinda bir gruptur ve
C kodunun permiitasyon otomorfizma grubu adini alir. [I1] numarali maka-
lede, W. C. Huffman mertebesi tek asal olan bir permiitasyon otomorfizmasi
yardimiyla dogrusal bir kodun, iki 0zel alt kodun direkt toplami olarak yaza-
bilecegini gostermistir. Bu tezde, [I1] numarali makalede galigilmig bu iki 6zel
alt kod, sabit noktasi olmayan ve mertebesi ii¢ olan bir permiitasyon otomor-
fizmasi i¢in diigtintilmiis ve bu alt kodlarin minimal oldugu durumlarda ve
diigiik boyutlu oldugu durumlarda, uzunluk icin alt sinirlar verilmigtir. Son
olarak, bu alt kodlar minimal oldugu zaman, hangi kogullarda direkt toplam-

larinin minimal oldugu sorusu, ti¢ boyutlu ikili kodlar i¢in yanitlanmigtir.

Tezin organizasyonu su sekildedir. Ikinci boliimde dogrusal kodlar ve minimal
kodlar ile ilgili bazi temel tanimlar verilmistir. [9] numarali makalede agirhga
bagli olarak sunulmug olan, ikili dogrusal kodlarin minimal olmasi icin ge-
rekli ve yeterli kogullar incelenmigtir. [I3] numaral makalede sunulmus olan
minimal kodlarin karakterizasyonu ¢ahgilmigtir. [I3] numarali makalede ve-
rilmig olan, parametreler arasindaki iligkiler ve uzunluk ic¢in sinir degerleri

incelenmigtir.

Uciincii boliimde ozel olarak iki ve ii¢ boyutlu minimal dogrusal kodlarm pa-
rametreleri ¢aligilmigtir. Ozel minimal kodlarm uzunluk degerleri i¢in siirlar
verilmistir. Minimal dogrusal kodlarin dualleri incelenmistir ve dual kodlarin

minimal olup olmadig1 tartigilmistir.



Dordiincii boliimde, minimal kodlarin permiitasyon otomorfizma gruplari in-
celenmigtir. Sabit noktasi olmayan ve mertebesi ii¢ olan otomorfizmaya sahip
minimal kodlar i¢in bazi 6zel alt kodlar ¢alisilmig ve bu alt kodlarin minimal
olmasi durumunda ne zaman ana kodun minimal olacag: ii¢ boyutlu kodlar

icin kanitlanmigtar.



Bolim 2

Minimal Kodlar

2.1 Temel Tanimlar

Bu kisimda, tez icerisinde kullandigimiz temel tanimlara yer verilmistir. Aksi
belirtilmedigi stirece, kodlama teorisindeki temel tanim ve sonuglar igin [14]

ve [12] numaralh kaynaklar kullanilmigtir.

p asal bir say1, m > 1 bir tamsay1, ¢ = p™ ve [;, eleman sayis1 ¢ olan bir

cisim olsun.

Tanim. n > k > 0 birer tamsay1 olmak tizere, Fy' vektor uzaymm, herhangi
bir k-boyutlu alt uzayma, [F, tizerinde, uzunlugu n, boyutu & olan dogrusal

kod denir.

Notasyon. F, tizerinde n uzunluklu, & boyutlu bir C' dogrusal kodu icin,

[n, k], kodu ifadesi kullanilir.

Tanim. Eger ¢ = 2 ve C, I, tizerinde dogrusal bir kod ise, C' koduna ikili
(binary) dogrusal kod denir.

Tanim. n uzunluklu dogrusal C' kodunun elemanlarina kod sozciigii denir

ve herhangi bir kod sozcigii ¢ € C, ¢ = ¢1¢s - - - ¢, seklinde gosterilir.



Tanim. C' dogrusal bir kod ve ¢ € C de bir kod sozciigii olsun. ¢ kod
sozcuguniin sifirdan farkli koordinat sayisina, ¢ kod sozciigiiniin agirligi

denir ve wt(c) sembolii ile gosterilir.

Tanim. C dogrusal bir kod olsun. C' kodunun minimum agirhgi, igindeki

sifirdan farkli kod sozciiklerinin agirliklarinin en kii¢iigii olarak tanimlanir ve
wt(C) = min{wt(c)|c € C' — {0}}
seklinde gosterilir.

Tanim. Bir C kodunun igindeki sifirdan farkli tiim kod sozciiklerinin agirliklar:

ayni ise, C' koduna sabit agirlikli kod denir.

Ornek 1. C' = {0000, 1100,0101,1001} kodu icin wt(1100) = wt(0101) =
wt(1001) = 2 olur. C' kodunun, sifirdan farkh kod sozciikleri igin sadece bir
tane agirlik degeri oldugu i¢in C' kodu sabit agirlikli bir koddur.

Tamim. C| [n, k], kod olsun. 0 < i < n olmak tizere A; = |{c € Clwt(c) = i}|
seklinde tanimlansim. Bu durumda A(C) = (Ao, ..., 4,) dizisine C' kodunun

agirhk dagilim denir.

Ornek 2. C' = {0000, 1000, 0110, 1110}, [4, 2] kodudur. C kodu icin, wt(C)
1 olur. C' kodunun, agirligi 0 olan bir tane, agirligi 1 olan bir tane, agirhig: 2
olan bir tane, agirligi 3 olan bir tane kod sozciigii vardir. Agirhigi 4 olan kod

sozciig yoktur. Dolayisiyla A(C) = (1,1,1,1,0) olur.

Tanim. C, uzunlugu n olan dogrusal bir kod ve ¢ = ¢ico---¢, € C bir
kod sozciigii olsun. Bu durumda {1 < i < n : ¢ # 0} kiimesine ¢ kod

sozcligiiniin destegi denir ve bu kiime suppt(c) sembolii ile gosterilir.

Not. Yukaridaki tanimlara gore, ¢ € C' igin wt(c) = |suppt(c)| esitligi agiktir.



Ornek 3. F, = {0,1} olmak iizere
C = {00000, 11010, 10101, 10010,01111,01000,00111, 11101}

uzunlugu 5, boyutu 3 olan ikili bir dogrusal koddur. ¢ = 11010 kod sozciigii igin,
wt(c) = 3 ve suppt(c) = {1,2,4} olur.

Tamim. [7] C, dogrusal bir kod ve a,b € C kod sozciikleri olsun. Eger
suppt(a) C suppt(b) ise b kod sbézciigii, a kod s6zciigiinii igerir denir ve

a = b ile gosterilir.

Tamim. [7] C' dogrusal bir kod ve ¢ € C' olsun. Eger ¢ kod sozciigii, o € I,
olmak tizere, sadece ve sadece ac seklindeki kod sozciiklerini igeriyor ise, ¢

kod sozciigine minimal kod sozciigii denir.

g = 2 ise bu tanim asagidaki tanima esdeger olur.

Tanim. C ikili dogrusal bir kod ve ¢ € C olsun. Eger ¢ kod sozciigiiniin
destegi sifirdan farkli herhangi bir kod sozctligiiniin destegini icermiyor ise, ¢

kod sozciigine minimal kod sozciigu denir.

Tanmim. [7] C' dogrusal bir kod olsun. C' kodunun tiim kod sozciikleri minimal

kod sozciigii ise, C' koduna minimal kod denir.

Bir boyutlu dogrusal kodlar, tanim geregi minimaldir. Bu nedenle bu kisimdan

sonra minimal kod dedigimizde en az iki boyutlu kodlar anlagilmalidir.

Ornek 4. C = {0000, 10011, 10110,00101} , [5, 2] kodu icin
suppt(10011) = {1,4, 5}, suppt(10110) = {1, 3,4}, suppt(00101) = {3,5}

olur. Kod sozciiklerinin destekleri birbirini igermiyor, C' minimal bir koddur.



Ornek 5. C' = {0000,11011, 11001, 00010} , [5, 2], kodu i¢in

suppt(11011) = {1,2,4,5}, suppt(11001) = {1,2,5}, suppt(00010) = {4}

suppt(cy) C suppt(ca) ya da suppt(cs) C suppt(cs) oldugu igin C' minimal
bir kod degildir.

2.2 Ikili Minimal Kodlarin Karakterizasyonu

Bu boliimde, ikili dogrusal bir kodun minimal olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kogullar calisilmigtir. Ozel olarak, 2-agirlikli ve 3-agirlikh ikili kodlarin hangi
kosullarda minimal olacag: irdelenmistir. Bu boliimdeki sonuclar ve kanitlar
[7] numarali makaleden ¢ahgilmigtir. Kanitlar detayh bir sekilde yazilmigtir.

Tgili tanimlar ve sonuclar icin érnekler verilmistir.
Tanim. A ve B birer kiime olsun.
AANB=(A\B)U(B\A)
seklinde tanimlanmig kiimeye A ve B kiimelerinin simetrik farki denir.
Lemma 2.1. a,b € [} elemanlar: i¢in,
wt(a + b) = wt(a) + wt(b) — 2|supp(a) N supp(d)|

esitligi saglanar.

Kamit. Asagidaki esitlikler istenilen ifadeyi verir.

wt(a+b) = |(supp(a) \ supp(a) Nsupp(b)) U (supp(b) \ supp(a) N supp(d))]
= |(supp(a) \ supp(a) N supp(b)| + [(supp(b) \ supp(a) N supp(b))|
= wt(a) — [supp(a) N supp(b)| + wt(b) — [supp(a) N supp(b)|
= wt(a) + wt(b) — 2[supp(a) N supp(b)|
n



Lemma 2.2. a,b € F} elemanlar: i¢in, a = b olmasi i¢in gerekli ve yeterls
kosul
wt(a + b) = wt(b) — wt(a)

esitligidir.
Kanat. suppt(a) ve suppt(b) kiimeleri i¢in simetrik farklarini diigiinelim.

suppt(a) A suppt(b) = (suppt(a) \ suppt(b)) U (suppt(b) \ suppt(a))
Bu durumda
suppt(a + b) = suppt(a) A suppt(b)
oldugu agiktir. Tanim sebebiyle
wt(a + b) = |suppt(a) A suppt(d)|
elde edilir. @ < b oldugunu kabul edelim. Tanim geregi suppt(a) C suppt(b)
saglanir.

Bu durumda,

wt(a+b) = |suppt(a) A suppt(b)]
= |suppt(a) \ suppt(b) U (suppt(b) \ suppt(a)]
| (suppt( (a)

|
= |(suppt(b)| — [suppt(a)|
— wt(b) — wt(a).

esitlikleri elde edilir.

)

a)

b) \ suppt(a
)|

)

Diyelim ki wt(a + b) = wt(b) — wt(a) esitligi saglansin. Lemma [2.1] sebebiyle
wt(a) = |supp(a)| = |suppt(a) N suppt(b)|

esitligi elde edilir. Dolayisiyla suppt(a) C suppt(b) olur. Sonug olarak a < b

saglanir.
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Teorem 2.3. C' C F} kili dogrusal bir kod olsun. Asagidakiler birbirine
denktir:

(i) Birbirinden ve sifirdan farkl her a,b € C i¢gin wt(a + b) # wt(b) — wt(a)

esitsizlig saglanar.

(ii) C kodu minimaldir.

Kanit. Lemma [2.2] den kolayca elde edilir. |

Tanim. C dogrusal bir kod olsun. Eger sifirdan farkli kod sozciikleri i¢in

sadece iki farkh agirlik degeri var ise, C' koduna 2-agirlikli kod denir.

Ornek 6. C = {0000, 1110,0111,1001} kodu i¢in wt(1110) = wt(0111) =
3 ve wt(1001) = 2 olur. C kodunun, sifirdan farkh kod sozciikleri igin iki
agirlik degeri oldugu i¢in C' kodu 2-agirlikli bir koddur. C' kodu aynmi zamanda

minimal bir koddur.

Teorem 2.4. C', n uzunluklu, 2-agirlikl bir kod olsun. Agirhiklar wy ve wo
olmak tizere 0 < wy; < we < n kosulu saglansin. Bu durumda, asagidaks
onermeler saglanar.

(1) Eger wy # 2w ise, C' minimaldir.

(2) Eger C minimal ve wy tek says ise, o zaman wy # 2wy olur.

Kamt. a ve b agirliklar: sirasiyla w; ve wq olan iki kod sozciigii olsun.

(1) 0 < w; <wse <noldugu igin a + b, C' kodunun sifirdan farklh bir kod
sOzctigl olur. wy # 2w; oldugunu kabul edelim. C' kodu minimal olmasin. Bu
durumda en az iki kod sozciigii a ve b i¢in a =< b ifadesi saglanir ve sonug

olarak

|suppt(a) N suppt(b)| = [suppt(a)| = wi(a).
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esitligi elde edilir. Lemma [2.1] sebebiyle
wt(a + b) = wt(b) — wt(a) = we — wy

esitligi bulunur. wy # 0 oldugundan wt(a + b) # wy olur. C kodu 2-agirlikh
bir kod oldugu i¢in, wt(a + b) = w; olur. Dolayist ile wy = 2w; sonucuna

ulagilir. Fakat bu sonug¢ varsayimla celigir.
(2)  C kodu minimal ve w; tek say1 olsun. wy = 2wy olsun.
suppt(a) N suppt(b) C suppt(a) oldugundan Lemma sebebiyle,

wt(a +b) > wt(b) — wt(a)

esitsizligi elde edilir. we = 2w; oldugu igin, wit(a + b) > w; olur. C' kodu
2-agirhikh bir kod oldugu igin, ya wt(a + b) = w; ya da wt(a + b) = ws

olmalidir. w; tek oldugu icin ve
wt(a+b) = wt(a) + wt(b) — 2|suppt(a)Nsuppt(b)|

ifadeleri saglandigi igin, wt(a + b) # wy ifadesi elde edilir.

Bu durumda wt(a+b) = w; olur. Lemma2.1|sebebiyle, [suppt(a)Nsuppt(b)| =
|suppt(a)| olur. Dolayist ile a < b elde edilir. Bu durum, C' kodunun minimal

olmasi ile celisir.

Tanim. C' dogrusal bir kod olsun. Eger C' kodunun sifirdan farkh kod sozciikleri

i¢in, 3 farkli agirlik degeri var ise, C' koduna 3-agirlikli dogrusal kod denir.

Ornek 7. C = {0000, 1011,0100, 1111} kodu 3-agirhikli bir koddur. Bu kod

minimal degildir.

Teorem 2.5. C, n uzunluklu, 3-agirlikl ikili dogrusal kod olsun. Agurliklar

wy, we ve wy olmak tzere 0 < wy < we < wz < n esitsizligi saglansin. Eger
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wo # 2wy, wy # 2wy, wy F 2wy ve ws # wo + wy kosullary saglanwyor ise, C

minimaldir.

Kanat. wy # 2wy, ws # 2wy, wy # 2wsy, w3 # wy+w; kogullar: saglansin ve C'
minimal olmasm. Bu durumda Teorem sebebiyle, birbirinden ve sifirdan

farkl oyle a, b kod sozciikleri vardir ki
wt(a + b) + wt(a) = wt(b) (1)

esitligi saglanir. a ve b birbirinden farklh oldugu igin wt(a + b) # 0 olmahdir
ve wt(a) # wt(b) saglanir. Ayrica wt(a) # 0 ve wt(b) # 0 oldugu i¢in, bu
durumda wt(a+b) < wt(b) ve wt(a) < wt(b) esitsizlikleri saglanir. wt(b) igin

ii¢ durum s6z konusudur.

1.durum: wt(b) = w,

0 < w < wy < wy < n esitsizligi ve (1) esitliginden bu durum miimkiin
degildir.

2.durum: wt(b) = wy

Eger wt(b) = wy ise wt(a + b) = wt(a) = wy olur. Boylece wy = wt(b) = 2w,

olur ve kabuliimiiz ile celisir.
3.durum: wt(b) = ws

Eger wt(b) = ws ise, iki durum s6z konusudur. Eger wt(a + b) # wt(a) ise,
bu durumda w3 = w; + wy saglanir. Eger wt(a + b) = wt(a) ise, ya ws = 2w,

ya da w3 = 2w, olur. Bunlar varsayimlar ile ¢elisir.

Sonug olarak, wt(a + b) # wt(b) — wt(a) olmalidir. C' minimaldir.
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2.3 Minimal Kodlarin Karakterizasyonu

Bu bolimde hem ikili hem de ikili olmayan minimal kodlarin karakteri-
zasyonu, Bolim 2.2’deki yontemlerden farkli olan yontemlerle caligilmigtir.
Minimal kodlarin parametreleri (uzunluk, agirlik, boyut) arasindaki iligkiler

¢aligilmig, uzunluk icin st siir ve alt sinir degerleri incelenmistir.

Bu kisimdaki sonuglar ve kanitlari [13] numarali makaleden ¢ahgilmigtir.
Kanitlar, detaylandirilarak irdelenmis ve yazilmigtir. Sonuglarla ve kanitlardaki

yontemlerle ilgili orneklere yer verilmistir.

Tanim. n > 0 olmak iizere x = (v1,72,...,%n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € Fy

olan iki tane vektor icin skaler ¢arpim su sekilde tanimlanir;

(z,y) =a-y" szyz =T+ + Tl
Tanim. Herhangi bir dogrusal S C Fy kodu i¢in
L={ye Fy | (z,y) =0,Vz € S}
kiimesine S kodunun duali denir. S* de dogrusal bir koddur.

Onerme 2.6. S C [y, dogrusal kodu i¢in asagidak ifadeler saglanar:

1. S=(SH)*

2. dim(9S) + dim(S+) =

Not. dim(S) + dim(S+) = n saglandig1 igin eger S, [n, k], kodu ise S*,
[n,n — k], kodu olur. Sonlu cisimler ile galigtigimiz i¢in, SN S+ = {0} olma-

yabilir. § = {0000, 1100, 0011, 1111} kodu igin S+ = {0000, 1100, 0011, 1111}
ve SN S+ =S olur.

Not. S ve S* arasinda 4 farkli durum olabilir,
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eStCS

e S = S+ bu durumda, S koduna kendine dual kod denir.
e S C S+ bu durumda S koduna kendine dik kod denir.
e SN S+ = {0} bu durumda S koduna LCD kod denir.

Ornek 8. C = {0000, 0011, 1100, 1111}, [4,2]> kodu hem kendine dik kod,
hem de kendi dual bir koddur.

Ornek 9. C' = {000,111} icin C*+ = {000, 110,011, 101} kodudur. CNC*+ =
{000} oldugu i¢in C', LCD kodudur.

Gozlem. Eger C, uzunlugun olan kendi dual bir kod ise, dim(C) = dim(C™)

esitligi saglanar. Yani dim(C+) = 5 olur. Bu durumda, eger uzunluk ¢ift degil

i1se, kodun kendi dual olma thtimali yoktur.

k ve n, k < n esitsizligini saglayan iki tane pozitif tamsay1 olsun. dy, ..., d, €

F% olmak tizere D := {dy,...,d,}, bir coklu kitme (multiset) diigiinelim.

Ayrica, D igindeki en biiyiik dogrusal bagimsiz alt kiimenin eleman sayisi

yani rank(D) = k olsun.
x € FFigin ¢(x) = (zdf, ..., zd}) olarak tanimlansm.
C(D) ={c(x),z € IF];}

seklinde bir kiime tanimlayalim. Burada her i € {1, ...,n} i¢in d!, d; vektoriiniin

transpozunu gostermektedir.

Lemma 2.7. Eger {eq,... ex}, Fy igin baz ise {c(e1), ..., c(ex)}, C(D) igin

bazdar.

Kanat. Oncelikle ¢(ey), ..., c(ex) vektorlerinin dogrusal bagimsiz oldugunu
gosterelim. i € {1,...,k} ve j € {1,...,k} olsun.

cle)) = (edt, ... eidh),e; € ]FZ
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c(e;)'nin bir skaler ile garpimim gu gekilde yazabiliriz.

aje(e;) = (oyedy ... ajedy), e € Fr oy € Fy
Eger
arc(er)+ - Fapcler) = (endrl ... arerd)+ - A(agerd? , . .. aperdt) =0
ise

((oneg + -+ -+ akek)le, N N e ozkek)dg) =0

olur. Bu durumda

(areg + -+ ageg) =0

olur. {ey,..., e}, IFZ icin baz oldugundan oy = as = --- = a3 = 0 olur.
Sonug olarak c(ey),. .., c(ex) dogrusal bagimsizdir.
T € IF’(; icin Oyle a, ..., a4 vardir ki x = age; + - - - + agey saglanir.

c(z) = (xdi, ... zdb)

c(z) = ((arey + - +ager)dr, ..., (e + -+ + ageg)dr)
c(r) = (erd! + -+ aperd; ... aredt + -+ agepd?)
c(r) = ((merd], ... cne1dh) + -+ (eerds , . . ., agerdh))

c(z) = oqeler) + - - + aue(ex)

Sonug olarak c(z) € C(D), c(e1),...,c(e;) vektorlerinin dogrusal bilegimi

olarak yazilir. ]
Onerme 2.8. C(D), [n, k], dogrusal koddur.

Kanit. Oncelikle C(D) C 7 bir alt uzay oldugunu gosterelim.

x =0 igin ¢(x) = 0 olur. 0 € C(D) oldugundan C(D) # 0 olur.
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c(z),c(y) € C(D) olsun.

Eger c(z) = {(zd],...,zd}),x € Fi}, c(y) ={(yd],... yd}),y € Fk} ise
c(x) = e(y) = (xd{ —ydi, ... ,ad; —ydy)
c(x) —cly) = ((x —y)di,..., (x—y)d})

olur. IF]; vektor uzayi ve x,y € ]F’; oldugundan x — y € ]F’; olur. O zaman

c(x) — c(y) € C(D) elde ederiz.
aeF,, c(zr) e C(D) alalm.

ac(r) = (azdl, ..., axdh)

olur. IF’; vektor uzay1 ve x € IF’; oldugundan ax € IF’; olur. Bu durumda,
ac(r) € C(D) elde ederiz. C(D) C Fy oldugundan C'(D)nin kod sozciikleri-
nin uzunlugu n olur. C'(D) nin k-boyutlu oldugu Lemmal2.7sebebiyle agiktur.

C(D) kodunu karakterize edebilmek i¢in bazi alt uzay ve alt kiimeler tanimla-

yalm. C(D) = {c(x),z € Fi} ve y € F¥ icin
H(y) :=y" ={z eF} | (z,y) = 0}
H(y,D):=DNH(y) ={z €D | (x,y) = ya" =0}
V(y, D) := span(H (y, D))
kiimeleri tanimlansin.

Onerme 2.9. Yukarida tanimlanmas kumeler icin
H(y, D) CV(y,D) < H(y)

icermeleri saglanar.
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Kanit. H(y,D) C V(y, D) igermesi tanimlar1 sebebiyle agiktir. H(y, D) C
H(y) oldugu tamimdan aciktir. H(y, D) bir kiime ve H(y) bir vektor uzay
oldugu igin span(H(y, D)) C H(y) saglanir. Dolaywsiyla V(y, D) C H(y)

igermesi saglanir.

Ornek 10. k = 3, n=>5ve qg=2 olsun.

F3 = {000, 100, 010,001,110, 101,011,111} olmak iizere
dy =100, dy = 101, d3 =110, dy = dy + dy = 001, d5 = dy + d3 = 011

secelim ve

D =4 {d17d27d37d47d5} g ]Fg

kiimesini diigiinelim. Bu durumda rank(D) = k = 3 olacag: agiktir.

x = 000 i¢in ¢(x) = 00000 x =110 i¢in ¢(x) = 11001
x = 100 i¢in ¢(x) = 11100 x =101 i¢in ¢(x) = 11111
x = 010 i¢in ¢(x) = 00101 x =011 i¢in ¢(x) = 01110
xz =001 i¢in ¢(x) = 01011 x =111 i¢in ¢(x) = 10010

olur. Bu durumda
C(D) = {00000, 11100,00101,01011,11001,11111,01110, 10010}

uzunlugu 5, boyutu 3 olan ikili bir kod olur. y = 011 € T} i¢in hesaplamalar:

yapalim.

H(y) = {000, 100,011,111}
H(y, D) = {100,011}
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V(y, D) = {000, 100,011,111}

kiimeleri i¢in,

H(y, D) € V(y, D) < H(y)
icermelerinin saglandig1 goriliir.

Onerme 2.10. c(x) < c(y) ifadesinin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

H(y,D) C H(x, D) icermesinin saglanmasidar.

Kamit. D = {dy,...d;} kiimesi igin, tamm geregi c(x) = (zdf,...zd})
ve c(y) = (ydi,...ydl) olarak yazilir. c(z) = c¢(y) olsun. Bu durumda
suppt(c(z)) C suppt(c(y)) olur. @ € H(y,D) = {d € D : yd" = 0}
alahm. Bu durumda ya’ = 0 olur. Bu durumda c(y) kod sozciigiinde ya®
nin bulundugu koordinat sifirdir. suppt(c(x)) C suppt(c(y)) oldugu igin, ¢(x)
kod sozciigiiniin de bu koordinati sifir olur. Dolayisiyla za” = 0 olur. Yani

a € H(z, D) olur.

H(y,D) C H(x, D) olsun. i € suppt(c(z)) olsun. Bu durumda xzd! # 0 olur.
Tanim geregi, d; ¢ H(x, D) olur. Kabuliimiiz geregi, d; ¢ H(y, D) elde edilir.
Dolayisiyla yd! # 0 saglanir. Sonug olarak i € suppt(c(y)) olur.

Ornek 11. (érnek [10nun devam)

x = 010 igin ¢(x) = 00101 olur. Bu durumda
H(zx) = {000,100,001,101}, H(z,D) = {100,101}
olarak elde edilir.
y = 101 i¢in ¢(y) = 10111 olur.
H(y) = {000,101,010, 111}, H(y, D) = {101}
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kiimeleri elde edilir. ¢(z) < ¢(y) oldugu agiktir. H(y, D) C H(x, D) saglandi-

g1 gorebiliriz.

Teorem 2.11. y € FF\ {0} olsun. Asaqudaki kosullar birbirine denktir:

1. ¢(y) € C(D) minimal bir kod sozciiktir.
2. dimV(y,D) =k — 1.

3. V(y,D) = H(y).

Kanat. (1 = 3) ¢(y) € C(D) minimal kod soézciigii olsun ve V(y, D) # H(y)
oldugunu kabul edelim. Onerme sebebiyle, V(y, D) C H(y) olur. Do-
layisiyla dim(V (y, D)) < dim(H(y)) = k — 1 olur. O zaman dim(V (y, D)) <
k—2.

dim(V(y, D)) + dim(V(y, D)*) = k

esitliginden dim(V (y, D)) > 2 elde edilir. Tamm geregi, y € V(y, D)*
olur. Bu durumda z € V(y,D)* vardir ki x ve y dogrusal bagimsizdir.
d; € H(y,D) C V(y,D) alahm. x € V(y, D)* oldugu igin zd! = 0 olur.
Bu durumda tamm geregi d; € H(x, D) olur. Yani H(y, D) C H(z, D) olur.
Teorem 2.10]sebebiyle ¢(z) < ¢(y) olur. Aym zamanda z,y dogrusal bagimsiz
oldugu i¢in, ¢(z) ve ¢(y) dogrusal bagimsiz olur. Tanmim geregi ¢(y) minimal

olamaz.

(3= 1) V(y, D) = H(y) olsun ve ¢(z) < ¢(y) saglansm. Onerme sebe-
biyle H(y, D) C H(x, D) igermesi saglanir. Dolayisiyla V(y, D) C V(z, D)
olur. Dahast H(y) = V(y,D) C V(x,D) C H(x) ifadesi saglanir. Tanimlar
geregi dim(H (y)) = k — 1 = dim(H (x)) olur . Dolayisiyla H(z) = H(y) elde
edilir. H(x), #’in duali oldugu i¢in ve altuzaymm dualinin duali kendise esit

oldugundan z € H(x)* olur. H(y) = H(z) oldugundan H(y)* = H(z)*
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saglanir. Benzer sekilde y € H(y)* olur, yani H(y)t = span(y) saglanir.

Sonug olarak
span(z) = H(z)~ = H(y)" = span(y)

elde edilir. Bu durumda, 6yle a € F, — {0} vardwr ki z = ay yazilir. Daha

acik yazmak gerekirse,

c(x) = (zdl, ... ad)

n

c(z) = (aydy ..., ayd,)

o(z) = alydy, ..., yd,)
Dolayisiyla
c(z) = ac(y)
elde ederiz. Bu da ¢(y)'nin minimal oldugunu gosterir.
(2 = 3) dim(V(y,D)) = k — 1 oldugunu kabul edelim. Onerme se-

bebiyle V(y, D) C H(y) igermesinin saglandigin biliyoruz. Tanimi geregi
dim(H (y)) = k — 1 oldugu igin, kabuliimiiz geregi V' (y, D) = H(y) olur.

(3=2) V(y,D) = H(y) oldugunu kabul edelim. dim(H (y)) = k¥ — 1 oldugu
i¢in dimV (y, D) = k — 1 olur.

|
Teorem 2.12. Asagidaki onermeler birbirine denktir:
1. C(D) kodu minimaldir.
2. Herhangi bir y € ¥} \ {0} i¢in dim V(y, D) = k — 1.
3. Herhangi bir y € Fi \ {0} i¢in V(y, D) = H(y).
Kanat. Teorem sebebiyle aciktir. |
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Ornek 12. k=2, n =3 ve ¢ = 2 olsun.
F2 = {00, 10,01, 11} vektor uzaym diigiinelim.
dl - 10,d2 :Ol,dg :d1—|—d2 - 11

elemanlarin segelim ve D = {d;, dy,d3} kiimesini digiinelim.

x = 00 i¢in ¢(x) = 000 x = 01 i¢in ¢(x) = 011

x =10 i¢in ¢(x) = 101 xr =11 i¢in ¢(x) = 110

seklinde hesaplanir.

C(D) = {000,011,110, 101}

y € F2 i¢in hesaplamalar1 yapalm.
y =10 i¢in H(y) = {00,01}, H(y, D) = {01}, V(y, D) = {00,01}
y =01 i¢in H(y) = {00,10}, H(y, D) = {10}, V(y, D) = {00, 10}
y =11 i¢in H(y) = {00,11}, H(y, D) = {11}, V(y, D) = {00, 11}
Teorem [2.12]in kosullar1 saglanir ve C(D) kodu minimaldir.
Ornek 13. Ornek ’u diigtinelim. y = 101 igin
H(y) ={000,010,101, 111}
H(y, D) = {101}

V(y, D) = {000,101}

H(y) # V(y, D) oldugundan Teorem kogullar1 saglanmaz.

C(D) = {0000, 11100,00101,01011,11001,11111,01110, 10010}

kodu minimal kod olmaz.
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Teorem [2.12{de, C'(D) kodunun minimal olmasi ile ilgili gerekli ve yeterli

kosullar sunulmustur.

Asgagidaki 6nerme herhangi bir dogrusal C' kodu i¢in D kiimesi bulabilecegimizi
ve C = C(D) esitligini gorebilecegimizi kamtlamaktadir. Dolayisi ile Te-
orem herhangi bir dogrusal kodun minimal olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar1 sunmustur. Onerme ve kamit1, [I3] makalesinde agik bir gekilde

yazilmamigtir. Biitiinliik i¢in asagidaki haliyle yer verilmistir.

Onerme 2.13. C dogrusal bir kod olsun. Bu durumda oyle bir ¢oklu kime

D wardwr ki C = C(D) olur.

Kamit. ¢ C Fy, k boyutlu dogrusal bir kod ve {c1,¢9,...,cx} € C, C igin
bir baz olsun. Her i € {1,..,k} i¢in ¢; = (¢;1, ..., ¢in) seklinde yazalim. Sonug

olarak
Ci11 C12 ...Cip
Co1 Cog ...Cop

Cr1 Ck2 ...Ckp

matrisi C' igin tirete¢ matrisi olur.

Bu durumda her i € {1,...,n} i¢in d; = (c1;, Cos, - - -, i) seklinde segelim,
yani D = {dy, ..., d,} kiimesini {irete¢ matrisinin siitunlarinin kiimesi olarak
segelim. ¢ € C' alalim. Bu durumda o6yle aq,...,a; € F’; skalerleri vardir ki

c=aicy + - + agcy seklinde yazilir.

Yani
Ci1 Ci2 ...Cip
Co1 C22 ...Cop
c=(ay,...,a)
Cr1 Ck2 ...Ckn
seklinde yazilir. Dolaywisiyla 2 = (aq,...,a;) € Fr icin ¢ = (zdf, ..., zd})

yazilmig olur. Yani ¢ = ¢(z) € C(D) olur. Boylece C' C C(D) saglanmig olur.
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Ote taraftan D kiimesinin tanimm geregi c(z) = (zd?, ..., zd%) € C saglamr.

Sonug olarak C' = C(D) elde edilir. |

Teorem 2.14. Dy C D, C FF, rank(D;) = rank (Ds) = k kosulunu saglayan

iki ¢coklu kiime olsun. Eger C(Dy) minimal ise C(Ds) de minimaldir.

Kanit. y € IF’; — {0} olsun. D; C D, olsun.
H(y,D1) = H(y) N Dy C H(y) N Dy = H(y, D)
olacag1 aciktir. Tanim geregi
V(y, D1) = spanH (y, D) C spanH (y, Dy) = V (y, D2) C H(y)

olur. C'(D;) minimal oldugundan Teorem sebebiyle V(y, D) = H(y)
olur. Dolayisiyla V(y, Ds) = H(y) olur. Yine Teorem sebebiyle C'(Ds)

minimaldir. [ |

Ornek 14.
D, ={101,111,001,011, 100, 110}

C(Dy) = {000000, 110011, 010101, 111100, 100110, 001111, 101001, 011010}
C(D;) minimal koddur.

D, = {101, 111,001, 011, 100, 110, 001}

C'(D,) = {0000000, 1100110, 0101010, 1111001, 1001100,0011111, 1010011,
0110101} Dy € D oldugundan ve C(D;) minimal oldugundan C(Ds) de

minimaldir.

Onerme 2.15. Ejer D = IF'; ise C(D), [¢*, k], minimal dogrusal koddur.
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Kanat.
C(D) = {(zd},... xdy),x € Fy}

oldugu i¢in, C'(D)"nin uzunlugu |D| = |F}| = ¢* kadar olur.

Aynica D = F! oldugundan ve H(y, D) = D N H(y) esitliginden H(y, D) =
H(y) olur. Onerme [2.9| sebebiyle V (y, D) = H(y) esitligi elde edilir. Teorem
sebebiyle C'(D) minimal olur. |

Ornek 15.
D =TF3 = {00, 10,01, 11}

C(D) = {0000,0101,0011,0110}

olur. C'(D), [4,2], minimal koddur.

2.3.1 Minimal kodlarin uzunluklari

Bu boliimde minimal kodlarin parametrelerine odaklanilmigtir. Minimal kod-
larin olasi uzunluklar: igin alt sinir ve st sinir [13] ve [2] numarali makalelerde
verilmigtir. Bu kisimda [13] numarali makaledeki sonuglar detayl bir sekilde

incelenmigtir.
Simdi minimal dogrusal kodlarin olasi uzunluklarinin kiimesini tanimlayalim.

N(k;q) := {n € NT|[n, k], parametrelerine sahip olan minimal dogrusal kod

vardir. }

Onerme sebebiyle D = F! iken C'(D), [¢*, k], minimal bir kod oldugunu
biliyoruz. O zaman ¢* € N (k; q) olur, dolayisiyla N(k;q) # 0 elde edilir.

N(k; q) kiimesinin minimumunu n(k; q) ile gésterecegiz, yani
n(k; q) := minN(k; q)
seklinde yazacagiz.
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Onerme 2.16. Herhangi bir pozitif tamsayr n i¢in [n, k], minimal dogrusal

kodu olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul n > n(k; q) esitsizliginin saglanmasidar.

Kamit. n pozitif tamsay1 igin, [n, k], lineer kodu minimal olsun. n(k; ¢) tanim
geregi n > n(k;q) esitsizligi saglanir.

n > n(k; q) esitsizligi saglansin. n(k, ¢)' nun tammindan 6yle D; kiimesi vardir
ki |D1| = n(k;q) ve C(Dy) minimaldir. Dy C F}, |Dy| = n—n(k; q) kosulunu
saglayan bagka bir ¢oklu kiime ve D = Dy U Dy olsun. |D| = |Dq| + |Ds| =
n(k; q) +n—n(k;q) = n. O zaman Dy C D olur. Ayrica rank(D;) = rank(D)

olur. Teorem sebebiyle C'(D) minimal olur. |
{e1,€9,..., e} kiimesi IF]; vektor uzay: icin standart baz olsun. D" ve D"

agagidaki gibi tanmimlayalim:
D = {e1,e9,... e} ve D' = {eitae;[1<i<j<k, aclF.}
Dy := D' U D" tammlayalim.
Ornek 16. IF’; = T3 igin
D' = {100,010,001}, D" = {110,011,101}
Dy = {100, 010,001, 110, 101, 011}.

Onerme 2.17. D', D" ve Dy tanvmlar: yukaridaki gibi olmak tizere C(Dy),
[(q — 1)@ + k, k], minimal dogrusal bir koddur.

Kamit. Dy coklu kiimesinin eleman sayist kodun uzunlugunu belirler. O za-
man once |Do|’a karar verelim. Dy = D' U D" oldugundan |Dy| = |D'| +
|D"| olur. D" tanimindan dolay1 |D'| = k olur. Simdi |D"|’yi hesaplayalim.

{e1, e, ..., e} dan yani k tane elemandan 2 tanesini segecegiz, kombinasyon
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hesabi kullanalim. C’(k’,Z) = @ tane secenek var. Katsayiy1 yani a’yi
Fy’dan segecegiz. F; = F, — {0} oldugundan [F;| = ¢ — 1 olur.O zaman
ID"| = (q— 1)“'“ Y olur. Sonug olarak |Dy| = (¢ — 1)“’“ Y 4 k elde ederiz.

Tammlar diisiiniildiigiinde rank(Dy) = rank(D’) olur. D’ kiimesinin tanimi
geregi rank(D') = k olur. Boylece rank(Dy) = k elde edilir. Onerme -
sebebiyle C'(D), k-boyutludur. y € FF—{0} alahm. Tanim geregi dimH (y) =
k —1 dir. D’ kiimesinin F¥ i¢in standart baz olmas: sebebiyle, H (y) i¢in baz
Dy kiimesinin bir alt kiimesi olacaktir. Dolayisiyla rank(H(y, D)) = k — 1
olacaktir. Yani dimV'(y, D) = k — 1 olur. Theorem sebebiyle C(Dy)

minimaldir. u
Onerme 2.18. Ejer D = {z € Ft —{0} | wt(x) < 2} ise C(D) minimaldir.
Kamt. Dy = D'UD" ile tammladigimiz kiime, D’nin alt kiimesidir. Onerme

sebebiyle C'(Dp)'in minimal oldugunu biliyoruz. O zaman Onerme
sebebiyle C'(D) minimaldir. [

Onerme 2.19. D elemanlar ]F’;—{O} kimesinden olan bir ¢oklu kime olsun.

Eger C(D), [n, k|, minimal kod ise n > q(k — 1) saglanar.

Kanit. Eger C(D), [n, k|, kod ise, |D| = n dir.

X =X(D):={(y,d) | (y,d) =0,y € F;,d € D}

kiimesini diigiinelim. Bu tanima gore X'in eleman sayisini iki farkl gekilde

hesaplayabiliriz. Bunlardan ilki

X[= 3 1= >  1=X "' -D=n-("" -1 (1)

(y,d)eX deD yeFk—{0}(y,d)eX deD

elde ederiz.
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X[= > 1= > > 1= Y [|H(yD)

(pd)EX  yeFE—{0}deD,(yd)eX  yeF5—{0}
elde ederiz. C(D) minimal oldugundan Onermesebebiyle dim(V(y, D)) =
k —1ve V(y,D) = span(H (y, D)) oldugunu biliyoruz. H(y, D) tammmdan
dolay1 elaman sayisi icin iki secenek var; ya boyut kadar elemani vardir ya
da boyuttan daha fazla elemani vardir ama boyut kadar dogrusal bagimsiz

eleman vardir. O zaman |H(y, D)| > k — 1.
XI= > [HyD)I=> (k=1 =("-1)k-1)
y€Fk—{0} y€Fk
O zaman
X = (¢" -1k -1) (2)

elde ederiz. (1) ve (2)’den

n (¢ =1) = (¢" = (k- 1)

k_
n o> (k= 1)
q’“;qlﬂzfl (k—1)
—1_1
q(q’“gl—l)Jrq—l (k—1)

k—1 qk_l_l
= qk;lz(lk_l) + qkqjll_l (k - 1)
> q(k —1)
|
Onerme 2.20. n(k;q) degeri icin asaqidaki esitsizlikler saglanar:
kE-(k—1
q(k —1) <n(k;q) < (q - 1)% + k.

Kanat. Onerme .17 ve Onerme [2.19] kullanilarak elde edilir. |
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Ornek 17. k =2 i¢in;

2.(2—1)

2
5 +

q(2—-1) <n(2¢9) < (¢—1)
q<n(2q) <(¢g—1)+2
n(2q) =q+1
Boyutu 2 olan kodlar i¢in minimum uzunluk ¢ 4+ 1’dir.

Ornek 18. k =3 ve q = 2 i¢in

3(3-1)
2

23—1) <n(3,2) < (2—1)
4<n(3,2) <6

0 zaman n(3,2) € {5, 6} olabilir. Bir sonraki boliimde 3-boyutlu, 5 uzunluklu
minimal kod olmadigin1 kanitlayacagiz. Bu kaniti verebilmek icin asagidaki

teoreme ihtiyacimiz olacak.

Teorem 2.21. |2, Teorem 4.3] C, [n, k|, minimal bir kod, k > 2 ve wt(C) = d

olsun. Bu durumda d > k + q — 2 saglanar.

g = 2 igin aym sonucun elde edildigi bagka bir teorem igin [I] numarah

makalede Teorem 2.8 e bakilabilir.

Ornek 19. k =4 ve g = 2 i¢in

A4 — 1)
2

204 —1) <n(4,2) < (2—1)

6 < n(4,2) <10

0 zaman n(4,2) € {7,8,9,10} olabilir.

Not. Ikili minimal kodlar i¢in ¢ = 2 oldugundan d > k saglanr.
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Bolum 3

Diisiik Boyutlu Ikili Minimal
Kodlar

Bu boliimde iki boyutlu ve ii¢ boyutlu minimal kodlar igin uzunluklar caligil-
migtir. Sonrasinda minimal kodlarin dualleri ¢aligilarak, diigiik boyutlu mi-

nimal kodlarin duallerinin minimal oldugu durumlar incelenmistir.

3.1 Iki Boyutlu ikili Minimal Kodlar

Bu boliimde iki boyutlu ikili minimal kodlarin 6zellikleri ve uzunluklar: calisil-
mugtir. Iki boyutlu minimal kodlar, sabit agirlikli ve sabit agirhkl olmayan
minimal kodlar olarak iki kod ailesi seklinde diigtintilmiigtiir. 3-agirlikli mi-
nimal bir kodun uzunlugu icin alt sir verilmigtir. Ornek ’de aciklandigl
tizere iki boyutlu kodlar i¢in n(2,2) = 3’ttir. Bu bilgi 1g18inda 3-agirhkh iki
boyutlu minimal kodlar diigtiniilmiig ve uzunluk degeri i¢in daha iyi bir alt

sinir verilmigtir. Ayrica bu kod ailesi i¢in agirlik i¢in de alt sinir belirlenmistir.

Onerme 3.1. C = {0, ¢1, co, c3} ikili bir kod olsun. Bu durumda, asaqidakiler

birbirine denktir:

1) C kodu minimaldir.
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2) Her j, k € {1,2, 3} i¢in suppt(cg)Nsuppt(c;) # 0 esitsizligi saglanir ve eger
J. k€ {1,2,3} igin wit(c;) < wt(cg) oluyor ise |suppt(c)Nsuppt(c;)| < wit(c;)

esitsizlig saglanar.

Kamat. C' minimal olsun ve her j, k € {1,2,3} i¢in suppt(cg) Nsuppt(c;) = 0
olsun. Bu durumda suppt(c; + ¢;) = suppt(c) U suppt(c;) olur. Dolayisiyla
suppt(c;) C suppt(c; + ¢x) elde edilir. Bu da C' kodunun minimal olmas: ile
geligir.

C minimal ve wt(c;) < wt(cy) olsun. [suppt(cx)Nsuppt(c;)| = wt(c;) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda suppt(c;) C suppt(c;) olur ve C' minimal olmaz.
Dolayisiyla [suppt(cx) Nsuppt(c;)| < wt(c;) saglanir.

2)’deki kogullarin saglandigini kabul edelim. C' kodunun minimal olmadigim
kabul edelim. Bu durumda 4,k € {1,2,3} vardir ve suppt(¢;) C suppt(cx)
saglanir. Bu durumda suppt(¢;) N suppt(ci) = suppt(c;) olur. Dolayisiyla

|suppt(c;) N suppt(cy)| = wi(c;)

elde edilir. Bu da kabuliimiiz ile geligir. C' minimaldir.

Onerme 3.2. C, 2-boyutlu ikili dogrusal bir kod olsun. Eger C sabit agirlikl

1se, aqurhk tek sayr olamaz.

Kanat. C, 2-boyutlu ikili dogrusal kod olsun. Bu durumda C' = {0, ¢1, ¢o, c3},
c3 = ¢1 + co olacak sekilde yazabiliriz. C' kodunun agirliginin tek oldugunu

varsayalim. Lemma [2.1] yardimiyla
wt(cs) = wt(cr) + wt(c2) — 2[suppt(c1) M suppt(cs)]

formiiliinii yazabiliriz. wt(c;) ve wt(cy) tek oldugu icin, wt(cs) ¢ift olur. C

kodu sabit agirlikli oldugu i¢in, bu bir ¢eligkidir. |
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Onerme 3.3. C, 2-boyutlu, agirhigr a olan sabit agurhikly ikili dogrusal bir
kod olsun. Bu durumda her v,u € C i¢in

a

[suppt(v) N suppt(u)| = 7

saglanar.

Kanat. v,u € C olsun. Bu durumda C' = {0, u, v, u + v} seklinde yazabiliriz.
Lemma [2.1] yardimiyla da wt(u+v) = wt(u) +wt(v) — 2|suppt(u) Nsuppt(v)|

esitligini yazabiliriz. C' agirhigi a olan sabit agirlikl bir kod oldugu icin,
wt(u+v) = wt(u) = wt(v) = a

olur. Dolayisiyla [suppt(u) Nsuppt(v)| = § elde ederiz.

Onerme 3.4. C, 2-boyutlu, agirlige a olan sabit agurlikly ikili dogrusal bir

kod olsun. Bu durumda C 'nin uzunlugu en az %a olmalidar.

Kanit. C = {0, ¢y, ¢z, ¢3} seklinde yazabiliriz. Onerme sebebiyle

a
[suppt(c1) N suppt(cz)| = 3
olur. wt(c;) = wt(cz) = a olacag i¢in genellemeyi kaybetmeden

c; = 111...1111 0000...

a tane

ve

ce = 000..0111...11111..1 0000..

a a a
> tane > tane > tane

seklinde yazabiliriz. Bu durumda

¢ +cp=1111...111000...000 1111...111 000...

2 tane 2 tane 2 tane

2 2 2
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olur. Dolayisiyla uzunluk en az 37“ olmak zorundadir.

Onerme 3.5. C, 2-boyutlu sabit agirhkly ikili dogrusal bir kod olsun. Bu

durumda C minimaldir.

Kamit. C, 2-boyutlu agirhigi a olan sabit agirlikli bir kod olsun. Bu durumda
Onerme yardimiyla, her v,u € C igin

N

|suppt (u) N suppt(v)| =

olur. Dolayisiyla |suppt(u) N suppt(v)| < a = wt(u) = wt(v) = wi(u + v)
olur. Bu durumda Onerme yardimiyla C' minimaldir.

Onerme 3.6. C, uzunlugu n > 1 boyutu k > 1 olan bir kod olsun. Ejer C

manimal bir kod ise agirligr 1 ve n olan kod sozcik iceremez.

Kamit. C' minimal kod olsun. v € C' eleman1 agirhigi bir olan bir eleman ol-
sun. Genelligi bozmadan v’nin birinci koordinatinin sifirdan farkh oldugunu
kabul edelim. k& > 1 oldugu i¢in C' kodunun i¢inde v’den farkl bir w kod
sozciigii vardir. Eger w kod sozciigiiniin birinci koordinati sifirdan farkh
olursa suppt(v) C suppt(w) olur. Dolayisiyla C' kodu minimal olamaz. Eger w
kod sozciigiiniin birinci koordinati sifir olursa o zaman v+ w kod sozciigiiniin
birinci koordinati sifirdan farkli olur ve suppt(v) C suppt(v + w) olur. Bu
durumda da C' minimal olamaz. Eger u agirligi n olan bir kod sozciigii ise,
bu durumda sifirdan farkl diger elemanlarin destegi u kod sozgiiniin destegi

iginde kalir. Bu durumda kod €' minimal olamaz.

Sonug olarak, C' minimal kodu agirligi bir ve agirligi n olan kod sézctigii iceremez.
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Sonug 3.7. Eger C uzunlugu n > 1 ve boyutu k > 1 olan minimal bir kod

1se, C' kodunun minimum agirligr en az ki olmalidar.

Onerme 3.8. C, 2 boyutlu, 3 uzunluklu ikili bir kod olsun. Bu durumda
asagqidakiler birbirine denktir:

1) C minimaldir.

2) C, agirhigr 2 olan sabit agurlikl bir koddur.

Kamit. C minimal olsun. Onerme [3.6/sebebiyle agirhg 1 ve 3 olan kod sozciik
iceremez. O zaman C' kodunun sifirdan farklh elemanlarimin agirhg: 2 dir.

Dolayisiyla sabit agirlikli bir koddur.
C, agirhigr 2 olan sabit agirlikli kod olsun. Bu durumda

C' = {000,110,011,101}
olur. Minimal oldugu agiktur. |

Iki boyutlu ikili kodlarda biitiin minimal kodlarmn sabit agirhkh oldugu tek
uzunluk 3 tiir. Ornegin 2-boyutlu 4 uzunluklu kodlarda sabit agirlikli olmayan

kodlar da minimal olabilmektedir.

Ornek 20. C = {0000, 1100, 0110, 1010} sabit agirlikli minimal bir kod iken,
C' = {0000, 1100,0111, 1011} sabit agirlikli olmayan minimal bir koddur.

Bu nedenle bu kisimdan sonra minimal kodlar1, sabit agirlikli minimal kodlar

ve sabit agirlikli olmayan minimal kodlar seklinde iki aile olarak diigiinecegiz.

Onerme 3.9. C, 2 boyutlu, 4 uzunluklu ve sabit agirlikly minimal bir kod

olsun. Bu durumda C asagidakilerden biridir:

1) C ={0000,1100,1010,0110},
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2) C' = {0000, 1100, 1001, 0101},
3) ¢ = {0000, 1010, 1001, 0011}.
Kanit. C kodu sabit agirlikli oldugu i¢in ve minimal oldugu icin, Onerme
ve Onerme sebebiyle, wt(C) = 2 dir. {z,y}, C igin bir baz olsun. Bu
durumda C' minimal oldugu igin, |[suppt(x) Nsuppt(y)| = 1 olmah ve x +y =

1111 olmamalhdir. Bu kogulu saglayan ve farkli kodlar: iireten (z,y) ikilileri

i¢in olas1 biitiin adaylar {(1100, 1010), (1100, 1001),(1010,0011)} olur. N
Onerme 3.10. C, 2 boyutlu, 4 uwzunluklu ve sabit agirlikly olmayan ikili bir

kod olsun. Eger C' minimal ise C', 2-agurlikly bir koddur.

Kamt. C minimal bir kod olsun. Onerme sebebiyle C' kodunun agirlig:
bir veya dort olamaz. Bu durumda wt(C) € {2,3} olmalidir. C' sabit agirhklh
olmadigi i¢in, agirhigi 2 ve agirligi 3 olan iki kod s6zciigii olmalidir. Dolayisiyla

C, 2-agirlikh bir koddur.

Not. Bu 6nermenin tersi dogru olmayacaktir. Ornegin,
C' = {0000, 1000, 1100, 0100}
2 boyutlu 4 uzunluklu 2-agirlikli bir koddur ama minimal degildir.

Onerme 3.11. C, 2 boyutlu, 4 uzunluklu sabit agurlikly olmayan ikili bir kod

olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:
1) C minimaldir.

2) C igin, agurhk dagilime, A(C) = (1,0,1,2,0) olur.

Kanat. C = {0, ¢1, ¢o, 3} minimal olsun. Onerme sebebiyle, C' 2-agirlikhi-
dir. Dolayisiyla A(C) igin iki ihtimal vardir. A(C) = (1,0,1,2,0) ya da
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A(C) = (1,0,2,1,0) olur. Diyelim A(C) = (1,0,2,1,0) olsun ve wt(c;) =
wt(c2) = 2 olsun. O zaman [suppt(c;) N suppt(ce)| = 1 olur. Lemma [2.1] se-
bebiyle wt(c3) = 2+ 2 — 2.1 = 2 elde ederiz. Yani bu agirhik dagilimi gegerli
olamaz. Dolayisiyla A(C) = (1,0,1,2,0) olur.

Cigin A(C) = (1,0,1,2,0) olsun. Bu durumda w; = 2, ws = 3 olur. Teorem
sebebiyle C' minimaldir. |

Sonug 3.12. C, 2-boyutlu, 4 uzunluklu ikili minimal bir kod olsun. Bu du-
rumda ya C agirhige 2 olan sabit agirlikly bir koddur ya da agirbk dagilima
A(C) = (1,0,1,2,0) olan bir koddur.

Teorem 3.13. C' uzunlugu n > 2 olan iki boyutlu ikile minimal bir kod olsun.
Eger C, 3-agqirlikly bir kod ise, bu durumda n > 5 ve C' kodunun agirligr en

az 3 olmalidar.

Kamit. Onerme ve Onerme sebebiyle n < 5 olamaz. Dolayisiyla
n > 5 olur. C' minimal oldugu icin Onerme sebebiyle wt(C') = 1 olamaz.
C kodunun agirhiginin 2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda v € C agirhgi
iki olan eleman olsun. w € C' da wt(v) = 2 < wt(w) kogulunu saglayan kod
sozcligii olsun. C' minimal oldugu i¢in, [suppt(v) Nsuppt(w)| =1 olur.

Bu kosullarda,

wt(v+w) = wt(v) +wt(w) — 2|suppt(v) Nsuppt(w)| = 2+wt(w) —2 = wt(w)
esitligi elde edilir. C' kodu 2-agirlikli olur. Bu da bir geligkidir. Bu nedenle
wt(C) > 3.

n=>5vewt(C) = 3igin, v € C', wt(v) = 3 olan bir kod sbzciigii olsun. w € C
de wt(v) = 3 < wt(w) koglunu saglayan kod sozctigii olsun. C' minimal oldugu
icin, |suppt(v) Nsuppt(w)| € {1,2} olur. Eger |suppt(v) Nsuppt(w)| =1 ise,
wt(v + w) = wt(v) + wt(w) — 2|suppt(v) N suppt(w)| = 3 + wt(w) — 2 =
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wt(w) + 1. Onerme sebebiyle wt(w) < 5 olmaldir. Bu durumda tek
segenek wt(w) = 4 olur ve wt(v + w) = wt(w) + 1 = 5 elde edilir. Bu da
Onerme ile geligir. Eger [suppt(v) N suppt(w)| = 2 ise, wt(v + w) =
wt(v) + wt(w) — 2|suppt(v) N suppt| = 3 + wt(w) — 4 = wt(w) — 1 olur.
wt(v) = 3 < wt(w) ve Onerme sebebiyle, wt(w) = 4 olur. Bu durumda
wt(v+w) = 3 = wt(v) elde edilir. C' kodu 2-agirlikli olur. Bu da kabuliimiizle

celigir. Bu nedenle n > 5 olmalidir.

Ornek 21. Teorem ’teki uzunluk ve agirlik icin alt smnirin saglandigi
ornek vardir. C' = {00000, 111000,001111, 110111} uzunlugu 6 olan 3-agirlikli,

agirligr 3 olan minimal bir koddur.

3.2 Ug Boyutlu Ikili Minimal Kodlar

[13] numarali makalede 3-boyutlu ikili minimal kodlarin uzunluklar igin iki
aday oldugu ortaya konmustur. Daha agik yazmak gerekirse, ti¢ boyutlu ikili
minimal kodlar icin olasi en kiiciik uzunluk Ornek ’de, n(3,2) € {5,6}
olarak belirtilmigtir. [2] numarali makalede geometrik yontemler kullana-
rak n(3,2) > 5 oldugu elde edilmistir. Bu kisimda [2] numarali makaledeki
yontemlerden farkli bir yontemle, Teorem yardimiyla

n(3,2) =6
oldugu kanitlanmigtir.

Onerme 3.14. 3-boyutlu, 5 wzunluklu ikili mimimal kod yoktur.

Kanat. C, {v1, v9,v3} kiimesinin baz oldugu 3-boyutlu, 5 uzunluklu ikili mi-

nimal bir kod olsun. Teorem sebebiyle d = wt(C') > 3 olacag: igin
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i € {1,2,3} olmak tizere wt(v;) > 3 olur. Minimallikten dolay1 kod s6zciikle-

rin agirliginin 5 olmasi mimkiin degildir. Dolayisiyla dort durum soéz konusu

olur.
wt(vy) | wt(vy) | wt(vs)
1.durum | 3 3 3
2.durum | 3 3 4
3.durum | 3 4 4
4.durum | 4 4 4

1.durum wt(vy) = wt(ve) = wt(vs) = 3 olsun. 4,5 € {1,2,3}, ¢ # j olsun.
Bu durumda, [suppt(v;) N suppt(v;)| € {1,2} olabilir. Bu say1 2 olamaz.

Ciinki olsayda,
wt(v; + v;) = wt(v;) + wt(v;) — 2|suppt(v;) Nsuppt(v;)| =3 +3 —-2-2=2

esitligi saglanirdy, fakat bu wt(C') > 3 olmasi ile elisir.

Bu durumda i # j € {1,2,3} icin |suppt(v;) N suppt(v;)| = 1 olmahdur.

Genelligi bozmadan vq, vo, v3 vektorlerinin birinci koordinatlarini diigtinelim.

Eger
V1 = 1U_1
Vo = 1’0_2
V3 = 1U_3

ise, U1 + 03 = 1111 ve 77 + v3 = 1111 olur ve boylece 3 = v3 elde ederiz. Bu

durumda ve = v3 olur, celigki elde ederiz.

Eger
V1 = 1’0_1
Vg = 11)_2
V3 = OU_:),
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ise, ya |[suppt(v1) Nsuppt(vs)| = 2 ya da |[suppt(vqe) Nsuppt(vs)| = 2 olur. Bu
durumda ya wt(v; + v3) = 2 ya da wt(vy + v3) = 2 olur. Her iki durumda

wt(C') > 3 olmast ile geligir. Sonug olarak 1.durum gegerli olamaz.

2.durum wit(vy) = wt(ve) = 3, wt(vs) = 4 olsun. |suppt(vy) N suppt(ve)| €
{1, 2} olabilir. Birinci durumdaki gibi wt (v, +v2) = 2 olacag igin [suppt(v;)N
suppt(vq)| degeri 2 olamaz. |suppt(v;) N suppt(vy)] = 1 oldugunu kabul
edelim. ¢ € {1,2} olmak fiizere |suppt(v;) N suppt(vs)| € {2,3} olabilir.
Eger |suppt(v;) N suppt(vs)| = 2 olur ise, wt(vs) = 4 oldugu i¢in ya vy =
v1 + v9 olur ya da suppt(vs), v1, vy vektorlerinin birinin destegini igerir. Do-
layisiyla kodun minimal olmasi ile geligir. Eger en az bir ¢ € {1,2} igin
|suppt (v;) Nsuppt(vs)| = 3 ise, C' minimal olamaz ve celiski elde edilir. Tkinci

durum gegerli olamaz.
3.durum wt(vy) = 3 ve wt(ve) = wt(vs) = 4 olsun. |suppt(vy) Nsuppt(vs)| =
3 olur.

|suppt(v2)| + [suppt(vs)| — 2[suppt(v2) N suppt(vs)| =4 +4 —2-3 =2
elde ederiz. Bu durum wt(C') > 3 olmasi ile celigir. Sonug olarak 3.durum
gecerli olamaz.
4.durum wt(vy) = wt(vy) = wt(vs) = 4 olsun. 4,5 € {1,2,3} olmak tizere
i # j olsun. |[suppt(v;) Nsuppt(v;)| = 3 olur.

|suppt(v;)| + [suppt(v;)| — 2|suppt(v;) Nsuppt(v;)| =4+4—-2-3 =2

elde ederiz. Ay gekilde bu durum wt(C') > 3 olmas ile geligir. Sonug olarak
4.durum da gecerli olamaz. Yani 3-boyutlu, 5 uzunluklu ikili minimal kod

yoktur. ]

Sonug 3.15. Eger C, n uzunluklu 3 boyutlu tkili minimal bir kod ise, n > 6

olur.
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3.3 Minimal Kodlarin Dualleri

Bu kisimda minimal kodlarin dualleri diiginiilmiig ve diigiik boyutlu minimal
kodlar i¢in hangi durumlarda dual kodlarin minimal oldugu incelenmistir. 4
uzunluklu iki boyutlu kendi dual minimal kod olmadifi gosterilmistir. Iki
boyutlu sabit agirlikli olmayan kendine dik minimal bir kodun uzunlugu icin
alt sinirin 8 oldugu kanitlanmigtir. 8 uzunluklu sabit agirlikli olmayan kendine

dik minimal bir kod i¢in agirhik dagilimi belirlenmistir.

5 tizerinde 1-boyutlu, 2 uzunluklu kodlarin hem kendileri hem de duallerinin

minimal oldugu aciktir.

Ornek 22. F, iizerinde 1-boyutlu, 3 uzunluklu kodlardan sadece agirhig 3

olan kod sozciigiin tirettigi kodun hem kendisi hem de duali minimaldir.
C = {000,111}
C+ = {000,110,011, 101}

Gozlem. I1-boyutlu 4 uzunluklu kodlarin dualleri 3 boyutlu ve 4 uzunlukludur.
Fakat 3-boyutlu kodlar icin Onerme ve Sonug sebebiyle minimum
uzunluk 6 oldugundan 1-boyutlu 4 uzunluklu kodlarin dualleri minimal ola-
maz. Benzer durum 1-boyutlu 5 uzunluklu kodlar icin de gecerlidir. Ctinki bu
kodlarin dualleri 4-boyutlu, 5 uzunlukludur. Ornek sebebiyle 4-boyutlu, 5

uzunluklu minimal kod yoktur.

Onerme 3.16. F, dzerinde 2-boyutlu, 3 uzunluklu minimal kodun hem ken-

disi hem de duali minimaldir.

Kanat. Onerme sebebiyle 2-boyutlu, 3 uzunluklu minimal kod
C ={000,110,011,101}
olup, C*+ = {000, 111} olur. Yani hem kendisi hem de duali minimaldir. 1
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Onerme 3.17. F, dizerinde 2-boyutlu, 4 uzunluklu, sabit agirbikl olmayan

mainimal kodlarin dualleri de minimaldir.

Kamit. C', 2-boyutlu, 4 uzunluklu, sabit agirlikli olmayan minimal bir kod ol-
sun. Onerme sebebiyle bu kodun agirlik dagilmimmm A(C') = (1,0, 1,2,0)
oldugunu biliyoruz. Simdi C' kodunun dualinin de minimal oldugunu goste-

recegiz.

C 2-boyutlu, 4 uzunluklu oldugundan C* 2-boyutlu 4 uzunlukludur. Onerme
sebebiyle A(C+) = (1,0, 1,2,0) oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

c € C* olsun. wt(c) = 1 olsun. Genellemeyi kaybetmeden suppt(c) = {1}
kabul edelim. Bu durumda C' = {0, ¢y, g, ¢3} igin 1 ¢ suppt(c;) olmalidir.
Bu durumda C' = {0,0110,0101,0011} olur. Yani sabit agirlikli olur. Celigki

elde ederiz. Dolayisiyla C+ agirhigi 1 olan kod sozciigii iceremez.

c € C* ve wt(c) = 4 olsun. A(C) = (1,0,1,2,0) oldugu icin, C icinde agirhg
3 olan bir eleman vardir. Bu eleman ¢3 olsun. Bu durumda (¢, c3) = 1 olur.
Yani ¢ ¢ C* olur. Celigki elde ederiz.

Diyelim z,y € C* ve wt(z) = wt(y) = 2 olsun. ¢y, c3 € C, wt(cy) = wt(c3) =
3 elemanlar olsun. C' minimal oldugu igin |suppt(cz) N suppt(cs)| = 2 olur.
Genellemeyi kaybetmeden suppt(cz) N suppt(cs) = {1,2} oldugunu kabul
edelim. Bu durumda (z,¢y) = (x,¢3) = (y,c2) = (y,c3) = 0 olacag: i¢in
x = y olmak zorundadir. Celigki elde ederiz. Dolayisiyla agirhgi 2 olan iki

tane kod sozciigii olamaz. Sonug olarak A(C*+) = (1,0,1,2,0) olur.

Ornek 23. Onerme sabit agirlikli kodlar i¢in dogru olmaz.

C = {0000, 1100, 1010, 0110}
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2-boyutlu 4 uzunluklu sabit agirlikli minimal bir koddur.
C*+ = {0000,0001,1110, 1111}
C*, minimal degildir.

Onerme 3.18. 2-boyutlu, 4 uzunluklu hem minimal hem de kendine dual(self

dual) olan kod yoktur.

Kanat. C, 2-boyutlu, 4 uzunluklu minimal bir kod olsun. C' = {0, wy, ws, w3}

ve kendi dual bir kod olsun. Bu durumda tanim geregi
<w17 w2> 3 07 <w27w3> = 07 <'LU1,’LU3> = 0

<w17w1> = 07 <w27w2> = 07 <w37w3> = O

saglanir. Her ¢ € {1, 2,3} i¢in w; - w; = 0 saglanmasi igin wt(w;) nin ¢ift say1
olmasi gerekir. O zaman kod sozciiklerin agirligi 2 yada 4 olabilir. C' minimal
oldugu i¢in 4 olamaz.Bu durumda wt(w,) = wt(ws) = wt(ws) = 2 olur. O
zaman C' sabit agirlikli bir kod olur. i # j olmak iizere 7,5 € {1,2,3} i¢in
|suppt (w;) Nsuppt(w;)| = 1 olmahdir. Bu durumda (w;, w;) = 1 olur. Celigki

elde ederiz.

Sonug 3.19. 2-boyutlu, 4 uzunluklu minimal kendine dik kod yoktur

Ornek 24.
D = {000000,100111,011011, 111100}

Bu kod sabit agirlikli olup minimal bir koddur. Her kod sozciigiin agirligi
¢ift oldugundan herbiri kendisine diktir. Herhangi iki kod sozciigiin destekle-
rinin kesisimi de iki elemanhdir. Bu yiizden her kod sozciik birbirine diktir.

Dolayisiyla bu kod kendine dik bir koddur.
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Ornek 25.
C' = {0000, 1100, 1010,0110}

Bu kod sabit agirlikli olup minimal bir koddur. (1100, 1010) = 1 oldugu i¢in

kendine dik degildir. Yani sabit agirlikli her kod kendine dik degildir.

Onerme 3.20. 2-boyutlu, 6 uzunluklu minimal sabit agirlikly olmayan ken-

dine dik kod yoktur.

Kanat. C' 2-boyutlu, 6 uzunluklu minimal sabit agirlikli olmayan kendine dik

bir kod olsun ve C' = {0, wy, wq, w3} seklinde yazilsin. Bu durumda
<w17 w2> — 07 <w27 'LU3> = 07 <w17w3> = O

<w17w1> - 07 <w27w2> - 07 <U}37'LU3> - 0

saglanir. Her ¢ € {1,2,3} i¢in w; - w; = 0 saglanmasi i¢in wt(w;) nin ¢ift
say1 olmasi gerekir. O zaman kod sozciiklerin agirhigr 2, 4 yada 6 olabilir.
Ama minimallikten dolay1 6 olamaz. O zaman agirlik dagilimi i¢in iki ihtimal
vardir.

i) A(C)=(1,0,1,0,2,0,0)

ii) A(C) =(1,0,2,0,1,0,0)

Diyelim ki A(C) = (1,0,1,0,2,0,0) olsun. Genelligi bozmadan wt(w,;) = 2
olsun. Minimalligin saglanmas igin |[suppt(w; ) Nsuppt(ws)| = 1 olmalidir. Bu
durumda (wy, wy) = 1 neden olur. Yani C' ¢ C* olur. A(C) = (1,0,2,0,1,0,0)
olsun. Genelligi bozmadan wt(w;) = wt(wz) = 2 olsun. Minimallikten dolay:

lsuppt(w; ) N suppt(ws)| = 1 olmahdir. Lemma [2.1]deki formiil sebebiyle

wt(ws) = wt(w;) + wt(ws) — 2[suppt(w;) N suppt(ws)]
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Dolayisiyla wt(ws) = 2 olur. Ama kabuliimiize gore wt(ws) = 4 olmaliydu.
Sonug olarak 2-boyutlu, 6 uzunluklu minimal, sabit agirlikli olmayan kendine

dik bir kod yoktur. |

Teorem 3.21. C' uzunlugu n olan ikili bir kod olsun. Eger C ki boyutlu

mainimal sabit agirlikly olmayan kendine dik bir kod ise, n > 8 olur.

Kanat. n € {2,3} olamayacag1 agiktir. Sonug sebebiyle n = 4 ve Onerme
3.20| sebebiyle n = 6 olamaz. Dolayisiyla sadece iki durumu incelememiz

yeterli olacaktir.

1. Durum: n = 5.

C = {0, ¢y, ¢a, c3} uzunlugu 5 olan iki boyutlu sabit agirlikh olmayan kendine

dik bir kod olsun. Tanim geregi, her 4,5 € {1, 2,3} i¢in (¢;, ¢;) = 0 olacaktir.

Dolayisiyla wt(¢;) ve |suppt(c;) Nsuppt(c;)| ¢ift olmalidir. C' minimal oldugu

i¢in bu iki durum ayni anda saglanamaz.Dolayisiyla n = 5 olamaz.

2. Durum: n =7.

Birinei durumda oldugu gibi, wt(c;) ve [suppt(c;) N suppt(c;)| ¢ift olmalidir.

Bu durumda wt(¢;) € {2,4,6} olmaldir. Ama herhangi bir ¢ i¢in wt(c;) = 2

olamaz, aksi taktirde ¢ # j icin |[suppt(c;) N suppt(c;)| = 2 olur, bu du-

rum C' kodunun minimal olmas ile geligir. Dolayisiyla wt(c;) € {4,6} ola-

bilir. Bu durumda agirlik dagilmi igin iki durum olabilir. Eger A(C) =

(1,0,0,0,1,0,2,0) ise genellemeyi kaybetmeden wt(c;) = 4 ve wt(ca) =

wt(es) = 6 olur. Uzunluk 7 ve kod minimal oldugu i¢in bu durumda
|suppt(c1) N suppt(cz)| = 3

olur. Bu da kodun kendine dik olmasi ile ¢eligir.

Eger A(C) = (1,0,0,0,2,0,1,0) olur ise, genellemeyi kaybetmeden

wt(cy) =6, wit(cy) = wt(cz) =4
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olur. Minimallik sebebiyle [suppt(c;) N suppt(cz)| = 2 olmalidir. Lemma
sebebiyle, wt(cs) = wt(cy) +wt(c2) —2|suppt(cy) Nsuppt(cz)| = 6 olur. Celigki
elde ederiz. Sonug olarak, n < 8 uzunluklu, sabit agirlikli olmayan kendine

dik minimal bir kod yoktur. ]

Teorem de alt sinirda istenilen ozelliklere sahip bir kod vardir.

Ornek 26. C' = {0,11110000,00111111,11001111} kodu agirhk dagilim
A(C) =(1,0,0,0,1,0,2,0,0) olan kendine dik minimal bir koddur.

Onerme 3.22. Eger C' uzunlugu sekiz olan sabit agirhikl olmayan kendine

dik minimal 2-boyutlu ikili bir kod ise, A(C') = (1,0,0,0,1,0,2,0,0) olur.

Kanat. C sabit agirlikli olmayan, kendine dik minimal bir kod olsun ve A(C) =
(1,0,0,0,1,0,2,0,0) olmasin. Budurumda A(C) = (1,0,0,0,2,0,1,0,0) olur.
Genellemeyi kaybetmeden wt(¢;) = wt(cy) = 4 ve wt(cz) = 6 olsun. C' mini-
mal oldugu i¢in [suppt(c;) Nsuppt(cs)| = 2 olacaktir. Lemma [2.1] sebebiyle,
wt(cz) = 6 olur. Celigki elde ederiz.
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Bolim 4

Minimal Kodlarin Permiitasyon
Otomorfizma Gruplar:

Bu boliimde minimal kodlarin permiitasyon otomorfizmalari incelenmistir.
Ozel olarak sabit noktasi olmayan mertebesi {i¢ olan bir permiitasyon otomor-
fizmas1 kullanilarak, minimal bir kod icin 6zel alt kodlar calisilmigtir. Bu 6zel
alt kodlarin minimal oldugu durumda, uzunluk icin alt sinirlar verilmigtir.
Son olarak, bu ozel alt kodlarin direkt toplaminin olugturdugu kodun, tig

boyutlu oldugu durumda ne zaman minimal olacagi kanitlanmigtir.

4.1 Permiitasyon Otomorfizma Gruplari

Bu boliimdeki temel tamimlar ve kamitlar igin [§], [12] numaralh kaynaklar

kullanilmigtar.
Tanim. X bog kiimeden farkli bir kiime olsun.
Sym(X) ={f: X — X | f birebir, orten fonksiyon}

kiimesi fonksiyonlarin bilegkesi iglemi altinda bir grup olur. Bu gruba X {ize-
rinde simetri grubu denir. Sym(X)’in her alt grubuna permiitasyon grubu

adi verilir.
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Eger X = {1,2,...,n} olur ise, Sym(X), S, ile gosterilir ve X {izerinde

n’inci dereceden simetri grup adim alir.

Tanim. G ve H iki grup olsun. Eger ¢ : G — H fonksiyonu her a,b € G i¢in

p(ab) = ¢(a)p(b)

esitligini sagliyor ise ¢’ye grup homomorfizmasi denir. Eger ¢ bire bir ve
orten ise, grup izomorfizmasi denir. G grubundan kendisine yazilan grup

izomorfizmasina grup otomorfizmasi denir.

Tanim. G bir grup, X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. Eger

GxX—=X

(9.2) > g-x
fonksiyonu varsa ve agagidaki kosullar saglaniyor ise, G, X tizerinde etki

eder ya da X bir G-kiimesidir denir.

1) (e,x) 2 e-x=x

2) her g1,92o € G,z € X igin g1 - (g2 - ) = (g1 * g2) - x

Ornek 27. G = Sy = {id, (12), (23), (13), (123), (132)}, X = {1,2,3},0 € S

GxX—=X

(0,2) = 0z =o0(x)
Bu bir grup etkisidir. Ciinki
l)o=id,o-z=0(z)=id(z) =2

2) 0,7 € 83,0 (y-2) =0-9(x) =00y(x) = (g07)(x) = (07) - (x) kogullar

saglanir.
X bir Ss-kiimesidir.
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B = {e1,...,en}, Fy vektér uzaymim bazi olsun. o € S, bir permiitasyon

olsun. Her i € {1,2,...n} i¢in
0 € = €o(3)

seklinde bir etki tanimlayalim. Bu etkiyi, V' nin biitiin elemanlarina dogrusal
olarak genigletelim. Yani v = (vy,...,v,) € IF;L icin v = vie;+v9e0+- - - +vpen

oldugunda o - v = v10 - €1 + V90 - €3 + - - - + v, 0 - €, seklinde genigletelim.
Ornek 28. v = (v1,v9,v3), B = {e1,ea,e3} ve o = (123) olsun.
0V =010+ €1+ U0 - €3 + V30 - €3
0 -V = V1€ + V2€3 + Use;
olur. Sirali baz {ey, €9, e3}’e gore koordinatlar yazarsak
o-v=(v3,v1,02)

olur. ¢~ = (132) oldugundan, vs = Vp-1(1), U1 = Vp—1(2), V2 = U,-1(3) olur.
Yani

0-v=0"(V1,02,03) = (Vg-1(1), Vo-1(2), Vo—1(3))

olarak yazilir.

Bu ornekteki dontigiimii daha genel anlamda yazmak miimkiindiir.

UVi0 * €; = ViCo(i)
esitliginde indisleri yeniden yazacak olursak
o(i)=j =07 '(j) =i
V;0 - €; = Vi€j = ’Uo-—l(j)ej
ifadesini elde ederiz.
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Onerme 4.1. S, simetri grubu, V- =y vektor uzayr olsun. o € S,,v € V

i¢in, 0 -V = (Vp-1(1), Vg-1(2), - - - » Vo—1(n)) €tkisi bir grup etkisidir.

Kanit. v = (vy,..v,) € V alahm. 0 = id igin ¢ - v = (vq,...,v,) = v olur.

0,7 € S, alalim. Gostermemiz gereken o - (7 - v) = (07) - v esitligidir.
Yov = (Vy101)s - V1)) = (W1, .., wy,) (1)
seklinde yazalim. Bu durumda
o (y-v)=0o(w,...,wy) = (We-1(1)s - - -, Wo—1(n))
esitligi elde edilir. (1) ifadesinden
W1 = Uy-1(1), W2 = Uy=1(2)5 - -5 Wn = Uy—i(n)

esitliklerini diigtinelim. Her i € {1,2,...,n} icin w; = v,-1(;) olur. wy-1(;) ko-
ordinatinin nasil hesaplandigin diigiinelim. Genelligi bozmadan wg-1(1) igin

diisiinelim. 0~!(1) = ¢ olsun. o (i) = 1 olur.

Wot(1) = Wi = Uy-1(i) = Vy-1(e1 (1) = Uom) 1)

esitligi elde edilmig olur. Yani w,-1(1) = v(sy)-1(1) olur. Bunu herhangi bir j
icin yazarsak

Wo=1(j) = Ve ~1()
esitligi elde edilir. Yani

o (7 0) = (Vo) -11)s Viom)-1(2)s - - - s Vom)-1(m) = (07) =V

esitligi elde edilmig olur.
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Onerme 4.2. C C [y dogrusal kod olsun. S, grubunun Ty dzerine etkisi
digtinildiginde, bu etki altinda C' kodunun sabitleyicisi {oc € S,, | 0-C = C}

Sy grubunun bir alt grubudur.

Kanat. id € S, i¢in id - C = C oldugu agiktir. Dolayisiyla id € {o € S, | o -
C = C} saglanir. 0,7y € {0 € S, | 0 - C = C} olsun. Eger v - C = C ise,
C =01 -C=~1y-C)=~""1.C olur. Dolayisiyla her oy~ - C = C
saglanir. Yani oy~' € {¢ € S, | 0 - C = C} olur. |

Tanim. C' dogrusal bir kod olsun.

{oceS,|o-C=C}<S,
alt grubuna C' kodunun permiistasyon otomorfizma grubu denir ve
PAut(C) ile gosterilir.

Onerme 4.3. C C FY bir boyutlu ikili dogrusal bir kod olsun ve v kod
s6zctgi ile tretilsin. Eger wt(v) =t ise, bu durumda PAut(C) = S; x S,y

olur.

Kamit. Genellemeyi kaybetmeden

v=111...1100000...00
—_—

t tane
seklinde yazabiliriz. Bu durumda etki altinda v kod sozciigiiniin sabit kal-
mas1 gerektigi icin, birler kendi aralarinda, sifirlar da kendi aralarinda yer

degistirebilirler. Dolaysiyla PAut(C) = S; x S,,_; elde edilir.

Ornek 29. C' = {0000, 1110} ise PAut(C) = ((12),(123)) = Ss olur. Eger
C = {0000, 1100} ise PAut(C) = ((12), (34)) = Cy x Cs olur.
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Bir boyutlu ikili dogrusal kodlarin tanim geregi minimal oldugunu biliyoruz.
Bir boyutlu minimal kodlar i¢in, Onerme sebebiyle , uzunluk biiytdiikee,
otomorfizma grubunun oldukca bilyiik olacag: aciktir. Onerme [4.3|sebebiyle,
agirligi 1 ve 3 olan kod sozciiklerin iirettigi 1-boyutlu 4 uzunluklu minimal
dogrusal kodlarin permiitasyon otomorfizma gruplar1 Ss’e, agirligi 4 olaninki

Sy’e, agirhg 2 olaninki ise Cy x C5’ye izomorfiktir.

Tanim. C,Cy C [y iki dogrusal kod olsun. o € S,, olmak tizere o - C; = Oy

saglaniyorsa (' ve Cy’ye permiitasyon denktir denir.

Ornek 30. C; = {0000,0011,0110,0101} kodunu diigiinelim. o € S; omak
tizere o = (1432) olsun. o - C; = {0000, 0110, 1100, 1010} = C5 oldugundan
C; ve (5 kodlar1 permiitasyon denk kodlardir.

Onerme 4.4. Permiitasyon denk kodlarin permiitasyon otomorfizma grup-

lar izomorfiktir.

Kamit. A ve B permiitasyon denk olan uzunlugu n olan iki kod olsun. Bu
durumda ¢ € S, igin 0 - A = B saglanir. PAut(A) ve PAut(B) sirasi ile A ve
B kodlarmin permiitasyon otomorfizma gruplari olsun. Bu iki grup arasinda

bir fonksiyon tanimlayalim.
¢ : PAut(A) — PAut(B), ¢(oa) = oopo!
Tanim geregi oo 40, PAut(B) i¢indedir. Her 04,74 € PAut(A) igin,

Ploava) = coac 'oyac " = @(oa)d(7a)

esitligi saglanacagindan, ¢ bir grup homomorfizmasidir. 54,74 € PAut(A)
icin, ¢(Sa) = ¢(ya) olsun. Bu durumda

ofaot = oy
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o tofao o =0 oy o
Ba =4
elde edilir. Dolayisiyla ¢ birebirdir.

Aym sekilde fonksiyon
Y : PAut(B) — PAut(A), ¢(yg) =0 'yso

tanimlayalim. Benzer sekilde ¢ fonksiyonu birebir bir homomorfizma olur.
Dahasi ©¥¢ = idpauy(a) ve ¢y = idpayy(p) esitlikleri saglanir.

Sonug olarak

PAut(A) = PAut(B)

olur.

Ornek 31.
C7 ={0000,1101,0111, 1010}

Cy ={0000,1011,0111, 1100}

olsun. o = (23) , 0 - C; = C5 oldugundan C ve Cy denk kodlardur.

PAut(Cy) = {id, (13), (24), (13)(24)} = Cy x Cy
PAut(Cy) = {id, (12), (34), (12)(34)} = Cy x Cy

Yani kodlar denktir ve permiitasyon otomorfizma gruplari izomorfiktir.

Ornek 32.
¢y = {000,101,110,011}

C, = {0000, 1001, 1100, 0101}
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olsun. C ve Cy denk kodlar degildir.

PAut(Cy) = {id, (14), (12), (24), (124), (142)} 2 Sy

Fakat permiitasyon otomorfizma gruplari izomorfiktir. Dolayisiyla Onerme
. 41tin tersi dogru degildir. Permiistayon otomorfizma gruplari izomorfik olsa

bile kodlar denk olmayabilir.

Teorem 4.5. C, [F, tuzerinde dogrusal bir kod olsun. O zaman
PAut(C) = PAut(C+)
olur.

Kanit. Tanim geregia =a,...a, € C veb="b,...b, € C* icin

n

<CL, b> = Zazbz =0

i=1
oldugunu biliyoruz. ¢ € PAut(C) igin o(a) € C olacaktir. Bu durumda

n

<O‘(a), U(b)> = <(lg—1(1) .. .ag—l(n), bg—l(l) R bg—l(n)> = Z aibi =0

i=1

saglanir ve o(b) € C* olur. ¢ € PAut(C*) olur. Dolayisiyla
PAut(C) C PAut(C+)

elde ederiz.

Diger taraftan C' dogrusal oldugundan (C+)+ = C olur. Béylece PAut(Ct) C
PAut((C*+)+) = PAut(C) olur ve

PAut(C+) C PAut(C)
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saglanir. Bu igermeleri diigtindiigiimiizde
PAut(C) = PAut(C*)
esitligi elde edilir.
|

Ornek 33. C, [3,1], dogrusal kodunu diigiinelim ve PAut(C') grubunu bu-
lalim.

C = {000,100}, PAut(C) = ((23))
O zaman C*, [3,2], formunda bir kod olur. Bu durumda
C+ = {000,010,001,011}, PAut(CH) = ((23))

elde ederiz. Yani PAut(C) = PAut(Ct) oldu.

4.2 Tki Boyutlu Ikili Minimal Dogrusal Kod-
larin Permiitasyon Otomorfizma Gruplari

Bu kisimda, 2-boyutlu ikili minimal kodlar: inceleyecegiz. Teorem sebe-
biyle 2-boyutlu, 3-uzunluklu minimal kodun, sadece C' = {000, 110,011, 101}
oldugunu biliyoruz. (12), (123) € PAut(C) oldugu agiktir. Yani

((12), (123)) < PAut(C) < S
saglanir. Dolayisiyla PAut(C) = S olur.

Onerme 4.6. C, 2-boyutlu 4-uzunluklu sabit agirlikly minimal dogrusal kod

ise, PAut(C) = S5 olur.

Kanit. Onerme sebebiyle C' kodunun agirhig ikidir. 2 boyutlu, 4 uzun-
luklu, agirhgr iki olan dogrusal ikili bir kod, C' = {0000, 1100,0110, 1010}
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koduna permiitasyon denktir. Eger C; ve Cy permiitasyon denk ise, Onerme
sebebiyle, PAut(C}) = PAut(Cy) oldugunu biliyoruz. Bu durumda C' ko-
dunun permiitasyon otomorfizma grubunu hesaplamak yeterlidir. C' kodunun,
kod sozciiklerinin ilk fi¢ koordinati diigiiniildiigiinde, (12), (123) € PAut(C)
oldugu agiktir. Yani ((12),(123)) < PAut(C) saglanir. (1234) ¢ PAut(C)
oldugundan PAut(C') # Sy ve ((12), (123)) ¢ A4 olacagindan

PAut(C) = ((12), (123)) = S,

olur.

Onerme 4.7. C , 2-boyutlu 4-uzunluklu sabit agirlikl olmayan minimal dogrusal

bir kod olsun. Bu durumda

PAut(C) = Cy x C,

Kanat. 2-boyutlu 4-uzunluklu sabit agirlikli olmayan minimal dogrusal bir
kod olsun. Teorem sebebiyle C, 2-boyutlu 4-uzunluklu sabit agirlikl
olmayan minimal dogrusal bir kod i¢in A(C') = (1,0, 1,2,0) dir. Bu kogula
sahip bir kod C' = {0000, 1011,1101,0110} koduna permiitasyon denktir. Bu
durumda Onerme sebebiyle sadece C' kodunun permiitasyon otomorfizma
grubunu hesaplamak yeterlidir. Kod sozciiklerinin agirliklar: diistiniildiigiinde,
1011 kod sozcligiinii ya sabit tutan ya da 1101 kod sozciigline dontigtiiren

ve 0110 kod sozciigini sabit tutan permiitasyonlar olmalidir. Bunlar da

PAut(C) = ((23), (14)) oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla
PAU.t(C) = CQ X 02

olur.
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4.3 Ikili Minimal Kodlarn Permiitasyon Oto-
morfizmalar ile Ingasi

C, uzunlugu n olan dogrusal ikili bir kod olsun. p > 3 olan bir asal say1
ve 0 € PAut(C) mertebesi p olan bir permiitasyon otomorfizma olsun. Bu

durumda esglenige gore

0:£1,...,pl\(p—|—1,...,2p2...£(c—1)p+1,...,cp)j

91 Qo Qc

seklinde yazmak miimkiindiir.

Tanim. [I1] Eger n = ¢p ise, yani ¢ herhangi bir sayiy1 sabitlemiyor ise,
bu durumda o permiitasyonunu sabit noktasi olmayan permiitasyon
denir. ; = {(i — 1)p + 1,...,ip} kiimesine de o permiitasyonunun i'ninci

p-dongii kiimesi denir.

Tanim. [11] o ve 2; yukaridaki gibi tanimlansin. v = v;...v, € Fy vektorii igin,

V|Q, = V(i—1)p+1.--Vip bloguna v vektoriiniin €; kiimesine indirgemesi denir.

Ornek 34. o = (123)(456)(789) € Sy sabit noktasi olmayan bir permiitas-
yondur ve Qy = {1,2,3}, Qo = {4,5,6}, Q3 = {7,8,9} olur. v = vjvy...v9 €

9 ;. _ _ _
3 icin, v|q, = v10903, V|q, = V4U5v6, V|o, = V7UsVg Olur.

Tanim. [I1] C' dogrusal bir kod ve ¢ € PAut(C) mertebesi p > 3 olan bir

permiitasyon olsun.
F,(C)={veC:0-v=u},
E,(C)={veC:i=1,... cign wt(v|€;) ¢ift}

Ornek 35. C' = {000, 100,010, 001,110,101,011, 111} kodu icin o = (123)

mertebesi 3 olan, sabit noktasi olmayan bir permiitasyon otomorfizmadir.
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Q1 ={1,2,3} ve her v € C i¢in v|g, = v olur. E,(C) = {000,110,011,101}
ve F,(C) = {000,111} olur.

Tanmim. C' dogrusal bir kod ve ¢ € PAut(C) ve W C C bir alt kod olsun.
Eger o - W = {o-w |w € W} C W igermesi saglaniyor ise, W alt koduna

o-degismez alt kod denir.

Onerme 4.8. [I1] C dogrusal bir kod ve o € PAut(C) mertebesi p > 3
olan sabit noktasr olmayan bir permiitasyon olsun. Bu durumda E,(C) C C,

o-degismez bir alt koddur.

Kanit. Eger E,(C) = {0} ise yapilacak birgsey yoktur. Bu yiizden E,(C) #
{0} oldugunu kabul edelim. v € E,(C) olsun. Tamim geregi wt(v|g,) ¢ift

olmalidir. ¢ permiitasyon oldugu igin agirliklar: degistirmez yani wt(o - v|q,)
da ¢ifttir. Bunedenle o-v € E,(C) olur. E,(C) o-degismezdir. Tanim geregi
0000...0000 € E,(C) saglamir. v # w € E,(C) alalm. i € {1,..,¢} igin
o) #

q,) ¢ift olur. Her iki durumda da v —w € E,(C)

;) ise wt((v — w)|q,) = 0 olur. suppt(w

eger suppt(w|g,) = suppt(v

suppt(v|q,) ise, wt((v — w)

saglanir. a € Fy ve v € E,(C) i¢in, wt(av|g,) ¢ift olacagindan av € E,(C)

saglanir. ]

Onerme 4.9. [11] F,(C), o-degismez bir alt koddur.

Kamit. Tamim geregi o-degismez oldugu agiktir. 000....00 € F,(C') oldugu da

agiktir. Simdi v, w € F,(C) alalim. Bu durumda ov = v ve ow = w saglanir.
olv—w)=0c)—o(w)=v—w
olup v —w € F,(C) saglanir. a € Fy ve v € F,(C) igin, o - (aw) = aw dir.

Dolayisiyla av € E,(C') saglanir. [
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Teorem 4.10. [11] Teorem 1| Yukarida verilen F,(C) ve E,(C') tanimlaryla
C= FO’(O) D EU(C)

olur.

Bu kisimdan sonraki kisimlar i¢in, ¢ = (123)(456).....n —2 n — 1 n) € S,
olarak kabul edilecektir. Eger C' n-uzunluklu bir kod ise ve o € PAut(C) ise,

bir £ > 1 tamsayisi i¢in n = 3k olur.
Onerme 4.11. C 2-boyutlu bir kod ve o € PAut(C) olsun. O zaman
dim(E,(C)) # 1

olur.

Kanat. Eger E,(C) = {0} ise, 6nermenin dogru oldugu agiktir. E,(C) # {0}
olsun ve 0 # ¢ € E,(C) alahm. Onerme sebebiyle E,(C) o-degismez
oldugu i¢in, o - ¢ € E,(C) olur. o sabit noktasi olmayan bir permiitasyon

oldugu i¢in, o - ¢ = ¢ olamaz. Dolayisiyla {c,o - ¢} C E,(C) olur. [
Onerme 4.12. C 2-boyutlu, 6 wzunluklu ikili minimal kod olsun. Eger

o = (123)(456) € PAut(C)
ise C' # F,(C).

Kanat. C' 2-boyutlu, 6 uzunluklu minimal kod olsun ve o = (123)(456) €
PAut(C) olsun. ¢ € F,(C), ¢ = cieacgeqcscg alahm. F (C) tanimi geregi

oc = ¢ olacagindan
C = (C1C2C3C4C5Ce — C3C1C2C(C4Cs

C1 =C =2C3, Cg =C5 = (4
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elde ederiz. O zaman F,(C)'nin i¢indeki herhangi elemanmn formu z,y €
{0,1} olmak tizere ¢ = zxxyyy olur. Minimallikten dolay1 x # y olmalidir.
Simdi v # w olmak tizere v,w € F,(C)—{0} alahm. Bu durumda v = 111000,
w = 000111 olur. F,(C) = {0,111000,000111,111111} olur. F,(C) minimal
olamaz. Yani F,(C) # C. |

Sonug 4.13. C, 2-boyutlu, 6 uzunluklu ikili minimal kod olsun ve o =

(123)(456) € PAut(C) olsun. Bu durumda C = E,(C) olur.

Kanat. Onerme sebebiyle E,(C) = {0} olamaz. Onerme sebebiyle
C = E,(C) olur.

Onerme 4.14. C, 2 boyutlu n uzunluklu ikili dogrusal bir kod ve o € PAut(C)

olsun. Eger C' = F,(C) minimal ise, bu durumda n > 9 olur.

Kamit. o0 € PAut(C) mertebesi 3 olan sabit noktasi olmayan bir permiitasyon
oldugu igin baz pozitif tamsay1 k i¢in n = 3k geklinde olur. C' = F,(C) ve
minimal bir kod olsun ve 3k < 6 olsun. k = 1 i¢in C' = F,(C) = {000, 111}
bir boyutlu bir kod olur. Celigki elde ederiz. k = 2 igin, C = F,(C) =
{000000, 111000,000111, 111111} olur. Ama bu kod minimal degildir. Celigki
elde ederiz. [

Ornek 36. n = 9 icin C' = F,(C) kogulunu saglayan ve minimal olan bir
kod vardir. C' = {000000000, 111000111,000111111,111111000}. Bu kod sa-
bit agirlikli bir kod oldugundan minimaldir.

Onerme 4.15. C ikili dogrusal bir kod ve o € PAut(C) olsun. Eger 0 #

2

v € E,(C) ise bu durumda v ile ov dogrusal bagimsizdir ve 0°v = v + ov

saglanar.
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Kanit. 0 # v € E,(C) alahm. E,(C) yapisim diiglintirsek herhangi bir i €
{1,...,¢} i¢in v]g, € {000, 110,011,101} olur. o sabitlenmis noktas1 olmayan

bir permiistasyon oldugundan bir ¢ i¢in eger v o, # 000

o, # 0 ise ov|g, +v
olur. Dolayisiyla

v4ov #0

elde ederiz. Yani v ve ov dogrusal bagimsiz olur. v # 0 oldugunda sifirdan

farkli bloklar vardir ve v]g, # 000 ise v 0, 02v)g, € {110,011,101}

Q;, 0V

olur. o sabit noktasi olmayan bir permiitasyon oldugu icin v|q,, ov|q,, 0%v]q,

bu ii¢ blok birbirinden farklhidir ve {110,011, 101} kiimesinde herhangi ikisi-

nin toplamu tigiincii elemam vermektedir. Dolayisiyla o%v|g, = ov|q, + v]q,

saglanir. Bu durum her 4 icin saglanacagindan o*v = ov + v olur. |

Onerme 4.16. Eger C, 2- boyutlu n uzunluklu sabit agirhikly olmayan ikili

minimal bir kod ise ve o € PAut(C) ise, bu durumda n > 12 olur.

Kanit. C sabit agirlikh olmadig icin C' # E,(C) saglanir. Onerme ve
Teorem sebebiyle C' = F,(C) olmaldir. 0 € PAut(C) mertebesi 3 olan
sabit noktasi olmayan bir permiitasyon oldugu i¢in uzunluk iigiin katidir ve
Onerme sebebiyle , n > 9 olmalidir. C' = F,(C) i¢in 9 uzunlukta tek
bir se¢enek vardir. C' = {000000000,111000111,000111111,111111000}. Bu
da sabit agirlikhidir. Dolayisiyla n > 12 olmalidir. ]

Not: n = 12 igin C' = F,(C) kogulunu saglayan ve minimal olan, sabit agirlikh
olmayan bir kod vardir. C' = {0,111000111000,000111111111,111111000111}
kod istenilen kosullar1 saglar. Bu kod 2-agirhikhdir ve wy; = 6, wy = 9’dur ve

wy # 2w; saglanir. Teorem [2.4] sebebiyle C' minimaldir.

Onerme 4.17. C, 2-boyutlu ikili dogrusal bir kod ve o € PAut(C) olsun.
Eger C = E,(C) ise bu durumda C sabit aguirliklidar.
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Kanit. C, 2-boyutlu bir kod ve o € PAut(C) olsun. Diyelim C' = E,(C)
olsun. v # 0 olmak tizere v € C alalim. E,(C), o-degismez oldugundan ve

Onerme sebebiyle, E,(C) = {0,v,0v,0?v} yazabiliriz.

wt(v) = wt(o - v) = wt(o? - v)
oldugu i¢in, C' sabit agirlikli olur. |
Onerme 4.18. C ikili dogrusal bir kod ve o € PAut(C) olsun. Eger E,(C)

2-boyutlu ise E,(C) minimaldir.

Kamit. Onerme [4.17[den E,(C) sabit agirhkhidir. Dolayisiyla E,(C') mini-
maldir. |

Onerme 4.19. C, 2-boyutlu, 9 uzunluklu ikili minimal bir kod ve o € PAut(C)

olsun. Bu durumda C, sabit agurliklidor.

Kamit. C, 2 boyutlu oldugu i¢in, ya C = E,(C) ya da C = F,(C) olur.
Eger C = E,(C) ise, E,(C) sabit agirlikh olacag: igin, C sabit agirhikhidir.
C = F,(C) = {(z,y) olsun. C' minimal oldugu i¢in wt(z),wt(y) € {3,9}

olamaz. Dolayisiyla wt(x) = wt(y) = 6 olur. Bu durumda
z,y € {111111000,111000111,000111111}

olur. Dolayisiyla C = {0,111111000,111000111,000111111} olur. C sabit
agirhiklidir. |

Sonug 4.20. C' 2-boyutlu, n = 3k wzunluklu ikili minimal bir kod, o €
PAut(C) olsun.

i) Eger k < 3 ise C' sabit agirlikldur.

ii) Eger k > 3 ve C' = E,(C) ise C sabit agurlikhdor.
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C, n = 3k uzunluklu ikili bir kod ve o € PAut(C) olmak iizere, v € F,(C)
icin v = v|gq, - - - v|g, yazlir. Burada her i € {1,...k} icin v]g, € {000,111}

olur.

1 v|g,=111 is
Wj(Ule) _ { |ijlll ise,

0 v]a,=000 ise,
olacak sekilde m = 7y ...m, : F,(C) — F5, n(v) = m(v]a,) - mr(v]g,) bir

fonksiyon tanimlansin

Tamim. [5] C, uzunlugu n = 3k olan dogrusal bir kod ve o € PAut(C') ol-
sun. Yukaridaki sekilde tamimlanmig 7 : F,(C') — F5 fonksiyona projeksiyon

fonksiyonu denir.

Ornek 37. F,(C) = {0,111000111, 111111000, 000111111} olsun. k = 3 olur
ve m: F,(C) — F3,

7w(111000111) = 101, #(000111111) = 011, 7(111111000) = 110
Onerme 4.21. C, n = 3k uzunluklu ve o € PAut(C) olsun.
T F,(C) — TF%

projeksiyon fonksiyonu olsun. Bu durumda F,(C)’nin minimal olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul w(F,(C)) nin minimal olmasidur.
Kanat. Tamm geregi v € F,(C) igin wt(v) = 3wt(w(v)) dir. v # w € F,(C)
i¢in wt(v + w) # wt(w) — wt(v) olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul
wt(m(v + w) # wt(r(w)) — wt(m(v))
esitligidir. Sonug¢ Teorem sebebiyle elde edilir. |

Onerme 4.22. C, n uzunluklu ve o € PAut(C) olsun. Eger F,(C) 2-boyutlu

manimal bir kod ise, bu durumda n > 9 olur.
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Kamit. 2-boyutta kodun minimal olmasi i¢in uzunluk en az 3 olmaliydi. O

zaman Onerme sebebiyle 2-boyutlu F,,(C) minimal ise n > 9 olur. W

Not. 2-boyutlu, 3 uzunluklu yalnizca bir tane minimal kod oldugundan

2—boyutlu 9 uzunluklu sadece bir tane minimal F,(C) vardir.

Onerme 4.23. C, 3-boyutlu, n uzunluklu, minimal bir kod ve o € PAut(C)
olsun. Eger C' = F,(C) ise n > 18 olur.

Kanit. C' 3-boyutlu, minimal ve ¢ € PAut(C) olsun. 3-boyutta minimal kod
icin Onerme sebebiyle uzunluk en az 6 olur. Onerme sebebiyle

F,(C)’nin uzunlugu en az 18 olur. |
Ornek 38.

F,(C)=(111111111000000000,000111111111111000,111111000000111111)

Bu kod, uzunlugu 18 olan 3-boyutlu 2-agirlikli minimal koddur.

Onerme 4.24. C 3-boyutlu minimal bir kod ve o € PAut(C) olsun. Ejer
C = F,(C) sabit agurlikly ise, C' en az 21 uzunlukludur.

Kanit. C = F,(C) = (z,y, z) sabit agirlikli bir kod olsun. Bu durumda
wt(z) = wt(y) = wt(z) = a olur. a = 3 olamaz, aksi takdirde wt(z +y) =6

olur. Celigki elde ederiz. a = 6 da olamaz. Ciinkii olsayd1

[supp(x) N supp(y)| = 3

lsupp(z) N supp(z)| = 3
lsupp(y) Nsupp(z)| = 3

olurdu. Bu durumda ya

[supp(z) N supp(y) Nsupp(z)| = 3
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olmalidir ya da

supp(z) N supp(y) Nsupp(z)| = 0
olmaldir. Tkinci durum olursa z = x + y elde edilir, birinci durum olursa
wt(x +y + z) = 12 olur. Her iki kosulda da geligki elde edilir. a = 9 da
olamaz. Eger olursa

|supp() Nsupp(y)| € {3,6}
olmalidir.
supp(z) N supp(y)| = 3
oldugunda wt(x +y) = 949 — 2 x 3 = 12 olur. Sabit agirlikli olmakla gelisir.
|supp(z) N supp(y)| = 6

oldugunda wt(x +y) =949 — 2 x 6 = 6 olur ve yine sabit agirlikli olmakla
gelisir. Bu durumda a > 12 olmahdir. ¢ = 12 i¢in Lemma sebebiyle

lsupp(z) Nsupp(y)| = 6, [supp(x) N supp(z)| = 6 ve |supp(y) Nsupp(z)| =6

olur. Olast en kisa uzunluk i¢in

[supp(z) N supp(y) N supp(z)| = 3
olmalidir.

Genellemeyi kaybetmeden, minimallik kogullar1 ve sabit agirlik kogullar i¢in
x=111111111111000000000

y = 111111000000111111000
z = 111000111000111000111

seqildigi taktirde C' = (z,y, z) sabit agirlikli bir kod olur. Dolayisiyla uzunluk

en az 21 olmaldair.
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Not. ¢ minimal ise E,(C) ve F,(C), C'nin alt kodlar1 oldugu i¢in minimal-
dir. Fakat E,(C) ve F,(C) minimal iken direkt toplamlar1 olan C' minimal

olmayabilir.

Ornek 39.
v = 110110000

w = 011011000
z = 000000111

kod sozciikleri igin

olsun. Burada E,(C) ve F,(C) minimaldir. v + w + z = 101101111 oldugu

i¢in ve suppt(z) C suppt(v + w + z) oldugu i¢in C' minimal olmaz.

Sonraki kisimlarda E,(C) ve F,(C) minimal iken hangi durumda C’nin de

minimal oldugunu tartigacagiz.

Ornek 40.
E,(C) = (110110110000,011011011000)

F,(C) = (111000111111)

olsun. Burada E,(C), F,(C) minimaldir ve dahasi

C' =1{0,110110110000,011011011000, 111000111111,
101101101000, 100011100111,010110001111,010101010111} minimaldir. Bu
ornegi inceledigimizde iki boyutlu (110110110000, 111000111111) alt uzayimnin

da minimal oldugunu gormekteyiz.

Bu ornek genellenebilir mi?
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Teorem 4.25. C, 3-boyutlu bir kod ve o € PAut(C') olsun. Dahast
E,(C) = (v,00)

ve

olan minimal kodlar olsun. Asagidaki onermeler denktir:
i) C minimaldir.

i) < v,w > alt kodu minimaldir.

Kanit. C kodu minimal ise (v, w) alt kodunun minimal olacag1 agiktir.

(v,w) alt kodunun minimal oldugunu kabul edelim. Teorem sebebiyle
C = F,(C) @ E,(C) olur. Bu durumda

C ={0,v,0-v,0* - v,w,v+w,0-v+w,o® v+w}

olur. Uzunlugun 3k seklinde olacagimi biliyoruz. [k] = {1, 2, ..., k} olsun. Boyle

bir kodun yedi tane iki boyutlu alt kodu vardir. Bunlar
(v, ¢-v) = (v, o®-v) (1)

(v, w) = (v, v+w) (2)
(v, o-v+w)= (v, o* - v+w) (3)
(0 v, wy={(o-v, 0-v+w) (4)

(0-v, v+w)=(o-v, o> - v+w) (5)

2

(0* v, w) = {c® v, 6% v+w) (6)

(0* v, v+w) = {(0*-v, o-v+w) (7)
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alt kodlaridir. C' kodunun minimal oldugunu gostermek icin bu yedi tane alt
kodun minimal oldugunu gostermek yeterlidir. (1) nolu alt kodun minimal
oldugu agiktir. (2) nolu alt kodun minimal oldugu verilmigtir. Digerleri i¢in

iki durum vardir.

1l.durum: Her i € [k] igin v|g, # 000 olsun. (v, w) minimal oldugu i¢in, w
i¢in en az bir tane blok sifir olmalidir. Bir ¢ € [k] igin w|Q2; = 000 olsun. Bu
durumda

(v +w)lo, = vlo,

olur. Ayni gekilde

(0-v+4+w)lg, =0-vlg,

Zovtw)lg, =0 v,

7

(o

olur. Bu durumda

{o-v4+w,o-v,w}

elemanlarindan hi¢ biri bir digerini iceremez. Benzer sekilde
{o® v+w,0® v,w}

elemanlarindan hi¢ biri bir digerini iceremez.

Dolayisiyla (- v, w) ve (6% v, w) alt kodlar1 da minimal olur. (4) ve (6) nolu

kodlar minimaldir.

; oldugu i¢in, (v,0 - v+ w) = (v,0% - v + w)

Vg, # 0 vlg, = (0-v+ w)

minimaldir. (3) nolu kod minimaldir. Ayni gekilde
- vl # (v+w)le,
olur. Bu durumda (5) nolu kod minimaldir.

(72'U

Qi#(v_l_w) Q;
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olur. (7) nolu kod minimaldir.

2.durum: Bir ¢ € [k] i¢in v]g, = 000 olsun. Eger w|g, = 000 ise, (v, w)
kodu minimal oldugu icin, &yle bir j € [k] vardir ki v|g, # 000 ve w|g, =
000 saglanir. Bu durumda da birinci durumdaki agsamalar1 kontrol ederek, C'

kodunun minimalligine karar verilir.

Eger w|g, # 000 ise, bu durumda

(v +w)|g, = wlo,

3

olur. Ayni gekilde
(0-v+w)

Q = Wig,

(0% - v+ w)

Q; = Wi,

olur. Bu durumda (3), (4) ve (6) nolu kodlar minimaldir.
5% - vlo, # (v -+ W,

- vl # (v+w)le
oldugu i¢in, (5) ve (7) nolu kodlar minimaldir. Dolayisiyla C' minimaldir.

Teorem yardimiyla E,(C), F,(C) ve E,(C) & F,(C) formunda minimal
kodlar inga etmek istersek [I3] makalesindeki D ¢oklu kiimelerinden farkl

¢oklu kiimeleri bulmamiz gerekmektedir.

Ornek 41. Theorem deki kogullar1 saglayacak bir D ¢oklu kiimesini

secelim.

D = {1010, 1111,0101, 1011, 1101, 0110, 1001, 1110, 0111, 0010, 0011, 0001}
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kiimesi F3 uzaymin bir alt kiimesidir ve rank(D) = 4 tiir.
C =C(D)=(110110110000,011011011000, 110101011110,011110101011)

olur. C, 4-boyutlu C' = E,(C) olan bir koddur. Ayrica 2-agirlikli bir kod
olup bu agirliklar 6 ve 8'dir. Onerme ’i kullanarak C' kodunun minimal
oldugunu sodyleyebiliriz. E,(C) kodunun ingasi igin buldugumuz bu ¢oklu

kiime D [13] makalesinde kullamlmig D ¢oklu kiimelerinden farkhdir.

Ornek 42.
k=3n=9q=2

D ={dy,ds,...,dy}, rank(D) =3
D = {101, 111,011, 100, 110, 010, 000, 000, 000}

Bu D coklu kiimesi Onerme de verilen D’den farkhidir. Simdi bu D’yi

kullanarak olugturdugumuz C(D) kodunu inceleyelim.
C(D) = F,(C)® E,(C) = (110110000,011011000, 111000000)
Bu kod minimaldir.

Ornek 43. D = {111,111, 111,110, 110, 110, 101, 101, 101, 100, 100, 100,
011,011,011, 010,010,010, 001,001,001} kiimesi icin rank(D) = 3 olur.

x =111111111111000000000
y = 111111000000111111000
z = 111000111000111000111

olmak tlizere

C(D) = Fo(C) = (z,y,2)

olur bu kod sabit agirliklidir, dolayisiyla minimaldir.
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