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OZET

Cekirdek cokmeli stipernovalarda ag¢i8a cikan notrinolar, patlama sonrasinda merkezde
bulunan proto-nétron yildizinin (PNY) soguma mekanizmasinda énemli bir yer tutar.
Fotonlar, nétrinolara kiyasla daha ¢ok etkilesime girdigi i¢in siipernovanin patlama
enerjisini uzay bosluguna ¢ikarmada yetersiz kalir. Notrinolar ise PNY den ayrildiktan
sonra patlama enerjisini, neredeyse 151k hizinda siipernovadan disariya dogru tasiya-
bilir. Bu patlamayla ag¢i3a ¢ikan nétrinolarin parlakliklarimin 10%3 erg/s biiyiikliigiinde
oldugu diisiiniilmektedir. Notrinolarin madde ile etkilesim tesir kesiti gorece ¢ok kii-
clik olmasina ragmen bu kadar yogun bir ortam, onlarin 6z-etkilesime girmelerine ola-
nak saglamaktadir. Notrinolar 6z-etkilesime girdigi gibi siipernovadan ¢ikan elektron
ve baryonlarla da etkilesime girer. Ancak bu ¢alismada notrino-elektron veya notrino-
baryon etkilesimleri, hesaplamalara dolayli olarak eklenmistir. Notrino-nétrino etki-
lesimi iki ¢esit sacilma diyagramui ile betimlenir. Bunlardan biri momentum degisimi
olmayan ileri sacilma diyagrami, digeri ise momentumlarin degis-tokus oldugu sa-
c1ilma diyagramidir. Oz-etkilesimli nétrinolar, siipernovadan ayrilip yaklasik 200-300
km mesafe katettikten sonra, enerji spektrumlarinda spektral ayrilma meydana gelir.
Bu spektral ayrilmayi, notrinolarin istatistiksel dagiliminda gergeklesen ¢esni yer de-
gisimleri olarak diisiinebiliriz. Sicaklik ve enerji aralifi ile ¢esitli dagilimlar gibi bas-
langi¢ kosullarina bagl olan bu spektral ayrilma, yakin gelecekte gdzlemlemeyi bek-
ledigimiz bir siipernova patlamasinin noétrino sinyalini degerlendirmek ya da anlam-
landirmak i¢in bize onemli ipuglart verecektir. Bu calismada, literatiirdeki siipernova
modellerinin kullandig1 cesitli enerji spektrumlari, karisma agilar1 ve sicakliklar i¢in
spektral ayrilmalar elde edilmistir. Boylelikle siipernova patlamasindan geldigi diisii-
niilen notrinolarin ¢esni spektrumlarina bakilarak, hangi siipernova modelinin daha
gercekci ve deneysel verilere daha uygun oldugu anlagilabilir.
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SUMMARY

The neutrinos that emerge in the core collapse supernovas play an important role in
the cooling mechanism of the proto-neutron star (PNS) that is located in the centre
of the supernova. Photons, since they engage in interactions more than the neutrinos,
are incapable of transmitting the explosion energy of the supernova into the interstellar
medium. Neutrinos, on the other hand, after having decoupled from the PNS, can carry
the explosion energy nearly at the speed of light. The luminosity of the neutrinos that
emerge in the explosion is estimated to be 10°3 erg/s. Although the neutrinos’ interac-
tion cross-section with matter is relatively very small, such a dense medium makes it
possible for the neutrinos to engage in self-interaction. In addition to self-interaction,
neutrinos interact with electrons and baryons that are emitted from the supernova as
well. However in this study interactions of neutrino-electron and neutrino-baryon are
added to the calculations indirectly. Neutrino-neutrino interactions are described by
two kinds of scattering diagrams: the forward scattering diagram in which there is no
momentum transfer and the scattering diagram with exchanged momentum. When the
self-interacting neutrinos are emitted from the PNS and traverse approximately 300km
of range, they undergo a spectral split in their energy spectrums. We can think of this
spectral split as an exchange of flavour that occurs in the statistical distribution of neut-
rinos. The spectral split which is dependent on the initial conditions such as the variety
of distributions, temperature and energy interval is important for us because it can give
us important clues in evaluating or interpreting a neutrino signal of a supernova exp-
losion that is anticipated to be observed in the near future. In this study, spectral splits
for various energy spectrums, mixing angles and temperatures that are employed in the
supernova models in the literature are obtained. Thus when the neutrinos, which are
assessed to be coming from a supernova explosion, are detected, we can understand
that which supernova model is more realistic and compatible with the experimental
data.



1 GIRIS

Nétrino fizigi ilgili yayinlanan makalelerin sayis1 giin gectikce artmaktadir. Ozellikle
astrofiziksel olaylarda notrinolarin baskin rol oynamasi, bu popiilerligin en 6nemli se-
beplerinden biridir.

Giintimiizde yapilan deneylerden biliyoruz ki nétrinolarin kiitlesi sifirdan farkl olma-
Iidrr. Kiitle ve ¢esni tabaninin ¢akismamasi, notrinolarin ¢egnileri arasinda bir salinima
sebep olmaktadir. Nétrino ¢esni salinimlari, deneysel olarak Giines, atmosfer ve reak-
tor kaynaklarindan ¢ikan notrino analizleri sonucu bircok kez ispatlanmig ve salinim
parametreleri de dl¢iilmiistiir [[1]. Bu salinimlar bircok koklesmis diistincemizi degistir-
memize sebep olmaktadir. Ornegin, beta bozunumun sonucunda ortaya ¢ikan elektron
notrinosunun ¢esnisi belli olmasina ragmen, kiitlesi ti¢ farkl kiitle 6z durumunun bir
sliperpozisyonu olur. Salimimlar, ilk bakista enerji momentum korunumuna kars1 gibi
goziikse de aslinda "elektron nétrinosunun kiitlesi" olarak adlandiracagimiz kesin bir
degerin olmadig1 anlamina gelir. Bu sebepten dolay1 beta bozunumunda ortaya ¢ikan
elektron notrinosu, enerji momentum korunumunu ilkesini bozmadan miion notrino-
suna gegis yapabilir. Iste bu ozellik daha énceden kuarklar icin bilinen bir 6zelligin
benzerinin notrinolarda karsilik buldugu haldir [2].

Notrinolarin etkilesim tesir kesitlerinin ¢ok kiiciik oldugunu bilinmektedir. Ancak yiik-
sek notrino yogunlugu olan cekirdek ¢okmeli siipernova patlamalar1 gibi u¢ durum-
larda, notrino-nétrino etkilesimleri 6nem kazanir. Cok yiiksek notrino yogunluklu ast-
rofiziksel ortamlarda, notrino 0z-etkilesimini goz Oniine almamiz gerekmektedir [3].
Bu etkilesim terimi Hamiltonyen’e diyagonal olmayan bir katki getirdigi i¢in notri-
nolarin ¢esnilerinde degisiklige sebep olmaktadir. Boylelikle siipernova dinamikleri
veya patlama sonrasi agir maddelerin olusumu gibi konularda belirleyici etkide bu-
lunurlar. N6trino 6z-etkilesimi, sekil goriildiigii iizere, iki notrinonun birbirleriyle
sacilmasiyla olur. Bu sac¢ilma, temel olarak iki farkli Feynman diyagramu ile tasvir edi-
lebilir [4]]. Bu diyagramlardan biri momentumlarinin degismedigi ileri sacilma diyag-
ramidir. Digeri ise gelen notrinolarin momentumlarinin yer degistirdigi, degis-tokus
diyagramdir.



P q q P
0 0
p Z q p Z q
Ve,:n Ve,m Ve,a: Ve,x
(a) Nétrino Oz-Etkilesimi, Ileri Sacilma (b) Notrino Oz-Etkilesimi, Degis-Tokus
Diyagrama. Diyagrami.

Sekil 1.1: (a) diyagraminda, gelen noétrinolar momentumunu degistirmeden sa¢ilmig-
lardir. (b) diyagraminda ise gelen nétrinolar momentumlarini degis-tokus ederek sa-
cilmiglardir. Parcaciklar 6zdes olduklari i¢in (b) diyagramimi da g6z Oniine almamiz
gerekmektedir.

Yogun notrino gazi i¢in, hareket denklemlerini ¢6zmek ¢ok zordur. Ciinkii nétrino 6z-
etkilesim terimi, biitiin nétrinolarin davraniglarinin toplami ile orantilidir. Bunun gibi
cok parcacikli sistemleri ¢cozebilmek i¢in ¢esitli yaklagikliklar kullanilir. Bu tez ¢alis-
masinda kullanilacak yontem, ortalama alan yaklasimidir (OAY.) Bu yaklagiklik sa-
yesinde, birbirleri ile etkilesen ¢ok parcacikli sistemi, her bir parcacigi, digerlerinin
olusturdugu ortalama bir potansiyel ile etkilestirerek ¢6ziim elde edebiliriz, sekil [1.2]
Coziimii aranan denklemler bu yaklasikli§1 yapmaya uygun denklemlerdir.

N )

‘f \. “ ./ Potansiyel

» >
\* »
(a) Cok Parcacikli Sistem (b) OAY Yapilan Sistem

Sekil 1.2: Sekil (a)’da ¢cok pargacikli sistem kabaca resmedilmistir. Burada yesil parca-
cik biitiin parcaciklarla ayri ayri etkilesmektedir. Ayn1 zamanda her parcacik da diger-
leriyle etkilesmektedir. Sekil (b)’de ise yesil parcacik, diger parcaciklarin olusturdugu
zamanla degisen ortalama bir potansiyel ile etkilesmektedir.

Etrafimizdaki notrinolarin bir¢ogu Biiyiik Patlamadan ¢ok kisa bir siire sonra uzaya
yayilan nétrinolar, bir dier degisle kozmik nétrino arka plami olusturan notrinolar-
dir. Aym1 zamanda cekirdek ¢okmeli siipernovalarda ve karadelik birikme (accretion)
disklerinde 6nemli miktarda nétrino ¢iktig1 diistiniilmektedir [5]. 1987 yilinda Biiyiik
Macellan bulutunun i¢inde bir siipernova patlamasi gerceklesmisti. Proton bozunma
deneylerini siirdiiren ve patlamadan iki ay once notrino yakalama moduna gecen Ka-
miokande deneyinde, notrino arka planinda beklenmedik bir artis gozlemlenmisti [6].
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Kamiokande deney verileri, IMB ve Baksan deneyleri ile de desteklenmistir. Iste bu
siipernova patlamasi, uzaydan gelen notrinolarin 6zellikleri hakkinda merak uyandir-
mustir ve aktif olarak calismaya baglanmistir. SN 1987A adli bu siipernovadan gelen
notrinolarin sayisi, istatistiksel veri bakimindan ¢ok diisiiktiir.
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Sekil 1.3: SN 1987A siipernovasindan ¢ikan notrinolarin enerji-zaman grafikleri. Bas-
langi¢ zamani ilk alinan olaya sabitlenmistir. Burada gri olarak goriilen kisim, tetik-
leme veriminin (trigger efficiency) %30’dan diisiik olan kismudir. [[7].

Siipernova patlamalarindan once, ¢ok yiiksek i¢ enerjileri ve basinclarindan dolay1 yil-
diz bilesenleri fiizyon tepkimesine ugrar. Bu fiizyon enerjisini dengede tutan meka-
nizma da kiitle ¢cekim alanidir. Fiizyon tepkimesi hidrojenden sirasiyla, helyum, kar-
bon, neon, oksijen ve silisyum olusturur. Geng yildizlarda hidrojen bollugu vardir ve
yasaminin ilerleyen zamanlarinda hidrojenin biiyiik bir cogunlugu helyuma doniisiir ve
fiizyon tepkimesi bu sekilde devam eder. Hayatlarinin sonlarina dogru hidrojen mik-
tar1 azalip, gorece agir metallerin miktarlar1 artar ve bu zincirleme tepkime demirde
sonlanir. Demire kadar olan siirecte tepkimeler kendiliginden olurken, demirin fiizyon
tepkimesi sonucunda aciga ¢ikan enerji, zincirleme tepkime i¢in yeterli degildir. Bir
diger degisle demiri olusturan fiizyon tepkimesi sonucunda ag¢iga ¢ikan enerji, demir
cekirdeginin baglanma enerjisinden diisiiktiir. Demir, yi1ldizda en agir element oldugu
icin ¢ekirdege dogru gider. Cekirdegin etrafinda ise silikon tabaka fiizyon tepkimesine
devam edip demir olusturmaya devam ederek cekirdegi biiyiitiir. Cekirdek ise Chand-
rasekhar kiitle limitine (1.44 M) ulagtiginda elektron dejenere basinci, kiitle ¢gekime
kars1 dayanamaz ve patlama gergeklesir. Bu patlama ile merkezde proto-notron yildizi



(PNY) kalir ve etrafindaki biitiin madde uzaya ¢ok hizli bir sekilde yayilir. Patlama
cok kisa siire aralifinda gergeklesir ve aciga cikan enerjiyle, agir elementlerin (kiitle
numarast demirden biiyiik olan elementler) olustugu diisiiniilmektedir.

Siipernova patlamasindan bir siire 6nce, merkezdeki PNY nin yogunlugu neredeyse
niikleer yogunluk (10'? g/cm?®) kadar olur [8]]. PNY nin i¢inde bulunan her madde
gibi notrinolar da burada tuzaklanir ve termal dengeye gelir. Termal dengedeki notri-
nolar patlama anminda digar1 salinir ve nétrino parlakliklarinin 10°% erg/s mertebesinde
oldugu tahmin edilmektedir [8]]. Iste bu patlamalardan cikan nétrinolarin sicakliklar:
veya bir diger degisle ortalama kinetik enerjileri de kullanilan modele baghidir. Ayni
zamanda bu sicakliklar, nétrinolarin termal dengeden ¢iktig1 yere de baghdir. Proto-
notron yildizinin igerisinde (anti)notrinolar ¢esnilerine gore farkli noktalarda ayrisir-
lar (decouple). Bu da (anti)notrinolarin PNY’den c¢iktifindaki sicakliklarinda onemli
bir farklilik yaratir. Kisaca 6zetlemek gerekirse elektron nétrinosu ve anti-nétrinosu
PNY’nin i¢inde hem yiiklii akim hem de yiiksiiz akim etkilesimine girerler. Bunun
yaninda miion ve tau ndtrino ve anti-notrinolart sadece yiiksiiz akim etkilesimine gi-
rerler [9]. Boylelikle elektron (anti)notrinolart daha geg¢ ayrisir ve sicakliklar: veya bir
diger degisle ortalama kinetik enerjileri daha diisiik olur. Elektron anti-ndtrinosunun
tesir kesiti elektron notrinosundan kiigiik oldugu icin elektron anti-nétrinolari da goreli
olarak biraz daha sicak kalabilir. Cekirdekten ¢ikan nétrinolarin baglangi¢ sicaklikla-
i (E,,) < (E;,) < (E,,) = (E;,) seklinde siralayabiliriz.

Stipernova modellerindeki 7,,_, 75, , T, karsilagtirmalar1 (x burada miion veya tau ola-
bilir) [[10] referansinda ayrintili olarak verilmistir.

| (a)

8+ 2
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Sekil 1.4: Cesitli siipernova modellerinde alinan 7, Ve 75, sicakliklar goriilmektedir.
Yatay kesikli ¢izgiler 75, sicakligimin iist ve alt limitini gostermektedir. Ortadaki diiz
kesikli ¢izgiler 73, /T,, =1/1.0, 1/0.9, 1/0.8, 1/0.7. oranlarin1 veren ¢izgilerdir.Hata
barlar, ortalama +%10 olarak verilmistir. Bu sekil [[10] makalesinden alinmistir.

Sekil [T.4] ve sekil [1.5] grafiklerinden gérecegimiz lizere, simiilasyon modellerine gére
sicakliklar farkli olabilmektedir. Bu grafiklerde her bir nokta, ayr1 bir simiilasyonda
kullanilan sicaklik degerlerini gostermektedir. Her iki grafikte de yavruagzi renginde
olan kisim £ 1 o belirsizlige sahip sicakliklar1 gostermektedir. Hata barlar1 ise notri-
nolarin, patlama sirasinda gegen siiredeki sicakliklarinin belirsizligini gdstermektedir.
numarali sekilden anlayacagimiz tizere 1;,_, 7, sicakligindan biraz fazladir. Bu da
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Sekil 1.5: Cesitli siipernova modellerinde alinan 7}, ve 7}, sicakliklar goriilmektedir.
Dikey kesikli ¢izgiler 7}, sicakligmin iist ve alt limitini gdstermektedir. Ortadaki diiz
kesikli ¢izgi 7, /T, =1 oranmi veren ¢izgidir. Hata barlar, ortalama +%10 olarak
verilmistir. Bu sekil [[10] makalesinden alinmistir.

yukarida agikladigim sebepten dolayidir. Sekil [I.5] grafi§ine baktigimizda ise ortalama
olarak 7}, sicakliginin 7}, sicakligindan yiiksek alindiklarin1 gorebiliyoruz. Kesin de-
gerler ve daha ayrintili inceleme i¢in [10] kaynagindaki Tablo 1, Tablo 2 ve Tablo 3’e
bakiniz.

Cekirdekten ¢ikan notrinolar yaklagik 200 km boyunca kendileriyle etkilesmeye devam
ederler, ancak geometrik olarak, PNY’den uzaklastik¢a yogunluk diigser ve nétrinola-
rin Oz-etkilesimi azalir. Bu mesafeyi kat eden notrinolarin aki - enerji grafigini sayisal
analiz ile elde ettifimizde spektrumda bir degisim goriiriiz. Duan ve digerleri, [11]
makalesinde ilk defa sayisal modelleme ile notrinolarin spektrumlarinda sekil |1.6| gibi
bir ayrilma elde etmislerdir. Bircok model ile yapilan notrino 6z-etkilesim simiilas-
yonlarinda, nétrino ve anti-notrinolarin enerji dagiliminda spektral ayrilma (literatiirde
"spectral split" veya "spectral swap" ismiyle gecer) meydana gelmektedir, [[12]], [13],
[14], [15], (161, [17], [18], [19].

Bu tezin konusu degisik baslangi¢ kosullar i¢in (sicaklik, aku, istatistiksel dagilim, hi-
yerarsi ve salinim agilari) farkli yapida ve enerjilerde spektral ayrismalari incelemektir.

Tez temel olarak 4 kisma ayrilmustir. Ilk boliim giris kismudir. ikinci boliim ise kuan-
tum alan teorisinin temellerinden olusur. Ugiincii boliimde ise nétrino fiziginin kisa bir
tarihi verildikten sonra, nétrinolarin bogluk salinimlarindan bahsedilmistir. Ardindan
daha kolay ve sade olan iki ¢esnili nétrinolardan bahsedilmistir. Burada polarizasyon
vektorii ve ¢cok-parcacik denklem ¢6zme yontemi olan ortalama alan yaklagimi islen-
mistir. Sonrasinda ii¢ ¢esnili notrinolarin uydugu denklemler, yogunluk matrisi forma-
lizmi ile yazilmistir. Denklemlerin ¢oziimii ile elde edilen grafikler ve yorumlart da
sonuclar boliimiinde verilmistir.
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Sekil 1.6: Grafikte dikey eksen akiyr gOsterirken yatay eksen enerjiyi gostermektedir.
Grafikte noktali (siyah) ve nokta kesikli ¢izgiler (kirmizi) elektron ve tau notrinolari-
nin baslangictaki dagisimlarini vermektedir. Siirekli (yesil) ve kesikli (mavi) ¢izgiler
ise notrinolarin 250 km mesafe katettikten sonraki spektral cizgileridir. Yaklasik 9MeV
civarinda spektrumda bir ayrisma meydana gelmis ve cesniler arasinda bir ge¢is olmus-
tur [11].



2 KUANTUM ALAN TEORISI

2.1 DIRAC DENKLEMI VE COZUMLERI

Dirac denklemini yazalim.
(i — m)y(z) =0 2.1

Dirac denkleminin ¢ikartilmasimi ekler boliimiinde bulabilirsiniz. Denklemi, soldan
(—id —m) ile carpalim.

(@D + imd — imd + m*)(x) = 0 (2.2)
AP = v*+79,,0, = g"*0,0, = [ seklinde alalim.
(O+m*)p(x) =0 (2.3)

Dirac denkleminin ¢oziimleri aym1 zamanda zamanda Klein-Gordon denkleminin de
coziimiidiir. O halde bosluk ¢oziimlerini diizlem dalgalar seklinde ikiye ayirabiliriz.

OF(z) =u(p)e” " (2.4)
Y (z) =v(p)e™” (2.5)

YT (x) pozitif enerji p° > 0 ¢oziimleridir. v~ (z) negatif enerji p° < 0 ¢oziimleridir
Dirac denkleminde bu ifadeleri yerine koyarsak, momentum uzayinda sdyle yazilir.

(p —m)u(p) =0 (2.6)
(p +m)v(p) =0 2.7)

Serbest parcacik denklemini ¢ozerken duragan gozlem cercevesine (frame) gecebili-
riz. Boylelikle momentum vektoriinii p = 0 seklinde alabiliriz. 4-momentum duragan
gozlem cercevesinde sOyle yazilir.

P* = (m,0) = Py, (2.8)



(2.6) ve (2.7) denklemlerini duragan gézlem cergevesinde yazalim.

(mA? — m1)u( Py
(my° + m1)v(Paur)

0 (2.9)
0 (2.10)

Gamma matrislerinin herhangi bir temsilini kullanarak ¢6ziim bulmak miimkiin. Bu
calismada kiral temsiller kullanilacaktir [20]]. Bu kiral temsiller su sekildedir.

0 0 1 ; 0 o
Y= Y= : (2.11)
1 0 o' 0
01 0 — 1 0
ol = = S I 2.12)
10 v 0 0 —1
Once v spindriiniin ¢oziimlerine bakalim. (2.9) denkleminin matris temsilini yazalim.

-1 1
m
1 -1

u(Pyyr) =0 (2.13)

w( Py, ) spindriiniin ¢dziimlerini bulabiliriz.

u(Paur) = v/ H (2.14)

Burada /m katsayis1 bir normalizasyon secimidir [20]]. Bu ileride normalizasyon ko-
1 0

sulunu degistirecektir. Eger ¢ spinérlerini (! = [ ] ve (? = [ ] bazinda secersek 2
0 1

tane lineer bagimsiz ¢oziim elde edilir.

u® (Paur) = EZ] (2.15)

Burada o = 1, 2 degerlerini alabilir. Duragan gozlem cercevesinden, laboratuvar goz-
lem ¢ercevesine gecmek icin u® spindriinii "boost" etmemiz gerekir (boost kelimesinin
Tiirkce karsilig1 itelemek, arttirmak seklindedir ancak bu kelimeler kafa karigikligina
yol acar.) Herhangi bir momentuma sahip «(p) spinoriinii elde etmek i¢in duragan goz-
lem c¢ercevesindeki ¢6ziimii konum-zaman diizleminde "dondiirelim".

u*(p) = exp{—z’SO"wOi}ua(Pdw) (2.16)



Burada S*” donme ve boost iireteci ve w,, Lorentz doniisiim parametresidir. P mo-
mentumunun Lorentz boost doniisiimii asagidaki gibi yazilir.

E

| = P = A (P’ 2.17)

m
0
= (2.18)
0
0

Lorentz doniistim matrisini ¢ — z diizleminde secelim. O halde Lorentz doniisiim matrisi
sOyle olur.

-cosh n 0 0 sinh 7)-
, 0 10 0
ANV, = (2.19)
0 01 0
sinhn 0 0 coshn

Bu matris ¢ — z diizleminde zamansal donmeye (boost) karsilik gelir. 1 cabukluk (ra-
pidity) parametresidir. Doniisiim matrisini (2.17)) denkleminde yerine koyalim.

E 1 . 01 m
= | coshn + sinhn
p3 0 10 0
mcoshn
= (2.20)
m sinh n

z" yoniinii se¢tifimiz igin S matrisi S* seklini alir.

[ 3
[ — [0 03] 2.21)

O halde u(p) spindriiniin ¢6ziimiinii elde edebiliriz. (2.16) denkleminde (2.1]) ve (2.21])
bagintilarin1 yerine koyalim.

u(p) = eXp{ (—% [UO _(;3] 77) }ua(Pdm) (2.22)



Bu denklemi Taylor serisine agip, (2.20) bagintisinda yerine koyalim.

¢Va P

o P (2.23)
5.

u(p) = [

Benzer olarak v*(P) denklemi de su sekilde olur.

o P

P (2.24)
G

v%m:[

Burada Peskin - Schroeder’in [20]] kitabindaki notasyon kullanilmistir. o ve o ifadeleri
4 bilesenlidir ve o = (1, 0") ve & = (1, —0") seklinde tanimlidir. Aym zamanda 7“ ise
v®(P) spindriinii agtigimiz bazdir ve benzer olarak asagidaki gibi tanimlanir.

n* = H (2.25)

Matrislerin karekokii (/o - P) ise o - P matrislerinin ¢arpimindan olusan matrisin 6z-
degerlerinin kokii demektir. Sadece u®(P) spindriinii agik¢a yazalim.

(m 0 ) ga'
u(p) = " Pl (2.26)
(m 0 ) -

0 E—Ps

Son olarak normalizasyon kosulunu da yazalim. Biliyoruz ki ufu bagmtis1 Lorentz
degismezi (invariant) degildir.

a*(p)u’ (p) = 2ms™? (2.27)
7 (p)v? (p) = —2mo™? (2.28)

Daha 6nce bahsettigim (2.14)) bagintisindaki kiitle terimi, normalizasyonda kendisini
gostermistir.
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2.2 DIRAC LAGRANJIYEN’I VE DIRAC HAMILTONYEN’Q

Dirac denklemini veren Lagranjiyen yogunlugu su sekildedir.
L=¢id —m)y (2.29)

Goreli Euler-Lagrange Hareket denklemlerinde (2.29) ifadesini koyalim.

0, oL 9L _, (2.30)
00)
oL oL

a“a(a_ﬂw) ~ 5,0 (2.31)

(2.31)) denklemi bize Dirac denklemini verir. (2.30)) denklemini kullanalim.
(i@ +m) =0 (2.32)
Bu denklem anti-fermiyonlarin uydugu denklemdir.

_ <=
Bazi kitaplarda [21]], Dirac Lagranjiyen yogunlugu 1) (i @ —m)i seklinde yazilir. Bu-
= =

< 0,— 0
rada @ = % seklinde tanimlanir ve buradan da aym hareket denklemlerini

elde etmek miimkiindiir. Anti-fermiyonlarin uydugu denklem, Dirac denkleminin sa-
nal eslenigi (complex conjugate) ahna(pil; da bulunur. Yani bu iki denklem bagimsiz

degildir. Eger bagimsiz almak istersek ¢ notasyonda yazmak daha dogru olur.

Konjuge momentumlar: tanimlayalim.

= i7" (2.33)

=0 (2.34)

Legendre doniistimiinii kullanip Lagranjiyen’den Hamiltonyen formalizmine gegelim.

H=T)+T ¢ — L (2.35)
= —ipy' 0 + myp (2.36)

Oylekii = 1,2, 3 degerlerini alabilir. Hamiltonyen yogunlugu #’yi, alanlar cinsinden
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bulduktan sonra Hamiltonyen’i elde edelim.

"o / P (2.37)
= / P (=iv'Onp +m)ep (2.38)

Simdi fermiyonik kuantizasyon yapalim. Coziimleri diizlem dalgalar cinsinden acalim.

)ePT 4 bgfva(p)e_ip'z) (2.40)

1 1 K, .
T) = Zﬁﬁ Z(%U (p

Z aT aT me zpa:_|_boz aT( ) zpa:) (241)

a=1

=% i

Coziimlere ek olarak 4yt = 1) bagintisin1 da bulalim.

S (e e e

a=1

9=% 75 iE o

Burada af, b ve a, b operatorleri sirasiyla pargacik yaratma ve parcacik yok etme ope-
ratorleridir. u(p) ve v(p) spinérleri ise daha 6nce buldugumuz Dirac denklemlerinin
coziimleridir. Yaratma, yok etme operatorleri icin anti-komiitator bagintis1 yazilir.

{a a’BT} = 8§57 0% (2.43)
{05,051} = b5 0°¢ (2.44)

Yukarida yazilan bagintilar disindaki diger kombinasyonlar sifir degerini alir. Fermi-
yonik alanlar ise asagidaki anti-komiitator bagintilarini saglarlar.

{va(@), 03 } = 0@ = Poas (245)
{vl@, v} =0 (2.46)
{4a (), Ys(9)} = (2.47)

¢ ve 1 alanlarmin momentum uzayinda yazdigimiz ([2.40) ve ([2.42) ifadelerini kulla-
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nalim.

1p.x

(704 mbte) = 3 e D [agtm —imuc e

+ bg.T(m + 'yipi)vo‘(p)e_ip'“” (2.48)

Yukaridaki fazladan negatiflik, Minkowski metrigin uzay kismini negatif almamizdan
kaynaklanir (n = diag(1,—1,—1,—1)). Yani p’- & = Y, p'a’ = —a'p; seklinde gelir.
Ayrica bu ifadede (m — ~v'p;)u®(p) ve (m + ~'p;)v*(p) kisimlar1 Dirac denkleminin
¢cOziimleridir.

(Y'pu — m)u(p) =0 (2.49)
(v'pu +m)o(p) =0 (2.50)
Bu denklemleri agikca yazalim.
(7°po +7'pi = m)u(p) =0 (2.51)
(7'po +7'pi + m)v(p) =0 (2.52)
O halde aradigimiz kisimlar su sekilde yazilir.
7’ pou(p) = (m —+'pi)u(p) (2.53)
—7"pou(p) = (m +~'p;)v(p) (2.54)
Simdi (2.48) denkleminde buldugumuz ifadeleri yerine koyalim. (py = E,,)
1 [E, <
(704 m)ot) = 3 S st
I \/V 2 a=1 :
af o —ip.x
— ;v (p)e” "] (2.55)

Hamiltonyen yogunlugu H = 1 (—iv'0; +m)y seklinde yazabiliriz. (2.55) denkle-
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mine +/ alamini da ekleyip uzay iizerinden integral alalim.

1 E —iq.T Q.7
H=3 ) / d'a (|1 3 lafu (@)™ + b ()] x
q 1 ap

a3 ()™ — B (p)e ] (2.56)
=7 2 [ IS [ @ v e
V - 4E, " ¢
a1 (q) - ()l
—i—bga?‘»[v (q) - u®(p))e=(@tp)
bﬁbaT[ BT( ) - v%(p)]e™™ (a-p) (2.57)

Hamiltonyen’deki integralleri almamiz gerekmektedir. Bu integraller ve bazi kullanigh
ozellikler sunlardir:

/ Pz TP =V b4 (2.58)
.
0pq = 0z 2.59)

O halde (2.57) denklemi su hale gelir.

=35 Z[ F gl (p) - u® ()]

—a" 6w (p) - v (—p)]
+b2a” Jo% (p) - u®(—p)]
—bb [0 (p) - v* ()] (2.60)

H n

Bazi terimlere, yerine "—p" gelmesinin sebebi, Dirac delta fonksiyonun d(p + ¢)
seklinde gelmemdm Son olarak asagidaki 6zellikleri (normalizasyon ve diklik kosul-
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lar1) kullanacagiz.

: B
J—
= (o) + Tp ¢ = 20 pC?
Hp) - u” (p) = 2pyd®” (2.61)
*“I(p) - v%(p) = 2po6*° (2.62)
ey _ - a — p- 0-776
B
=¢"(p-o)p-om’ =T (p-o) o)’
ut(p) - v’ (=p) = 0 (2.63)
v (p) - u’(=p) = 0 (2.64)

< &

Yukaridaki denklemlerde (p - o)(p - o) = (po + pic*)(po + pio’) = p3 + p? seklinde
yazabiliriz. Buldugumuz sonuglari (2.60) denkleminde yerine koyalim.

H=3" B, (agtag - 5es) (2.65)
I a

=Y B> (aglag +65T0g + (2m)76(0)) (2.66)
D o
Sonsuz bosluk enerjisini 6(0) ihmal edersek Dirac Hamiltonyen’i soyle yazilir.

H=3" B> (aflag+v5'05) (2.67)
I «a
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3 NOTRINO FizZiGi

3.1 TARIHCE

Rutherford, 1899 yilinda iki ¢esit radyasyon oldugunu gosterdi. Bunlardan biri alfa
digeri ise beta radyasyonlari idi. Daha sonradan Curie, beta bozunumunun ¢ekirdegin
elektron yaymasi oldugunu kesfetti.

(A, Z) > (A, Z+1)+ e 3.1)

Ancak daha sonradan yapilan deneylerde, beta bozunumu sonucunda ¢ikan elektronun
enerji spektrumu siirekli dagilim gosterdigi ol¢iiliiyordu. Bunun olmamasi gerekmek-
teydi. Ciinkii o yillarda da ¢ekirdegin enerji seviyelerinin oldugu ve bunlar arasindaki
gecislerde enerjinin kesikli degerler almasi gerektigi diisiiniilityordu. Bohr, niikleer bo-
zunmalarda enerji ve momentum korunumunun ancak istatistiksel olarak gecerli ola-
bilecegi yorumunu yapti. Elektronun siirekli enerji dagilimi o zamanlarin en onemli
sorunu haline geldi.

Bu soruna 1930 yilinda, Wolfgang Pauli katilamadig: bir konferansa génderdigi mek-
tup ile ¢coziim getirdi [23]. Pauli’ye gore beta bozunumunun iiriin parcaciklarinda bir
parcacik daha olmaliydi. Bu parcacigin spini % ve elektriksel yiik olarak da notr ol-
mas1 gerekiyordu. Bu parcacik sayesinde, beta bozunumunun siirekli enerji dagilimini
aciklanabiliyordu. Ancak Pauli’nin Onerdigi bu pargacik, deneylerde dogrudan goz-
lemlenmiyordu. Bu yiizden madde ile etkilesim tesir kesiti ¢cok diisiik olmaliyd.

Bu savin ortaya atilmasindan 3 yil sonra, Solvay Konferansinda bu parcaciga Notrino
ismi verilmisti. Bu "fazladan" parcacik hipotezi, gozlemsel sonu¢ alinmamasina rag-
men arastiritlmaya devam edildi. O siralarda Enrico Fermi beta bozunumu i¢in bir teori
gelistirdi [24].

1956 yilinda Fred Reines, Cleyde Cowan ve ekibi ilk kez notrino goézlemi yaptiklarim
duyurdular [25]. Cok yiiksek miktarda radyoaktifligin oldugu (Niikleer santrallerin ya-
ki gibi) yerlerde ters beta bozunmasini kullanarak pozitron yakalamiglardi. Yani

v+p—=ntet 3.2)
tepkimesini gozlemlediklerini diisiiniiyorlardi. Burada (3.2) tepkimesinin de halen tam
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olarak dogru bir tepkime olmadigi sdyleyebiliriz. Oncelikle o dénemde anti parga-
ciklar bilinmiyordu. Buna ek olarak, Standart modelin 6ngordiigii pargacik aileleri bi-
linmediginden tek cesit notrinolar oldugu varsayiliyordu. Dogru tepkime su sekildedir.

Ve+p—n+et (3.3)

Giiniimiizde ters beta bozunumu (57) olarak bilinen bu tepkimenin deneyini yapan
Reines ve Cowan’na, makalenin yayinlanmasindan 40 sene sonra Nobel 6diilii veril-
mistir.

Notrino salimm fikrini ilk ortaya atan kisi, 1957 yilinda Pontecorvo’dur [26]. Pon-
tecorvo, salimmlarr nétrino-antindtrino arasinda dnermisti ve motivasyonunu kaon-
antikaon salinimlarindan almigti. Cesni salinimlarinin da olabilecegini Z. Maki, M.
Nakagawa ve S. Sakata [27] 1967 yilinda 6nermistir.

Bu gelismelerin akabinde, notrinolar1 yakalayabilmek i¢in bir cok deney diizenekleri
kuruldu. Bunlarin bir ¢ogu, nétrino yakalamak i¢in ters beta bozunumunu (3.3)) baz
alarak tasarlanmistir. Deneyler, kabaca tepkimesinde verilen bozunumun iiriin
parcgaci8i1 olan leptonun Cherenkov 1s1masini saptamak iizerine kuruludur. Ortaya ¢ikan
leptonun cinsi ise gelen notrinonun ¢esnisini belirlemektedir.

3.2 BOSLUK SALINIMLARI KUANTUM MEKANIKSEL CIKA-
RIMI

Notrinolarin kiitlesinin varlifi, ¢esniler arasinda gecislere izin verir. Bu salinimlarini
daha iyi anlamak i¢in salinim geg¢is olasiliklarini incelememiz gerekir. Bunun i¢in «
cesnili bir ndtrinoyu betimleyelim.

Vo) =Y Uiplv)  (a=e,p,7) (3.4)
k

U matrisi, iki tabani iligskilendirdigi i¢in tiniter olmalidir. Yani Uy U, = d5; bagintist
saglanmalidir. Burada Yunan harfleri ile etiketli olanlar ¢esni bazindaki, Latin harfleri
ile etiketli olanlar ise kiitle bazindaki 6zdurumlardir. U matrisi ise |v) kiitle baz1 ve
|V.) cesni bazi arasinda gecisi veren matristir. U matrisi, bilinen 3 nétrino ¢esnisi i¢in
boyutu 3x3 bir matris olmahdir. Eger iicten fazla ¢esni (steril nétrino gibi) var ise, U
doniistim matrisinin boyutu 3x3’ten biiyiik olabilir. Eger dogada steril notrinolar varsa
veya laboratuvarda iiretilirse, bildigimiz standart model etkilesimlerine girmemesi bek-
lenir. Ciinkii standart modelde ii¢ cesit ¢cesni vardir ve bunlarin arasindaki etkilesimleri
aciklar. Steril notrinolar, kiitle-cekim etkilesimlerine veya egzotik etkilesimlere girebi-
lir.
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U matrisinin iiniterlik kosulunu goyle yazabiliriz.

(Vklvs) = Orj, (Valvg) = dup (3.5)

Simdi notrinolarin zaman i¢ginde evrimine bakalim. Ultra-goreli hizlarda yani p >> m
limitte, Dirac denklemini Schrodinger-tip denklem ile betimleyebiliriz. Bunu gostere-
lim.

Notrinolar spin-% parcaciklardir ve Dirac denklemine uyarlar. Ayn1 zamanda Klein-
Gordon denkleminin de ¢oéziimleridir. Tek bir kiitle 6zdegerinde bulunan Dirac spind-
riiniin (v;), uydugu denklemi yazabiliriz.

(0,0" — mZ)vy(a") = 0 (3.6)

Yukaridaki yazilan denklem tek parcacik icindir. Burada ¢ etiketi birden lice kadar
gider. Ug kiitle 6zdegerleri ile yazdigimizda tek parcacik Klein-Gordon denklemini 3
notrino i¢in yazalim.

(0,0" — M*)W(z") =0 (3.7)
Burada M soyle yazilir.
m% 0 0 1241
M=10 m? 0 ve U= | (3.8)
0 0 m% Vs

denklemini kiitle bazinda yazdigimiz gibi ¢esni bazinda da yazabiliriz. Bunun
icin kiitle bazinda yazdigimiz spinérii (v;), ¢cesni bazinda (v,) yazmamiz gerekir. Bu
doniigsiimii (3.4) bagintis1 verir. Bir de kiitle matrisinin M ¢esni bazinda nasil yazil-
digina bakmamiz gerekmektedir. Onu ise bagintisinda tanimladigimiz iiniter U
matrisi cinsinden yazabiliriz.

M2 =UMU' (3.9)

Simdi nétrino alanim1 V¥, diizlem dalgalar cinsinden acalim.
U(x,t) = Ua(t)e*? (3.10)
O halde Klein-Gordon denklemini soyle yazabiliriz.
(02 + k2 + MU (1) =0 (3.11)

Burada onemli bir ayrintiya deginmek istiyorum. Cesni bazinda olan spindriin zaman
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kismini diizlem dalgalar e~ cinsinden agamayiz. Ciinkii dagilim (dispersion) bagin-
tilart w? = k% +m? seklinde yazilir. Notrinolarin es zamanl olarak sabitlenmis (fixed)

bir enerji ve momentum degeri yoktur.

Simdi ultra-goreli limit, yani yiiksek enerji icin bazi yaklasikliklar yapacagim. Yiiksek
enerjilerde nétrinonun momentumu, nétrino kiitlesinden ¢ok ¢ok biiyiiktiir, & = |k| >
m;. Diger yandan (3.TT)) denkleminin ilk iki terimi su sekilde yazabiliriz.

(0 + k) =~ (i, + k)(—id, + k) (3.12)

Kiitle bazinda baktigimizda, ultra relativistik parcaciklar i¢in i0; — w; ~ k yazabili-
riz. O halde (3.T1)) denkleminin pozitif kismini alalim.

[2k(—i0; + k) + M?] Uy (t) =0 (3.13)
(3.14)
Bu bize su bagintiy1 verir.
M2
10V (t) = (k + %>\Ifk(t) (3.15)

Yukarida yazdigimiz denklemin Schrédinger tipi bir denklem oldugunu, denklemi daha
kapali (compact) halde yazdigimizda gorebiliriz.

0,0 (1) = HyU (1) (3.16)

M2
Burada H;, = (k + §> seklinde tanimlhdir.

Notrinolar, Schrodinger-tipi bir denkleme uyarlar diyebiliriz. Biz Onceki notasyona
geri donerek (3.16))’°1 kiitle bazinda yazalim.

i l0) = I (1) G.17)

Kiitle bazinda yazdigimiz 6zdurumunun zamanda evrimini diizlem dalga cinsinden
acalim. Bu ayn1 zamanda Schrédinger denkleminin de ¢oziimiidiir.

() = e " |uy) (3.18)

Burada baglangigtaki nétrinolart |, (t = 0)) = |v4) seklindedir. Cesni bazinda nétrino
O0zdurumlarini su sekilde yazabiliriz.

PAG) Z e Bkt 1) (3.19)
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|1) icin bu bagintinin tersini kullanacagiz.

Valt)) =) (Z U;ke_iEktUﬁk) vg) (3.20)
8 k

Bu denklem bize |v,) — |vs) gecis olasilik genligini verir. Notrinolarin salinimlarini
veren terim, (3.20) denkleminden de goriilecegi iizere U matrisidir. Bu U matrisinin
tiniter bir matris oldugunu hatirlatmakta fayda var. (3.20) denkleminde, hayatina § =
e, iu, T cesnisinde ve E. enerjisinde baslayan bir notrinonun ¢ siire sonra o ¢esnisine
gecisini veren 6zdurumlar1 goriiniiyor. O halde o nétrinosundan /3 notrinosuna gegis
olasilik genligi A, ., (t) ve gegis olasihig1 P, ., (t) su sekilde yazilir.

Avass (8) = (wplva() = Y UsUgre ™ (3.21)
k
Py () = [Av s, O = Y U UsUsy Upy e BBt (3.22)
k.j

Notrinolarin tahmin edilen kiitlelerinin elektron volt mertebesinden kiigiik oldugu dii-
stintilmektedir. Ben bu tez calismasinda siipernova nétrinolari ile ilgilenecegim ki on-
larin da enerjisi MeV seviyelerindedir. Notrino kiitlesinin, momentumunun yaninda
cok kii¢iik oldugunu varsayacagiz. Yani p > m limitini alabiliriz.

2
m
Ek:,/p2+m§:p+2—; (3.23)

Notrino enerjisine gelen katkida, durgun kiitlenin etkisini goz ard1 edebiliriz. Yani £ =
|p] seklinde yazilabilir. O halde enerji ifadesini yazalim.

2

m
E,.~FE+ —E 3.24
k +2E ( )

Gegis olasiligindan da anlayabilecegiz gibi nétrino salinimlari icin 6nemli olan enerji
farklaridir.Enerji farklari ise kiitle farklar1 seklinde yazilabilir.

2

omy;
T (3.25)

Buradaki kiitle farklar1 su sekilde tanimlidir.

mij =m; — mf (3.26)
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Yukaridaki yaklasikliklar yaptiktan sonra gegis olasiligini tekrardan yazalim.

Im?2.
2 " " .
Py (t) = |Avssy (L E)|” = UnUaikUasU, exp{—z 5 E’”

k.j

t} (3.27)

Notrino deneyleri i¢in salinim frekansinin zamana bagh degil yola bagh olmasi daha
anlamlidir. Notrinolar ultra-goreli hizlarda hareket ettigi i¢in, yani yani p > m limi-
tinde, ¢ zaman boyutunu, I, konum boyutu gibi diisiinebiliriz. Boylelikle denk-
lemi su sekle gelir.

2
Omy

Py (L) = |Avussy (L, E)|2 = Z UiUskUas U, exp{—z ¥
k.j

L} (3.28)

Yukaridaki denklem, hayata « ¢esnisi ile baglayan bir nétrinonun L kadar bir mesafe
ilerledikten sonra (3 cesnisine gegis olasiligini verir. Aynit zamanda « ndtrinosunun
tekrar o ndtrinosuna doniismesi i¢in gereken salinim mesafesi

sl ATE
o= 5m%j (3.29)
seklindedir. Salinim i¢in (3.28) denkleminden soyleyebiliriz ki, salimmlar kiitle far-
kina, ndtrinonun enerjisine ve gec¢is matrislerinin elemanlarina baglidir. Ayni1 zamanda
(3.28) denkleminden, nétrinonun saf kiitlesinin m;, salinim deneylerinden 6lgiileme-
yecegini de cikarabiliriz. Saf (absolute) kiitle, beta bozunumun enerji dagiliminin ug
noktasina gelen kiiciik katki ile ol¢iilebilir. Notrinonun saf kiitlesi trityum beta bozun-
mast deneylerinde Olciilmeye ¢alisilmaktadir [28]] .

Uc kiitle kare, bize iki kiitle kare farki verir. Bu iki kiitle kare farkini iki sekilde dizebi-
liriz. Yapilan deneylerden biliyoruz ki bu iki kiitle kare farklarindan dm?, = 10~%eV/?
mertebesindeyken dm3; = 1072V ? mertebesindedir [[1]. Bu fark bize kiitle bazinin
siralamasinda bir serbestlik yaratir. Kiitle hiyerarsisi olarak bilinen bu durumu gorsel
olarak soyle gosterebiliriz. Bildigimiz kadariyla bir adet kiiciik kiitle kare farki, bir
adet de biiyiik kiitle kare farki olmalidir, ancak hangi sirayla olacagi belirsizdir. Ben
yaptigim sayisal analizlerde iki tip hiyerarsi icin de sonuglar elde ettim.

numarali grafikde (Am?)u,, = dm3, ile gosterilen deger, atmosferik kiitle farki
degeridir. (Am?),,; = dm?2, kismu ise solar kiitle farki degeridir. Iki farkli hiyerarsi
problemi, nétrino fiziginin halen aydinlanmayan bir sorunudur.

Gegis olasiligi (3.28)) baz1 6zelliklere sahiptir. Olasiligin korunumundan agagidaki ba-
gintilar saglanmalidur.

> Py (L E)=1 (3.30)
B
> P (L E)=1 (3.31)
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(Am:)-mI
(m])‘# |
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VT
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(Am™)_,
()’ (m,)’m ——
normal hierarchy inverted hierarchy

Sekil 3.1: Notrinolarin iki ¢esit hiyerarsisi olabilir. Normal hiyerarside notrino kiit-
leleri 3,2,1 seklinde, ters hiyerarside 2,1,3 seklinde siralidir. Burada atmosferik kiitle
kare farki biiyiik, solar kiitle kare farki kiiciik olmak {izere iki farkli degeri siralama
serbestligi vardir. [29]

Uniter U matrisine faz ekleyebiliriz.
Uk — €V Uppe' (3.32)

Bu fazlara Majorana fazlar denir. v, ve ¢, fazlar1 salinim geg¢is olasiligini yani denk-
lem (3.27)’y1 degismez birakir. Ayrica daha sonradan dikkate alacagim notrino 6z-
etkilesimlerinde de bu fazlarin katkisi1 olmayacaktir. Calismanin geri kalaninda bu faz-
lart sifir alacagiz.

Gegis olasiligini sanal ve gercek kisim olarak ikiye ayirip tekrar yazalim.

.y 5ijL
Pypsny (L, E) =605 — 4> Re|UsUsUa;Up,] sin i
k>j
om2. L
+2) Im[UUnlUaUs, ] sin ( 4; ) (3.33)
k>j
Eger gecis olasilig1 a = [ durumunda alirsak
omi.L
Pyyosiy (L E) = 1 =4 " |Uni|*|Uyy|” sin® (4—21) (3.34)

k>3

seklinde olur. P, _,,  ifadesine yasama (survival) olasilig1 denir. Yasama olasili81, ha-
yata « ¢esnisi ile baglamig bir notrinonun tekrardan o cesnisine gegis olasiligini verir.
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Bu tezin hesaplarini yaparken, yapilan simiilasyonlarin dogrulugunu test etmek i¢in
(3.34) denklemini kullandim. Boylelikle sayisal algoritmanin belirli limitlerini analitik
olarak da dogrulama imkanim oldu.

3.3 IKi CESNILI NOTRINOLAR

Kuantum alan teorisi boliimde, Dirac alanin1 (2.40) kuantize edip, yaratma at, bl ve
yok etme a, b operatdrleri cinsinden yazmistik. Bu operatorleri temel olarak iki ayri
bazda yazabiliriz. Bu bazlardan biri kiitle baz1 iken digeri ¢esni bazidir. Bazlar arasi
gecisi U iiniter matrisinden yararlanarak yazariz. Bu boliimde, kolaylik olmasi i¢in sa-
dece iki ¢esit ¢cesni alacagim. Anti-fermiyonlardan ve ii¢ ¢esit notrinolardan bir sonraki
boliimde bahsedecegim.

Iki notrino karisimi s6z konusu oldugunda U karigma matrisi de 2x2 bir matrise indir-
genir, ki bu matris de tek bir a¢1 ile karakterize edilebilir. Sadece iki ¢esnili nétrinonun
karistig1 durumda Majorana fazi salimmmlarda gézlenebilir bir etkiye yol agcmayacagi
icin (bakiniz denklem (3.32))’in altindaki paragraf), bu fazi da burada sifir alabiliriz.
Bu durumda baz arasindaki gecis su sekildedir.

|vg > v >
i

|l/1 >

)0

> |V, >

Sekil 3.2: Kiitle baz1 ile ¢esni bazi arasinda 6 acist vardir. Bu a¢1 nétrino ¢esnilerinin
karistmini belirler. Iki bazin birbirine doniisiimii dSnme matrisi verir.

Yaratma, yok etme operatorlerinin doniisiimii su sekilde olur.

a.(p) = a1(p) cos O + ay(p) sin b
az(p) = —aq(p) sin 6 + az(p) cos

a1(p) = a.(p) cos @ — a,(p)sinb
az(p) = a.(p) sin @ + a,(p) cosd (3.35)

Buradaki fermiyon operatérleri (2.43) denkleminde verilen anti-komiitator bagintila-
rim1 saglar. Yukarida verilen doniisiimlerde rakam ile yazilan ¢+ = 1,2 alt etiketler,
nétrinonun kiitle bazindaki temsilleri iken Yunan harfi ile yazilan o = e, x alt etiketler,
cesni bazini temsil etmektedirler. Burada z etiketi miion veya tau nétrinosunu goste-
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rebilecegi gibi, onlar1 bir siiperpozisyonunu olarak da gosterebilir. Esasen x ¢esnisi,
miion ve tau ¢esnilerinin 6zel bir kombinasyonu alindiginda, iki ¢esni karigimi ile elde
edilen sonuglar, ii¢ ¢esni sonuglarina daha yakin cikabilir. Ancak biz burada iki ¢esni
karisimini sadece kavramsal agiklik amaciyla kullanacagiz ve ilerideki boliimlerde ii¢
cesni hesaplar1 yapacagimiz icin, bu teknik noktay1 atliyoruz. € ise nétrinolarin ka-
risma acisidir. Kiitle bazinda olan nétrino, ¢esni bazinda yazilmak istenirse iki farkl
cesnide olan nétrinolarin bir siiperpozisyonu olarak yazilir.

|Ve) = |11) cos O + |va) sin @ (3.36)
|ve) = — |v1) sinf + |vy) cos 6 (3.37)

Eger § — —0 alirsak ters doniisiim elde edilir.

3.3.1 NOTRINO IZOSPIN OPERATORLERI

Iki cesni ile calismak, bize nétrino izospinini tanimlama olanag verir. Notrino salimi-
minin standart ¢ikarimini yaptiktan sonra denklemleri izospin formiilasyonunda yaza-
lim. Cesni izospin operatdrlerini yaratma, yok etme operatorleri cinsinden tanimlaya-
lim.

J;;‘r = al(ﬁ)ax(ﬁ% JZ-,T = al(ﬁjde(ﬁ)
T3 =+ (el Pac(F) - ol (Pa.(7) (3.3

Cesni izospin operatorleri ile SU(2) cebiri olusturabiliriz. Burada Jg = J5+ Ug ve
Jy = J5 — iJ;i seklinde tanimlhidir. Yer degistirme (komiitator) bagintilarini, (2.43))
bagintisindan yararlanarak yazacagim.

JE 05| =20z |5 TE| = 207 (3.39)

p’7q P’ 7q

Benzer sekilde kiitle izospin operatorlerinin tanimlayip ve olusturduklar: cebri (3.35)
doniistimlerini kullanarak elde edebiliriz.

Iy = aas(p), Ty = ay(B)ar(p),
7 =3 (o} (P)es () ~ al x()) (3.40)

Kiitle bazinda da ayni cebir olusur.

75T | = 0wTi (75T = 220077 (3.41)

24



Yeni bir notasyonu simdiden yazmakta fayda var. Herhangi bir A operatoriiniin mo-
2

m
mentumlart iizerinden toplami ve bosluk salinim frekanslart (w = 2—) izerinden
D

toplamin sdyle tanimlayalim [[12]].

A, =) Ay A=A, (3.42)
|p1=p w
Buradaki Z‘ , toplami1, momentum vektoriiniin bityikligii ayn: olan nétrinolar iize-

rindendir. Bir dlger deyisle, J,, operatorii, w frekansina sahip olan ¢esni izospin opera-
torlerinin toplamina karsilik gelmektedir. .J operatorii ise, farkli w frekansindaki izos-
pin operatorlerinin hepsinin toplamina karsilik gelmektedir.

Tanimladigim izospin operatorleri ile salinim ve 6z-etkilesim Hamiltonyen’lerini ya-
zacagiz.

3.3.2 COK PARCACIK SALINIM HAMILTONYEN’I

Bir 6nceki boliimiin sonunda Dirac Hamiltonyen’ini yazmustik. Bu bagint1 etki-
lesime girmeyen tiim goreli fermiyonlar i¢in kullanilabilir. Iki ¢esni igin denk-
lemi su sekilde yazilir.

H, =3 (Bi@ al@ar(®) + Ex(p) ab(ae (7)) (3.43)

2

Burada antinétrinolart (b, b") simdilik g6z 6niinde bulundurmayacagim. Ultra-goreli
hizlardaki enerjiyi yaklagik olarak veren (3.23)) bagintisin1 kullanalim.

2

i Z Kp + _) o} (P)axr () + (p + %) az(ﬁ)az(ﬁ)} (3.44)

Hamiltonyen’in asagidaki ifadesini ayiralim.

Zp [al (P)a1(p) —I—a2 (P)as( ﬁ)} an (3.45)

Burada n(p) say1 operatoriidiir. Denklem (3.45]), Hamiltonyen’in matris temsili igin,
birim matris ile momentumun biiyiikliigiiniin carpimina denk gelecektir. Bir diger de-
gisle notrino salinimlart pargacik sayisini degistirmez. Hareket denklemlerini Heisen-
berg resminde ¢ozerken (3.45)) terimi, degisimine bakilan nicelige sadece tteleme ge-
tirecektir (%A = i[H,A] = 0 .) Bu sebepten dolay1 bu terimleri ihmal edip, diger
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terimleri gdz Oniinde tutacagim.
mi m3 4
H, = Z %al(ﬁ)al(ﬁ) + %%(ﬁ)@(m (3.46)
2

seklinde olur.

Hamiltonyen’i farkli bir sekilde tekrar yazalim.

=3 ("L (al o)+ )

- (mgél;pm% (al (p)ai(p) — aé(ﬁ)@(ﬁ))) (3.47)
Hamiltonyen’in
2. (% (al @ () + aé@az(m)) (3.48)

p

kismin1 yukarida bahsettigim sebepten dolayi atabiliriz. O halde ¢ok pargacikli Hamil-
tonyen su sekle gelir.

2

H,=- YT

: pm% (ai (P)ai(p) — a£ (ﬁ)az(ﬁ)) (3.49)

p

Burada (3.49) bagintist kiitle bazinda yazilmigtir. Kiitle bazindan ¢esni bazina geg-
mek i¢in yaratma, yok etme operatorlerini (3.35]) doniigiimlerini kullanarak yazabiliriz.
Cesni bazinda yazdigimiz Hamiltonyen kdsegen olmaz.

Hy=-Y (”‘24;197"1) [cos 20 (al (7)ae () — ol (7)ax (7))
—sin 20(al(p)a.(p) + (al(P)ac(p))] (3.50)

Izospin operatérlerinin tanimini da kullanarak, Hamiltonyen’i tekrar yazalim.
H, = —(—jpz) (3.51)

p
2
= ‘Zﬁp(sm 20.J" — cos 20.J7) (3.52)
2

Yukarida iki farkli Hamiltonyen varmig gibi goziikse de iki baginti, ayn1 Hamilton-
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yen’in iki farkli bazda yaziliglarini verir. Daha toplu bir sekilde de yazabiliriz.
H,=> w(B- L) (3.53)

Burada tanimlanan B vektorii, cesni ve kiitle bazinda farkli degerler almaktadir.

é = (07 07 _1)kutle
= (sin 26,0, — c0s 20) cesni (3.54)

Boylelikle 2 cesni varliginda nétrinolarin bosluk salinimlarinin Hamiltonyen’ini izos-
pin operatorleri cinsinden yazmig bulunmaktayiz.

3.3.3 COK PARCACIK OZ-ETKILESIM HAMILTONYEN’i

Notrinolarin standart model parcaciklari ile ¢ok zayif bir sekilde etkilesime girdigi
bilinmektedir. Ornek vermek gerekirse MeV enerjilerinde, notrino-cekirdek etkiles-
melerinin tesir kesiti ¢ = 1074 — 107 ¢cm? mertebesindedir [1]] [30] [21]]. Bilindigi
kadariyla nétrinolar sadece zayif etkilesimlere girmektedir. Bu etkilesimler yiiklii akim
(Charged Current CC) ve yiiksiiz akim (Neutral current NC) olarak ikiye ayrilir. Bun-
lart siras1 ile Y1A ve YsA olarak kisaltacagiz.

Ben calismamda noétrino etkilesimlerinden sadece notrino-ndtrino etkilesimlerini ele
alacagim. Bunun anlami, ortamda nétrinolardan bagka net parcacik yogunlugu olmadi-
gin1 varsaydigimizdir. Bu etkilesimler yiiksiiz akimlarla yapilmaktadir. Hareket denk-
lemleri ¢c6zmek i¢in Hamilton formalizmini kullanacagim.

Calismada sadece iki farkli diyagrami gbz oniinde bulunduracagim. Bunlardan biri ileri
sacilma diyagram (forward scattering), digeri ise momentumlar1 degis-tokus oldugu
diyagramdir. Sirasiyla sekil (I.Ta) ve sekil (I.1b) Feynman diyagramlarini1 gorebiliriz.
Bu iki diyagram da eg evrelidir (coherent.) Cok-parcacik Hamiltonyen’ini bu iki farkli
Feynman diyagrami i¢in yazalim [12], [31]. Kolaylik olmasi i¢in nokta etkilesimi (sekil
(33)) goz oniine alacagim. Bu demek oluyor ki Z° bozonunun kiitlesi, ndtrinonun
enerjisinden ¢ok cok biiyiik oldugu i¢in propagatoriin katkisin1 almayacagim. Ayrintili
hesap [32] kaynaginda yapilmisgtir.

Bu iki durum i¢in nétrino-notrino sa¢ilmasinin Hamiltonyen’i su sekilde verilir [[12].

— oS ¢zz)|a (ﬁ)ae(ﬁ)al(@ae(ﬁf)

+ al(P)a.(P)al(P)a.(q)
+ al(Pas(P)al (Dac(P)
+ al(P)ac(P)al(P)a. (7)) (3.55)

l/l/i
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(a) Momentum Degisimlerinin Olmadigi (b) Momentum Degisimlerinin Oldugu
Diyagram. Diyagram.

Sekil 3.3: Z° propagatériiniin kiitlesi ndtrinonun kiitlesinden cok biiyiik oldugu igin
propagatoriin katkisini goz ardi edilebilir. Bu da demek oluyor ki Feynman diyagramini
nokta etkilesim olarak diisiinebiliriz.

Denklem iki cesni icin yazilmistir. Burada G Fermi Sabiti, V' ise normalizas-
yondan gelen hacimdir. ¢;; terimi ise momentumlarinin arasindaki agidir. (1 — cos¢zz)
terimi relativistik etkilerden gelir. Zira birbirine paralel ilerleyen iki notrino, birbirini
goremez. Hamiltonyen’in ilk iki terimi ileri sa¢ilma diyagramindan gelir, yani elekt-
ron veya x cesnili notrinolarin sagildiktan sonra ayn1 momentumda kaldig1 agikca go-
ziikmektedir. Uglincii ve dordiincii terimler ise momentumun degistigi durumu goste-
rir. Oz-etkilesim Hamiltonyen’ini, (3.38) izospin tanimlarini kullanarak da yazabiliriz.
Denklemleri yazarken, dnceden agikladigim gibi birim matris ile orantili olan terimleri
atacagim

Grv2 L.
};/ Z (1 — COS ﬁ(j)Jﬁ' Jq’ (356)

pq

HIIV =

Bu Hamiltonyeni kiitle bazinda yazarsak izospinlerin i¢ (skaler) carpimindan dolay1
ayni kalacaktir.

GrV2 S o
Hy, = b;/\/_ (1 — cos ¢) Ty - Tg (3.57)

pq

Boylelikle izospin vektorleri cinsinden 6z-etkilesim Hamiltonyen’i yazmis bulunuyo-
ruz. Salinim Hamiltonyen’i, (3.53)) ve kendisiyle etkilesim Hamiltonyen’ini, (3.56) bir-
lestirerek her iki tabanda yazalim.

H:ng-jw—l—uz (1 — cos ) Jy - Jz (3.58)
w pq

= wB T+ (1—cos )Ty Ty (3.59)
w pq
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2G
Burada p = F

olarak tanimlidir. x4 terimini, simiilasyonlarda etkilesim terimini

biiyiitmek veya kiiciiltmek i¢in kullanabiliriz. Bu da se¢tigimiz kuantizasyon hacminin
biiytikliigiinii istedigimiz boyutta secebiliriz anlamina gelir. Ayrica ben calismamda tek
a¢1 yaklagikligi kullandim ve cos¢pz = 0 segtim. Cok ac1 yaklagimi (Multi-angle app-
roximation) ile yapilan ¢alismalar da literatiirde vardir [13], [11]. O halde Hamilton-
yen’in tiim terimlerini salinim frekanslari cinsinden tekrar yazalim. Bunun i¢in kesikli
limitte bakip, (3.42) bagintilarini kullanalim.

H=Y wB-J,+pl-J (3.60)

=Y wB-L+ng-J (3.61)

Bu Hamiltonyen i¢in hareket sabiti tanimlayabiliriz. Frekansa bagh olarak degismezi
su sekilde tanimlariz [[12].

5 T ‘]_t.:} : Jw’
ho=B-Jot+2p Yy = (3.62)
W ()
Bu biiyiikliiklerin
e (3.63)
[H, h,] =0 (3.64)

bagintilarin1 sagladiklar1 kolayca gosterilebilir. Bir diger degisle bunlar, 6z-etkilesim
nétrino Hamiltonyen’inin hareket sabitleridir. Degismezler, (3.62)) denklemindeki 1
parametresinin sabit oldugu durumlarda aym kalir.

Yaptigim simiilasyonlarda, degismezler bir kontrol mekanizmasi gorevi goriirler. Clinkii
degismezlerin zamana (konuma) gore degismemesini bekliyorum ve simiilasyonda bu
degismezler zaman (yol) boyunca degisirlerse, yaptigim simiilasyonda hata oldugu an-
lamina gelir.

3.3.4 ORTALAMA ALAN YAKLASIMI (OAY)

Onceki boliimlerde bahsedilen tiim Hamiltonyenler, ¢ok parcacikli sistem Hamilton-
yenleridir. (3.61)) bagintisinda verilen denklem sistemlerinin ¢oziilebilmesi i¢in bir ¢ok
yontem vardir ve ortalama alan yaklagimi (mean field approximation) bunlardan biri-
dir. Bu yontem sade bir mantik ile caligir.

Sistemde ¢ok sayida parcacik olsun. Bu parcaciklar her biride, birbirleri ile etkiles-
sin. Biitiin parcaciklar tek tek ele alalim ve her parcacik diger parcaciklarin ortalama
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bir etkilesim potansiyelinden etkilensin. Yani biitiin parcaciklarin, teker teker sectigi-
miz parcaciga etkisini almak yerine, biitiin parcaciklar ortalama bir arka plan potansi-
yeli yaratsin ve sectigimiz parcacik bu potansiyelden etkilensin. Boylelikle N-parcacik
denklemi ¢6zmek yerine, zamanla de8isen bir potensiyel altinda etkilesen bir parcacik
denklemi ¢ozebiliriz.

OAY metodu ile Hamiltonyen’e yaklasiklik uygulayacagiz. Bu yaklagiklig1 iki farkli
operatdr i¢in yapalim.

010; ~ (|O1[) Oz + O1 (Y[ Os|¢h) = (|O1]) (¥]Oaf¢)) (3.65)

Burada 1, denklemlerin ¢6ziimiidiir. (3.65)) bagintisinin her iki tarafinin beklenen de-
gerini alalim.

(0102) = ({O1) Oq) + (01 (Oz)) — (O1) (Os)
= <O1> <O2> (3.66)

Yukaridaki bagint1 da dogal olarak saglanir.

Bu yaklagiklig1 (3.61)) denkleminde kullanalim.

H o~ HOY =N "wB - J,+pP-J (3.67)

Burada P vektorii polarizasyon vektoriidiir ve soyle tanimlidir.
5= 2(J5) (3.68)

Yukaridaki tamimlamada 2 katsayisi denkleminde katsayr gelmemesi i¢in ta-
nimin i¢ine atilmigtir. Polarizasyon vektoriinii |¢)) durumlart cinsinden yazmaya ¢a-
ligalim. Farz edelim ki |¥) farkli momentum durumlarinin tensor ¢arpimi olsun. N
parcacik i¢cin bu durum

(W) = [o(p1)) ® [¢(02)) ® ... @ [¥(pw)) (3.69)

seklindedir. Burada [¢()) durumunu elektron nétrinosu ve diger nétrinolarin bir sii-
perpozisyonu olarak yazabiliriz.

V(D)) = te(D) [Ve) + ¥u(P) [va) (3.70)

O halde polarizasyon vektoriiniin (3.68)’de verilen tanimini kullanarak yazabilirim.

30



Sadece polarizasyon vektoriiniin 2 bileseni icin yapalim.

P =2(JZ)
= 2((ve| ¥ (D) + (Y| ¥3(D))

= Y (P)Ve(P) — V3 (P) V(D)
= [¢e(P))* — ¥ ()] 3.71)

D (atae — alan) (alB) 1) + 2 () 1))

N |

Diger bilesenleri de benzer olarak yapilabilir. O halde polarizasyon vektorii su sekilde
elde etmis olduk.

(2Rl )
By={ 2Im [y ()2 (P)] (3.72)
|¢e(m|2 - |¢x(ﬁ>|2

Polarizasyon vektorii formalizmini kurduktan sonra hareket denklemlerine gegebili-
riz. Hareket denklemlerini Heisenberg resminde ¢6zelim. Izospin operatoriiniin J,, za-
manla evrimini veren denklem su sekildedir.

| &

I, = —z’[L, HOAY] - (wé + uﬁ) % J, 3.73)

oL

t

Buradaki P vektdrii, biitiin salimim frekanslarinin toplam1 oldugunu unutmamak ge-
rekir. Yani alt etiketsiz olanlar (3.42))’deki tanimlamaya gore frekanslarin toplamudir.
denkleminin her iki tarafinin da beklenen degerini alirsak polarizasyon vektorti-
niin zamanla evrimini bulabiliriz.

% B, = (wB +uP) x P, (3.74)

Notrinolarin 6z-etkilesime girdigindeki hareket denklemini bulmusg olduk. Polarizas-
yon vektorii tammmlayarak ¢ok parcacikli sistemler i¢in parcaciklarin hareketlerini belir-
leyebiliriz. denklemini her frekans w modu i¢in ¢6zmek gerekir. Ayn1 zamanda
her frekanstaki davranis, diger frekanstaki durumlara da baghdir, ciinkii denk-
leminin i¢inde P terimi, frekanslarin toplam1 anlamina gelmektedir. Ayni1 zamanda
notrino enerjilerinin, durgun enerjilerinden ¢ok biiyiik alirsak zaman boyutunun nere-
deyse konum boyutuna esdeger oldugunu soyleyebiliriz. Dogal birimlerde ¢calistigimiz
icin bu sorun tegkil etmeyecektir. O halde denklemini yazalim.

d - . . .
2B, = <wB n MP) x P, (3.75)
dr

Boylelikle simiilasyonlarda notrinolarin gittigi yol boyunca ¢esnisi hakkinda yorum

yapabiliriz.

Peki, degismezler (3.62) hakkinda ne soyleyebiliriz? Tanimladigimiz degismez h,,,
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Hamiltonyen ile yer degistirilebilir olmas1 gerekir. Kolayca goriilebilinir ki yak-
lagikhigindaki HO4Y ifadesi, (3.62)) terimi ile yer degistirmez. Bunun yerine A, nin
beklenen degerini alabiliriz. Yeni tanimladigimiz degismez

L B,
I,=2(h,)=B-P,+p Y
W ()

(3.76)

W'
/
w—w

seklini alir. Bu yeni tanimladigimiz /, bagintisinin zamanla degismedigi de kolayca
gosterilebilir. Yani % I, = 0 bagmtisi, . =sabit oldugunda saglanir.

3.4 UC CESNILI NOTRINOLAR

Bir onceki boliimde kolaylik olsun diye denklemleri iki ndtrino ¢esnisi i¢in yazdik. An-
cak bildigimiz kadariyla standart model teorisinde ii¢ cesit aile vardir. Bunlarin lepton
ayagindaki aileler elektron e~ , miion ;= ve tau 7~ olarak iigce ayrilir. Bu tezde ilgilene-
cegim siipernovalarda nétrinolari, agirlikli olarak ¢ift olusumu, nétrino bremsstrahlung
veya plazmon bozunumundan gelir. O nedenle ii¢ ¢esni de iiretilir. Cekirdek cokmeli
siipernovalardan ¢ikan notrinolarin enerjileri asagi yukar1 milyon elektron volt, MeV
seviyesindedir.

Uc nétrino gesnisi ile polarizasyon "vektorii" olusturmak pratik degildir. Bu modeli
kurmak i¢in SU(3) cebiri kullanilmali ve 2 farkli doniisiim ac¢is1 kullanilmalidir. Bu
formiilasyonu kullanmak yerine yogunluk matrisi formiilasyonunu kullanmak daha uy-
gundur.

3.4.1 YOGUNLUK MATRISI

Yogunluk matrisinin tanimindan 6nce ¢ok parcacikli sistemlerin bazi 6zelliklerinden
bahsetmek gerekir.Eger bir toplulugun i¢indeki biitiin parcaciklar ayn1 kuantum du-
rumunda bulunuyorlarsa bu topluluga saf topluluk (pure ensemble) denir. Eger top-
luluktaki parcaciklar, farkli kuantum durumlarinda olabilirlerse bu topluluga karisik
topluluk adi verilir. Kabaca konusursak karisik topluluklar, saf topluluklarin belli bir
agirlikta karisimidir. Boyle durumlar da matematiksel olarak yogunluk matrisi ile ta-
nimlanir. Baz1 kaynaklar, temsili yogunluk matrisi olan operatorii yogunluk operatorii,
istatistiksel operator veya durum operatorii olarak da tanmimlar [33]], [34], [35].

Yogunluk matrisinin matematiksel tanimin1 yapmadan 6nce, izdiisiim operatoriiniin, A
gibi bir gozlemlenebilir tizerindeki etkisine bakalim. |p) durumuna izdiisiim operatorii

Po = loXel (3.77)

seklinde olur. Hilbert uzaymin #, iki ortanormal bazini |n) ve |m) ile gosterelim. O
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halde A gozlemlenebilirin beklenen degerini yazabiliriz.

(A) = (plAlp) = Y (pln) (n|Alm) (mlp)

=S~ (mlg) (eln) (nlAlm)

= (m[P,Alm) = Tr(P,A) (3.78)

Yukaridakiler saf topluluklar i¢in gegerlidir. Simdi bu beklenen degeri karigik topluluk-
lar i¢in genelleyelim. Karigik durumlar i¢in sistemin kuantum durumu bagka durumla-
rin siiperpozisyonu seklinde yazilir. o durumlarindaki parcaciklarin tiim parcaciklara
oraninit p, olarak gosterilirim. Bu duruma karsilik gelen |p,) durumu da normalize
({¢alpa) = 1) olsun. O halde yogunluk matrisi p, soyle tanimlanir:

p= Zpa |§0a><gpa‘ = Zpapgoa (379)

Gozlemlenebilirin beklenen degeri

(A), = (0alAlpa) (3.80)

seklinde gosterilir. O halde karisik topluluk olan bir sistemde, A gozlemlenebilirin
beklenen degerini yazalim.

(A) = palA), = palPalAlpa) = Tr(pA) (3.81)

Yogunluk matrisinin ¢ok 6nemli 6zellikleri vardir. Bunlar:

e Hermityenlik (Hermitian) p = pf,
e Izi (trace) birim olmali. Tr(p) = 1,
e Saf topluluklar i¢in: p*> = p olmal,

e Saf ve karigik topluluklar igin 77r(p?) < 1 olmal. Esitlik saf topluluklar igin
gecerlidir.

Artik ii¢ notrino ¢esnisi i¢in hareket denklemlerini olusturabiliriz.

3.4.2 COK PARCACIK SALINIM HAMILTONYEN’I

Cok pargacik salinim Hamiltonyen’ini iki ¢esit notrino igin (3.46) bagintisinda yazmusg-
tik. Simdi bunu ii¢ notrino i¢in genellestirecegiz. Bunun i¢in yeni bir SU(3) cebrine ait
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bir operator ile tanimlayalim. Artik anti-notrinolar1 da hesaba katacagim. Yani artik
anti-nétrinolarin yaratma, yoketme operatorlerinin b7, b, bagintilarin1 da yazmam ge-
rekmektedir.

Ty(p.t) = al(p,t)a; (7, t) (3.82)
Tij(7.) = by (B, )b 1) (3.83)
Yukaridaki ¢, j etiketleri e, o ve 7 c¢esnilerine aittir. Anti-notrinolar i¢in yaratma, yok

etme operatorleri notrinolara gore ters tanimlanmustir. SU(3) cebri de asagidaki gibi
olusturulur [36].

[T5(D), Tra ()] = 0(9' — @) (0 Tu(P) — 0uTis (D)) (3.84)
[T4(P), Tra(@)] = =05 — (o Ta(P) — 6uTh;(P)) (3.85)
[T5(P), Tu(@)] =0 (3.86)

Cebri olustururken (2.43)) ve (2.44) bagintilarindan yararlanir. Yogunluk matrisleri ise
SU(3) cebrinin iirete¢lerinin (generators) beklenen degerleri olarak tanimlanir. [37]]

pii(®) = (T;®),  py;(®) = (Ti;(P)) (3.87)

Artik salinim Hamiltonyenini yazabiliriz [36].

Hy =3 > [T +Tu@)] () (3.88)

p

Burada kuantizasyon hacmi neden koymadigimi daha 6nceden agiklamigtim. ;; sOyle
tanimlidir:

2 2

0 0
2p 2 2
1 oms, — om
Yij = §U23U13U12 0 % 0 UL, UL U,
O O 6m§1 + 5m§2
2p
(3.89)

Buradaki U;; matrisleri de notrino salimmlarinda bahsettigimiz doniisiim matrisleridir
ve su sekilde tanimlhidir:

1 0 0 cosfis 0 sinbis
Uss = | 0 coslys sinfog Uy = 0 1 0
0 —sin Q23 COS 923 — sin ‘913 0 cos 6)13
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cosbfis sinfy, O
U12 = —sin 012 COS 912 0 (390)
0 0 1

Eger CP (Charge Conjugate - Parity) ihlalini de hesaplarimiza katmak istersek U3
matrisinin sin terimlerinin yanina bir faz gelecektir. Bu Dirac fazidir. Daha 6nce Majo-
rana fazlarini, salinimlara etkisi olmayacag i¢in hesaba katmayacagimi soylemistim.
Dirac fazinin etkisi olabilir. Ama ben bunu da sifir aliyorum.

Herhangi bir olaydan ortaya ¢ikan nétrinolarin bosluktaki salinimini1 veren Hamilton-
yen (3.88)) bagintisi ile verilir. Bu salinim Hamiltonyen’i, herhangi bir etkilesim olma-
dan nétrinolarin ¢esni degistirmesine olanak kilar. Bu da demek oluyor ki, baslangicta
« cesnisi ile agiga cikan notrino, belli bir mesafe gittikten sonra [ cesnisine gecisi
olanaklidir.

Iki cesnili notrinolar icin sadece bir adet kiitle kare farkina ihtiyag varken ii¢ cesnili
notrinolarda iki farkli kiitle kare farkina ihtiya¢ duyulmustur. Bunun sonucunda da
matris notasyonuna gegmek daha uygun olmustur. Ayn1 zamanda (3.88) denklemi ;;
matrisinin tanimindan dolay1 ¢esni bazinda yazilmistir. Bu Hamiltonyen’i doniisiim-
lerle ¢esni bazinda da yazmak miimkiindiir. U {initer doniisiim matrisleri de donme
matrisleridir. Boylelikle kiitle ve cesni bazlarinin gecisleri tasvir etmek daha kolay
olabilmektedir.

3.4.3 COK PARCACIK OZ-ETKILESIM HAMILTONYEN’i

Bir 6nceki boliimde iki nétrino i¢in etkilesim Hamiltonyen’i yazmistik. Bu Hamilton-
yen’i genellestirirsek

H,, Z — cosdpg) D (Tij(p) = Tij(p)) (T(0) = Tsl))  (3.91)

0]

seklinde yazabiliriz. Burada bir adet eksik olan kuantizasyon hacminin neden yazil-
madi81 daha 6nceden agiklanmigti. Simdi OAY methodunu kullanacagim. Bu Hamil-
tonyen’i OAY altinda soyle yazabiliriz (Momentumdan enerjiye gecelim. Bu gecisi
relativistik parcaciklar ve momentumuna kiyasla diisiik kiitleli parcaciklar i¢in varsa-
yabiliriz £? = m? + p? ~ p%.)

V2Gr

Hw/ -
\%

> GUp(E) = p(B)")G (3.92)

E
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Burada yogunluk matrisi p ve p¢ matrisleri nétrinolart ve anti-notrinolari da igerir ve
6x6 matrislerdir.

Pee  Pen  Per
Pue  Puu Pur 0
p(E) = W'fafiﬁ‘if)?{ 77777777777777777777 (3.93)
' Pee  Pep  Per
0 Ppe  Ppn Ppr
Pre Prp P77
Pee  Pen  Per
Pupe Ppp  Ppr 0
p(E)° = fféﬁﬁf’lﬂfii 77777777777777777777 (3.94)
'V Pee  Pep  Per
O Pue  Pup  Pur
pT@ pT},L pTT

Boyle yazmak daha toplu (compact) bir kullanimdir. Burada GG matrisi soyle tanimlidir:

100 0 0 O
010 0 0 O
001 0 0 O
G = (3.95)
000 -1 0 O
000 0 -1 0
000 0 0 -1

3.44 HAREKET DENKLEMI

Daha 6nceden yaptigimiz gibi Hamiltonyenleri olusturduktan sonra hareket denkle-
mini yazabiliriz. Onceki boliimlerde polarizasyon vektoriiniin zamanla nasil degisti-
gini ele almistim. Burada ise yogunluk matrisinin zamanla nasil degistigini bulacagim.

Belli bir enerjideki notrinolarin uydugu hareket denklemi su sekildedir.

%p(E,r) = —i[H(E),p(E,r)] (3.96)

Burada H(E) Hamiltonyen’ini (3.92) ve (3.88) denklemlerini kullanarak yazabiliriz.
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Bu denklemlerde bazi degisiklikler yapacagim. Bu degisiklikler momentum uzayinda
yazilmis bir Hamiltonyen’i enerji cinsinden yazmak olacak. Sadece belli bir enerjideki
notrinolar i¢in yazalim.

H(E) =T(E) + (3.97)

LY 616t - By 6

Bunun i¢in I matrisini (3.89)) ifadesini kullanarak soyle olustururuz.

D(E) = (7’7 0) (3.98)

T
0 Yij
Burada 3 c¢esnili nétrinolar i¢in 4, j = 1, 2, 3 olmaldir.

Daha Onceden iki ¢esni i¢in buldugumuz etkilesim Hamiltonyen’ini de ii¢ ¢cesniye ge-
nellestirmis bulunmaktayiz. Ileri sagilmalara ek olarak momentumun degis-tokus ol-
dugu sacilma diyagramlarin1 da ele alinmistir. Momentumun degis-tokus oldugu sa-
cilma diyagram, sistem Hamiltonyen’ninin diyagonal olmayan terimlerine katkilar ge-
tirecektir. Ayni zamanda herhangi bir nétrinonun hareket denklemini, diger tiim notri-
nolarin hareketi de etkileyecegini bagintisindan gorebiliriz. Bu da ¢ozecegimiz
hareket denklemlerinin birbirlerine bagl denklemler oldugunu gostermektedir. Sayisal
analizlerde yiiksek sayida notrino almak da, bu denklem sistemini daha da biiytiitecek-
tir. Yaptigim analizler, bilgisayarin iglemcilerini (CPU) fazlaca zorlamistir ve yiiksek
miktarda hafiza kapasitesine (RAM) ihtiya¢c duyulmustur.

Elde ettigimiz toplam Hamiltonyen, istenilen sisteme uyarlanabilir. Bu ¢calismada, par-
cacik fiziginden elde edilen denklemler, astrofiziksel olaylara entegre edilmistir. Oz-
etkilesim Hamiltonyen’inin, salinim Hamiltonyen’ine oranla etkili olabilmesi i¢in ¢ok
yiiksek yogunluklu bir nétrino ortamina gerek duyulmaktadir. Bu yiiksek yogunluklu
ortam, evrenin baslangicindaki ortam olabilir veya siipernova patlamasi sonrasindaki
ortam olabilir. Bu calismada, siipernova patlamasindan ¢ikan notrinolar incelenecektir.
Sistemin Hamiltonyen’i siipernova geometrisine uygun sekilde yazilmali ve baglangi¢
kosullar1 da ¢esitli siipernova patlama modellerindeki notrinolarin spekturumu kulla-
nilmalidir.

3.5 ASTROFIZIKTE UYGULAMASI

Notrino astrofizigi, 1987 yilinda SN 1987A siipernovasinin patlamasiyla baslad: diye-
biliriz. Daha 6nceden Diinya’daki niikleer santrallerde olusan notrinolari, Giines not-
rinolarini ve atmosferden gelen notrinolar gozlemlerken bir anda Giines sistemimizin
disindaki bir kaynaktan gelen nétrinolar1 gozlemledik. O sirada protonun bozunumu
gibi konularda deneyler yiiriiten Kamiokande, IMB ve Baksan deneyleri, siipernova-
dan gelen notrinolar1 da gozlemlemistir. Bu ii¢ deney farkli esik (threshold) degerlerine
sahip olsa dahi, ayn1 zaman aralifinda beklenenden fazla nétrino sayimi yapmiglar-
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dir. [7]] Iste bu "sans eseri" nétrino gozlemleri astropargacik fiziginde 6nemli bir adim
say1lir.

3.5.1 CEKIRDEK COKMELI SUPERNOVALARDA NOTRINO-
LAR

Siipernova patlamalarinin simiilasyonunu yapmak oldukc¢a zordur. Bunun en 6nemli
sebebi neredeyse dort kuvvetin de etkili olmasi ve termodinamik denklemlerinin de
oldukca karmagsik olmasidir. Her bakimdan ekstrem bir olay olan ¢ekirdek ¢okmeli
slipernovalar, nétrinolar i¢in de ¢ok énemlidir. Ciinkii yapilan simiilasyonlardan anla-
styor ki nétrino parlakliginin degeri (luminosity) L, = 10°? erg/s civarinda olursa sii-
pernovalar soguyabilir [8]]. Bu notrinolarin kendileriyle 6z-etkilesmesine yetecek kadar
biiytik bir parlaklikdir.

Notrinolar, fotonlardan daha az etkilesime girdigi i¢in siipernova patlamalarinda ki-
lit rol oynar. Fotonlarin ortalama serbest yolu (mean free path), siipernovalarin patla-
diktan sonraki sogumalari i¢in ¢ok kisadir. Fotonlarin yerine ndtrinolar, proto-notron
yildizindan (PNY) ¢iktiktan sonra patlamanin biiyiik bir enerjisini uzaya tagir.

R [km] Neutrino Cooling and Neutrino—
10% Driven Wind (t ~ 10s)

Ve,u,‘r ’Ve,u,r

W .
. 4 -
~\ r-process? Vet Vet

PNS 14 \ ©, 5 3 M) M

Sekil 3.4: Proto-notron yildizinin ¢api 10 km oldugu diisiiniilmektedir. Patlamanin ar-
dindan PNY ’nin etrafindaki katmanlar sekilde acikca gosterilmistir. Cekirdekte olusan
notrinolar ve anti-notrinolar madde ile etkilesimleri diisiik oldugu i¢in patlama enerji-
sinin biiylik bir kismin1 uzaya tasirlar. R-process kismi ise agir elementlerin olustugu
kisim olarak diistiniilmektedir [[8].

3.4 numarali sekilde PN'Y’nin yar1 ¢apinin asagi yukart 10 km oldugunu da gorebi-
liyoruz. Merkezde bulunan yapi, elektronlarindan ayrigmis bir proto-notron yildizidir.
PNY nin yapisi, yildizin ¢cokmeden 6nceki kiitlesiyle orantilidir. Benim inceleyecegim,
gelecekte notron yildizi olacak olan proto-nétron cekirdeklerinden ¢ikan nétrinolardir.

Stipernova patlamalarinda nétrinolar, 8 bozunumlart ve elektron yakalama tepkime-
lerinde gorev alir. Bu da sistemdeki proton/nétron oranini etkiler. Sok dalgasi dina-
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mikleri ise sistemin entropisine ve baryon bagina diisen lepton sayisina ¢ok hassas
baghdir [§]].

3.5.2 NOTRINO HAREKET DENKLEMLERI

Cekirdek cokmeli siipernovalardan ¢ikan nétrinolarin parlakliklarinin ¢ok yiiksek ol-
dugundan bahsetmistik. Bu parlakliklar ¢esitli siipernova modellerine gore degisik-
lik gostermektedir. Birgok kaynaktan, ortalama ndtrinolarin parlakliklarinin L = 102
erg/s ile L = 10°% erg/s arasinda oldugunu ¢ikarabiliriz [38]]. Ortalama degerlerin bu
kadar yiiksek degerlerde olmasi, siipernova patlamalarinin enerjisinin biiyiik bir kismi-
nin notrinolar tarafindan tasindigi anlamina gelir. Ayrica bazi modellerde notrinolarin
cesnisine gore de parlakliklarin degistigini soyleyebiliriz [11], [39]. Yapilan modeller,
baglangicta alinan yildizin kiitlesine ve yapisal farkliliklara gore farklh parlakliklar de-
gerleri alabilir. Ancak genel kabul goren parlaklik degerlerinin 10°3 erg/s degerinde
oldugunu sdyleyebiliriz.

Siipernova modellerine gore istatistiksel dagilimlar da farklilik gosterebilir. Simdi Fer-
mi-Dirac istatistigi i¢in notrino yogunlugunu elde edelim. Akiy1, birim zamanda, birim
alandan gecen pargacik yogunlugu olarak tanimlayabiliriz. Ayrica sistemin geometrisi
de hareket denklemlerini etkilemektedir. Bunun i¢in stipernovadan ¢ikan p momen-
tumlu noétrino yogunlugunun O noktasina 6 agisiyla geldigini diisiinecegiz. O nokta-
sina ulagabilen en ug¢ nokta, P noktast olup gelme agisi ise 6, olur. Simdi diferansiyel
akiy1 yazalim.

Sekil 3.5: Kiiresel simetrik proto-nétron ¢ekirdekten cikan notrinolar kiiresel olarak
yayildig1 diisiiniilmektedir. Sadece O noktasina gelenleri ele alinirsa, ac1 bileseni sifir-
dan 6, a kadar taranmas1 gerekir.
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do, 1 p*dpdQ

dpdQ = c— L L

dpdQ T T R BT
do, 2mc p*dpdf .

Burada dogal birimleri kullanmadim, ¢iinkii dogal birimlerde Plank sabiti & degil, i
bire esittir.

Denklem (3.99)’deki a1 integralini hesaplamamiz gerekir. Burada r > R yaklagikli-

gim1 kullanacagim.
6o 2
/ R? R
=1—/1—-—==1-(1-—
0 r2 ( 27‘2)

0o
/ sinfdf = —cos@
0

R2
=~ — 3.100
5,3 ( )
Buradaki ¢ ag1 integralinin sonucunu (3.99) denkleminde yerine koyalim.
do, dp — 2rc R p?dp (3.101)
dp P = s 9r 1 1 cBIRT '
1
Yiiksek enerjilerde p*dp ~ —3E2 dE vep = % yaklagikligini alacagiz.
c
do, 1 R* E?
o _ 1 c (3.102)

dE — 8 (hc)? 12 1 + /T

Yukaridaki denklemle, O noktasinda, birim zamanda, birim alandan ge¢en FE enerjili
notrino sayisini bulmus olduk. Bir diger degisle diferansiyel notrino akisini bulduk.

Simdi de parlaklig: elde edelim. Parlaklik, izotropik varsayimla, birim zamanda, biitiin
yiizeydeki salinan enerji olarak tanimlanir.

L = 4mr? / E(E’ dE (3.103)
R%c > E3dE
- 27?(710)3/0 1+ eB/kT (3.104)
R%*c . [ (E/KTdE/ET
= (i’ ET) / [ oB/T (3.105)
R%c
— 2W<hc>3(kT)4F4(O) (3.106)
Burada F4(0) = %S Fermi-Dirac integralidir. Son olarak 755 = (kT§Z£4(O) seklinde
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alip (3.102)) denkleminde yerine koyalim.

d¢, 1 L E?
dE — 4nr2 (kT)AF,(0) 1 + /kT

(3.107)

Boylelikle Fermi-Dirac istatistigi ile akiy1 yazmig bulunuyoruz.

Normalize edilmis Fermi-Dirac benzeri bir dagilimi benzer olarak sdyle yazabiliriz
[14].

B-1
_ B BT smim)

Fuu(B) L'(8) (B, )

(3.108)

Burada [ spektral parametre olup, I'(/3) Euler gamma fonksiyonudur. Burada alinan
degerler de secilen modele baghdir ve 5 = 4 kabul edilir bir dagilim verir [14]]. Bu
dagilim, Monte Carlo simiilasyonlari ile yapilan proto-notron yildizi modellerinin so-
nucu elde edilmis bir dagilimdir. Bu dagilim elde edilirken proto-notron ¢ekirdeginin
icinde olusan nétrinolarin nétrino-gekirdek sagilmasi, notrinolarin elektron ve elektron
notrinosu sacilmalari gibi etkilesimler goz oniine alinmustir [40].

Notrinolar ayristiktan sonra PNY’den 151k hizina yakin hizlarda, yani yiiksek enerji-
lerde ayrilacaklardir. Cekirdege yakin yerlerde notrino yogunlugu cok biiyiik olacaktir.
Bu alanda nétrino 6z-etkilesim terimi, nétrino salinim terimine baskin gelecektir. An-
cak bir siire (mesafe) sonra geometrik katkidan dolay1 salinim teriminin, 6z-etkilesim
terimine baskin gelmesini beklenir. Ciinkii kiiresel simetrik bir kaynaktan yayilan not-
rinolarin yogunlugu mesafe arttik¢a azalacaktir. Iste bu geometrik etkiyi hesaba kata-
bilmek i¢in 6z-etkilesim Hamiltonyen’i (3.92) ifadesinin bagina bir katsay1 eklememiz
gerekmektedir. Bu geometrik faktorii hesaplayalim.

)
D(r):/dQ (1—13-2):27T/ (1 —cosf)sinfg db
0

29 6o
— 2 (— cosf + CO; ) (3.109)
0
Burada 6, acis1 geometrik olarak soyle verilir.
R2
costh =1/1—— (3.110)
r
Bu geometrik faktorii soyle buluruz.
1 R?
D(r)=-|1—-1/1—-— 3.111
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Bu etkiyle beraber (3.92) denklemi su hale gelir.

H,, = D(r)

VICE § G (o(B) — plE)) G G112)
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4 SONUCLAR

Denklem (3.96)), lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in
sayisal yontemler kullanilmalidir. Birinci dereceden diferansiyel denklemleri sayisal
olarak c¢oziimiinii en sik kullanilan yontem Runge-Kutta yontemleridir. Runge-Kutta
yontemi temelinde Euler yonteminin iist dereceden agilimlarint kapsar. Ben de (3.96))
denklemini ¢ozerken Runge—Kutta—Fehlberg yontemini (RK45) kullandim.

Sayisal olarak diferansiyel denklemleri ¢ozerken baslangi¢c kosullarini yazmamiz ge-
rekir. RK45 yontemi baglangic noktasindan baglayarak, adim adim bir sonraki ¢o-
ziimii bulur. Bizim problemimiz i¢in baglangi¢ kosullart sunlardir; Sicaklik 7, [MeV],
enerji dagihmi £ [MeV], parcacik sayis1 [V, siipernova yaricapr 12 [km], parlaklik L
[MeV/km], kiitle farklari 5m?j [MeV?] ve karigsma agilar 0;;. Karigma agilarindan iki
tanesini sifir alarak efektif iki ¢cesni sonuclari elde ettim. Ayrica baglangictaki yogun-
luk dagilimini Fermi-Dirac veya Fermi-Dirac benzeri dagilimi olarak iki farkli sekilde
ele aldim. Bunun yaninda hiyerarsiyi de normal ve ters hiyerarsi olarak ayr1 ayr1 aldim.
Bu tezde kullanilan Fermi-Dirac dagilimi su sekildedir.

1 1 E?

PE) = T B (0) 15 BT @D

Vo

Bir diger Fermi-Dirac benzeri dagilimi ise su sekildedir.

o(B) = B marym,, 4.2)
F1(0) T2 '

Vo

Yukarida yazilan denklem ve denklem (#.2), daha 6nceden buldugumuz denklem
ve denklem (3.108)) bagintilarindan farklidir. Bunun sebebi kullanilan denk-
lemlerde parlaklik, bazi katsayilar ve enerjinin karesi olan ifadeler etkilesim Hamilton-
yen’inin i¢ine konmustur. Ayrica sayisal hesap yapmak icin de kesikli limite gitmemiz
gerekecektir.

Baslangi¢ kosullarinda daha onceden de bahsettigim sicaklik degerlerini aldim. Par-
laklik degeri ise 10°! erg/s mertebesindedir. Mesafe olarak da 300 km ise yeterli bir
uzakliktir. Ciinkii yaklasik 200 km’den sonra enerji dagiliminda dramatik bir degi-
sim gerceklesmemektedir. Bunun sebebi, salinim Hamiltonyen’inin mertebe olarak
uzaklikla azalan 6z-etkilesim Hamiltonyen’ine baskin gelmesidir. Kiitle degerleri de
[41]] referansindan alinmistir. Bu ¢alismada notrino-lepton veya nétrino-baryon etki-
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lesimleri Hamiltonyen’e eklenmemistir. Bunun yerine kiitle kare farklar1 ve karigim
acilarinin efektif degerleri alinmistir. Bu kiitle kare farki degerlerinden solar olani,
dm3, = 0.4 x dm?, seklinde alinmasi gerekir. Diger kiitle kare farklarinda bir degi-
siklik meydana gelmez. Bunun yaninda 615 = 6,5 = 1073 degerinde alinmalidir [14].
Bu yaklasiklik uygundur, ¢ilinkii madde yogunlugu nétrinolarin salinim dalga boylarini
kisaltmas1 beklenir, dolayisiyla karigma agilarini da kiiciiltiir. Bunlara ek olarak grafik-
lerin hepsinde, baglangi¢ durumu icin cizilen egrilerin altinda kalan alan ile son durum
icin ¢izilen egrilerin altinda kalan alan her zaman esit olmalidir. Bu da toplam par-
cacik sayisinin korundugu anlamina gelir. Bunun yaninda 653 = 0 almamizin nedeni
temelde basitlik i¢indir ve bunu almamiz, yapilan fizigi etkilememektedir. [42] [43]
Bu olay1 anlayabilmek i¢in notrino-elektron etkilesiminin ayrintilarina bakmak gerek-
mektedir ancak notrino-elektron etkilesimi bu tezde incelenmemistir. Ana hatlariyla
sOylemek gerekirse Hamiltonyen’e gelen etkilesim potansiyeli sadece Hamiltonyen
matrisin (1,1) ve (4,4) terimlerine katki getirmektedir. Oyleyse kolaylik olmasi icin
(Ve, Vs Ver)T = R1(023) (Ve, v, v,)T seklinde bagka bir baza gegebiliriz. Bu gegis,
efektif olarak A3 = 0 almak ile esdegerdir [[14]].

Bu calismada baglangic degerlerini degistirerek, farklt modeller i¢in spektral ayrilma
grafiklerini elde ettim. Biitiin sonuclarda parlaklik L = 2.08194 x 105* MeV/km alin-
mustir. Ayrica ters hiyerarsi icin kiitle kare farklarinin degerleri su sekildedir: dm2, =
3.16 x 1075 [eV]?, dm3, = —2.4 x 1073 [eV]? ve dm3, = —2.4316 x 1072 [eV]?
seklindedir. Normal hiyerarsi i¢in ise dm3, = 3.16 x 107° [eV]?, om3, = 2.4 x 1072
[eV]? ve dm3, = 2.3684 x 1073 [eV]? seklindedir.

1ok 10° Nétrino X 162 Anti-nétrino
=== pee(r=10km) -=-pzz(r=10km)
1.08f A -~y (1=10km) 0.9r 7 ——ppp(r=10km) |
0.6 ---prr(r=10km) 0al -—-p7r(r=10km) ||
— pee (1=300km) — pes (1=300km)
0.84F —— Py (r=300km) 0.7r — pp(t=300km) |
Y o072} — p-(r=300km) “oel —p#7(r=300km) ||
= B
W L
= 06 =05
=048 S o4t
g
0.361 0.3
0.24r 0.2
0.12f 1 0.1ty
-~ \\
. - . L
00 5 10 15 20 00 5 10 15 20
E[MeV] E[MeV]

Sekil 4.1: Enerji dagilim grafiklerinde kesik cizgili olanlar baglangi¢ durumdaki enerji
dagilimlar, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar ters
hiyerarsi kiitle degerleri i¢in yapilmugtir. Nétrinolar (4.2)) denkleminde verilen dagilima
sahiptirler. Enerjileri 0 — 50 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7, = 3.5 MeV, 1;, =
4.0MeV, T, =T, =T, = T, = 80 MeV seklindedir. Salinim agilar1 6,3 =
0.1541, 615 = 6535 = 0 seklindedir. Notrinolarda yaklasik 1 MeV ve 12 MeV civarinda
bir ayrigma oldugu goziikkmektedir. Beklenildigi gibi sadece 613 # 0 oldugu i¢in miion
notrinosunda bir degisiklik meydana gelmemistir. Benzer olarak anti-nétrinolarda da
ayni spektral ayrilma goriilmiistir.
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x10° Nétrino x10° Anti-notrino
1.2 ; T T 1 . :
===pee(r=10km) ===pzz(r=10km)
1.08¢ -~ (1=10km) 0.9r 4 ——ppp(r=10km)
0.96{ ===prr(r=10km) 08 -—-pr(1=10km) ||
— pee (r=350km) —pez(r=350km)
0.84r —— Py (1=350km) 0.7r — paa(r=350km) ||
T o2 —pr+ (r=350km) & 06 — pr+(1=350km) |
= =
W L
= 06 =05
Zo4s Lot
0.36¢ 0.3
0.24} 0.2
0.12}f q 0.1F
D
| - ) Tl
00 5 10 15 20 O0 5 10 15 20
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Sekil 4.2: Enerji dagilim grafiklerinde kesik ¢izgili olanlar baslangi¢c durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
normal hiyerarsi kiitle degerleri i¢in yapilmistir. Notrinolar denkleminde verilen
dagilima sahiptirler. Enerjileri 0 — 50 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.5
MeV, T;, = 40MeV, T, =1, =T, = 1T, = 8.0 MeV seklindedir. Salinim
acilart 613 = 0.1541, 615 = 03 = 0 seklindedir. Her iki grafikte de spektral ayrisma
goziikmektedir. numarali sekilden tek farki hiyerarsidir. Hiyerarsi degistiginde
ikinci ayrisma yok olmustur.

x 107 Nétrino 5 10° Anti-notrino
A ===pcc(r=10km) ===pzz(r=10km)
631 =Py (r=10km) S.4r PN -~ ppa(r=10km) |
560 :l ---p,+(r=10km) 28 ---p77(r=10km) ||
H — Pee (r=300km) — 022 (r=300km)
490 e (r=300km) 4.2 —— paa(r=300km)
T4l — pr+(r=300km) sl — pr7(r=300km) ||
BN N
W L
= 3.5 > 3
Hos Hoa
=Y Y
21+ 18
1.4 1.2
0.7 0.6
0 ‘ , ‘ a ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
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Sekil 4.3: Enerji dagilim grafiklerinde kesik ¢izgili olanlar baglangic durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
ters hiyerarsi kiitle degerleri i¢cin yapilmistir. Notrinolar denkleminde verilen da-
g1lima sahiptirler. Enerjileri 0 — 50 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.5
MeV, T;, = 40MeV, T, =1, =T, =T, = 8.0 MeV seklindedir. Salinim
acilar1 0,3 = 0.1541, 015 = 0,3 = 0 seklindedir. Iki cesni icin Fermi-Dirac dagilimi
aldigimizda, nétrinolar i¢in yaklagik 7 MeV civarinda ¢ok keskin bir spektral ayrigsma
goziitkmektedir. Anti-notrinolarda ise ¢ok diisiik enerjilerde spektral ayrisma olusmus-
tur.
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,x 10° Nétrino 5X 10° Anti-noétrino
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Sekil 4.4: Enerji dagilim grafiklerinde kesik ¢izgili olanlar baslangi¢c durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
normal hiyerarsi kiitle degerleri i¢in yapilmistir. Notrinolar denkleminde verilen
dagilima sahiptirler. Enerjileri 0 — 50 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.5
MeV, T;, = 40MeV, T, =1, =T, = 1T, = 8.0 MeV seklindedir. Salinim
acilar 613 = 0.1541, 615 = 653 = 0 seklindedir. Normal dagilimda nétrinolar i¢in 0.5
MeV civarinda ufak bir degisim olmus ancak tam anlamiyla ¢esniler arasi degis-tokus
(swap) olmamustir. Anti-notrinolarda ise herhangi bir degisim goziikmemektedir.
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Sekil 4.5: Enerji dagilim grafiklerinde kesik ¢izgili olanlar baslangi¢c durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
ters hiyerarsi kiitle degerleri i¢cin yapilmistir. Notrinolar denkleminde verilen da-
gilima sahiptirler. Enerjileri 0 — 30 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.8
MeV, T;, = 78 MeV, T, =T, = T,, T, = 5.7 MeV seklindedir. Salinim
acilart 015 = 1 x 1072, 015 = 013 = 1 x 1073 ve 63 = 0 seklindedir. Buradaki si-
caklik degerleri, [14] makalesinden alinmistir ve ortalama kinetik enerjiden sicakliga
doniistiiriilmiistiir. Makalede bahsedildigi gibi bu katsayilar, notrinolarin c¢egnilerine
gore parlakliklar farkli olabilir. Bu farkliliklar da simiilasyona, baglangi¢c yogunluk-
larin1 uygun terimlerle carparak eklenmistir. Sekil .5 farkli bir yapidadir. Nétrinolar
icin ayrismanin 6ncelikle 2 MeV civarinda olustugunu gorebiliriz. Ardindan bir son-
raki gecis benzeri durum yaklasik 4 MeV civarinda gerceklesiyor ancak bu gecisin
yapisi biraz farkli. Ug ¢esni igin yapilan bu simiilasyonda yaklasik 5 MeV civarinda
tau notrinosu, elektron nétrinosu dagiliminin baglangi¢ egrisine otururken, elektron
notrinosu tau notrinosunun baglangic egrisinin iizerine oturamiyor. Bu da spektral ay-
rismanin kismi olabilecegini gostermektedir. Bu sekiller [[14]] makalesinde elde edilen
kismi degis-tokus ile ¢cok benzerlik gostermektedir. Anti-notrinolar i¢in de miion anti-
notrinosu ile elektron anti-notrinosu arasinda kismi bir gecis gerceklesmistir.
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Sekil 4.6: Enerji dagilim grafiklerinde kesik cizgili olanlar baslangi¢c durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
normal hiyerarsi kiitle degerleri i¢in yapilmistir. Notrinolar denkleminde verilen
dagilima sahiptirler. Enerjileri 0 — 30 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.8
MeV, T;, = 78 MeV, T, = 1T, = T, = T, = 5.7 MeV seklindedir. Salinim
acilar1 013 = 1 x 1073, 015 = 013 = 1 x 1073 ve 63 = 0 seklindedir. Yukarida cizilen
sekilde de farkli parlakliklar kullanilmigtir. Notrinolar i¢in yaklasik 11 MeV civarinda
bir gecig bulunmaktadir. Ancak bu gecis ters hiyerarsideki nétrinolardan (Sekil [4.5)
farkli olarak elektron ve tau notrinolar1 arasindadir. Benzer sekilde anti-nétrinolar igin
yaklagik 8 MeV civarinda elektron ve miion anti-notrinolart arasinda bir gegis vardir.
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{ o 10 Netrino X 10° Anti-nétrino
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Sekil 4.7: Enerji dagilim grafiklerinde kesik ¢izgili olanlar baglangic durumdaki enerji
dagilimlari, siirekli ¢izgili olanlar ise son durumdaki enerji dagilimlaridir. Hesaplar
ters hiyerarsi kiitle degerleri i¢in yapilmistir. Notrinolar (4.2) denkleminde verilen da-
g1lima sahiptirler. Enerjileri 0 — 50 MeV arasindadir. Sicaklik degerleri 7,, = 3.5
MeV, T;, =4.0MeV, T, =T;, =T, =T, = 8.0MeV seklindedir. Salinim agilari
013 = 1 x 1073, 015 = 013 = 1 x 1073 ve y3 = 0 seklindedir. Notrinolar ve anti-
notrinolar i¢in, 1 MeV ve 12 MeV civarlarinda 2 ayrigsma goziikkmektedir. Bu ayris-
malardan 1 MeV civarinda olanlar elektron (anti)notrinolar ile miion (anti)noétrinolari
arasinda goziikmektedir. 12 MeV civarinda olanlar ise miion (anti)nétrinolart ile tau
(anti)ndtrinolar: arasinda gerceklesmektedir.
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Yapilan simiilasyonlarda dncelikle iki nétrino ¢esnisi icin inceleme yapilmis ve bu si-
miilasyonlarda spektral ayrilma elde edilmistir. Iki notrino gesnisi icin efektif olarak
iki a¢1 sifir alinmustir 615 = A3 = 0. Diger ag1 ise bosluk salinim agist alinmistir. Boy-
lelikle miion ile tau (anti)notrinolar1 arasinda ve elektron ile miion (anti)ndtrinolari
arasinda herhangi bir ge¢ise olanak verilmeden iki ¢esnili nétrino i¢in hesap yapilmis-
tir. Iki cesni icin spektral gegis, sekil 4.4 disinda tiim grafiklerde agikca goziikmektedir.
Buradaki ilk dort analiz gercekei degildir, ¢iinkii bilindigi kadariyla standart modelde
tic cesni vardir ve siipernova gibi bir ortamda elektron-notrino etkilesimlerini almamak
uygun olmaz. Bu simiilasyonlar, spektral ayrilmay1 daha iyi anlamak i¢in yapilmugtir.

Ug ¢esni ile yapilan simiilasyonlarda ise daha gercekci goziiken sonuclar elde edilmis-
tir. Ug cesni ile yapilan simiilasyonlarin hepsinde elektron-nétrino etkilesimini, efektif
olarak hesaplara katilmig ve (4.2) bagintisinda verilen dagilim kullanilmigtir. Bu gra-
fiklerden kismi gecislerin yani sira tam gecisler de goriilmektedir. Farkli sonuclara
sahip olan bu grafiklerdeki en temel 6zellik baslangic sicakliklarinin ve hiyerarsinin
farkli olmasidir. Buradan da baslangi¢c kosullarinin, spektral ayrilma icin ¢ok kritik
oneme sahip oldugu sonucuna varabiliriz. Dolayisiyla Diinya’dan yapilacak siipernova
notrino gézlemlerinde, siipernova patlama modellerinin verdigi baslangi¢ kosullarinin
kritik 6neme sahip oldugu soylenebilir. Spektral ayrilmanin oldugu enerji degerlerini
baglangic kosullarindan analitik olarak belirlemek ise {i¢ notrino i¢in su an miimkiin
degildir. Tleride yapmay: diisiindiigiimiiz calismalarda, spektral ayrilma ile degismez-
ler arasindaki baglantilar iizerine calismalar yiiriitiilmesi planlanmaktadir.
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A BIRIMLER

Asagida, kullanacagim birimler ve birbirlerine doniisiimleri vardir. Dogal birimleri
kullandigim icin (h = ¢ = kg = 1) simiilasyonda bu doniisiimlere ihtiyacim ola-
caktir. Asagida simgeler sunlardir. h=Plank Sabiti, c=Isik Hizi, h = % kp=Stefan-
Boltzmann sabiti seklindedir.

h = 6.626069 x 107** [joule x second) (A.1)

h = 4.135667 x 107" [eV x second] (A2)

h = 1.054572 x 1073 [joule x second] (A.3)

h = 6.582119 x 1070 [eV x second)] (A.4)

¢ = 29979246 [meter /second) (A.5)

hox c=1.973270 x 1077 [eV x meter] (A.6)
kp = 5.670373 x 107° [joule/(meter® x second x Kelvin*)] — (A.7)
meter = 5.067731 x 107° [eV 1] (A.8)
meter = 3.337653 x 10~? [second) (A9)
(meter)™! = 1.973270 x 1077 [eV] (A.10)
eV = 5.067731 x 10%° [meter!] (A.11)

eV = 1.782662 x 10~% [kilogram)| (A.12)

eV = 1.519268 x 10 [second ] (A.13)

eV = 1.602177 x 107 [erg] (A.14)

eV = 1.160451 x 10** [Kelvin] (A.15)
(eV) ™ = 6.582119 x 107'° [second] (A.16)
(eV)™t =1.973270 x 10~" [meter] (A.17)
second = 29979246 [meter] (A.18)
second = 1.519268 x 10715 [eV (- 1)] (A.19)

(second)™ = 6.582119 x 107'¢ [eV/] (A.20)

[
[
[
[

kilogram = 5.609589 x 107 [eV/] (A.21)
erg = 6.241509 x 10™* [eV/] (A.22)
Kelvin = 8.617343 x 107° [eV/] (A.23)
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B KLEIN-GORDON DENKLEMIi

Kauntum mekaniginde goreli olmayan durumlarin ¢6ziimii i¢in Schrodinger denklemi
kullanilir. Schrodinger denklemi parcaciklarin diisiik hizlardaki enerji seviyelerini ve
dalga fonksiyonlarinin bulunmasini saglar.

M (e 1) = —ih (e 1) (B.1)

_—hv2¢(x, O+V (z, t)(x,t) = —ih%@b(z, t) (B.2)

2m

Burada ‘H Hamiltonyen, ¢(z, t) dalga fonksiyonu, V' (x, t) potansiyel kismudir.

Yiiksek hizlara ¢ikildiginda artik klasik enerji ifadesinden goreli enerji ifadesine geci-
lir.

E*=p*+m? (B.3)
Burada ve bu tez ¢alismasinin geriye kalan tiim kisimlarinda dogal birimler (¢ = 1,
h = 1) kullanilacaktir ve sonuglar degerlendirilirken gerekli birim doniisiimleri yapi-

lacaktir. Goreli mekanik 4-vektor notasyonuna gectigimizde denklemi su sekilde
yazilir.

PP, = m? (B.4)

Burada P* 4-momentum; P* = (E, P!, P?, P?) seklinde tamimanir. P*P, i¢ carpi-
muin1 tammlayan metrik g, Minkowski metrigidir.

1 0 0 O
0O -1 0 0
I = (B.5)
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1
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Klasik mekanikten kuantum mekanigine giderken su sekilde alinir.
P, — 10, (B.6)

Burada 0,, ifadesi konum ve zaman tiirevi olarak sdyle tanimlidir.

GME%, = o 0, =V (B.7)
O halde gorelelik i¢in yazdigimiz denklemlerden kuantum mekanigine gecelim.
PrP, =i0,(i0") = m? (B.8)
—0,0"p(z,t) = m*(z,t) (B.9)
—g—; (z,t) + V*(x,t) — m*P(z,t) =0 (B.10)
(O +mH(x,t) =0 (B.11)

Burada (B.9)), (B.10)), (B.11)) denklemlerine Klein-Gordon denklemi denir. Klein-Gordon
denklemi zamanin ve konumun ikinci tiirevlerine bagl olan bir denklemdir. Bu ii¢ ifade
ayni denklemin 3 farkli notasyonda yazilmasidir. (B.TT)) denklemindeki (J , kutu ope-
ratorii veya d’ Alembert operatoriidiir ve [ = 9,0* olarak tanimlanur.
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C DIRAC DENKLEMI

Klein-Gordon denklemindeki negatif olasilik degerlerini vermeyen ve ayni zamanda
fermiyonlar (spin %) icin de gecerli olan bir denklem, 1928 yilinda Dirac tarafindan
yazilmistir [44]. Bu denklemi ¢ikarmak i¢in Klein-Gordon denklemini koklerine
ayirip herhangi birini secebiliriz.

P'P, —m? = (B"P, + m)(y" P, —m) =0 (C.1)

Elde ettigimiz ifadenin sag tarafini agarsak, ¥ = ~“ olmasi gerektigi goziikiir. Tekrar
yazalim.

P*P, —m® =+"y"P,P, —m® =0 (C.2)

Denklem (C.2)) agikca yazilirsa v’ niin uymasi gereken ifadeler ¢ikar. 4* ifadeleri Clif-
ford cebrini olusturur.

VA A =) = 29" (C3)

Clifford cebrini olugturan v* ifadelerine gamma matrisleri, {®, @} parantezine de anti-
komiitasyon iglemi denir. Simdi (C.1I)) denklemini tekrar yazalim.

P'P,—m? = (v'B,+m)(y"P, —m) =0 (C.4)

Denklemin sag tarafindaki ifadeden bir tanesi secilebilir. Yaygin olarak (77 P, — m)
denklemi segilir. Bu denklemi (B.6)) ifadesini kullanarak konum uzayinda yazalim.

(C.5)
(C.6)

" Oup(w) — my(x)

0
(i) — m)y(z) =0

ve denklemlerine Dirac denklemi denir ve bu iki ifade de aynm denklem-
dir. denkleminde Feynman kesme (slash) notasyonu kullamlmistir ve v49, = ¢
seklinde tanimhidir. Genel ifadesi ise herhangi bir a 4-vektorii igin ¢ = +*a,, seklinde
tanimlanir. Burada v (z) spindriiniin, 4 bilesenli siitun matrisi seklinde temsili vardir
ve Dirac spinérii adi verilir. Spinor ismi, Lorentz doniistimleri altinda spinér gibi do-
niismesinden dolayidir. Ayrica spindriin argiiman1 x = x*, 4-vektor konum-zamanidir.
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