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OZET

Seyreltik atomik kuantum gazlar alaninda arastirmacilarin deneysel olarak elde ettik-
leri sogutma ve tuzaklama tekniklerindeki ileri diizey gelismelerle Bose-Einstein yo-
gusmasi ilk kez bu sistemler iizerinde deneysel olarak gergeklestirilmistir. Bu deney-
lerde atomlar c¢esitli geometrilerde tuzaklanabilmekte ve pargaciklar arasi etkilesim
cok hassas bir sekilde ayarlanabilmektedir. Bu alanda elde edilen 6nemli gelismelerden
bir digeri ise, yapay bir manyetik alan tiretimi ve nétr yiiklii atomlarin bu alana baglan-
mastyla Lorentz kuvvetinin etkisinin ndtr atomik sistemler iizerinde olusturulmasidir.
Isik uyarimli yapay manyetik alanlarin tiretimi, atomlarin kiitle merkezi hareketi di-
sinda i¢ kuantum durumlarina bagh oldugundan, farkli i¢ kuantum durumlarina sahip
atomlar 1s1kla farkli sekilde baglanabilecek ve farkli yapay manyetik alanlar gorebile-
cektir. Bu sayede, etkin yiike sahip atomik gazlarin 6zelliklerinin genis bir ¢cercevede
calisilmast olanagi dogmustur.

Bu tez caligmasinda, etkilesen yiiklii Bose-Einstein karigimlarinin yapay manyetik
alan etkisi altindaki 6zellikleri farkli tuzak geometrilerinde incelenmistir. Etkilesimlere
ve bilesenlerin yogunluk dagilimlarina bagl olarak ortiisiik ve ayrisik durumlar dikkate
alinmugtir. Ortiisiik karisimlarda iki bilesen isgal ettikleri fiziksel uzayda karigik bir
bicimde birlikte var olabilirken ayrigik karisimlarda bilesenler farkli uzaysal bolgeleri
isgal ederek birbirlerinden ayrisirlar ve aralarinda ancak sinir bolgesinde bir etkilesim
gerceklesir.

Iki bilesenli Bose gazi karisiminda parcaciklar aras etkilesimler araciligiyla man-
yetik alanla baglanmis bir Bose gaz1 manyetik alanla dogrudan baglanmayan diger
Bose gazina, Lorentz kuvvetinin etkisini aktarabilir. Bu durumda manyetik kuvvetten
dolay1 ivmelenen bir gaz, manyetik alan1 géormeyen diger gaz1 ivmelendirebilir. Boy-
lece iistiin akiskanlar durumunda gorebilecegimiz gibi iki sistem arasinda momentum

iX



aktarimiyla kayipsiz bir siiriikkleme olay: ortaya cikabilir. Bu kapsamda ortiisiik du-
rumda, yapay manyetik alan etkisi altinda bir boyutlu bir halka tuzak potansiyeli ele
alinarak siiriikleme olay1 ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bilegenlerarasi etkilesimler
aracilifiyla gerceklesebilecek agisal momentum aktarimi ve bunun neticesinde ortaya
cikabilecek girdap endiikleme olay1r Bogoliubov yaklasimi cercevesinde ¢alisilmistir.
Ayrica, girdap aktariminin ortiisiik durumda gerceklestigini tespit edebilmek igin sis-
temin enerjetik ve dinamik kararlilik kosullar1 analiz edilmistir.

Ote yandan, ayrisik durumda itici etkilesimli karisimin agisal ve radyal olarak ad-
landirilan ayrisma konfigiirasyonlari ile bu konfigiirasyonlarin rotasyonel ozellikleri
disk ve Corbino geometrilerinde incelenmisgtir. Etkilesimlerin siddetine ve rotasyon
parametresinin biiyiikliigiine bagl olarak sistemin enerji acisindan avantajli oldugu ta-
ban durum konfigiirasyonu belirlenirken Gross-Pitaevskii ve Thomas-Fermi yaklagim-
lar1 karsilastirilmigtir. Bu karsilastirmanin tutarl olabilmesi ve Thomas-Fermi yakla-
sim1 altinda dogru konfigiirasyonun secilebilmesi icin arayiizey enerjisi yerel yogunluk
yaklasimi ¢ercevesinde hesaplanmistir ve Thomas-Fermi yaklagimina eklenerek kari-
simin dogru taban durumu belirlenmistir. Etkilesimlerin bir fonksiyonu olarak ayrisik
faz durumlarn incelendiginde konfigiirasyonlar arasi gecisin bilesenler i¢i etkilesim si-
metrisinin kirilmasiyla gerceklesebildigi gosterilmistir. Tuzagin geometrisi ise ancak
asimetrik bir etkilesimin var oldugu durumda faz gecisleri icin etkili bir faktor haline
gelmektedir. Sistemin etkilesim parametreleri diizleminde faz diyagrami olusturularak
ayrisik durumlarin enerjetik a¢idan avantajli oldugu bolgeler belirlenmistir. Ayrigik faz
durumunda bilesenlerin yogunluk dagilimlarindaki farklilik ayn1 zamanda sistemin ro-
tasyonel ozelliklerini de etkileyecektir. A¢isal ayrisma durumunda, iistiin bir akigkan
ozelligi olan dolagim kuantizasyonu 6zelligi kirilmaktadir ve boylece bilesenlerin artan
donmeye gore acisal momentumu kesikli degil siirekli degerler almaktadir. Buna kar-
sin radyal konfigiirasyonda dolasim kuantizasyon kosulu kiritlmadigindan bilesenlerin
acisal momentum degerleri kesiklidir.

Anahtar Kelimeler: Asir1 soguk atomik kuantum gazlar, Bose-Einstein yogusmast,
Iki bilesenli yiiklii iistiin akigkan karigimlari.

Sayfa Adedi: 117 Sayfa.
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SUMMARY

Thanks to the advanced developments in experimental cooling and trapping techniques
in the field of dilute atomic gases, Bose-Einstein condensation has been experimentally
observed in these systems. In the experiments, atoms can be trapped in different ge-
ometries and inter-particle interactions can be tuned using Feshbach resonances. Anot-
her important development in this field is the generation of an artificial magnetic fields.
In particular, the effect of Lorentz force on a charged particle can be mimicked by co-
upling neutral atoms to laser field. Since the generation of light-stimulated artificial
magnetic fields depends on internal quantum states of atoms in addition to the center
of mass motion, atoms with different internal quantum states will be able to couple
differently with light and see different artificial magnetic fields. Thus, the properties of
atomic gases with an effective charge have come experimentally accessible.

In this thesis, the properties of interacting charged Bose-Einstein mixtures are in-
vestigated in different trap geometries under the influence of an artificial magnetic
field. Depending on the interactions and density distribution of the components, spati-
ally overlapping and spatially separated phases are taken into account. In overlapping
mixtures, two components can co-exist in a mixed form in the physical space that they
occupy, while in phase separated mixtures the components are separated from each
other by occupying different spatial regions, and the interaction between them only
occurs in the boundary region.

In a charged-uncharged Bose gas mixture, the charged component that is coupled
to magnetic field can transfer the effect of the Lorentz force to the other one, which is
not coupled to the magnetic field, via the inter-component particle interactions. In this
case, a gas accelerated due to the magnetic force can accelerate the other gas that does
not see the magnetic field. Thus, a non-dissipative drag between the two systems can
occur through momentum transfer as observed in superfluid mixtures. In this context,
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Xii

the non-dissipative drag was studied in detail by considering a one-dimensional ring
trap under the influence of an artificial magnetic field for a miscible mixture. The
angular momentum transfer that can occur through intercomponent interactions and
the vortex induction that may occur as a result of this has been studied within the
Bogoliubov approach. Moreover, the energetic and dynamic stability conditions of the
system were analyzed in order to determine the vortex induction.

On the other hand, for immiscible mixtures with repulsive interactions, the so-
called azimuthal and radial configurations and the rotational properties of these confi-
gurations are investigated in disc and Corbino geometries. We employ Gross-Pitaevskii
and Thomas-Fermi approaches and compare them. In order for this comparison to be
accurate within the Thomas-Fermi approach, the interface energy has been calculated
using local density approximation and the correct ground state configuration of the mi-
xture was determined by adding it to the Thomas-Fermi approach. The ground state
configuration depends on the strength of the interactions and the shape of the trap-
ping potential. It has been shown that the transition between the two configurations
can occur by breaking the symmetry of intracomponent interactions. The geometry of
the trap becomes a relevant factor for the phase transitions only in the case of asym-
metric interactions. Phase diagram of the system has been constructed as a function of
interaction strengths and energetically favorable configurations have been determined.
The difference between the density distribution of the components will also affect the
rotational properties of the system. The circulation quantization condition about the
common axis, which is a superfluid property, is broken in the azimuthal phase sepa-
ration, and thus the angular momenta of the components takes continuous rather than
discrete values as magnetic field is increased. Since the circulation quantization con-
dition holds in the radial configuration, the angular momenta of the components take
discrete values.

Key Words: Ultra cold atomic quantum gases, Bose-Einstein condensation, Two com-
ponent charged mixtures of superfluid.

Page Number: 117 Pages.
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1 GIRIS

Bose-FEinstein yogusmasi, Bose parcaciklarinin sistemin en diisiik kuantum durumuna
birikmesiyle gerceklesen bir faz gecisidir. Bu faz gecisinin teorik altyapis1 Satyendra
N. Bose [1]] ve A. Einstein [2]] tarafindan gelistirilmistir. Yirminci ylizyilin baglarinda
ongoriilen yogusmanin deneysel olarak gerceklestirilmesi ancak yetmis y1l sonra miim-
kiin olmustur. Bose-Einstein yogusmasi ilk kez 1995 yilinda 8"Rb alkali atomlar1 kul-
lanilarak JILA grubu [5]) tarafindan, aym yil icerisinde **Na atomlar1 kullanilarak MIT
grubu [|6] tarafindan ve “Li atomlar1 kullanilarak RICE grubu [7]] tarafindan gergekles-
tirilmigtir.

Bose-Einstein yogusmasinin deneysel olarak seyreltik atomik gazlarda gézlemlen-
mesinin ardinda asir1 soguk atomlar alaninda elde edilmis deneysel basarilar yatmak-
tadir. Arastirmacilar bu sistemlerin farkli parametreleri iizerinde yiiksek kontrole sa-
hiptirler ve 6zellikle deneyler sirasinda bu gazlar1 olusturan parcaciklar arasindaki et-
kilesim parametrelerini ve bu gazlarin geometrisini belirleyen elektromanyetik tuzak
potansiyelini hassas bir bicimde ayarlayabilmektedirler. Boylece ayrintili bir sekilde
cok-parcacikli sistemlerin mikroskopik ozelliklerini kontrol ederek bircok model sis-
temi inceleme ve arastirma sansi elde edilmistir [8]].

Ultra soguk atomik gazlarda parcaciklar arasi kisa erimli etkilesimler s-dalga sa-
cilma uzunlugu kullanilarak efektif bir noktasal etkilesim potansiyeli ile anlatilmakta-
dir. Bu etkilesim deneylerde Feshbach rezonansi ile kontrol edilebilmektedir [9], [[10].
Boylece deney esnasinda etkilesimin siddetini ve hatta isaretini (etkilesimin cekici
veya itici olma durumunu) kontrol edebilme olanagi mevcuttur [[11]], [[12]]. Bu sayede
Bose yogusmalarinin etkilesimden kaynakli farkli 6zellikleri, yeni madde halleri ve
degisik kuantum fazlarimin olusumu ayritili bir bicimde ¢alistlmistir [[13]], [[14]f], [15],
[16]. Ustelik tuzak geometrisi iizerinde var olan kontrol sonucunda bu ¢calismalar farkli
tuzak potansiyellerinde ve farkli uzaysal boyutlarda gerceklestirilebilmistir [[15]].

Atomik sistemler elektriksel olarak notr yiiklii sistemlerdir. Gergek bir manyetik



alan uygulanarak bu tiir sistemler iizerinde Lorentz kuvvetinin etkisi yaratilamadigi
gibi ortaya cikabilecek kuantum etkileri de gézlemlenememektedir. Bu sebeple farkli
sekillerde yapay bir manyetik alan iiretilerek gercek bir manyetik alanin sistem tizerin-
deki etkileri olusturulabilir. Kullanilan ¢cok yaygin yontemlerden biri, Coriolis kuvveti
ile Lorentz kuvvetinin bicimsel olarak denkligine dayanir ve atomik gazi dondiirerek
manyetik alanin etkisi taklit edilir [[17], [18]], [19], [20], [21]], [22], [23]. S6z konusu
denklige dayanarak yiiksek ilintili sistemlerde kuantum Hall, Hofstader vb. etkiler do-
nen gazlar ¢ercevesinde calisilmaistir [24]], [25[], [26]], [27]], [28] [29]. Bu yontem bazi
deneysel olanaklar1 ortaya ¢ikarsa da tuzaklama sinir1 yiiziinden ¢ok yiiksek manye-
tik alan etkilerini calisma olanagini saglayamamaktadir. Ornegin, harmonik tuzagin
dengesini korumak i¢in bu gazlar tuzak frekansindan daha hizli dondiirmek miimkiin
degildir [30], [31].

Yapay manyetik alan iiretmek icin son zamanlarda kullanilan en yaygin yontem
ise 1s1k uyarimli ayar alam1 yaratma prensibine dayanmir [32], [33]], [34], [35], [36].
Deneysel olarak, Raman lazer demetlerinin uygun sekilde kombinasyonlar: diizenle-
nerek Bose-Einstein yogusmasi iizerine diisiiriiliir ve atomlarin i¢ kuantum durumla-
rinin diisiiriilen fotonlar ile baglanmasi saglanir. Boylece ¢ok soguk yiiksiiz atomik
sistem icin yapay ayar alam {iretilir ve bu ayn1 zamanda sistem iizerinde yapay bir
manyetik alan tiretmeye karsilik gelir. Yapay manyetik alanin 6nemli etkilerinden biri,
atomik sistemler iizerinde kuantize girdaplarin yaratilabilmesidir. Dondiirme yoluyla
cok soguk atomik sistemler tizerinde kuantize girdaplar olusturulabildigi [19], [20],
(23], [38], [39], [40[, [41] [42], [43] gibi 151k uyarimli yapay manyetik alan yonte-
miyle de atomik sistemler {izerinde dondiirme analojisine dayanarak kuantize girdap-
lar olusturmak miimkiindiir [34], [37]. Isik uyarimli yapay manyetik alan iiretimi sa-
yesinde daha Once teorik olarak ¢alisilmis veya ongoriilmiis, bagsta katihal fizigi olmak
tizere fizigin ¢esitli dallarinda deneysel olarak ilgin¢ kuantum fazlarin1 ve madde hal-
lerini [8]], [44]], [45]], [46, [47] calisma olanag1 yaratilmistir.

Isik uyarimli yapay manyetik alanlariin iiretimi atomlarin i¢ kuantum durumla-
rina bagh oldugundan, farkli i¢ kuantum durumlarina sahip atomlar 1s1kla farkl se-
kilde baglanacaktir. Dolayisiyla farkli i¢ kuantum durumlarina sahip atomlar farklh
yapay manyetik alan gorebilecek hatta bir kism1 manyetik alana maruz kalip bir kismi

manyetik alan1 gormeyebilecektir. Bagka bir ifadeyle, farkli etkin yiike sahip atomik



gazlardan soz etmek miimkiin olacaktir [48], [49], [50].

Asir1 soguk atomlardaki deneysel ve teorik gelismelerin 1s181nda bu tez calisma-
sinda farkli tuzak potansiyelleri ele alinarak 151k uyarimli yapay manyetik alan etkisi
altinda zay1f etkilesimli, yiiklii ve iki bilesenli Bose-Einstein yogusuk karisiminin 6zel-
likleri tizerine odaklanilmustir.

Iki bilesenli atomik Bose gaz1 karisimlar1 deneysel olarak, JILA ve NIST [51]], [52],
[53] ile MIT [54], [55] gruplari tarafindan gerceklestirilmistir. Iki bilesenli yogusuklar
farkli alkali atom kombinasyonlariyla olusturulabilir. Ornegin, aynu tiir alkali atomla-
rin farkli kuantum durumlar [S1]], [52], [56], [S7], [58]], ayn tiir alkali atomlarin farkl
1zotoplari [59], [60] veya farkli alkali atom ciftleri [[61f], [62f], [63[], [64]], [65]], (66, [67]
kullanilarak iki bilesenli yogusuk karisimlar1 gergeklestirilmistir. Bu sistemler ile ilgili
olarak teorik calismalarda, ortalama alan yaklagimi ¢cercevesinde Gross-Pitaveskii [68]],
[69]], [70], [71]], [72]] ile Thomas-Fermi yaklasimlar [[73]], [103[], [104], [108]] kullanil-
mistir. Bu calismalarin temel amaci, sistemin taban durum ozelliklerini belirlemek ol-
mustur. Ortalama alan 6tesinde ise Bogoliubov-de Gennes / Hartree-Fock-Bogoliubov
teorileri [74], [[75[, [[76], [77], [78[, [[79], [80] sistemin Ozelliklerini belirlemek icin
kullanilan diger yontemlerdir.

Bu tez calismasi, itici etkilesimli ve yiiklii Bose-Einstein karisimlarini iki durumda
dikkate almaktadir. Bu durumlar, bilesenlerin yogunluk dagilimlarina gore ortiisiik ve
ayrisik durumlardr. Ortiisiik karisimlarda iki bilesen isgal ettikleri fiziksel uzayda ka-
risik bir bigcimde birlikte var olabilirken ayrisik karisimlarda bilesenler farkli uzaysal
bolgeleri isgal ederek birbirlerinden ayrisirlar ve aralarinda ancak sinir bolgesinde bir
etkilesim gerceklesir. Bu ¢calismada, ortiisiik durumda bilesenlerarasi agisal momentum
aktarimi ve bunun sonucunda ortaya ¢ikabilecek girdap endiikleme olay1 incelenmistir.
Ayrisik durumda ise, ortaya ¢ikan farkli konfigiirasyonlar, konfigiirasyonlar arasinda
gerceklesen faz gecisleri ve gazlarin donme 6zellikleri irdelenmistir.

Iki bilesenli Bose gazi1 karisiminda manyetik alana baglanmis bir Bose gazi, par-
caciklar arasi etkilesimler araciligiyla manyetik alan1 gérmeyen diger Bose gazina Lo-
rentz kuvvetinin etkisini aktarabilir. Bu durumda manyetik kuvvetten dolay1 ivmelenen
bir gaz, manyetik alan1 géormeyen diger gazi1 ivmelendirebilir. Boylece iistiin akiskanlar
durumunda gorebilecegimiz gibi iki sistem arasinda momentum aktarimiyla kayipsiz

bir siiriikleme olayr ortaya ¢ikabilir [[81]] [82]. Isik uyarimli yapay manyetik alanin



sundugu yeni olanaklar1 goz Oniine alarak ayn1 tuzak potansiyelinde farkl ytiklii iistiin
akigkanlarin siirtiinmesiz siiriikkleme problemi deneysel olarak da ele alinabilir. Bu dog-
rultuda bu tez calismasinda, yapay manyetik alan etkisi altinda bir boyutta siiriikleme
olay1 ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Ortiisiik iistiin akiskan karistminda acisal momentum aktarimini inceleyebilmek
amaciyla bir boyutlu bir halka potansiyeli ele alinmistir. Deneysel olarak halka bicimde
tuzak geometrileri yaratilabildigi [83]], (841, [85], [86], [87] gibi bu tuzak potansiyeli
izerinde girdap endiiksiyonu siklikla calisilan bir alan olmustur [84], [85], [88]], [89],
(901, [91]], [92], [93]], [[94]], [95]] , [96]. Halka potansiyeline tuzaklanmig farkl ytiklii
iki bilesenli Bose karisiminin agisal momentum 6zellikleri Bogoliubov yaklagimi [97]]
cercevesinde ele alinmistir. Bu yaklasim, yogusmay1 olusturan Bose parcaciklarinin
biiyiik bir oraninin en diisiik enerjili kuantum durumuna yogustugu ve geriye kalan
kiiciik bir kesrin ise yiiksek enerjili diger kuantum durumlarinm isgal ettigi varsayimi
yapan ortalama alan 6tesi bir yaklagimdir. Dolayisiyla uyarilan parcaciklar tarafindan
acisal momentumun aktarilabildigi ele alinirsa sistemin acgisal momentum 6zelliklerini
inceleyebilmek i¢in Bogoliubov yaklasimi uygun bir yontem olacaktir.

Diger taraftan, ayrisik durumda itici etkilesimli Bose gazi karigiminin ayrisma kon-
figiirasyonlari ile bu konfigiirasyonlarin rotasyonel 6zellikleri disk ve Corbino geomet-
rilerinde incelenmistir. Karisimlarin ayrisik faz konfigiirasyonlari, bilesenler ici etki-
lesimlere ve tuzak potansiyelinin bi¢cimine bagli olarak arastinlmaktadir [98], [99],
[100], [101], [102]. Bu tiir sistemlerin miimkiin ortiisiik ve ayrisik taban durum konfi-
giirasyonlar1 bilesenlerarasi etkilesimlere bagli olarak Thomas-Fermi yaklagimi altinda
calisilmistir [[103], [104]]. Ayrica atomik sistemlerde bilesenler aras1 etkilesimlerin sid-
deti ayarlanarak karisimin ortiisiik ve ayrisik durumlar arasinda gegisi saglanabilmek-
tedir. Bu tiir bir gecis, dengeli bilesen ici etkilesimler altinda dondiirme ve manyetik
alan etkileri olmadan incelenmistir [105]], [[106]. Karisimin taban durum konfigiirasyon
yapist, bilesenlerarasi etkilesime bagli olarak tuzak potansiyeli yokken [[107], [108] ve
bir tuzak potansiyeli varliginda [[75]], [77], [106] incelenmistir.

Ayrigik durumda bir karisimin bilegenleri uzaysal olarak birbirlerinden ayrik bol-
geleri iggal ettiginden etkilesimler arayiizeyde gerceklesecektir. Arayiizey etkilesim
enerjisi yerel yogunluk yaklagimi kullanilarak [[108] hesaplanmistir. Daha ayrintili bir

caligma ise ayrisik konfigiirasyonlar: giiclii ve zayif olmak iizere iki farkli rejim altinda



incelemistir [[105]. Dolayisiyla ayrisik limitte bulunan karigimin arayiizey enerjisi, si-
nirda farkli yogunluk profilleri ele alinarak detayli bir bi¢imde incelenmistir [[109],
(110], [L11], [112], [113], [114], [115], [116].

Ayrisik durum konfigiirasyonlar: Gross-Pitaevskii ve Thomas-Fermi yaklagimi cer-
cevesinde calisilmistir. Thomas-Fermi yaklagimi ayrigik limit durumunda uygulandi-
gindan araylizey enerjisi yerel yogunluk yaklagimi ¢ercevesinde hesaplanarak ayrica
eklenmigstir. Boylece Gross-Pitaveskii sonuglar ile Thomas-Fermi sonuclar1 karsilasti-
rildiginda nitel ve nicel olarak yakin sonuglar elde edilmistir.

Ayrisik karigimin iki farkli konfigiirasyonu; agisal ve radyal konfigiirasyon olarak
adlandirilabilir. Sistemin rotasyonel 6zelliklerinin tercih ettigi taban durum konfigiiras-
yonuna bagl olarak farkli davranig sergiledigi gosterilmistir. Ayrica konfigiirasyonlar
arasindaki gecisler, bilesenler i¢i ve bilesenler arasi etkilesimlerin fonksiyonu olarak
detayli bir bicimde incelenmistir. Son olarak {iistiin akigkan davranisi sergileyen bu
sistemlerin agisal hiz profili hem disk hem de Corbino geometriler iizerinde hesaplan-

migtir.
Tezin Plani

Bu tez ¢alismasinin genel bir plan1 ve boliimlerin icerikleri asagida 6zetlenmistir.

Oncelikle Bsliim de zayif etkilesimli, seyreltik, cok soguk atomik kuantum gaz-
larin fizigini aciklayan temel teoriler anlatilacaktir. Bu modeller, sifir sicaklikta orta-
lama alan yaklasiklig1 cercevesinde Gross-Pitaveskii ile ortalama alan 6tesi Bogoli-
ubov yaklagimidir. Bu metodlar yukarida ifade edilen s6z konusu sistemleri; 151k uya-
rimli manyetik alan etkisinde ve bir tuzak potansiyeli altinda itici etkilesimli, yiiklii,
iki bilegenli Bose-Einstein sistemlerini modellemek i¢in kullanilacaktir. Ayrica bu bo-
liimde iki bilesenli bir karisimin oOrtiisiik ve ayrisik durumlarinin olugsma kosulu an-
latilacaktir. Son olarak, yapay manyetik alan altinda atomik Bose gazi sistemi tasvir
edilecektir.

Boliim [J[te halka potansiyeline tuzaklanan farkli yiiklii iki bilesenli Bose-Einstein
karisiminin agisal momentum o6zellikleri ve sisteme girdap endiikleme kosullart Bo-
goliubov yaklagimi ¢ercevesinde anlatilacaktir. Oncesinde iki bilesenli bir karisimin
ozelliklerini daha iyi anlayabilmek adina ayni geometri iizerinde ve diizgiin bir man-
yetik alan etkisinde tek bilesenli bir yogusugun agisal momentum 6zellikleri yine ayn

cercevede verilecektir. Bu boliimde esit yiiklii ve farkl yiiklii karisimlar i¢in uyarilmig
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parcaciklarinin momentum durumlari iizerine dagilimlar: arasindaki farkliliklar ve bu-
nun neticesinde ortaya ¢ikan acisal momentum ozellikler detayl bir sekilde tartigildik-
tan sonra, farkli yiiklii bir karisim icin s6z konusu olan agisal momentum aktarimi ve
dolayisiyla siiriikleme olay1 anlatilacaktir. Ayrica girdap aktariminin ortiisiik durumda
gerceklesebilecegini teyit edebilmek i¢in sistemin enerjetik ve dinamik kararlilik ko-
sullar1 analiz edilecektir ve sistemin faz diyagrami etkilesim enerjisi-manyetik alan
diizleminde olusturulacaktir.

Bolium Hfde disk ve Corbino geometrileri ele alinarak itici etkilesimli ve yiiklii
Bose-FEinstein karisiminin ayrik durum konfigiirasyonlar1 ve bu konfigiirasyonlarin ro-
tasyonel 0zellikleri Gross-Pitaevskii ve Thomas-Fermi yaklasimi ¢ercevesinde anlati-
lacaktir. Ayrigik limitteki karisimin arayiizey enerjisi, benzer iki farkl arayiizey yakla-
stmi1 kullanilarak hesaplanacaktir. Bu iki yontem arasinda hangisinin daha iyi ¢alistig1
Gross-Pitaevskii yaklasimi ile kiyaslanarak boliim sonunda tartisilacaktir. Etkilesimle-
rin bir fonksiyonu olarak sistem iki sekilde incelenecektir; dengeli bilesen i¢i etkile-
simlere gore sistemin taban durum olarak hangi konfigiirasyonu sectigi belirlenecektir.
Sonrasinda bu etkilesimler arasi simetrinin kirtlmasiyla birlikte konfigiirasyonlar arasi
gecislerin miimkiin olabilecegi anlatilip, etkilesimlerin bir fonksiyonu olarak karigimin
ayrisik konfigiirasyonlar: arasindaki miimkiin gecisler verilecektir. Ayrica disk ve Cor-
bino geometrilerinin etkilesimler diizleminde faz diyagramlar1 olusturulacaktir. Son
olarak ayrigik limitteki karistmin hiz profili ve agisal momentum ozellikleri disk ve

Corbino geometrileri ele alinarak hesaplanacaktir.



2 Asiri Soguk Atomlarda Bose-Einstein Yogusmasi

Bose-Einstein yogusmasinin deneysel olarak atomik gaz sistemlerinde gozlemlenme-
siyle [S], [6], [[17] [S1], birlikte bu tip kuantum gazlarinin teorisi genis bir cerce-
vede incelenmistir [117]], [118], [119], [[120], [121], [122], [123]], [124]], [125]. Bu
boliimde sifir sicaklikta seyreltik ve zayif etkilesimli Bose-Einstein yogusugunu tasvir
eden temel teorik metodlar anlatilacaktir. Ik olarak, sistemin taban durum o6zellik-
leri ortalama alan yaklasiklig1 ¢cercevesinde Gross-Pitaevskii denklemi ile verilecektir.
Ortalama alan yaklasimi 6tesinde sifir sicaklik lineer uyarilmalari, Bogoliubov yakla-
simu cercevesinde anlatilacaktir. Iki bilesenden olusan yogusuk karisimlart icin Gross-
Pitaveskii denklem cifti ve bu karisimlarin ortiisiik ve ayrisik durumlari ifade edilecek-
tir. Son olarak bu tezin temel unsurunu olusturan yapay manyetik alan altinda sistemin

Hamiltonyeni tasvir edilecektir.

2.1 Gross-Pitaevskii Yaklasim

Sifir sicaklikta, etkilesimli ve seyrek bozonik gazlarin teorisini aciklayan en temel yak-
lasim Gross-Pitaevskii yaklasikligidir. Cok parcacikli sistem Hamiltonyeni asagidaki
gibi yazilabilir.
H = /alr\ifT (r,t) (—h—sz + Viuzak (I‘)> ] (r,t)
2M
+ % /drdr’\iﬁ (r, ) U (¢ ) Ve (e =2/ ) U (2, 8) O (r,8)  (2.1)

Burada Vj,.x (1), tuzak potansiyelini temsil eder, v (r,t) ve Al (r,t) bozonik kuantum

alan operatorleridir ve aralarinda es zamanli komiitasyon iligkisi gecerlidir.
[ (r,t), 07 (r',1)] = o(r—7) (2.2)

U (r,t), ¥ (r,t)] =0 (2.3)

Etkilesimler, parcaciklarin birbirleriyle ikili etkilesimleri iizerinden tanimlanabilir. Bo-

zonlar arasindaki ikili etkilesimler esyonlii, radyal simetrik bir potansiyel aracilifiyla
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gerceklesir. Bu potansiyel Vi (r; — r;) sadece pargaciklar arasi mesafeye baghdir. Ye-
terince diisiik sicakliklarda atomik carpismalar, nokta parcaciklarin birbirleriyle elastik
olarak kafa kafaya carpismalar gibi ele alinabilir. Yogusma yogunlugu, birim hacim
bagina parcacik sayist n = N/V ile tanimlanir ve sag¢ilma uzunlugu ay ile ifade edilir.

S6z konusu diisiik yogunluklarda,
na® < 1 (2.4)

gecerlidir. Dolayisiyla yukarida ifade edilen limit durumu altinda etkilesim potansiyeli

uygun bir noktasal temas etkilesim potansiyeli ile ifade edilebilir.
Ve (Ir —1']) = g0 (r —1') 2.5)

Burada baglanma sabiti g, sagilma uzunlugu ile dogru orantilidir. Boylece etkilesimler
tek bir parametre ile ifade edilebilir.

Ah?
M

9 = as (2.6)

Denklem (2.5) ile tanimlanan noktasal etkilesim potansiyeli kullanildiginda denklem

(2.1) ile ifade edilen Hamitonyen asagidaki bicimi alir.
H= / debt (v, 8) h () U (r,t) + g / de0’ (v, ) Ot (e, 0) U (x,8) O (r,t)  (2.7)

Burada h (r) tek parcacik Hamiltonyenini belirtmektedir.

N hQ
h(r) = —WV2+V;uzak(r) (2.8)

Bu asamada ¥ bozonik kuantum alan operatorii i¢in Heisenberg hareket denklemini

tanimlayalim.

A ~

m%\p (r,t) = [¥(r,t),H] (2.9)

Denklem (2.7) ile verilen Hamiltonyen, Heisenberg hareket denkleminde yerine yazil-

diginda alan operatdriine ait haraket denklemi asagidaki gibi elde edilir.

2
G (1) = | = 2 Vi (1) | . 0) g (1, 0) § (0,1) (1, 1)(2.10)

Yogusma durumunda bozonik kuantum alan operatorii iki ayr1 parcanin toplamiyla

tanimlanabilir.

U(r,t) = (U(r,0))+9(r,t) = ¢ (r,t) + 9 (r,1) (2.11)



A

Bozonik alan operatériiniin beklenen degeri iizerinden tanimlanan ilk parga (¥ (r,¢)) =
¢ (r,t), klasik bir alana kargilik gelir ve yogusuk dalga fonksiyonunu temsil eder.
Ikinci parga ise ortalama etrafindaki dalgalanmalar1 veren yogusma dist kuantum alan
operatoriidiir ¢ (r, t). Burada 6nemli olan nokta, W (r, ¢) alan operatdriiniin ortalama
digindaki operator dzelliklerinin ) (r, £) yogusma dist alan operatdrii tarafindan temsil
edilmesidir. Sifir sicaklikta dalgalanmalarin ¢ok kiiciik oldugu varsayimi altinda bo-
zonik kuantum alan operatorii sadece klasik alan iizerinden tanimlanabilir T (r,t) =
¢ (r,t). Bu yaklagiklikla sifirinci1 derece hareket denklemi yogusuk dalga fonksiyonu
ile asagidaki gibi ifade edilebilir.

2

.0
thg ¢ (r,t) = | = mvz + Viwzak () 4+ glé (v, 1) |*| ¢ (x, 1) (2.12)

Bu denklem, zamana bagli Gross-Pitaevskii (GP) denklemi olarak bilinir [3]], [4]. GP
denklemi ¢ (r, t) klasik alanin sagladigi lineer olmayan Schrodinger denklemidir. GP
denkleminde lineerligi bozan terim ise g|¢ (r, t) |? etkilesim potansiyelidir.

Yogusuk dalga fonksiyonu kompleks degerli klasik bir alandir. Yogusuk yogun-
lugu, bu makroskobik dalga fonksiyonunun norm karesi tizerinden tanimlanir ve top-
lam yogusmus parcacik sayisi ise s6z konusu yogunlugun konum iizerinden integrali

ile verilir.

n(r,t)=|¢(rt)|?>, = Ny= /d3r|¢(r,t) |2 (2.13)

Yogusma orant Ny /N olarak tanimlanmaktadir. Geri kalan pargaciklar yogusuk digin-

daki normal yogunlugu olusturur.
Duragan Coziim

Zamana bagli GP denkleminin duragan ¢6ziimii, konum bagimli ve zaman bagiml1 iki

ayr1 parcanin carpimi ile ifade edilebilir.

o(r,t) = ¢(r)e " (2.14)

Burada 1 kimyasal potansiyeldir. Bu ¢oziimiin denklem (2.12)) ile ifade edilen zamana
bagli GP denkleminde yerine yazilmasiyla zamandan bagimsiz Gross-Pitaevskii denk-
lemi elde edilir.

2

I
po(r) = | = 537V + Vi (v) + 916 (r) [*| 6 (r) (2.15)

9



Zamandan bagimsiz GP denklemini yogusmanin enerji fonksiyoneli iizerinden de be-
lirlemek miimkiindiir. GP denklemi, p Lagragian ¢arpani ve E[¢(r)] enerji fonksiyo-
neli olmak iizere tam yogusma durumunda £ — p /N ifadesinin ¢* fonksiyonuna gore

varyasyonel minimizasyonuyla asagidaki gibi elde edilebilir.
)
do*

Yogusmanin enerji fonksiyoneli,

(E[¢] — uNolg]) = 0 (2.16)

Boe)] = [ e[ Vo0 + Vo ()00 + Jalotel!| @17
olarak tanimlanmigtr.

Bir etkilesimli yogusugun cogu taban durumu 6zelligini GP denklemini ¢ozerek
elde edebiliriz. Sistemin temel uyarilmalar1 veya donme 6zellikleri GP denkleminin
analitik incelemesiyle anlagilsa da lineer olmadigindan bu denklemin genel ¢oziimle-
rini elde etmek icin sayisal yontemler kullanmak gerekir. Ayrica, bazi limit durumlarda

analitik ¢oziim elde etmek de miimkiindiir.
Harmonik Salinic1 Potansiyeli

Bu kisimda zamandan bagimsiz GP denkleminin ¢oziimii etkilesimsiz durumda, g =
0, ve harmonik salinic1 tuzak potansiyeli altinda incelenecektir. Denklem (2.13)) ile
verilen zamandan bagimsiz GP denklemi etkilesimler ihmal edildiginde asagidaki gibi

Schrodinger denklemine indirgenebilir.
2

pOE) = |~ oV Vi (1) [0 1) (2.18)

En genel durumu ifade etmek icin, ii¢ dogrultdaki tuzak frekanslar1 birbirinden farkl
olacak sekilde secilirse, w, # w, # w,, esyonlii olmayan harmonik salinici potansiyeli

asagidaki gibi yazililabilir.

1 1 1
Viwsak(r) = §Mw§:c2 + §Mw§y2 + §Mw§z2 (2.19)

Boylece, yogusmasinin taban durumu Gaussian yogunluk profili ile tanimlanabilir.

Go(r) = R e~ 20k o= 2 o= 203 (2.20)
74\ aza,a
xUyly

Burada a; = \/h?/Muw; dalga fonksiyonun ii¢ dogrultudaki genisligini belirten biiyiik-
liikktiir. Yukarida ifade edilen taban durumu, etkilesimsiz durumda ve harmonik salinict
potansiyeli altinda zamandan bagimsiz GP denkleminin tek parcacik diizeyindeki te-

mel ¢oziimiinii belirtir.
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2.1.1 Thomas Fermi Yaklasimi

Parcacik sayisinin ¢ok yiiksek oldugu durumda etkilesimler ihmal edilemez hale gelir.
Fakat, harmonik tuzak potansiyeli altinda zamandan bagimsiz GP denkleminin basit
bir ¢6ziimii kinetik enerji teriminin ihmal edildigi Thomas-Fermi yaklagiklig1 altinda
incelenebilir. Bunun i¢in dncelikle sistemin toplam enerjisini parca parca olarak ince-
leyelim. Sistemin toplam enerjisi; kinetik enerji, potansiyel enerji ve etkilesim enerjisi
olarak ii¢ ayr1 parcaya ayrilir Fy,, = Ej + E, + E,. Her bir terimin katkis1 asagida
gibi ifade edilebilir.

h? heo,
E — = — 2.21
E, ~ mwiR?= hw,R} (2.22)
huws, ( Noas

E, = R) = — 2.23

i R < a, ) 229
Burada Ry = R/ay, yogusugun yarigapidir, a, = /h?/Mwy, ise harmonik salinici

uzunlugudur. Boylece toplam enerji,
1
Eiop ~ (Ex + E, + §Ee) = Nolwy, (Ry* + Ry + AR;®) (2.24)

olarak elde edilir. Burada A = ]\;O—: boyutsuz bir parametredir. Thomas-Fermi yak-
lagikliginin gecerliligi bu boyutsuz parametrenin birden ¢ok biiyiik oldugu durum,
yani A = Nya,/a, > 1 ile tamimlanabilir. Ornegin, ii¢ boyutlu bir yogusugu dik-
kate aldigimizda, pargacik sayis1t Ny ~ 10°, a, ~ 5nm ve a; =~ lpum olmak iizere
Noas/ap, = 500 olarak elde edilir. Burada etkilesim enerji terimi ile kinetik enerji te-
rimi kiyaslandiginda, F, > Ej; oldugundan Thomas-Fermi yaklagiklig1 altinda kinetik
enerji teriminin katkisi etkilesim enerjisinin yaninda ihmal edilebilir. Ozetle, Thomas-
Fermi yaklasikligi, giiclii etkilesim ve yiiksek parcacik sayis1 Ny > 1 limitinde gecer-
lidir.

Thomas-Fermi yaklagiklig1 altinda denklem (2.13)) ile ifade edilen zamandan ba-

gimsiz GP denklemi asagidaki gibi tanimlanir.
[Vizak(r) + glo () 6 (r) = o (x) (2.25)
Yogusma yogunlugu ise,

© (1 — Viuzak) (2.26)



ile ifade edilir. Burada O(z) basamak fonksiyonu olarak tanimlanir. Bir 6nceki kisimda
denklem (2.19) ile ifade edilen harmonik salinici tuzak potansiyeli alinda Thomas-

Fermi yogunluklar1 asagidaki gibi ifade edilebilir.

2 2 2
I x Y z

==|l-=-=-= 2.27

n(r) g ( R R RE) 2.27)

Thomas-Fermi yaricaplar, R, = \/W yogusma yogunlugunun sifira gittigi
noktalar olarak tanimlanir.

Ayrica, TF yaklasimindan bagimsiz olarak, burada yogusmanin 6nemli karakte-
ristik parametrelerinden biri olan £, bagdasim uzunlugunu tanimlayabiliriz. Bagdasim
uzunlugu kinetik enerji ile etkilesim enerjisinin dengeye geldigi noktada asagidaki gibi

ifade edilir.

iy & & A (2.28)
opez 9" - 2Mgn '

Bu uzunluk yogusugun bir tedirgeme karsisinda kendini yineleme uzunlugu olarak
goriilebilir.
2.1.2 Kuantize Dolasim

Yogusma dalga fonksiyonu, yogusma yogunlugu n(r,t) ve yogusma fazi o(r,t) cin-

sinden asagidaki gibi yazilabilir.
o(r,t) = /n(r, 1)) (2.29)
Bu ifade, yogusugun akim yogunlugu

ih
j(r,t) = — - 2.30
i(r,t) = 577 (9V" = 9V9) (2.30)
taniminda yerine koyuldugunda yogusuk icin hiz alaninin yogusma fazinin gradyenti

ile iligkili oldugu sonucu elde edilir.

v(r,t) = %Vgp(r,t) (2.31)
Buradan elde edilen bu 6nemli sonu¢ hiz alaninin irrotasyonel olmasidir, V x v = 0.
Fazda bir tekillik olusmadig: taktirde yogusmanin donmeyen bir akiskan oldugunu
belirtir. Boyle bir tekillik yogunlugun sifira gittigi noktalarda girdap seklinde ortaya

cikar.
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Yogusugun cevresinde kapali bir C' egrisi secelim. Yogusma dalga fonksiyonunun
tek degerli olma kosulundan dolay1 kapali C' egrisi iizerinde yogusma fazindaki degi-

sim Ay, 27 degerinin tam katlar1 seklinde kuantize olmalidir. Egri iizerinde dolagim,

h
=— =0,£1,+2, ... 2.32
MQ? q ) ) ) ( )

n:fv-déz%rq, =
c

olarak ifade edilir. Burada ¢ tamsayidir; ¢ = 0 degeri donmeyen bir yogusmadir, g # 0
degerlerinde ise kapali C' egrisi igerisinde girdap olustugu anlamina gelir. Yogusma
cevresinde bir dolagim , sabit h/M degerinin katlar1 seklinde kuantizedir ve bu sonug,

tekil noktayi igerdigi siirece secilen kapali C' egrisinin yaricapindan bagimsizdir.

2.2 Ortalama Alan Otesinde Bogoliubov Yaklasimi

Ektilesimli atomik gazlarda Bose-Einstein yogusmasi, toplam pargacik sayisinin, mak-
roskobik biiyiikliikteki bir kesrinin en diisiik enerjili taban durumuna yogustugu ve
geri kalan kiiciik bir kesrin ise yiiksek enerjili diger kuantum durumlarini iggal ettigi
bir rejimdir. Bu boliimde zayifca etkilesen homojen (V;y,.k(r) = 0) bir Bose gazi
icin ortalama etrafindaki kii¢iik dalgalanmalar incelenecektir. Bozonik alan operator-

leri cinsinden denklem (2.7)) ile verilen Hamiltonyen agagidaki gibi tanmimlanabilir.

i = / dr( Vit (1) VI (x) ) +? / dedrt (1) B (1) B (1) B (1) (2.33)
Homojen durumda bozonik alan operatorleri diizlem dalga tabaninda yazilabilir. Sira-

styla bozonik yok etme W (r) ve yaratma alan operatorleri U (r) asagidaki gibi diizlem

dalga tabaninda agilir.

(2.34)

\i/(r) = \/217T_V g dke““r, ‘i/T(r) _ \/Qlﬂ_v ; e—ik-rd};

Burada ay ve aL operatorleri; k degerli momemtum durumda bir parcacik yok eden ve

bir parcacik yaratan bozonik operatorlerdir. Bozonik operatorlerin sagladigi bozonik
komiitasyon iligkisi su sekilde verilir.

[, al,] = awaf, — alax = e (2.35)

[, aw] = [af,al,] =0 (2.36)

Diizlem dalga tabaninda denklem (2.34) ile tanimlanan alan operatorleri (2.33)) denk-

leminde yerine yazildiginda momentum uzayinda asagidaki ifade elde edilir.

H= Z e e + —— 2v af, iy i, (2.37)
ki,ka,k3 ky
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Burada ¢, = % ile tanimlanir. Hamiltonyende ilk terim kinetik enerjiyi ikinci terim
ise etkilesimleri temsil etmektedir. Bozon gazinin en diisiik enerjili taban durumu (yo-
gusma durumu) k = 0 momentum durumudur. Boylece, k # 0 durumlar yogusma dis1
momentum durumlaridir veya uyarilmis durumlara karsilik gelir. Etkilesimler iki par-
cacik etkilesimlerine dayandigindan yogusma durumundaki iki parcacik etkilesimler
aracilifiyla yogusuk disindaki £k # 0 momentum durumlarina sagilabilir.

Toplam parcacik sayis1 N, yogusma durumundaki pargacik sayis1 Ny ve uyaril-
mis durumlarin pargacik sayist N, olmak iizere iki katkinin toplamu ile yazilabilir ve
asagida bozonik operatorleri cinsinden ifade edilirler.

N = Ny+N, =N+ % > (afa +atya ) (2.38)
Kk£0
Yukarida da ifade edildigi iizere Bogoliubov yaklagiklig1 altinda yogusma durumunun

operatorleri ay—, aLZO toplam yogusuk parcacik sayisi ile yer degistirebilir.

ag,al, = /N (2.39)

Kinetik enerji ve etkilesim terimlerini taban durum ve uyarilmis durumlar olmak iizere
yeniden ifade edelim. Oncelikle kinetik enerji kismi asagidaki gibi ifade edilir.
Haw = Y exilin = %Z x (&Lak + af_k&fk) (2.40)
k£0 k£0
Etkilesim Hamiltonyeni yeniden diizenlenirken parcaciklarin ikili etkilesimlerini gz
oniinde bulundurularak momentum korunumuna dikkat edilmelidir. Denklem (2.37))

Hamiltonyeni i¢in miimkiin durumlar asagida siralanmustir.

e Yogusma icindeki iki parcacigin etkilesimi ve Hamiltonyene katkisi:

k1:k2:k3:k4:0
abadagig = N2 (2.41)

e Yogusma icindeki bir parcacik ile yogusma dig1 bir parcacigin etkilesimi miim-
kiin dort farkli durum iizerinden tanimlanir; sirasiyla etkilesimler ve Hamilton-
yene katkilari:
ki=ks=0,ks =ky; ko=ks=0,k; =ks
ki =k, =0,ky =k;; ko=k3;=0,k; =k,

dafadinine = 2NpY (aLak + &T_kafk> (2.42)
k#£0
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e Etkilesimlerden dolay1 yogusma i¢indeki iki parcacik yogusma disina sacilabilir
veya yogusma disindaki iki parcacik yogusma icerisine diisebilir. Miimkiin farkl
durumlar ve olusturduklari toplam katki:

k1:kQZO;kgz—k4Vek3:k4:O;k1 :—kg

3 (agagak&_k + aLaikaodo) S (aka_k + aLaik) (2.43)
k#£0 k#£0
Ikili etkilesimler altinda miimkiin tiim durumlardan etkilesim Hamiltonyenine gelecek
olan toplam katki yogusuk parcacik sayisinin Ny en yiiksek iki kuvveti cinsinden asa-
gi1daki gibi ifade edilir.

A gNg | 9Ny gNo - ot A
Hetk 2V + 7 kzﬂ) <akak i (l ka’ k) + W Z (CLkCL_k + (l;f(CLT_k) (244)

Bu seviyede toplam Hamiltonyen yogusuk pargacik sayis1 Ny ile ifade edilebilir.

) gNZ 1 . A 9No -
H = W+§Zek<aﬂak+aika_k)+72< Tak+aTka k)

gNo A A
5> g; (s + afal ) (2.45)

Bogoliubov yaklagiklig altinda denklem (2.38)) ile tanimlanan toplam parcacik say1si-
nin ikinci meretebeye kadar olan terimleri alinir ve iist mertebedeki terimlerinin katki-
lar1 ihmal edilir. Ornegin, (Zk aLak> : gibi terimlerin katkilar1 thmal edilir.
N2~ N -NY (aLak n aika_k> (2.46)
Kk#0
Kinetik enerji ile etkilesimlerden gelen katkilarla birlikte Hamiltonyen toplam parcacik

say1s1 kullanilarak yeniden agagidaki gibi ifade edilir.

A N2
H—g

e + = Z{ (ex + gn) (akak—ira Ko k) + gn (aka k—i—ak )1 (2.47)

Toplam pargacik yogunlugu n = N/V ile tanimlanmustir. Yukarida belirtilen Hamil-
tonyen, ay, alt operatorleri cinsinden kuadratik formda bir Hamiltonyendir. Kuadratik
yapidaki bir Hamiltonyen kanonik bir doniisiim altinda kdsegenlestirilebilir. Burada bu

kanonik doniisiim Bogoliubov doniisiimii olarak bilinir.
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2.2.1 Bogoliubov Doniisiimii

Bir 6nceki kisimda denklem (2.47) ile ifade edilen Hamiltonyen Bogoliubov donii-
stimil olarak bilinen bir kanonik doniisiimle kosegenlestirilebilir. Kanonik doniigiim,

yok etme ve yaratma operatorlerinin lineer bir kombinasyonu ile tanimlanir.

dk = Uk&k — deT_k, (AlT_k = ukOAéT_k — dek (248)

Burada pargacigimsi fazi uygun sekilde ayarlanarak (uy, vy ) reel segilebilir, oy ve aL

bozonik parcacigimsi yok etme ve yaratma operatorleridir. Kanonik doniisiimiin tanimi
geregi yeni tanimlanan bozonik parcacigimsi operatorler bozonik komiitasyon iligki-

sini saglarlar.
[, ] = e [aP,ad] =0 (2.49)

Yukarida ifade edilen komiitasyon iligkisi (uy, vy) katsayilar tizerinde bir kisitlama

olusturur. Bu kisitlama agagidaki gibi ifade edilir.

up —vp = 1 (2.50)

Denklem (2.48)) ile tanimlanan doniisiim denklem (2.47)’de yerine yazildiginda Ha-

miltonyen yeni operatorler cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

~

1
H = §gn2V + Z [(ek + gn) vi — gnukvk]

k40
1
+ 5 Z [ (ex + gn) (up + vy) — 2gnugvg] (dL@k + &T_k&,k)
k0
1
+ 5D om (g + 0d) — 2 (ac+ gn) wand] (dk&_k n deik) 2.51)
kA0

Hamiltonyen matris formatinda yazildiginda son satir kdsegen olmayan terimlere denk
gelirken ikinci satir ise kosegen iizerindeki terimleri belirtir. Bu asamada kodsegen ol-

mayan terimlerin katsayis sifira esitlenebilir ve boylece (uy, vy ) katsayilart secilebilir.
gn (up +v) — 2 (e + gn) uevxk = 0 (2.52)

Bu esitlik neticesinde (uy, vy ) katsayilari su sekilde belirlenir.

1
(i) = 5 (Ekgkgn + 1) (2.53)
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Belirlenen katsayilarin Hamiltonyende yerine yazilmasiyla,
. 1 i i
0 = Erp+3Y F <altak + aika_k> (2.54)
k#0
kosegen formdaki Hamiltonyen elde edilir. Bu Hamiltonyen Bogoliubov Hamiltonyeni
olarak bilinir. Burada Ey parcacigimsi enerji degerleri, bilinen Bogoliubov spektru-

munu Vverir.
By, = ex (ex + 2gn) (2.55)
Sistemin taban durum enerjisi ise,
1
Erp = 5gn’V — > (e +gn — Ex) (2.56)
kA0
olarak elde edilir.
Baslangigta birbirleriyle etkilesim halinde bulunan ay, alT( parcacik operatorlerinin

tanimladig1 Hamiltonyen, Bogoliubov doniisiimii sonrasinda oy, aL parcacigimsi ope-

ratorlerin tanimladig: etkilesimsiz ve kdsegen formda bir Hamiltonyene doniisiir.

2.3 Iki Bilesenli Karisimlarda Faz Ayrisimi

Gazlarin yogunluk dagilimi goz oniinde bulunduruldugunda, iki bilesenli Bose gazi
karisimu icin iki farkli faz durumu mevcuttur. Bunlardan biri, bilesenlerin isgal ettigi
fiziksel uzayda ic ice gectikleri ortiisiik faz durumudur. Diger faz durumu ise, bilesen-
lerin iggal ettikleri fiziksel uzayda birbirlerinden ayrildiklari, birinin isgal ettigi bol-
gede diger bilesenin yogunlugunun sifira gittigi ayrisik faz durumudur. Bu boliimde
ortiisiik ve ayrigik faz durumlarinin olusum sart1 incelenecektir.

Iki bilesenden olusan karisimlar, GP denklem cifti ile ifade edilmektedir. ki bile-
senli bir sistemde, bilesenlerin kendi iclerindeki etkilesimlerine ek olarak birbirleriyle
olan karsilikli etkilesimleri de dikkate alinmalidir. Bu terim, GP denklemlerinde yeni
bir etkilesim terimi olarak ifade edilir ve denklemleri birbirine baglar. Bilesenleri tem-

sil eden yogusuk dalga fonksiyonlarini ¢4 (r,t) ve ¢ (r, t) ile gosterelim. Bu durumda,

r AV T

2l -3 V() g6 (5,8) P+ gl (5, o (r,0) @57
- _

n202ED VT ) 1 gnls (0.0) P+ gusln (5.) P 60 () 258)

ot L 2M,
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yukarida ifade edildigi iizere iki bilesenli yogusugun zamana bagli ¢iftlenmis GP denk-
lemleri verilir. Yogusuk karisimu g;;]¢;(r)|>®;(r) terimi araciligiyla bilesenleri birbir-
lerine baglar. Burada M;, M, bilesenlerin kiitlelerini temsil eder, V3 (r) ve V5 (r) tuzak
potansiyellerini belirtir, g1 ve g2 bilesenlerin icsel etkilesim enerjilerini ve g2 = go1
bilesenlerin kargilikli etkilesim enerjilerini gosterir. Ug boyutta etkilesim enerjileri sa-

cilma uzunluklari cinsinden asagidaki gibi tanimlanir.

3D 47Th2 ( M1 + MQ) a(12)

— i) 3D -9 h?
a ) g12 ™ ( M1M2 S )

3 =1,2 2.59
gll ]\4Z S ? ? ( )

_iuit/fl
s

Zamana baglh GP denklem cifti i¢in duragan ¢oziimler 6nerildiginde ¢; (r,t) = ¢; (r)e

asagidaki gibi zamandan bagimsiz GP denklem cifti elde edilir.

A 9 2_

p¢r(r) = | — M, + Vi (r) + guilé1 (r) |7 + gralgo (r) |* | ¢1 (r) (2.60)
[ h2v2 2 2_

pags (r) = | — 5N, + Va (1) + gl (r) |7 + gra]ér (v) |7 | @2 (r) (2.61)

Sistemin enerji fonksiyoneli,

El¢1, 2] = /(2?\;|V¢1(r)|2+%(r)|¢1(r)\2+%glllél(r)\4>dr

b [ (S IVo0R Vo) (62007 + Jgalontr)l! )

4 / 1ol () 2] o (r) [ 2 2.62)

tanimlanir ve her bir bilesenin toplam parcacik sayist N; ve N, ile gosterilir.

N, = / |ps(r)|*dr (2.63)

Ortiisiik ve ayrisik durumlarmin olugsma kosulunu incelemek igin yukarida anlattgi-
muz iki bilesenli sitemi daha basit hale getirmek yararl olacaktir. iki bilesenli Bose gaz1
karigiminin toplam parcacik sayilar1 N; ve N, olmak iizere bilesenler V' = L3 hacimli
bir kutu icerisinde hapsedilebilir . Kutunun kenar uzunlugu L, bagdasim uzunlugundan
yeterince biiyiik ise L > &, TF yaklagiklig1 uygulanabilir. Bu analiz, dis potansiyelin
yavasca degistigi yerel yogunluk yaklasiminda da gecerli olacaktir. Denklemler (2.60)
ve (2.6]) ile ifade edilen GP denklem ¢ifti TF yaklagiklig1 altinda (kinetik enerji teri-

minden gelen katki tamamen ihmal edildiginde),

gi|o11? + gi2|o2l? = (2.64)

92| ho|® + groldn|? = o (2.65)
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ile verilir. Bu sistemin homojen ¢6ziimleri asagidaki gibi tanimlanir.

N N.
@01:\/71, 1/}22\/72 (2.66)

Ik 6nce ortiisiik faz durumunun enerjisini elde edelim. Denklem (2.66) ile ifade edi-
len homojen ¢oziimler denklem (2.62) ile ifade edilen enerji fonksiyonelinde yerine

yazildiginda ortiisiik faz durumunun enerjisi,

1 N2 1 N2 NNy
E, = —gy— + —ggg—2 2.67
2911 % + 2922 v + g12 % ( )

olarak tanimlanir. Sistem karigik faz durumunda iken bilesenler ortak V' hacmini dol-
duracaktir.

Ayrigik faz durumunda ise bilesenlerden biri V; hacmini isgal ederken diger bilesen
V5 hacmini iggal eder ve toplam hacim ise bilesenlerin iggal ettikleri hacimlerin top-
lamina esittir, yani V' = V; + V5. Bilesenlerin homojen ¢oziimleri ayrigik faz durumu

icin asagidaki gibi tamimlanir.
| Ny | Ny
=/ = = 4/ — 2.68
() v (G v ( )

Nt gnNi _gulNi | gn N
2 2 V5 2 W 2 V-V

Toplam enerji ise,

E, =

(2.69)

ile ifade edilir. Denklem (2.69) ile ifade edilen ayrigik fazin enerjisinin V; ve Vo =
V' — V] hacimlerine gére minimizasyonlarinin birbirine denk oldugu nokta dE; /V; =
dFE5/ Vs, bilesenlerin basinglarinin birbirine esit oldugu denge sartini verir, Py(r) =
Py(r) ve bu limitte,

1 1
P = 5911”%7 P, = 5922713 (2.70)

olarak verilir. Burada n; ve ny bilesen yogunluklaridir. Yukarida ifade edilen esitlik
ayni zamanda bilegenlerin yogunluklari arasinda bir iligki tanimlar. Bu iliski asagidaki
ifade de belirtilir.

ng = ng, 22 2.71)
g1

Bilegenlerin isgal ettikleri hacimler V; ve V5, ayrigik fazin enerjisinin V; hacmine gore

minimizasyonu ile belirlenebilir.

Vv Vv
Vie——e——, Vo= ———— @.72)
922 N2 g11 N1
1+ g11 N? L+ g22 N;
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Denklem (2.69) ile ifade edilen ayrisik faz durumunun enerjisi toplam hacim cinsinden

yeniden diizenlenir.

1 N2 1 N

2
E, = —gi1— 4+ —gyo—2
2911 % + 2922 v + V911922

N1 N,
V

(2.73)

Bu asamada toplam hacim cinsinden ifade edilen ayrisik faz durumunun enerjisi, denk-
lem (2.67) ile tanimlanan 6rtiisiik faz durumunun enerjisiyle karsilagtirilir. Eger ki bi-

lesenlerin birbirleriyle karsilikli etkilesimi g2, yeterince biiyiik ise,

g12 > /911922 (2.74)

iki bilesenli Bose gazi karistminin taban durumu, bilesenlerin fiziksel uzayda birbirle-
rinden ayrildiklari ayrisik faz durumudur. Bu durum enerjetik olarak daha avantajlidir.
Ayrigik faz durumunun enerjisi ile ortiisiik faz durumunun enerjileri arasindaki fark,
ayrisik faz durumunun denklem (2.74) ile verilen kosul altinda kararli oldugunu gos-
terir.

N1 Ny

AE=FE,— E, = (g120 — \/911922) %

(2.75)

Enerjiler arasindaki fark pozitiftir AE > 0.

2.4 Yapay Manyetik Alan Altinda Bose-Einstein Yogusugu

Sabit bir manyetik alan etkisi altinda hareket eden () yiiklii ve M kiitleli bir parcacigin

Hamiltonyeni asagidaki gibi tanimlanabilir.

1

H=—
o ¢

p—QA(r)’ +V(r) (2.76)

Burada V' (r) zamandan bagimsiz tuzak potansiyelini temsil etmekte ve A (r), diizgiin
manyetik alani lireten vektor potansiyelini gostermektedir. Vektor potansiyeli, z yo-
niinde diizgiin bir manyetik alan B = V x A iiretecek sekilde uygun bir ayarda segi-
lebilir. Landau ayar1 A = B (—y,0) veya A = B (0, z) ile simetrik ayar A = %B X T
ornek olarak verilebilir. Manyetik alan altinda hareket eden yiiklii bir parcacigin me-
kanik momentumu, mv — p — QA(r) ile yerdegistirecektir ve burada p kanonik
momentumu ifade eder.

Atomik bozonlar yiiksiiz parcaciklardir ve yiikii olmayan bir parcacik gercek bir

manyetik alan ile dogrudan etkilesmez. Son zamanlarda gelistirilen bir teknik ile [[34]],
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€
(SP
I BEC ‘E]
wr, wr, + Awy,

Sekil 2.1: Yapay manyetik alan tiretimini temsili olarak gosteren deneysel diizenektir.
Sistem diizenegi; BEC: Bose-Einstein yogusmasi, iki farkli frekanstaki Raman lazer
demeti wy, wr,+Awy, ile y dogrultusunda uygulanan gergek, sabit bir manyetik alandan
B = By olugsmaktadir. Temsili gosterim [[126] tezinden alintilanmustir.

[35]], [36] yapay manyetik alan iiretilmistir ve boylece yapay manyetik alan altinda
bozonik notr atomlarin sanki gercek manyetik alan altinda hareket eden yiiklii bi-
rer parcaciklarmis gibi davranmalari saglanmigtir. Bu teknik su sekilde 6zetlenebilir;
Bose-Einstein yogusmasi, bir dogrultu boyunca kiiciik siddette ve gercek bir manyetik
alana maruz birakilirken birbirlerine dik agilarda iki lazer demeti yerlestirilir. Lazer
demetlerin frekanslari birbirlerinden az bir oranda farklilik gosterir (A ~ 3MHz) ve
yogusma iizerine diisiiriilen lazer demetleri, atomlarin i¢ kuantum durumlari ile bag-
lanir. Standart bir deney diizenegi Sekil 2.1fde gosterilmistir. Deney diizeneginde go-
rildiigii iizere y dogrultusunda gercek bir manyetik alan B,y uygulanmaktadir ve z
dogrultusu boyunca yogusma iizerine diisiiriilecek sekilde Raman lazer demetleri bir-
birlerine dik olarak yerlestirilmistir. Lazer demetlerinin atomun i¢ kuantum durumlari
ile baglanmasi saglanarak atomun kiitle merkezi i¢cin 2 dogrultusunda diizgiin yapay
bir manyetik alan tiretilmistir. Bunun neticesinde yiiksiiz bozon parcaciklar1 sanki sa-
bit ve gercek bir manyetik alan etkisi altinda hareket eden yiiklii birer parcaciklarmis

gibi davranacaklardir.
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3 Halka Potansiyeli ve Manyetik Alan Altinda Bose-Einstein
Yogusugu

Bu boliimde halka potansiyeline tuzaklanan ve halka diizleminde dik homojen yapay
bir manyetik alanin etkisindeki iki bilesenli Bose-Einstein yogusugu karisimlarinin
statik-taban durum/denge 6zellikleri Bogoliubov yaklagimi ¢ercevesinde incelenmistir.

Yapay manyetik alanin etkisinde her bir bilesenin yapay yiikii esit ya da farkl ola-
cak sekilde ayarlanabilir. Dolayisiyla yiiklii iki bilesenli yogusugun 6zellikleri bilesen-
lerin esit yiiklii ()1 = Q2 ve farkl yiiklii @); # Q)5 oldugu karigim ¢esitleri tizerinden
incelenmigtir. Bilesenler arasinda acisal momentum aktarimi gérebilmek amaciyla ka-
rigtmin farkl yiiklii oldugu durum, bilesenlerden birinin yiiklii ¢); # 0 diger bilesenin
ise yiiksiiz oldugu )2 = 0 bir limit altinda ele alinmistir. Burada, karigimlarin 6zel-
liklerini anlamamizda yardimci olmasi acisindan oncelikli olarak ayni geometride tek
bilesenli bir yogusugun manyetik alan altindaki 6zellikleri verilmistir.

Manyetik alana baglanmayan serbest bir par¢acigin kinetik enerjisi, £, = p*/2M,
negatif ve pozitif degerli momentum durumlarinin isaretinden bagimsiz olarak esit
ep = €_p elde edilmektedir. Manyetik alan etkisinde olan () yiiklii bir parcacigin
kinetik enerjisi, e, = (p — QA)2 /2M, ise +p degerli kanonik momentum durumlari
icin farkli e, # €_, elde edilmektedir. Manyetik alan serbest par¢acigin sahip oldugu
simetriyi kirarak daginim (dispersiyon) bagmntisinin |QA | biiyiikliigii kadar 6telenme-
sine neden olmaktadir. Boylece, uyarilmis parcaciklarin momentum durumlari iizerin-
deki dagilimi incelenirken, manyetik alan 6nemli rol oynayacaktir. Tek bilesenli yogu-
sukta ve esit yliklii yogusuk karisitminda uyarilmig parcaciklarin momentum durumlari
tizerindeki dagilimi simetrik iken farkli yiiklii bilesenlerden olusan yogusukta simet-
rik olmayan bir davranis elde edilmistir. Bu simetrik ve simetrik olmayan davranislar,
Bogoliubov yaklagiminin gegerli oldugu {n < 1 limit durumunu saglamaktadir. Dola-
yistyla uyarilmis parcaciklarin momentum durumlar tizerindeki dagilimini incelemek

ayni zamanda Bogoliubov yaklagiminin c¢alistig1 limiti kontrol etmenin de bir yoludur.
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Literatiirde [|89]], [93]], [95], [102], [127], [[128]] esit yiiklii karisimlarin 6zellikleri-
nin sikilikla ¢alisildig1 diisiiniildiigiinde burada, bilegenler arasinda agisal momentum
aktarimi ve bu prensip odaginda bilesenler arasinda bir siiritkleme olayi1 inceleyebil-
mek i¢in farkl yiiklii karigimlar iizerine odaklanilmistir. Atomik etkilesimler aracili-
g1yla manyetik alan ile gii¢lii baglanan bir bilesen, manyetik alan ile zayif baglanan
bir diger bilesene Lorentz kuvvetinin etkisini aktarabilir. Bu kuvvetin etkisiyle man-
yetik alan ile zayif baglanan bilesenin giiclii baglanan bilesen tarafindan ivmelenmesi
neticesinde enerji agisindan kayipsiz bir siiriikleme olay1 ortaya cikabilir ve bdylece
bilesenler arasinda bir agisal momentum aktarimi meydana gelebilir. Bu aktarimin, bir
limit durumu olarak, yukarida da ifade edildigi iizere manyetik alan ile baglanan yiiklii
bilesen ve manyetik alan ile dogrudan baglanmayan yiiksiiz bilesen karisimi i¢in belir-
gin olarak ortaya cikabilecegini diisiinmekteyiz.

Burada acgisal momentum aktariminin incelenebilmesi i¢in Bogoliubov yaklagimi
uygun bir yontem olacaktir. Bogoliubov yaklasimi ¢ercevesinde parcaciklarin kiiciik
bir kesrinin uyarildig1 dikkate alindigindan bilesenler arasindaki a¢isal momentum ak-
tarim1 bu uyarilmis parcaciklar diizeyinde gerceklesecektir. Sadece ortalama etrafin-
daki parcacik etkilesimlerin dikkate alindig1 Gross-Pitaevskii yaklagimi cercevesinde
ise bu aktariminin incelenebilmesi miimkiin olmayacaktir.

Son olarak, esit yiiklii ve farkli yiiklii karistmlarin Bogoliubov enerji spektrumu
tizerinden enerjetik ve dinamik kararsizlik sergiledikleri parametre uzayi, etkilesim
enerjisi ve manyetik alan diizleminde olusturularak sisteme girdap endiikte etme ko-

sullar1 incelenmistir.

3.1 Halka Potansiyelinde Tek Bilesenli Bose-Einstein Yogusugu

Yaricap1 R ve arakesit yaricapi 7 olan bir halka geometride tuzaklanmis tek bilesenli
Bose-Einstein yogusugu dikkate alinmistir. Halkanin ¢evresi L = 27 R ve ara kesit
alam1 S = 712 olarak tammlanmaktadir. Burada arakesit yarigapinin, halka yarigapin-
dan cok kiiciik olmasi1 ry > R varsayimi altinda bir halka potansiyeli diisliniilmiigtiir.
Bu tuzak potansiyeli, yogusugu bir boyutta ele almay1 miimkiin kilar. Toplam parcacik
sayist IV, atom kiitlesi M ve yapay yiikii () ile ifade edilen yogusuk, z dogrultusunda
uygulanan diizgiin yapay bir manyetik alanin etkisinde incelenmistir.

Bir boyutta sabit R yarigaph halka geometride tuzaklanan sistemin tek serbestlik
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derecesi azimut acis1 6 ile verilmektedir. Sistemin ¢ok-parcacik Hamiltonyeni bozonik

alan operatorleri ¢ ve 1" cinsinden asagidaki gibi tanimlanir.

(p—QA)*

i = [ raoit o) 22 ¢ b+ L [ rasit it @ é@i0)

Simetrik ayarda se¢ilmig bir vektor potansiyel, A = % = r0, halka diizlemine dik z
dogrultusunda diizgiin bir manyetik alan B = BZ verir. Sac¢ilma uzulugunun a,, hem
halka arakesit yaricapindan hem de halka yaricapindan cok kiiciik olmast a; < 7o, R
varsayimi altinda tek boyutta etkilesim enerjisi sagilma uzunlugu cinsinden asagidaki
gibi ifade edilebilir.

1D _ 47rR2%
M S

(3.2)

Sistemin homojen olusundan bozonik alan operatorleri 1& diizlem dalga tabaninda ifade
edilebilir. Burada momentum durumlari £ ve bu momentum durumlarinin tasidiklari
acisal momentum Ak ile tanimlanmaktadir. Sirasiyla, bozonik alan operatorii ve her-

misyen eslenegi,

. 1 . . 1 .
0) = ey, f(9) = ale e 33

yukaridaki gibi tanimlanir. Dalga fonksiyonunun tek degerli olmasi kosulu altinda, mo-
mentum durumlar kesiklidir ve £ = 0, &1, £2, ... gibi tam say1 degerler alacaktir. Cok
parcacik Hamiltonyeni bozonik yaratma ve yoketme operatorleri cinsinden asagidaki

gibi yeniden ifade edilebilir.

oM 2L £
k.k ,q

. h2 9 . ng . . o
H=Y" = (k= Q) O D L. o (3.4)
k

Burada @, halkanin cevreledigi alanin igerisinden akan manyetik aki miktaridir ve
manyetik aki kuantas1 &, = h/e cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

BR?

b =
7 B,

(3.5)

Yukarida denklem (3.4)) ile ifade edilen ikincil kuantizasyon Hamiltonyeni, A% /2M R?

enerji biriminde yazildiginda,

o 2 At A g At At A A
H= ; (k —QP)" aar + o Z gy g _ O O (3.6)
kK q
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elde edilir. Bir boyutta etkilesim enerjisi g'”, boyutsuz ifadesi g ile yeniden tanimlan-

magtir.
_ 4Ra;
9775
Boéliim [2.2]de anlatildig: tizere Bogoliubov yaklagiklig1 altinda, toplam parcacik sa-

(3.7

yist N cinsinden denklem (3.6) Hamiltonyeni yeniden ifade edildiginde asagidaki gibi

kuadratik bicimde bulunur.

. . R U R R R R
Hp = Ey+ Z (e, +U) a,];0+qak0+q + 3 Z <azo+qazo_q + akﬁqako,q) (3.8)
q#0 q#0

Burada kg, yogusma durumunun momentumunu ve ¢ yogusma durumundan farkl di-
ger momentum durumlarini belirtmektedir. Yogusmanin ky = 0 degerli momentum
durumuna yogustugu varsayilmistir. Toplam pargacik sayisi ile orantili olarak etkile-
sim parametresi U = ¢/ ile ifade edilmistir. Denklem (3.8) Hamiltonyeninde yer alan
sabit terim £, yogusmanin GP taban durum enerjisini belirtmektedir. GP taban durum

enerjisi asagida tanimlanmaktadir.

1
Eo = (ko — Q®)* N + 5gN2 (3.9)
Kiigiik manyetik aki ® = [—0.5, 0.5] degerlerinde ky = 0 momentum durumu enerjik

olarak avantajhidir. Manyetik aki bityiikliik olarak |®| > |4-0.5| degerini aginca artik bu
momentum durumunun enerjik olarak avantajli olmadig: Sekil[3.1]de gosterilmektedir.
Sekil [3.1] farkli yogusma durumlarinin GP taban durum enerjilerini manyetik alana
gore gostermektedir.

Yogusma durumunun degistigi bu manyetik aki degeri kritik manyetik aki degeri
®. olarak adlandirilir. Kritik manyetik aki degeri 0.5 asildiktan sonra enerjide yeni
bir minimum olusur ve yogusma bu yeni momentum durumuna ¢oker. Yeni minimum,
manyetik alanin igaretine bagh olarak ky = 1 veya kg = —1 momentum durumlarin-
dan birine ait yogusuktur. Her bir kritik manyetik aki degeri asildik¢a enerjide farkli

bir minimum olugur. Sistem bu yeni momentum durumuna yogusacaktir. Bu davranis

kendini manyetik aki arttik¢a yinelemektedir. Denklem (3.8)),
€g =" +2q (ko — QD) (3.10)

ifadesi ¢ momentum durumuna, ky yogusma durumuna ve manyetik aki ®’ye bagh

bir niceliktir. Bu seviyede Hamiltonyen +¢ momentum durumlar i¢in birlikte ifade
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Sekil 3.1: Gross-Pitaevskii taban durum enerjisindeki degisim farkli yogusma durum-
lar1 kg = 0, £1, £2 icin manyetik akiya gore elde edilmistir.

edilebilir.

0= Byt Y ((6+U)afpginosg + (g + Ul yin o)
q>0

U Af A A N L.
+ 9 Z <alto+qa;rco—q + Qko+qko—q + acho—q&Lo—&—q + akO*qakOJrq) @G.11)
q>0

0

Manyetik alana baglanmamis bir par¢acigin €,

enerjisi ¢ ve —q momentum durumlari
icin birbirine denk iken ¢) = €, = ¢, manyetik alamn varligindan dolay: pozitif
momentum durumlarina karsilik gelen €, enerjisi ile negatif degerli momentum du-

rumlarina karsilik gelen e_, enerjisi birbirlerine denk olmayacaktir.
€ €y = €g—€q=4q(ko—QP), e +e,=2¢ (3.12)

Dolayisiyla denklem (3.11)) Hamiltonyeni i¢in negatif ve pozitif modlarin kinetik ener-
jiye olan katkilar1 dikkate alinmagtir.

Bu asamada Hamiltonyen Bogoliubov doniisiimii altinda kosegenlestirilebilir. Bu
doniisiim ¢, = T'¢, lizerinden tanimlanmaktadir. Burada 7" doniisiimiinii saglayan
matris, 1, bozonik parcacik operatorlerinden olusan bir siitun vektorii ve ¢, bozonik
parcacigimsi operatorlerinden olusan bir siitun vektoriidiir. Vektor operatorlerinin ta-

nimlar sirasiyla agsagida verilmektedir.

f

v, = <a}20+q,azo_q7ak0+q,ak0_q> (3.13)
N TR Y

by — <ako+q,ako_q,ak0+q,ako,q) (3.14)

Bozonik operatorleri a,(j), parcacigimsi operatorlerinin oz,(j) lineer bir komibinasyonu
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olarak 7" doniigiim matrisinin elemanlariyla agsagidaki gibi ifade edilmektedir.

R o N wat
Akytq = UgQlpgtq — U, 04, (3.15)

af_, = wal . — vl (3.16)

Matris formatinda v, = T'¢, esitligi,

R N R
Aky+q Ugq 0 0 Uy Qko+q
R . N
Ako—q | 0 u —v; O Oko—q
i = : (3.17)
R N R
ako+q 0 Vg Ug 0 ako+q
~T * AT
gy —q v, 0 0 Uy Qg

seklinde yazilabilir. Hamiltonyen bozonik parcaci@imsi opertorleri cinsinden asagidaki
gibi ifade edilir.

N 1 R R . N
H=Ej+ b Z [<a20+qak’o+q + O‘ko—irqal:OJrq) (Ug (g +U) + 03 (e—q+U)— QUUqUQ)

q>0

1 A A ~ ~
+§ Z [(alto—q&kofq + ako*qalto_q> (Ug (67[1 ot U) + Ug (Eq + U) — 2Uuqvq)
q>0

1 . . A .
S [ (@l + Brorativg o) (U (42 +42) = 20, (e + €y +20)
q>0

Burada EF = FE, — %Z >0 (€q + €—q + 2U) olarak tammlanmustir. Yukarida ifade
edilen Hamiltonyende kdsegen olmayan d,io 4 qélof ¢ 11 Qg+ Ot terimlerin katsayi-

sinin sifira esitlenmesiyle,
(ug 4+ v2) U — uqvg (€ 4 €—q +2U) = 0 (3.19)

Bogoliubov genlikleri, (u,, v,) asagidaki gibi elde edilir.

(u2,0?) = % R

q’ 7q
(e + U - 12
*+U

E 11
2 V¢ (¢*+2U0)

(3.20)

Burada genlikler iki durumun ortalama enerjisine e; = (¢, £ €_,)/2 gore tanimlana-
bilir. Denklem (3.18) ile ifade edilen Hamiltonyen, (u,, v,) Bogoliubov genliklerinin
yerine yazilmasiyla kdsegen bicimde elde edilir.

H = Brp+ 3 (206100000 + 4]yt ) (3.21)

q>0
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Bogoliubov uyarilma enerjileri, £, ve €_, asagida verilmigtir.

Ey=e + \/ (ex +U)* = U2 (3.22)

E =€+ \/(e+ +U)* - U2 (3.23)

Etkilesimler vasitasiyla birbirlerine baglanan durumlarin enerjileri €, # e_, farkl ise
olusacak olan sanki-par¢aciklarin enerjileri de £,, £_, farkli olacaktir. Burada Hamil-
tonyen, yogusma sifir momentum durumu hari¢ miimkiin diger tiim ¢ momentum du-

rumlari iizerinden yeniden ifade edilebilir.

H=Erp+ Y €0}, 0h+q (3.24)
q7#0

Bu Hamiltonyen, birbirleri ile etkilesmeyen bozonik parcacigimsi operatorler cinsin-
den kosegen bigcimdeki Bogoliubov Hamiltonyenidir. Temel durum enerjisi Erp top-
lam parcacik sayis1 N bagina asagidaki gibi tanimlanmugtir.
L %_% ¢+ U~ VF @ 20)] (3.25)
Temel durum enerjisindeki ilk terim GP taban durum enerjisini gosterirken son terim
Bogoliubov yaklasimindan sonra temel duruma gelen katkiyr belirtmektedir. Toplam
parcacik sayist N > 1 olmak iizere son terimin katkis1 GP taban durum enerjisine
kiyasla ¢ok kii¢iik kalacaktir. Dolayisiyla kritik manyetik aki noktalar1 esasen GP ta-
ban durum enerjisinden gelecek olan katkiyla belirlenecektir. Sekil [3.3[de goriilecegi
tizere GP seviyesinde kritik manyetik aki noktalarinin etkilesimle de8ismedigi elde
edilmistir.
Manyetik alan altinda yiiklii bir yogusmanin uyarilma enerjisi €4, asagidaki gibi

ifade edilmektedir.
gq = 2q (ko — Q®) + /¢ (¢*> +2U) (3.26)

Manyetik alanin belli bir kritik degeri agsmasindan sonra uyarilma enerjisinin sifir ol-
mas1 veya negatif degere diismesi yogusmanin enerjik olarak kararsiz olacaginin bir
isaretidir. Bu kritik manyetik aki degerinden sonra yogusuk yeni bir momentum duru-
muna cokecektir. Baglangicta yiiklii yogusugun £y = 0 durumunda yogustugu dikkate
alindigindan yeni yogusuk durumu &y = 1 degerli momentum durumu olmalidir. Do-

layistyla denklem (3.26)) ile ifade edilen uyarilma enerjisinin sifira esit oldugu noktalar
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Sekil 3.2: Ug farkli yogusuk durumu icin kg = 0, 1, 2, temel durum enerjileri ii¢ farkls
etkilesim degerinde U = 0.4, 0.8, 1.1 hesaplanmustur.

q = £1 durumlart icin yogusugun enerjik kararlilik sinirin1 belirleyecektir.
1
QP. = ko + 5\/ 1+2U (3.27)

Yukarida ifade edilen esitlik, taniml1 bir yogusuk durumunda ve belli bir etkilesim pa-
rametresi degerinde kritik manyetik aki noktasini belirtmektedir. Sekil 3.3 yogusugun
manyetik alan - etkilesim parametresi, yani ® — U diizleminde faz diyagramini goste-
rir. Bu diyagrama gore elde elde edilen kritik manyetik aki degerleri, GP seviyesinde
etkilesimle degismezken (Sekil [3.3] de kesikli ¢izgiler) Bogoliubov seviyesinde (Sekil
[3.3]de kalin diiz ¢izgiler) etkilesime bagl olarak degisim gostermektedir.

4 .
1
1
3 I
1
1
b 2 1 (ko =0,q=1)
1 — (ko =1,g=1)
| (ko =2,q=1)
1t (fo=1.q- -1
1 -_——— En(kn:()):En(ku:U
| A 2 I 4 RLLLI Ey(ko = 1) = Ey(ko = 2)
0 ‘ ‘ ‘ —===Ey(ky = 2) = Ey(ko = 3)
-1 0 1 2 3 4

o

Sekil 3.3: Yogusugun faz diyagrami etkilesim parametresi ve manyetik alan U — &
diizleminde olusturulmustur. Kesikli ¢izgiler GP taban durum enerjisine gore diiz ka-
lin cizgiler ise Bogoliubov enerjisine gore hesaplanan yogusugun kararlilik sinirlarim
gostermektedir.
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3.1.1 Yogusuk disi Parcacik Sayis1 ve Acisal Momentum

Toplam pargacik sayis1 /V ve sistemin toplam kanonik acisal momentumunu L, bozo-
nik pargacigimsi operatdrleri cinsinden belirtmek i¢in Oncellikle d,to +qUko+q teriminin

beklenen degerini parcacigimsi operatorler cinsinden yazalim.

<dljrco+q&ko+q> = |uq|2<é‘£0+qé‘ko+q>+|Uq|2<dko—qé‘110—q>

— Uy, <é‘lt:o+q6‘Lo—q> — Vgl (Gkg—gCtko+q) (3.28)

Yukarida ifade edilen dort terim Bogoliubov taban durumuna etki etmektedir. Parca-
cigimst sayisinin korunumundan dolayi son iki terimin taban duruma etkileri sifir ol-
malidir,yani <@ng) 4 ng))_ ) = 0. Bozonik komiitasyon iligkisi kullanilarak dko—qdlo_ .

terimi yeniden ifade edilebilir.

<d20+qdko+q> = |uq’2<6‘l];0+q6‘ko+q>+|Uq’2<6‘k07q6‘;20—q>

= g0 qibara) + el (1 (6] gin))  (329)

Burada 02,10 1Ok, +q terimleri Bose-Einstein dagilim fonksiyonunu tanimladigindan T° =
0K sicakliginda bu terimlerden gelecek olan katkilar sifirdir. Dolayisiyla taban du-
rumda parcacik operatorlerinin beklenen degeri, sadece Bogoliubov genliginin v, norm

karesi olarak asagidaki gibi elde edilmektedir.

(@ glir+a) = [0l (3.30)
Toplam parcacik sayisi,
N=No+Ne=No+ Y |vg]> =No+ > ([vg]* + [v_g]?) (3.31)
q#0 q>0

ve toplam yogusmus parcacik sayis1 Ny basina toplam acisal momentum,

(L) 1 2 1 2 2
i = Fot 3 ;q|vq| = ho+ 5 ; (Ko + @)lvgl® + (Ko — @) v—g*) (3.32)

ile ifade edilir. Yogusugun disinda agisal momentum, yogusuktan tasan parcaciklarin
dagilimiyla belirlenmektedir ve |v,|* = |v_,|* oldugundan hep sifir verecektir.

Sekil [3.4] (a)’da manyetik akinin bir fonksiyonu olarak toplam agisal momentum
toplam yogusmus parcacik sayist basina iki farkli etkilesim de8erinde hesaplanmis-

tir. Acisal momentumda belli bir kritik manyetik aki degerinden sonra bir sigramanin
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(a) 001(b) + 4+
U=04
= .
S L& ++
~
U=038
0 O-H—H-H;|'L$H-H—I—H-

0 1 2 -10 -5 0 5 10
q

Sekil 3.4: Iki farkl1 etkilesim degerinde U = 0.4, 0.8, (a) manyetik akiya gore toplam
kanonik ac¢isal momentum L, /(Noh), (b) momentum modlarina gére uyarilmig toplam
yogusma dis1 pargacik sayisinin bagdasim uzunlugu & basina dagilimi hesaplanmaistir.

gerceklestigi elde edilmistir. Bu si¢grama, belli bir ¢ degeri icin Bogoliubov uyarilma
enerjisinin sifir1 kestigi €, = 0 kritik manyetik aki degerinde gerceklesir ve yogusuk
bir sonraki ag¢isal momentum duruma c¢oker. Manyetik alanin siddetine bagli olarak
yogusukta bir sonraki enerjetik kararsizlik noktasi olusuncaya kadar yogusugun aci-
sal momentum degeri sabit kalacaktir. Ayrica etkilesimlerin biiyiiklii§iine bagli olarak
Sekil [3.4] (a)’da gosterildigi iizere acisal momentumda sigramalarin gerceklestigi kri-
tik manyetik aki degerlerinin farkli oldugu ve etkilesim siddetinin artmasiyla birlikte
otelendigi hesaplanmistir (Bkz: kirmizi ve siyah kalin ¢izgiler).

Sekil 3.4] (b)’de bagdasim uzunlugu bagina uyarilmis parcacik say1 yogunlugunun
¢ momentum durumlari iizerine dagilimi gosterilmistir. Etkilesimler vasitasiyla yogu-
suk disana sac¢ilan parcaciklarin Bogoliubov yaklagikligi cercevesinde toplam momen-
tumlarin1 koruyacak sekilde davrandiklar1 dikkate alinmaktadir. Dolayisiyla yogusuk
disina sagilan parcaciklarin belli bir ¢ degerinde zit isaretli ikililer olusturacak sekilde
sacildiklari diisiiniilmektedir. Denklem ([3.20) ifadesinde belirtilen v, Bogoliubov gen-
1igi, momentum ¢iftlerinin (¢, —¢) ortalama enerjilerine bagl oldugundan pozitif ve
negatif durumlarin norm Kkareleri esit biiyiikliikte |v,]*> = |v_,|?* elde edilmektedir.
Boylece yogusuk disina tasan parcaciklarin ¢ momentum durumlar: tizerindeki dagi-

lim1 ¢ = 0 etrafinda simetrik ve sonug olarak L, = Nhk olur.
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3.2 Manyetik Alan Etkisinde iki Bilesenli Bose-Einstein Yogusugu

Bu kisimda yapay manyetik alan altinda zayif ekilesen ideal bir boyutlu bir halka ge-
ometride tuzaklanmis iki bilesenli Bose-Einstein yogusugunun 6zellikleri incelenmis-
tir. Bilesenlerin kiitleleri, toplam pargacik sayilar1 ve yapay yiikleri sirasiyla M, ve
M, N, ve Ny, Q. ve Qp olarak tammlanmustir. Oncelikle bu sistemin Hamiltonyenini

bozonik alan operatorleri cinsinden asagidaki gibi ifade edelim.

i = / Rraoy,’ (6) P QaA)S Qa ¥ / RO, ( %f‘m}b 0)
+ (0) ' (0)a (60) hu (0)
+ 967 Rty (6) s’ (6) s (6) by (9)
b f / RA0,' (0) ' (0) by (0) 1 (6) (333)

Bilesenlerin kendi i¢lerindeki etkilesim enerjileri g7, gi? ve kargilikli etkilesim ener-
jisi g!P asagidaki gibi tanimlanabilir.

ng _ 4mh? Us,a ng _ 4mh? Asp ng b 47 hH? s, qb
a Ma S ) b Mb S I ab ILL S 5

(3.34)

Yukarida ifade edilen o = (M,M,)/(M, + M,), iki bilesenli yogusma sistemine ait
indirgenmis kiitle olarak tanimlanir. Bilesenlere ait bozonik alan operatorleri diizlem

dalga tabaninda acilabilir. Bozonik alan operatorleri,

ey, (3.35)

A 1 - .
% (9) = \/ﬁ Z elkeaka ¢b (‘9) =
k
ve hermisyen eslenikleri,

o (0) =

1 o At 1 S
mZaLe K0y (0) = mZbLe k0 (3.36)
k k

ile ifade edilir. Boylece momentum uzayinda sistemin ¢ok parcacik Hamiltonyeni asa-

g1daki gibi elde edilmektedir.

N h? R
H = Z{QMRQ(IC—QG )* alag +

i (- @il

+ = Z [ akak,ak/ anq +gb b bk/bk’ bk+q]
k K q
+ gl Y Gl by gt (3.37)

kK" q
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Cok par¢acik Hamiltonyenini uygun bir enerji biriminde, 7?/2M, R?, 6lgeklendirildi-
ginde

H=Y [(k — Q.®)* abax + Moy (k — Qp®)° z;,gz;k]
k

1 ALAL A ~
atal g G t7T
+ 5]; [gaakak/ak/_qak+q + gbbkbk,bk/_qbk+q]
b 7q

+gab > bl by gl (3.38)
k.k'.q

boyutsuz etkilesim parametreleri g,, g, ve gq» asagidaki gibi tanimlanir.

R R R
Ga = 4§as,aa gy = 4Mab§as,b7 Gab = 4 (]- + Mab) Eas,abu (339)

Burada M,, = M,/M, kiitlelerin orani ile verilir. Bogoliubov yaklagiklig1 altinda,
her bir bilesenin toplam pargacik sayis1 NV, ve NV, yogusma parcacik sayisi ve toplam

uyarilmis yogusma dis1 parcaciklarinin toplami olarak ifade edilebilir.

N, = (@ an,)+ > ahax = No+ Y _ ala, (3.40)
kkq k#kq

Ny = (b} be,) + Y bibe = Ny + Y by, (3.41)
k#k, k#ky

Yukarida ifade edilen k&, ve k, momentum durumlar sirasiyla; a ve b bilegenlerine ait
yogusma durumlarini belirtir. N, ve N, ise k, ve k; yogusma durumlarindaki toplam
yogusmus parcacik sayilarim gosterir. Cok parcacik Hamiltonyeni Bogoliubov yakla-
siklig1 altinda kuadratik bicimde elde edilir ve bu asgamada Hamiltonyeni matris for-

matinda yazmak uygundur.

- 1 (W zZ.
H = EGP+§;{%< B W)%—Tr[vv]} (3.42)
H - E +12{¢*M¢ —Tr[W]} (3.43)
— GP 2q>0 q q .

Iki bilesenli yogusma sisteminin Gross-Pitaevskii taban durum enerjisi asagidaki gibi

elde edilmistir.

Ecp = Ny(ka— Qu®)? + MyN, (ky — Qp®)”
1
+ 5 (UaNa + UbNb> + U/ N, Ny (3.44)
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Burada U, = ¢,N4, Uy, = gy Ny ve Uy = gV NNy ile verilir. Denklem (3.42])

Hamiltonyeninin W ve Z matrisleri asagidaki gibi tantmlanmustir.

63 + Ua 0 Uab 0
0 4+ U, 0 U,
W= q ’ (3.45)
Uab 0 62 + Ub 0
0 Uab 0 e, + U

0 U, 0 Ugw
Us 0 Uyp O
Zz = (3.46)
0 Uw 0 Uy

Usws O U, O

Burada W matrisinde kdsegen iizerinde yer alan €; ve eg enerjileri,
et = ¢*+2q (ks — Q.9) (3.47)
e = ¢ +2q(k — Q) (3.48)

ile verilir. Tamimlar1 asagida verilen bozonik parcacik operatorlerinden olusan siitun
vektorii 1,4, ve par¢acigimsi operatorlerinden olusan siitun vektorii ¢, bir 7' Bogoliubov

doniisiimii matrisiyle birbirleriyle 1), = T'¢, ile iligkilendirilebilir.

R A T
— AT T T T ) A
wq - <a’ka+q7 a‘k —q’ bkb+q7 bkb q a’ka—f—q Ak, —q, bkb+q7 bkb*q> (349)
o al gt A 4 . 3 5o\
¢q = ak; +q aka —q /Bkb+q7 Bkb_qa Akytq) Okg—q» ﬁkﬁ-qv Bkb—q (350)

Bozonik pargacik operatorleri (a,a') ve <13, I;T> ile temsil edilirken bu operatorlere
kargilik, (&, OQT) ve <B , BT) operatorleri bozonik parcacigimsi operatorleri temsil eder
ve aralarinda bozonik komiitasyon iligkisi gegerlidir. Bogoliubov doniigiimii altinda
bozonik parcacik operatorleri, bozonik pargacigimsi operatorlerinin bir lineer kombi-

nasyonu olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

(korq = Uaa(q)krq — V()L _y + at(0) Bryrg — V(@) B),_,  (B5D)
af,_y = s (@)af, = V(@) g+ ui(q)BL,_y — Va(@)Bryrg  (3.52)
bkyra = ha(q)kurq — Vi (Q)6], _y + () Bryrg — vi(@)BL,_,  (3.53)
by = U0,y — 00a(@)Gkrq + Ui (DB, — (D) Bryrg (359

Elemanlari Bogoliubov genlikleri (u;;(q), v;;(q)) ile tanimlanan U ve V matrisleri 4 x 4

matrisler olarak ifade edilmistir. Dontisiim matrisi 7" ise U ve V' matrisleri ile verilir.
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Doniistim matrisinin bigimi asagidaki gibi ifade edilebilir.

(v o)
T = (3.55)
Ve Ur

Burada U ve V' matrislerinin tanimu sirasiyla asagida belirtilmisgtir.

uaa(Q) 0 uab(Q) 0
T (3.56)
Upa(Q) 0 upy(q) 0
0 Upa(—q) 0 up(—q)
0 Ui, (q) 0 U (q)
vV - —V7(=q) 0 — Ui (—q) 0 (3.57)
0 —05,(q) 0 —v(q)
—vp(—=q)  0)  —vyp(=q) 0

Bogoliubov déniisiimii altinda (¢, = T'¢,) denklem (3.43)) Hamiltonyeni asagidaki
gibi elde edilmistir.
- 1
H=Eqp + > {SITIMT¢, — Te[W]} (3.58)
q>0
Burada 7" = nT~ 17 esitligi kullanlarak cok par¢acik Hamiltonyeni,
X 1 R
H = Egp + 5 > {eInT 'pMTo, — Te[W]} (3.59)
q>0
biciminde yazilabilir. Burada belirtmek gerekir ki,

A1
T 'gMT = (3.60)

kosegen matristir ve
TnT = n (3.61)

kosulu bozonik parcacigimsi operatorlerinin (éz,éﬂ) ve (B, BT> kendi aralarindaki
komiitasyon iligkisinin korunmasini garanti etmektedir. Denklem (3.59) ile ifade edi-
len Bogoliubov Hamiltonyeninin enerji 6zdegerleri niimerik olarak elde edilmistir ve
denklem kosulunda J); ile ifade edilen 6zdegerler Bogoliubov enerji 6zdeger-

lerini gostermektedir. Buradaki 7 matrisinin elemanlari, bozonik komiitasyon iliskisi,
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Nij = [Qﬂq,i, w; ]} , aracili@iyla tanimlanir ve kdsegen bir bicime sahiptir.

I 0
n = ( P ) (3.62)
0 Iy

Bogoliubov doniisiimii altinda kosegenlestirilen denklem (3.59) Hamiltonyeninin 6z-
degerlerine tekabiil eden Bogoliubov uyarilma enerjileri bir karakteristik denklem ile

belirlenir.
det(nM —AXI) = 0 (3.63)
Sonug olarak, Bogoliubov Hamiltonyeni,

Hp = Ep+ Y (e0a] ytbara + =58l Bhsa) - (3.64)
q#0

kosegen bicimde yukaridaki gibi elde edilir. Bogoliubov taban durum enerjisi,

Ep=FEep— )Y (4 Us+e+U,—co —2f) (3.65)
q#0

ile ifade edilir. Bogoliubov enerji spekturumu 53’5, simetrik etkilesimler altinda U, =

Up="U,
eef = A +\B£2VC (3.66)

yapisindadir ve burada,

Ar = q[(ka — Qu®) £ (ky — Qp®)] (3.67)
B = ¢*4+2U¢ + A% (3.68)
C = Uiq'+*(2U + ¢*)A%. (3.69)

olarak tanimlanmaktadir. Bogoliubov enerji spekturumu iizerinden sistemin enerjik ve
dinamik kararliliklar: incelenmistir. Bu inceleme bir sonraki boliimde detayli olarak
sunulacaktir.

Sekil [3.3[de biri yiiklii Q, = 1 digeri yiiksiiz (), = 0 olan bir yogusuk karigimi-
nin parcacik sayist NV bagina diigen GP taban durum enerjisindeki degisim manyetik
akinin bir fonksiyonu olarak gosterilmektedir. Farkli yogusma momentum durumlari

(kq, kp) icin GP taban durum enerjilerinin kargilagtirilmasi etkilesimsiz durum i¢in
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Sekil 3.5: Gross-Pitaevskii taban durum enerjisi manyetik akinin bir fonksiyonu olarak
parcacik sayist N bagsina farkli yiiklii bir yogusuk karisimi i¢in etkilesimsiz durumda
hesaplanmigtir. Bilesenlerden biri yiikli @), # 0, digerinin ise yiiksiiz oldugu @, = 0
bir yogusuk karigsimi dikkate alinmustir.

hesaplanmigtir. Homojen bir sistemde ortalama alan altinda etkilesimliler sadece bir
kayma verecektir. Farkli yiiklii yogusuk i¢in dikkate alinan yogusuk durumlar1 sunlar-
dir; (kq, k) = (0,0), (1,0), (—1,0), (1,—1), (—1,1). Burada k, = 1 degerli yogusuk
durumu girdap ve k, = —1 degerli yogusuk durumu ise antigirdap olarak tanimlan-
maktadir. Karistmin girdap (k, = 1, k, = 0) ve antigirdap (k, = —1, k, = 0) ciftleri-
nin enerjileri, girdap-antigirdap (k, = £1, k, = F1) ciftleri ile kiyaslandiginda daha
diisiik enerjiye sahip olduklart elde edilmigtir (Sekil 3.5]). Taban durum enerjilerinin

minimumlarina gore asagidaki gibi bir iligki tanimlamak miimkiindiir.

Bl (kg = Fl, ky = £1) > EEE (ko = 1,ky = 0) = BG4t (ko = —1,k, = 0)
(3.70)
Farkl1 yiiklii yogusugun girdap-antigirdap c¢iftleri daha yiiksek enerjili yogusuk ciftle-
rine olduklarindan yar1 kararli durumlara karsilik gelirler. Girdap ve antigirdap yogu-
suk ciftleri ise ortalama alan cercevesinde kararli durumlari temsil ederler.

Sekil [3.6]de esit yiiklii Q, = @y bir yogusuk karisiminin pargacik sayist N basina
diisgen GP taban durum enerjisindeki degisim manyetik akinin bir fonksiyonu olarak
gosterilmektedir. Esit yiiklii karisim icin dikkate alinan yogusuk durumlar1 sunlardir;
(kay kp) = (0,0),(1,1),(—1,—-1), (1, —1). Girdap-antigirdap (k, = 1, k, = —1) ¢if-
tinin GP taban durum enerjisi, girdap ve anti-girdap c¢iftleri ile kiyaslandiginda daha

yiiksek enerjiye sahip oldugu hesaplanmistir. Taban durum enerjilerinin minimumla-
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Sekil 3.6: Gross-Pitaevskii taban durum enerjisi manyetik akinin bir fonksiyonu olarak
parcacik sayist IV basina esit yikli Q), = @ bir yogusuk karigsimi i¢in etkilesimsiz
durumda hesaplanmistir.

rina gore asagidaki gibi bir iligki tanimlanabilir.

EZt (ko =1, ky=1) = EZ3 (k, = —1,ky = —1) < EZ0" (ko = 1,k = —1)
(3.71)
Boylece esit yiiklii karigimin kararhi yogusuk ¢iftlerinin girdap (1,1) ve antigirdap

(—1, —1) ciftlerine yogusabilecegi goriilmektedir.

3.2.1 Enerjetik ve Dinamik Kararhhklarin Incelenmesi

Bu kisimda karisimin Bogoliubov enerji spektrumu oncelikle manyetik alan yokken ve
sonrasinda manyetik alan etkisi altinda elde edilmistir ve spektrum iizerinden sistemin
enerjetik ve dinamik kararlilik sergiledigi parametre uzay1 incelenmistir.

[k 6nce manyetik alan yokken ® = 0, diger bir ifadeyle her iki yogusugunda
yiiksiiz (), = @, = 0 olmasi halinde Bogoliubov enerji spektrumu belirlenmistir.
Her iki yogusugun esit kiitleli M, = M, = M oldugu varsayim altinda Bogoluibov

spektrumu,

6?,’£=\/q4+(Ua + Up)¢* £ ¢? \/4U§b+(Ua —U,)2. (3.72)

olarak elde edilir. Pozitif etkilesimler altinda 52"75 her zaman pozitif reel degerler alir-
’/B

ken ¢,” ise etkilesim parametrelerinin biiyiikliigiine bagh olarak sadece reel veya sa-
dece sanal 6zdegerlerin olusabilecegi bir aralik verecektir.

Dolayisiyla Bogoliubov enerji spektrumu iizerinden yogusugun enerjetik ve dina-
mik kararlilik veya kararsizlik sergileyecegi bolgeler belirlenebilir. Enerjetik kararsiz-

lik, enerji spektrumun sifir1 kestigi noktalar, yani 5375 = (0 tizerinden tanimlanmaktadir.
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Sekil 3.7: Bogoliubov enerji spektrumu Eg‘f , simetrik etkilesimler altinda etkilesim

parametresinin Uy, /U, bir fonksiyonu olarak elde edilmistir. Burada spektrum etkile-
sim parametresinin biiyiikligiine baglh olarak ya sadece reel degerlidir ya da sadece
yalin sanal degerlidir. Mavi kalin ¢izgi reel kismi, turuncu kesikli ¢izgi ise sanal kismi
gostermektedir. Reel kismin sonlandigi etkilesim degerinden sonra sanal degerler bas-
lamaktadir.

Spektrumun karmagik degerler almasi ise yogusugun dinamik olarak kararsiz olduguna
isaret edecektir. Pozitif etkilesimler altinda Bogoliubov spektruma ait 53£ enerjik ola-

rak her zaman kararli olacaktir.

U, Up Up > 0, = £27>0 (3.73)

76

Spektruma ait 52‘7 tizerinden ise sistemin dinamik olarak kararli kalacagi bolge belirle-
nebilir. Dolayisiyla E;’f > 0 pozitif reel degerli oldugu bolge sistemin dinamik olarak
kararli oldugu bolgedir ve bu ayni zamanda sistemin enerjik olarak da kararli oldugu
bolgeye karsilik gelmektedir. Diger taraftan spektrumun karmasik degerleri alabildigi

bolge ise sistemin dinamik olarak kararsiz oldugu bolgeyi belirtecektir.

al —“‘_’___
52|
S et
15-7
——VUUy, > Uy
0 - ==V Us+1/2)([Uy + 1/2) > Un
0 2 4 6

Us

Sekil 3.8: Homojen bir sistem icin gegerli dinamik kararlilik kosulu ile birlikte man-
yetik alan yokken yiiksiiz yogusuk karistminin dinamik kararlilik kosulu etkilesim de-
gerinin U, bir fonksiyonu olarak elde edilmistir.
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Dinamik kararlilik kosulu Bogolibov spektrumunda sgf > 0, pozitif degerli ol-

dugu aralik tizerinden asagidaki gibi belirlenir.

(P (Ua+ Uy) > ¢\ JAUZ + (Us — Uy)? (3.74)

Bu ifadeden yola c¢ikarak manyetik alan yokken sistemin en genel dinamik kararhilik

kosulu asagidaki gibi elde edilmistir.

1 1
(Ua + 5(]2) (Ub + 5(]2) > UaQb

Homojen bir sistem igin gegerli olan dinamik kararlilik kosulu, U,U, > U2 burada

(3.75)

biraz modifiye olmustur. Ancak halka yaricapinin, bagdasim uzunlugundan ¢ok biiyiik
olmasi durumda (¢ = R/+/U), sistemi homojen olarak dikkate almak miimkiindiir
ve denklem (3.75) ile ifade edilen dinamik kararlilik kosulu homojen bir sistem i¢in
gecerli olan kosula indirgenir.

Ikinci asamada ise yapay manyetik alan etkisi altinda yiiklii karisimin Bogoliubov
enerji spektrumu elde edilmigtir. Her iki yogusugun esit kiitleli M, = M, = M ve
yogusuklarin kendi i¢lerindeki etkilesimlerinin esit biiyiikliikkte U, = U, = U, karsi-
likl1 etkilesimleri ise farkl biyiiklitkte U,;, # U oldugu varsayimi altinda Bogoliubov
enerji spektrumu belirlenmistir. Bu spektrum denklem (3.66) ile ifade edilmektedir.
Manyetik alan etkisi altinda onceden belirlenmis olan Bogoliubov enerji spektrumu-
nun davranigi, enerjetik ve dinamik kararlilik sergiledigi parametre uzay1 bu kisimda

gosterilecektir.

15
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1.5

Im[egﬂ]

Sekil 3.9: Farkl yiiklii bir karisim i¢in Bogoliubov enerji spektrumu manyetik akinin
bir fonksiyonu olarak elde edilmistir. Enerjetik ve dinamik kararsizliklarin bagladig
kritik manyetik aki noktalar1 ®Z ve ®2 ile gosterilmistir.

Pozitif etkilesim altinda U > 0, denklem (3.68) ve (3.69) ile ifade edilen B ve

C' tamimlari tiim etkilesim degerleri, momentum durumlan (k,, k;) ve yapay yiikler
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(Qa, Q) icin porzitif degerlidir. Karigimin enerjetik ve dinamik kararlilik kosullari si-

A, +\B—-2VC > 0 (3.76)

B > 2VC (3.77)

rastyla asagidaki gibi verilir.

Yukarida ifade edilen bu iki kosul ile yogusuklarin karsilikli etkilesim parametresi Uy,
arasinda dogrudan bir iligki kurulabilir. Enerjetik ve dinamik kararliliklar ile igaretle-

nen UL ve UZ iki yeni etkilesim parametresi tanimlanmugtir.

Ug = i%\/[A‘i + A2 — (14 20)) + 442 A% (3.78)

UD = +-(14+20-A) (3.79)

N | —

Etkilesim parametreleri U% ve UL, manyetik alana, yogusuklarin yapay yiikiine ve

momentum durumlarina baghdir.

10| ® U=
, ---U=10
4 A}
’ \
! \
U \
= ! \
N ! PR \
> 5 ] , S \
1 4 S
, \ \
1 , \ \
! / \ 1
I 1 \ 1
I 1 \ 1
1 I 1 \
1 I 1 \
0 .

3 -2 -1 0 1 2 33 -2 -1 0 1 2 3
o ®

Sekil 3.10: Manyetik akinin bir fonksiyonu olarak UZ egrisi (a) esit yiikli Q, = Q, ve
(b) farkli yiiklii Q, # Q) iki karisim igin elde edilmistir. Iki farkhi U = 5 ve U = 10
etkilesim degeri dikkate alinarak enerjetik kararlilik egrileri olusturulmustur. Burada
yogusma durumu (0, 0) ¢ifti ile verilmigtir.

Sekil [3.97da farkli yiiklii karistmin Bogoliubov enerji spektrumu manyetik akinin
bir fonksiyonu olarak elde edilmistir. Spektrumun sifir1 kestigi noktalar 82"5 = 0, ener-
jetik kararsizligin bagladig1 kritik manyetik aki ®Z noktalarim gosterirken spektrumda
karmasik sayilarin olusmaya bagladigi Im[eqo"ﬁ ] # 0 kritik manyetik aki noktalar1 &2
ise dinamik kararsizligin basladig1 noktalar1 gostermektedir. Burada yogusma durumu

(0, 0) cifti ile verilmistir.
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Sekil [3.107da esit yiiklii ve farkli yiiklii iki karigimin enerjetik kararlilik egrileri
manyetik alana gore gosterilmektedir. Egrilerin altinda kalan bolgeler karisimin enerjik
olarak kararli oldugu bolgelere karsilik gelirken egrilerin iizerinde kalan bolgeler ise
karisimin enerjik olarak kararsiz oldugu bolgelere karsilik gelir.

Sekil 3.TT]de esit yiiklii ve ve farkli yiiklii iki karigtmin dinamik kararlilik egri-
leri manyetik alana gore gosterilmektedir. Farkli yiiklii karisiminin dinamik kararhilik
egrisinin manyetik alana kuvvetlice bagli oldugu elde edilmisken esit yiiklii karigimin
dinamik kararlilik egrisinin manyetik alana gore degismedigi elde edilmistir. Egrilerin
altinda kalan bolgeler her iki yiiklii karisim i¢in de yogusugun dinamik olarak kararl
oldugu bolgelere karsilik gelmektedir. Ancak esit yiiklii karisim icin manyetik alandan
bagimsiz olarak sadece belli bir etkilesim degerinin agilmasiyla birlikte yogusugun di-

namik olarak kararsiz oldugu bolgeye gecis yaptigr goriilmektedir.
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Sekil 3.11: Manyetik akinin bir fonksiyonu olarak UZ egrisi esit yiikli Q, = Qj ve
farkln yiiklii Q, # Q, iki karisim icin elde edilmistir. iki farkli U = 5 ve U = 10 etki-
lesim degeri dikkate alinarak dinamik kararlilik egrileri olusturulmustur. Kalin ¢izgiler
farkli yiiklii (Q, = 1, @, = 0), kesikli ¢izgiler ise esit yiikli (Q, = @ = 1), yogusuk
karigimlarinm gostermektedir. Burada yogusma durumu (0, 0) ¢ifti ile verilmistir.

Hem enerjetik hem de dinamik kararlilik egrileri olusturulurken iki farkl etkilesim
degeri U = 5 ve U = 10 dikkate alinmigstir. Yiiksek etkilesim degerinde kararlilik
egrisinin altinda kalan kararli bolgenin daha genis bir alan1 kapladig1 goriilmektedir.
Dolayisiyla yiiksek etkilesim degerlerine gidilmesi karigimin enerjetik veya dinamik

kararsizligim1 daha yiiksek manyetik aki degerlerine kaydirmistir.
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3.2.2 Acisal Momentum Aktarimi

Bu boliimde manyetik alan altinda iki bilesenli yogusuk sisteminin acisal momentum
ozellikleri incelenmigtir. A¢isal momentum L, her bir yogusuk icin z ekseni dogrul-

tusunda agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Lo » _ L
== = D Makar) = koNa+ Y (ko + 9){af, g0k, rq) (3.80)
k 970
Lt o _ o
= = > k(bibe) = Ny + Y (ks + ) (OF,  gbrra) (3.81)
k q7#0

Acisal momentum iki kistmdan olugmaktadar. 1k kisim, her bir bilesene ait yogusuktan
gelen katkidir, N, ve N, yogusuklarin toplam parcacik sayisini ifade eder ve yukari-
daki ifadelerde belirtilen k, N, ve k, N}, agisal momentuma yogusuktan gelen katkiy
gostermektedir. Tkinci kisim ise uyarilmis parcaciklarin agisal momentuma olan kat-
kisint belirtir ve bu kistm Bogoliubov genlikleri ile ifade edilebilir. Bunun icin Bogo-
liubov yaklagiklig1 altinda bosonik parcacik operatorleri bosonik parcacigimsi opera-
torler cinsinden yeniden diizenlenir. Yukaridaki ifadelerde yer alan bosonik parcacik
operatorlerinin beklenen degerleri (&La 4 qQhatq) VE (lA)Lb N qékb+q>, Bogoliubov genlikleri

cinsinden asagida sirasiyla verilmistir.

(@f, ghare) = |taa(@)*(6), 1 Okotq) + [Vaa(@)]* (Gr,—gdf, _,)

+ Juan(@)P(B] oo Brra) + 10ab(@)*(Brp—aBf, ) (3.82)

~

Dby rbhra) = [uba(@) AL, 1 Otra) + [v0a(@) PGk, -k, )

+ Jun(@) (8L, o Brora) + ow(@) P (Br—aBl, ) (3.83)

Yukaridaki esitliklerde d,(;[l) L q@gl) 14 Ve @g)i " B,S))i , terimlerine ait beklenen degerler si-
firdir (o},(ja) iqd,(ja) 2 =0, (B,(ci)iqﬁ,i& . = 0. Ciinkii Bogoliubov taban durumuna etki
etmektedirler ve Bogoliubov Hamiltonyeni pargcacigimsi sayisini koruyacaktir. Bu se-

beple yukaridaki ifadelerde belirtilmemistir. Bozonik komiitasyon iligkileri,
Bkbiqﬁzbiq = 1+ B}Zbiqgkbj:q (3.84)
Aottt g = 140 4 Ghate (3.85)
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kullanildiginda beklenen deger ifadeleri yeniden diizenlenebilir.

(@ sitra) = Ttaa (@G, 4 Gra) + aa (@ (14 (6, 00,-0))

- [1a(@) P (Bl Brsra) + sl @ (14 (B, Br ) (3:86)

~

Bl obirad = (@) (6], ) + loa(0) 2 (14 (6], 0,0}

@) P (Bl s Brua) + low(@ (14 (B, Bia))  G8D)

Sifir sicaklikta, <ol,ta +qQkatq) = 0 ve <B;Lb n qﬁkbiq> = 0 terimlerinden gelen katkilarin
da sifir olmasiyla birlikte uyarilmig parcaciklardan agisal momentuma gelecek olan net
2

katki sadece Bogolibov genliklerinin norm karesi |v;;(q)|” ile ifade edilir .

L _

3 kaNa + Z(ka +q) (‘Uaa(q>|2 + [Vaa(=@)* + [vas (@) |* + |Uab(_Q)|2) (3.88)

q>0

L —
- = keNo+ > (ko + ) ([sa(@)® + [06a (=) + [oen(@)|* + [osn(—)[*) (3.89)

q>0
Sekil [3.12] ve Sekil [3.13] esit yiiklui ve farkli yiiklii yogusuk karigimlarimin agisal mo-
mentum 6zelliklerini gostermektedir. Manyetik alana gore, esit yiiklii (Q, = Qp = 1)
ve farkli yiikli (Q, = 1, @, = 0) yogusuk karigimlarinin pargacik bagina diisen agisal
momentumlar1 hesaplanmistir ve bilesenlere ait toplam parcacik sayilarinin esit oldugu
N, = N, = N kabul edilmistir.

Oncelikle esit yiiklii yogusuk karistmini inceleyelim (Sekil. Tek bilesenli yo-
gusukta uyarilmig pargaciklarin ¢ momentum durumlar tizerindeki dagiliminin ¢ = 0
durumu etrafinda simetrik oldugu Sekil (b)’de agik¢a gosterilmistir. ki bilesenli
ve esit yiiklii yogusuk karisiminda da davranigin benzer oldugu goriilmektedir; uyaril-
mis parcaciklarin ¢ momentum durumlari iizerine dagilimlar1 simetriktir. Carpigsmalar
sebebiyle yogusuk durumunu terk edip iist enerji durumlarina uyarilan pargaciklar,
bityiikliikleri ayn1 ancak isaretleri farkli (¢, —¢) olan momentum ¢iftleri seklinde uya-
rilacaktir. Her bir bilesenin kendi i¢indeki yogusuk durumundan uyarilmis enerji se-
viyelerine ciftler seklinde uyarilan parcaciklar aynmi enerji degerine sahiptir. Uyarilan
parcaciklarin, toplam acisal momentum degisimine katkilari ise sifirdir. Dolayisiyla
kritik manyetik aki degerine kadar her bir yogusugun acisal momentumu sabittir ve

yogusuk durumunun ag¢isal momentum degerine esittir.
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Sekil 3.12: Esit yiiklii bir yogusuk karisimi gosterilmektedir. Yogusmalarin kendi ig-
lerindeki etkilesimleri esit biiytikliikte U, = U, = U = 10 ve karsilikli etkilesimleri
ise Uy, = 8 farkll biiyiikliiktedir. (a) Bagdasim uzunlugu bagma uyarilmis parcacik-
larin dagilim1 ¢ momentum durumlarina gore elde edilmistir. Uyarilmis parcaciklarin
¢ modlart etrafindaki dagilimi simetriktir. (b) Manyetik alanin bir fonksiyonu olarak
toplam pargacik sayisi bagina toplam agisal momentum L, /N elde edilmistir. Kritik
manyetik aki degerinden sonra sistem yeni momentum ¢iftinde (k, = 1, k, = 1) yogu-
sacaktir. Kritik manyetik aki degerinden once ise sistemin toplam agisal momentumu
stfirdir.

Farkl1 yiiklii yogusuk karisiminda uyarilmig parcaciklarin ¢ momentum durumlari
tizerindeki dagilimi1 yogusuk durumu etrafinda simetrik degildir. Esit yiiklii yogusuk
karigiminda ortaya ¢ikan simetrik durum yogusuklardan birinin yiikli @, = 1 dige-
rinin yiiksiiz (), = 0 olmasi1 halinde, yiiklerindeki dengesizlik ve enerjilerinin esit
olmamasindan ¢ # eg dolay1 bozulur. Yiiklii bilesende bir par¢acik ¢ momentum
durumuna uyarildiginda yiiksiiz bilesende aymi biiyiikliikte ancak zit isaretli —g mo-
mentum durumuna bir pargacik uyarihr (g, —q). Sekil a)’da bu davrams agikca
gosterilmektedir. Uyarilmis parcaciklarin dagilimdaki bu asimetri bilesenlerin agisal
momentum davraniglarim da etkilemektedir. Agisal momentum L%°, manyetik alanin
bir fonksiyonu olarak Sekil [3.13] (b)’de yer alan kiiciik sekilde gosterilmektedir. Esit
yiiklii yogusma karisimindan farkli olarak, bilesenlerden birinin yiiklii digerinin yiik-
sliz oldugu yogusuk karisiminda, bilesenlerin a¢isal momentumu manyetik alana bag-
lidir; biiyiikliik olarak esit ancak isaretleri farkli olacak sekilde her bir bilesen sifirdan
farkl1 sonlu bir agisal momentuma sahiptir.

Burada ilging olan nokta ise baslangicta manyetik alan ile dogrudan baglanmayan
bilesenin manyetik alan ile iligkili olarak negatif degerli, sonlu bir agisal momentuma

sahip olmasidir. Bunun sebebi, etkilesimler araciligiyla manyetik alan ile dogrudan
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baglanan yiiklii bilegenin agisal momentumunu yiiksiiz bilegene aktarmasidir. Bu akta-
rim, acgisal momentum korunumu prensibi altinda baglangictaki yogusma durumunun
degerine esit olacak sekilde gerceklesecektir, yani bilesenlerin toplam agisal momen-
tumu sifirdir. Boylece, yiiklii bilesen uygulanan manyetik alan ile ayn1 yonde bir rotas-
yon davranig1 gosterirken ayn1 zamanda yiiksiiz bilesenin zit yonde ivlenerek rotasyo-
nuna neden olmustur. Bir 6l¢ekte bu uyarilmig pargaciklarin davranisindaki asimetriyi

de aciklamaktadir.
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Sekil 3.13: Farkl: yiiklii bir yogusuk karigimi gosterilmektedir. Yogusmalarin kendi ic-
lerindeki etkilesimleri esit biiyiikliikte U, = U, = U = 10 ve karsilikl1 etkilesimleri
ise U,, = 8 farkl biiyiikliiktedir. (a) Bagdasim uzunlugu basina uyarilmis pargacikla-
rin dagilimi ¢ momentum durumlarina gore elde edilmistir. Uyarilmis parcaciklarin ¢
modlart etrafindaki dagilimi simetrik degildir. (b) Manyetik alanin bir fonksiyonu ola-
rak toplam parcacik sayisi bagina toplam agisal momentum L, /N h elde edilmistir. Kri-
tik manyetik aki degerinden sonra sistem yeni momentum ¢iftinde (k, = 1, k, = —1)
yogusacaktir. Kritik manyetik aki degerinden once ise sistem kritik degere yaklastikca
artan, sifirdan farkli ve sonlu bir acisal momentuma sahiptir (Bkz: ek grafik).

Neticede, yiiklii bilesenden yiiksiiz bilesene bir a¢isal momentum aktarimi hesap-
lanmistir ve bu aktarim, halka cevresinde bilesenlerin birbirlerine gore zit dogrultu-
larda ivlenmesine neden olmustur. Boylece manyetik alan1 gérmeyen yiiksiiz bilesenin,
manyetik alan ile baglanmasi ve yiiklii bilesen tarafindan siiriiklenmesi saglanmistir.
Bu siiriikleme olayimin sadece bilegenlerin ayrik durumda bulunmasi halinde gercek-
lesebilecek bir olay olmadigini ayn1 zamanda karisik durumda bulunan bilesenler icin
de gerceklesebilecegi gosterilmistir.

Sekil ve Sekil 3.13[te belli bir manyetik aki degerinden sonra agisal momen-
tumda bir sicrama gerceklestigi goriilmektedir. Bu manyetik aki degeri, Bogoliubov

enerji spektrumunda negatif 6zdegerlerin olusmaya baglamasi ile ilintilidir ve sistem
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bu degerden sonra enerjetik olarak kararli olmayacaktir. Bogoliubov spektrumunun s1-
fir1 kestigi manyetik aki degeri kritik manyetik aki degerini belirleyecektir. Sistem kri-
tik manyetik aki degerinden sonra enerji acisindan kararli oldugu yeni bir momentum
ciftinde yogusacaktir. Yogusuk karisiminin hangi momentum durum ¢iftinde yogusa-
cagin faz diyagramlar1 tarafindan belirlenmektedir. Bundan sonraki boliimde sistemin

faz diyagramlar1 ayrintili olarak incelenmistir.
Bogoliubov Yaklasiminmin Gecerliligin Kontrol Edilmesi

Bu kisimda Bogoliubov yaklasiminin gegerli oldugu limiti kontrol etmek amaciyla
uyarilmig parcaciklarin sayisit hesaplanmistir ve bu sayimin toplam parcacik sayisina
kiyasla ¢ok kii¢iik kaldig1 kontrol edilmistir. Uyarilmig parcaciklarin say1 yogunlugu,
£E=R/ VU, bagdasim uzunlugu cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

| N1 , 4 1N
n, = —=— Vjq + |v; = ——= 3.90

Esit ve farkli yiiklii karigimlar ele alindiginda Sekil [3.12] (a) ve Sekil [3.13] (a)’da bag-
dasim uzunlugu basina uyarilmis parcacik say1 yogunlugu éne, ~ 0.1 ise U = 10
etkilesim degeri i¢in N, ~ 2 olarak elde edilmektedir. Sagilma uzunlugu as; = 10nm
olarak dikkate alindiginda (U = gN), N = 10® pargacik sayis1 elde edilmistir ve top-
lam pargacik sayisi bagina uyarilmig pargaciklarin sayisi, N./N ~ 2 x 1073 olarak
hesaplanmugtir. Dolayisiyla ¢alistigimiz etkilesim degerinde én., << 1 kosulu dikkate
alindiginda Bogoliubov yaklagiminin gecgerliligi teyit edilmistir.

Deneysel parametreler [85], [91], [96] dikkate alindiginda, halka yaricapt R =
12 — 25um, arakesit yaricapt v ~ 5um, U = 10 etkilesim degeri ve 10? parcacik sayisi

i¢in sagilma uzunlugu as = 10nm olarak elde edilmistir.

3.2.3 Faz Diyagram

Faz diyagrami, Bose-Einstein yogusugunun hem enerjetik hem de dinamik kararli-
lik acisindan incelenmesine olanak saglayan, sistemin enerjetik ve dinamik kararlilik
egrilerini belirleyen bir parametre uzayidir. Bu boliimde manyetik alan - etkilesim pa-
rametresi diizleminde ® — U, sistemin faz diyagrami olusturulmusgtur.

Esit yiiklii ve farkl yiiklii yogusma karigimlarinin faz diyagram Sekil [3.14]de gos-
terilmektedir. Hem etkilesimin hem de manyetik alanin negatif ve pozitif degerlerine

gore Uy, < 0,Uy > 0ve @ < 0,9 > 0 enerjetik ve dinamik kararhilik sinirlari,
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esit ve farkli yiiklii yogusuk karigimlar i¢in elde edilmistir. Karigimlarin baglangicta

(ko = 0, ky = 0) degerli momentum durumlarina yogustugu varsayilmustir.

Sekil 3.14: Farkh yiikli ve esit yiiklii yogusuk karigimlarinin faz diyagrami birlikte

gosterilmistir. Kalin ¢izgiler enerjetik kararhlik sinirlarim UZ | ¢izgili ¢gizgiler ise di-

namik kararlilik sinirlarini UZ belirtir. Enerjetik kararhilik smirlar1 Bogoliubov enerji
spektrumunun sifirlari ile belirlenirken dinamik kararlhilik sinirlari ise enerji spektru-
munda karmagik sayilarin olustugu noktalar ile belirlenmektedir.

Oncelikle enerjetik kararlilik smirlarini inceleyelim. Manyetik alan uygulanmaya
baglandig1 andan itibaren sistemin kargilasacagi ilk sinir, enerjetik kararlilik siniridir.
Bu sinirin altinda kalan genis bolge sistemin enerjetik olarak kararli oldugu bolgedir
ve sinirin lizerinde sistem enerjetik olarak kararsizdir. Enerjetik kararlilik sinir1 dikkate
alindiginda etkilesim parametresi ve manyetik alan arasinda ters iliski oldugu goriil-
mektedir. Sistem enerjetik olarak yiiksek etkilesim ve kii¢ciik manyetik alan degerinde
veya diisiik etkilesim ve yiliksek manyetik alan degerinde kararl olacaktir.

Dinamik kararlilik sinirlarinin ise enerjetik kararlilik sinirlarindan daha sonra olus-
tugu elde edilmistir. Karigim, enerjetik kararlilik sinirin1 astiktan sonra enerjetik olarak
kararsiz ancak dinamik olarak kararli oldugu bir bolgeye gecis yapmaktadir. Bu yari
kararli bolge dinamik kararlilik sinir1 ile sinirlandirilmistir. Dinamik kararlilik sinirinin
da asilmasi ile birlikte sistem artik dinamik olarak kararsizdir ve bu Bogoliubov enerji
spektrumunda sanal sayilarin olugmasi anlamina gelmektedir. Esit yiiklii yogusma ka-
ristminin dinamik kararlilik sinir1 manyetik alandan bagimsizdir ve sadece etkilesim
parametresine baglidir U,, > U. Farkli yiiklii yogusma karigimi ise manyetik alana
acikca baghdir. Yiikler arasindaki dengesizlik sistemin davranigini belirgin derecede
degistirmektedir. Esit yiiklii yogusuk karisiminda bilesenler manyetik alani esit bii-

yiikliikte hissederken, farkli yiiklii yogusuk karisiminda ise yiikiin biiyiikliigiine bagh
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olarak manyetik alan bilegen iizerinde etki edecektir.

> (0,0)
N
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U=10
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Sekil 3.15: Esit yiiklii ve farkl yiiklii yogusuk karisimlarinin farkli yogusma durumlari
(k4, kp) icin enerjetik ve dinamik kararlilik sinirlar1 manyetik alan - etkilegim paramet-
resi ® — U, diizleminde gosterilmektedir. Kalin ¢izgiler UL sinirlarim, ¢izgili gizgiler
UZL smirlarini belirtir. Sol tarafta yer alan siitun esit yiiklii yogusma karigimina ait faz
diyagramlarin1 U = 10 (iist satir) ve U = 100 (alt satir) etkilesim degerlerinde belirtir-
ken sag tarafta yer alan siitun ise farkli yiiklii yogusma karisimina ait faz diyagramlarim
U = 10 (ust satir) ve U = 100 (alt satir) etkilesim degerlerinde belirtmektedir.

Manyetik alan etkisi altinda iki bilesenli yogusuk karigiminin agisal momentumu,
belli bir kritik manyetik aki degerini astiktan sonra sigrama davranis1 gostermektedir
(Bkz: Sekil [3.12] ve Sekil [3.13). Bu davranigin sebebi sistemin artik enerjetik olarak
kararli olmadig1 bir parametre uzayini isgal etmesidir. Neticede karisim baslangictaki
momentum ciftlerinde (k¢ kg**") artik enerjetik olarak kararli degildir ve sistem
enerjetik olarak kararli oldugu yeni bir momentum c¢iftine yogusmalidir (k;gem', k:gem)
Esit ve farkli yiiklii karigim ciftleri i¢in, yogusuklar baslangicta (k, = 0, k, = 0) mo-
mentum durumlarina yogusmustur. Kritik manyetik aki degerinden sonra ise sistemin
enerjetik olarak kararli oldugu yeni momentum durumlari Bogoliubov spektrumu, yani
UE egrileri lizerinden belirlenebilir. Sekil [3.15/de UZ ve UL smurlar esit yiiklii ve
farklr yiiklii karigimlar icin iki farkh etkilesim de8erinde U = 10 ve U = 100 goste-
rilmektedir. Ilk enerjetik kararlilik sinirin agilmasindan sonra sistemin enerjetik olarak
kararli oldugu yeni yogusma durumlari, esit yiiklii karisim i¢in (k, = 1, k, = 1), farkli

yiiklii karisim igin (k, = 1, k, = —1) momentum durumlari olarak faz diyagramu iize-
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rinde hesaplanmigtir. Dolayisiyla esit yiiklii karigim i¢in girdap c¢oziimleri ve farkli
yiiklii karigim icin girdap ile antigirdap coziimleri yeni yogusma durumlarina karsilik
gelmektedir. Ayrica yiiksek etkilesim degeri icin sistemin davraniginin niteliksel ola-
rak degismedigi sadece kritik manyetik aki degerinin, yani enerjetik kararlilik sinirinin
otelendigi gosterilmistir.

Karigim ciftlerinin enerjetik ve dinamik kararsizliklarinin incelenmesi bir diger ta-
raftan sisteme girdap endiikte etme kosullarinin belirlenmesinde yardimci olmaktadir.
Dolayisiyla farkli yiiklii karisim ele alindiginda hem enerjetik hem de dinamik olarak
yiiklii bilesenden yiiksiiz bilesene girdap endiiksiyonunun gerceklesebilecegi ve bile-
senlerin halka etrafinda zit dogrultularda donmesine sebep olabilecegi elde edilmistir.
Bir boyutta bir halka potansiyeli ele alindigindan girdap endiiksiyonu bilesenler arasi
etkilesimin isaretinden bagimsiz olarak gerceklesecektir, yani sistem iizerinde nitelik-

sel olarak ¢ekici ve itici etkisimlerin davranigi ayn1 olacaktir (Bkz: Sekil [3.14)).

50



4 Yiiklii Iki Bilesenli Ustiin Akiskanlar Karisiminda Faz
Ayrismalari

Iki bilesenli karisimlarin yogunluk dagilimlari etkilesim enerjilerinin siddetine ve ara-
larindaki iliskiye bagli olarak farkli durumlar ortaya ¢ikarabilir. Bu durumlar itici etki-
lesimlere 6zgii olarak ortiisiik ve ayrisik faz durumlaridir. Ortiisiik faz durumu, bilesen
ici etkilesimlerinin geometrik ortalamasinin bilegenler arasi etkilesimden biiyiik ol-
dugu limit durumuna karsilik gelir ve bilesenler isgal ettikleri fiziksel uzayda karisik
olarak bulunabilirler. Ayrisik faz durumu ise bilesenler arasi etkilesimin, bilegen i¢i et-
kilesimlerin geometrik ortalamasindan biiyiik oldugu limit durumuna karsilik gelirken
bu limitte sadece tek bir bilesen tarafindan isgal edilen uzaysal bolgeler olugsmaktadir,
yani bilesenler ortiismeyen uzaysal bolgelere ayrisirlar.

Yiiklii iki bilesenli Bose gazi karisiminda ayrisik faz durumlart agisal ve radyal ol-
mak iizere iki farkli konfigiirasyon altinda gosterilebilir. Bu ¢alismada ele alinan disk
ve Corbino geometrileri i¢in Sekil @.1fde radyal ve agisal konfigiirasyonlarin yogun-
luk dagilimlar1 gosterilmistir. Radyal konfigiirasyon icin bilesenlerden biri merkeze
dogru disk veya halka seklinde toplanirken diger bilesen merkeze toplanan bileseni bir
halka biciminde cevrelemektedir. Acisal konfigiirasyonunda ise bilesenler iki yarim

disk veya iki yarim halka seklinde birbirlerinden ayrisirlar.

(a) |Wa|2 (b) |wa|2 (c) |Wa|2 (d) |Wa|2
(e) |lws|? ( |ws|? (9) lws|? (h) lwsl?

Sekil 4.1: Disk ve Corbino geometrilerinde radyal ve agisal olmak {izere ayrisik faz
konfigiirasyonlar1 gosterilmistir.

51



Bu caligsmada, diizgiin bir manyetik alan altinda ytiklii iki bilesenli karigimin ayri-
stk faz durumlar1 ve rotasyonel 6zellikleri ortalama alan yaklasimi ¢ercevesinde Gross-
Pitaevskii (GP) yaklasimi ve Thomas-Fermi (TF) yaklasimi dikkate alinarak incelen-
mistir. Etkilesimlerin siddetine ve rotasyon parametresinin biiyiikliigiine bagl olarak
sistemin enerjetik olarak avantajli oldugu taban durum konfigiirasyonu belirlenirken
GP ve TF enerjileri karsilastinlmistir. Bu kargilastirmanin tutarli olabilmesi ve TF
yaklagimi altinda dogru konfigiirasyonun secilebilmesi i¢in arayiizey enerjisi yerel yo-
gunluk yaklasimi cercevesinde hesaplanmistir ve TF yaklagimina eklenerek karigimin
dogru taban durumu belirlenmistir.

Etkilesimlerin bir fonksiyonu olarak ayrisik faz durumlari incelendiginde konfigii-
rasyonlar aras1 gegisin bilesenler ici etkilesim simetrisinin kirilmasiyla gerceklesebil-
digi gosterilmistir. Tuzagin geometrisi ise ancak asimetik bir etkilesimin var oldugu
durumda faz gecisleri icin etkili bir faktor haline gelmektedir. Ayrica sistemin etkile-
sim parametreleri diizleminde faz diyagrami olusturularak ayrisik durumlarin enerjetik
acidan avantajli oldugu bolgeler belirlenmistir.

Ayrisik faz durumunda bilesenlerin yogunluk dagilimlarindaki farklilik aym za-
manda karigimin rotasyonel 6zelliklerini de etkileyecektir. A¢isal ayrisma durumunda
istiin bir akigkan 6zelligi olan dolagim kunatizasyon kosulu kirilmaktadir ve boylece
bilesenlerin donmeye gore acisal momentumu siirekli olarak elde edilmektedir. Buna
karsin radyal konfigiirasyonda dolagim kuantizasyon kosulu kirilmadigindan bilesen-

lerin acisal momentum degerleri kesiklidir.

4.1 Yapay Manyetik Alan Altinda Bose-Einstein Yogusugu

Manyetik alan etkisinde yiiklii iki bilesenli Bose-Einstein yogusugu ortalama alan yak-

lagiklig1 cercevesinde Gross-Piteavskii (GP) denklemi ile tasvir edilebilir.

0, 1
o = [QMa (P — QuA(r))* + Va(r) +g§D!wa|2+92£\wb|2]wa (“.1)
i~ L (p — QA(r))* + Vi(r) + go" | ]” + g8 1al* [ (4.2)
8t 2Mb b b b b ab a b .

Bilesenlerin yapay yiikleri (),, Qp, kiitleleri M,,, M, ile gosterilmektedir. Bilesenlerin

yogusmus parcacik sayilarinin esit oldugu N, = N, = N varsayilacaktir. D1g tuzak
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potansiyeli asagida ifade edildigi gibi,

1
Vilr) = M, (Wi (r—ro)? +wi?],  j=ab (4.3)

z dogrultusundaki tuzak frekansi w, ve radyal dogrultudaki tuzak frekansi w, = w, =
w, olmak lizere ry parametresi ile belirtilir. Burada z dogrultusundaki tuzak frenkansi-
nin hem radyal dogrultudaki tuzak frekansindan w, > w, hem de termal enerjiden ¢cok
daha biiyiik oldugu w, > kT varsayimi altinda karisimin eksen dogrultusunda sikica
tuzaklandig1 varsayilmaktadir. Sistem iki boyutta, asagidaki effektif tuzak potansiyeli

ile ele alinacaktir.

1 .
Vi(r) = §Mjwi (r—ro)?, J=ab (4.4)
Burada ry = 0 degeri bir disk geometriyi ve sonlu ry # 0 ise Corbino geometrisini
temsil etmektedir.
Ek [B|béliimiinde ii¢ boyutlu bir sistemden etkin olarak iki boyutlu bir sisteme gegis

anlatilmistir. Dolayisiyla iki boyutta bilesenlerin kendi iclerindeki etkilesim enerjileri,

h? h?
2D 2D
= V8T ——as,, = V8T ————as, 4.5
Y ML & AL *3)
ve karsilikli etkilesim enerjisi,
M, + My \ as
2D 2 a S,
= 2 4,
tic boyuttaki sa¢ilma uzunluklari, as 4, asp, @503 Ve [, = \/h/Mw, karakteristik har-

monik salinict uzunlugu ile tanimlanmaktadir. Kiitlelerin esit oldugu M, = M, = M

varsayimi altinda iki boyutta etkilesim enerjileri asagidaki gibi ifade edilebilir.

— h? — h? — h?
gZD = SWM_lzas,aa gz?D - SWM_lzas,b; gsz = 87TM_lzas,zzb (47)
Esit kiitleli karisimin toplam enerjisi,
* * 1 *
Blontiin i) = [ Eron (0 QuAR) - (b - QuAR) v,
1 *
b [y 0 QAW - (b - QuAR)
2 92" 2 2 %", 2
+ d°r VJ_(r) + 9 W}a‘ W}a‘ + Vi(r) + T|wb| |wb|
gl [ oo @8
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yukaridaki gibi ifade edilebilir. Bilegen kiitlelerinin esit oldugu varsayildigindan sistem
radyal isotropik V) ,(r) = V| ,(r) = V. (r) bir tuzak potansiyeli etkisinde olacaktir.
Karigim z dogrultusu boyunca diizgiin bir yapay manyetik alan B = B2 altindadir.
Dolayisiyla z dogrultusunda diizgiin manyetik alan1 verecek olan vektor potansiyeli

simetrik ayarda agagidaki gibi secildiginde,

B
A=—2t (4.9)
2
ve iki boyutta polar koordinatlarda Laplace operatoriiniin ifadesi kullanilarak,
1 1
V2 = 0P+ ;@ + 7233 (4.10)

denklem @.1) ve (@.2) ile ifade edilen GP denklem c¢ifti asagidaki gibi elde edilmekte-
dir.

L 0, —h? . 1 1
ih (;/; = [in + ihw,0p + Engrz + éMwi (r —ro)°
+ giD\waHgibDlwbP} Y (4.11)
0 —h? 1 1
Zh% = [in -+ ihédbag -+ éngTZ + §M(.Ui (I' — I'0)2

+ gl + gzmﬁ] Uy (4.12)

Yukarida verilen v, ve ¢, yogusma dalga fonksiyonlari, radyal uzunluk r, azimut agis1
6 ve zaman t’ye baghdir ¢; = v; (r, 6, t). Burada w; siklotron frekansinin yarisi olarak

tanimlanmaktadir.

Q;B

5N (4.13)

Wi

Bu w; frekansi, bilegenlerin yapay yiikleri ve manyetik alanin siddeti ile dogru ve kiitle
ile ters orantili olan bir niceliktir.
Bu seviyede GP denklemlerini boyutsuz hale getirelim. Enerji, zaman, uzunluk ve
dalga fonksiyonu agsagida belirtilen biiyiikliikler ile 6l¢eklendirilmistir.
E=hw B, t= i r=0L7F Y= \l/—?lﬁj (4.14)
Burada [, radyal dogrultuda karakteristik harmonik salinici uzunlugunu /;, = \/W
gostermektedir. Denklem (@.11) ve (@.12)) ile verilen GP denklem ¢ifti, 6lcekli nicelik-

ler cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.

0,
ot

1 1 1
i = | — §vi - QaLz + 592702 + 5 (I‘ - 1‘0)2 + Ua‘walz + Uab‘wbP wa (415)
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9 1 1 1
f‘% = | = 5VA = L.+ S0 + o (x = 10)" + Uy + U [0l | 1 (4.16)

Burada L., z dogrultusundaki 6l¢eklenmis agisal momentum operatoriinii temsil eder
L, = —1i0y. Bilesenlerin yiik bilgileri boyutsuz €2; niceligine aktarilmistir ve tanimi

asagida verilmektedir.

Q;B
Q = <= 4.1
7 2Muw, @17)

Yiiklii iki bilesenli Bose gazinda €); parametresi rotasyona karsilik gelen parametre
olarak isimlendirilir. Bu enerji biriminde etkilesim enerjileri sirasiyla asagida veril-

mektedir.

U, = vVearN®2 Uy, =vBaN%t  y, = VBaNIe (4.18)
z aZ

a, a
Bilesenlerin kimyasal potansiyelleri p, ve p; ile gosterildiginde zamana bagli GP

denklem ciftinin duragan coziimleri agsagidaki gibi tanimlanabilir.

Vo (r,0,8) = the(r,0) e et (4.19)
Uy (r,0,t) = by (r,0) et (4.20)

Yukaridaki ¢oziimler denklem (@.15) ve (4.16)) ile ifade edilen zamana bagli GP denk-
lem ciftinde yerine yazildiginda asagidaki gibi zamandan bagimsiz GP denklem cifti
elde edilir.

1 1 1
:uad]a = <—§Vi - QaLz + §QZT2 + § (I‘ - r0)2 + Ua|wa|2 + Uablwb|2) % (421)

1 1 1
ity = (_Evi — WL, + 5957"2 + 5 (r —10)” + Up|op|* + Uab’wa‘2> Py (4.22)

Sanal Zaman Otelemesi

Gross-Pitaveskii denkleminin taban durumunun belirlenmesi i¢in kullanilabilecek me-
todlardan biri, sanal zaman 6telemesi metodudur. Hamiltonyen operatorii H ile tanim-
lanan bir sistemi dikkate aldigimizda sanal zamanda ¢ = —¢7 icin bu sistemin zamanda
Oteleyici operatorii, e~H7 ile ifade edilmektedir. Bu sekilde soniimlii tissel bir fonksi-
yon ile tanimlanan sanal zaman evrimi operatorii, yiiksek enerjili durumlar i¢in daha

cok soniimlenecektir. Taban durum i¢in referans enerjisi > 0 olarak kabul edilmistir.
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Fonksiyonun tamamen sifira giderek sontimlenmemesi i¢in her bir sonlu, kii¢iik sanal
zaman araliklarinda dalga fonksiyonu yeniden normalize edilmelidir.

Bu yontem i¢in taban durumu bileseni sifirdan farkli bir baglangi¢c ¢oziimiine ih-
tiyag vardir. Dalga fonksiyonu, H Hamiltonyeninin, £; enerjili ¢; 6zdurumlarinin bir

siiperpozisyonu olarak yazildiginda,
Y(x,0) =Y aidi(x) (4.23)
asagidaki gibi

O(w,7) = e (2, 0) = 3 aigi(x)e (4.24)

ifade edilebilir. Taban durumun enerjisi £, diger durumlarin enerjilerinden her zaman
daha kiigiiktiir Fy < E;, (i > 0). Bu siirecte taban durumu yavag soniimlenirken yiik-
sek enerjili durumlar hizli sontimleneceklerdir ve boylece dalga fonksiyonu en diisiik
enerjili taban durumuna evrilecektir.

Bu calismada, denklem @]) ve @[) ile verilen GP denklemleri, sanal zaman
otelemesi metodu ile niimerik ¢oziilmiistiir. Baslangi¢ noktasi olarak Thomas-Fermi
yaklagimi gergevesinde belirlenecek olan ayrigik bilesen yogunluklari (denklem (#.46)
-EA47)) dikkate alinmustir.

4.2 Thomas Fermi Yaklasimi

Bu kisimda atomik Bose gazi karistminin 6zellikleri TF yaklagimi ¢ergevesinde ince-
lenmistir. TF yaklagimu, tek bilesenli bir yogusuk dikkate alindiginda yiiksek parcacik
sayist limitinde, Na,/l; > 1 gegerlidir. Bu durumda kinetik enerji terimi, etkilesim
ve potansiyel enerji terimlerine kiyasla ithmal edilebilmektedir. Ayrica yukarida ifade
edilen kosul Bose gazi karigiminin bilesenlerine ayr ayrn olarak uygulandiginda TF
yaklagimi gecerliligini koruyacaktir. Bu yaklagimin 6nemli bir avantaji, diferansiyel
GP denklemlerini cebirsel denklemlere indirgeyerek ¢oziimii kolaylastirmasidir.

TF yaklagimi altinda karistmin iistiin akigskan rotasyonel ozelliklerini bir dlgiide

inceleyebilmek i¢in asagidaki gibi bir ¢6ziim Onerisi dikkate alinmustir.

Vo (r,0) = g (1) e’ (4.25)
Uy (r,0) = ¢y (r)e™? (4.26)
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Bu ¢oziimler denklem @.21) ve @.22) ile verilen zamandan bagimsiz GP denklem
ciftinde yerine yazildiginda,
l2

patnlr) = | = 5VE 5% =l 502 45 =) )

2 2
+ Ual@a(r)¢a(r) + Ua|p(r) P da(r) (4.27)
2 lz 1 2
tgn(r) = [— -V, + F — Ol + 2Qb7” +5 5 (r—10) }%(7”)
+  Uplou(r)Pou(r) + Uaslda(r) > do(r) (4.28)

denklem kiimesi elde edilir. Burada V? = 9% + %& sadece radyal tiirevleri igermek-
tedir. Bu seviyede Thomas-Fermi yaklagimi uygulandiginda kinetik enerji teriminin
radyal tiirevleri iceren kismi tamamen ihmal edilmektedir. TF yaklasimi altinda yuka-
rida ifade edilen denkem c¢ifti asagidaki gibi elde edilmektedir.

12

1 1
2 2 2 42 2 a
Ua|¢a| + Uab|¢b| = Mo — EQar il 5 (T’ - TO) + Qala - 2T2 (429)

2

1 1 )
2 2 2 2 2 b
Up|ds|” + Uas|@al” = 1o — §Qb —-3 (r —1ro)” + Qplp — 22 (4.30)

Bilesenlerin yogunluklarini ifade edebilmek i¢in yukaridaki denklem seti matris bici-

minde asagidaki gibi yazilabilir.

na(r)y 1 Uy —Uu\ [A(r)
<nb (7’)> - detU <_Uab U, > (B (7")> @b

Burada detU = U,U, — U3, n, (1) = |¢a (r) |* ve ny (r) = |éy () |*. Denklemde

kullanilan diger nicelikler asagida tanimlanmustir.

2

Alr) = fig— 5927’2 + 179 — ﬁ (4.32)
l2
B(r) = j— —Qbr trro— 53 (4.33)
1 2 2
flo = ot Qala = 578, Q0 =1+0] (4.34)
. 1 ~
fo = iy + ly — 57“(2), Q=1+ (4.35)

Bilegenler icin TF yogunluk ifadeleri ise asagidaki gibi elde edilmektedir.

ma(r) = < (A() = AB ()
Ub ~ 1 ~ 2 Ala
= Ajig — =AS) 1— — 4.
ot ( fla = 5 AT +rro (1 —Ag) 2r2) (4.36)
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Uq

) = S (B() - MAW)
U, Al
= dot0 (A,ub — —AQbT + 179 (1 — )\b) or 5) 4.37)

Burada Apij, Al; ve AQ ; tammlar1 j = a, b bilesenleri i¢in sirasiyla agagida verilmek-

tedir.
Afia = Jig—Aafio, Aly =12 —=XN2 AQ, =02 -\  (4.38)
Afiy = fip— Mojla, Aly =12 = N2, AQ, = Q2 — 1,02 (4.39)

Etkilesim enerjileri orani, a ve b bilesenleri igin A, = Uy,/Us, Ay = Uyp/U, ile ifade
edilmektedir. Bilesenlerin TF yarigaplart R ", denklem (4.36) ve (4.37) ile verilen TF

yogunluklarininin sifira egit oldugu noktalar tizerinden belirlenir.
ng (RLF) =0,  my (RIF) =0 (4.40)
Bu denklemlerin ¢oziimleri ise dordiincii mertebeden denklemler vermektedir.
AQrt —2rg (1= X\) r® — 280,72 + Al; = 0 (4.41)

Yukarida ifade edilen denklemler niimerik olarak kolayca ¢oziilebilir ve denklemle-
rin kokleri her iki bilesen i¢in TF yarigcaplarini belirler. Bilesenlerin toplam pargacik
sayilar1 N, ve N,, TF parcacik yogunluklarinin tiim uzay iizerinden integrali ile tanim-

lanmaktadir.
RT F,>

TF >
b
N, = / d’rng(r) Ny = / d?rny(r) (4.42)
TF,< RZ‘F,<

Polar koordinalarda hacim elemani, d’r = rdrdf ile verilir. Burada x = r? donii-

siimii uygulandiginda a ve b bilesenleri i¢in toplam parcacik sayis1 agsagidaki gibi elde

edilmektedir.
SNy = M@ — ) — 380 (@2 - (5)°)
- I I (@) - D) @)
TN = A — o) — A0 (@) - ()
- %1 i—i+§ro(1 A (@) = @) @
Thomas-Fermi yarigaplar1 j = a, b bilesenleri igin,
(RJTF7<>2 — 5, (RJTF7>>2 — 27 (4.45)

ile tanimlanmaktadir.
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Faz Ayrismasi Durumunda Thomas-Fermi Yogunluklari

Karigim faz ayrigmasina siiriiklendiginde U, U, < U?,, bilesenlerden birinin iggal ettigi
fiziksel uzayda diger bilesenin yogunlugu sifira gitmektedir. Bagka bir ifadeyle, uzayda
belli bolge sadece tek bir bilesen tarafindan isgal edilebilir. Dolayisiyla hic ortiigmeyen
iki yogusuk limiti dikkate alindiginda denklem (.36) ve (.37) ile verilen ciftlenimli
Thomas-Fermi yogunluklari birbirlerinden ayrigir ve sadelestirilmis yogunluk ifadeleri

asagidaki gibi yazilabilir.

Lo Las s Iz

ne(r) = i flg — §Qa7" +rro — 5,2 (4.46)
1 /. 1~ 12

ny(r) = 7 ( b — 5(227"2 + 7o — —2;:2) (4.47)

Boylece ortiismeyen faz limitinde Thomas-Fermi yogunluklari, tek bilesenli yogusu-
gun yogunluk ifadesine indirgenmistir. Bu durumda toplam parcacik sayilart N, ve N,

x = r? doniisiimii altinda agsagidaki gibi elde edilmistir.

e G R A (L )

- %m%%ro (@)~ (a5)"" (4.48)
= (e - ) - 50 () - )?)

= gl %—I—;TO (@) = @)*) (4.49)

Karisimin Thomas-Fermi Enerjisi

Bu kisimda karigimin toplam TF enerjisi tantmlanmistir. Toplam TF enerjisi Epp dort
parcadan olugmaktadir; kinetik enerji Ex, potansiyel enerji [, ve bilesenlerin kendi
i¢lerindeki etkilesim enerjileri E2%, E%, ile karsilikli etkilesim enerjisi £% . Toplam

Thomas-Fermi enerjisi,

Erp = Eg + Epot + E7J, + E%, (4.50)
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yukarida ifade edildigi lizere bu dort parcanin toplamu ile ifade edilmektedir. Asagida

sirastyla bu dort enerjinin tanimi verilmektedir.

Bl = 9/@:( Q2:c+ 4 szj> n;(z) (4.51)
Bpu = / dx (\/E—To)zn](x) (4.52)
EY. = —U / dan’( (4.53)
E% = Uyb / dzng(z)ny(x) (4.54)

TF yogunluklar sadece = degiskenine (z = r?) bagh oldugundan ag1 iizerinden ali-
nan integral dogrudan [ df = 26 ile verilmektedir. Yukarida ifade edilen integraller =
degiskeninin belli mertebeleri lizerinden tanimlanmigstir ve bu mertebeler « ile goste-

rilmistir. Integral I, tanim asagidaki gibi verilmektedir.

7 a=-1, (/s
Ia = / x%dx = (x>)a+1 (x<)a+1 (455)
=5 aF -1, e

Dolayisiyla enerji ifadeleri I, integrali cinsinden ifade edilmistir ve ayrintili ifadeler

Ek|[C|kisminda yer almaktadir.
4.3 Arayiizey Enerjisi

Ayrisik faz limitinde bilesenler arasinda bir arayiizey bolgesi olusmaktadir. Bu agsa-
maya kadarki olan kisimda hem denklem (#.46) ve (@.47) ile tanimladigimiz ayrisik
TF yogunluklar belirlenirken hem de yukarida karisimin toplam TF enerjisi ifade edi-
lirken bu arayiizey bolgesinin yogunluk profili ve toplam enerjiye olan katkis1 dikkate
alinmamustir. Sistem faz ayrismasi durumuna siiriiklendiginde, tuzak geometrisinin bi-
cimine ve etkilesim enerjilerinin siddetine bagh olarak agisal veya radyal olarak bir
ayrigima ugrayabilir. Bu limit altinda sistemin hangi taban durumunun enerji agisin-
dan avantajli olacaginin belirlenebilmesi ve GP yaklasimu ile kargilastirilabilmesi icin
baglangicta ihmal ettigimiz arayiizey enerjisinin burada dikkate alinmasi gerekmekte-
dir.

Bu boliimde ayrisma faz durumunda bulunan atomik Bose gazi karisiminin ara-
ylizey enerjisi iki yontem ile hesaplanmistir. Yontemlerden biri Eddy Timmermans

tarafindan gelistirilmigtir [108]], ikincisi ise kendi gelistirdigimiz bir modeldir.
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Arayiizey bolgesi, bilesen yogunluklarinin birbirleriyle ortiistiikleri ve sifirdan sonlu
yogunluk degerlerine eristikleri bir bolge olarak tanimlanabilir. Bu bolgede arayiizey
enerjisi, kinetik enerji ve bilesenlerin karsilikl etkilesim enerjisinden gelecek olan kat-
kilarin toplamindan olusacaktir. Arayiizey enerjisinin belirlenmesinde 6nemli olan ge-
ometrik faktor ise arayiizey uzunlugu [, ile tanimlanmaktadir. Bu uzunlugun biiyiik-
liigiine bagh olarak bilesenlerin arayiizey bolgesinde ne siddette Ortiistiikleri kontrol
edilebilir. Dolayisiyla araylizey uzunlugunu 6rtiisme uzunlugu olarak da isimlendire-
biliriz. Ortiisme uzunlugu yeterince biiyiik ise bilesenler birbirleriyle daha ¢ok ortii-
seceklerdir ve boylece arayiizeyde etkilesim enerjisinin degeri artacaktir, bu uzunluk
yeterince dar ise bu durumda kinetik enerjinin degeri artacaktir. Ciinkii bilesen yogun-
luklarinin arayiizeydeki degisimi dar bir bolgede daha hizli olacaktir. Toplam arayiizey
enerjisininin katkisi yukarida denklem (4.50) ile verilen toplam Thomas-Fermi enerji-
sine eklenecektir. Asagidaki modellerde, arayiizey kinetik enerjisi Ej;,(l;), arayiizey
etkilesim enerjisi E% (1) ve toplam arayiizey enerjisi E,(1}) ile gdsterilmektedir. Ara-

yiizeyin katkisiyla birlikte toplam Thomas-Fermi enerjisi,

E'Y = Erp 4+ E(ly) = Erp + Epin(ly) + B2 (1) (4.56)

top

yukaridaki gibi ifade edilecektir. Bu temelde yukarida ifade ettigimiz iki modeli dik-
kate alarak ayrigik fazin iki konfigiirasyonu olan agisal ve radyal faz ayrigimlar i¢in

arayiizey enerjisi yerel yogunluk yaklasimi ile hesaplanacaktir.

4.3.1 Timmermans’in Modeli

Timmermans’in modelinde zy diizlemi ile ayrismis sonsuz bir sistem i¢in ayrigik bile-

senlerin yogunluklar1 asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

na.(z) = {Z =0 e np(z) = {Z =00 (4.57)

zZ = lb, 0 z = lb7 ny

Burada ayrisik faz limitinde, 2 < 0 bolgesinin a bileseni tarafindan isgal edildigi ve

z > [, bolgesinin ise b bileseni tarafindan isgal edildigi varsayilmistir.
na(z) =~ — (I, — 2), ny(z) =~ —z (4.58)

Sekil F.2]de Timmermans modelinin arayiizey bolgesinde ayrisik bilesen yogunlukla-

rinin degisimleri gosterilmektedir. Toplam arayiizey kinetik enerjisi F;,(l;), kabaca
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Sekil 4.2: Timmermans modeli ayrisik bilesen yogunluklarinin [, arayiizey genisli-
gindeki Ortiismeleri tizerine kurulmustur. Bu modele gore bir bilesenin yogunlugu bu
bolgede cizgisel olarak artip y1§in yogunluguna ulasirken diger bilegsen ayni egimle
cizgisel olarak sifirlanir.

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

h2

Ftop (lb) ~ i,

kin

A (ng + nyp) (4.59)

Arayiizey etkilesim enerjisi £, (I;,), denklem (4.58)) ile tanimlanan ayrigik bilesen yo-

gunluklar tarafindan belirlenir.
Iy
B () =~ (Uab -V Uan> A/ nq(2)np(2)dz
0
Iy
— (Un = VOT) A [ (el )
0

A
= (Ua— VU, “namyly (4.60)
Arayiizey kinetik enerjisi, arayiizey uzunlugu ile ters orantili iken arayiizey etkilesim
enerjisi onunla dogru orantilidir. Toplam arayiizey enerjisinin arayiizey uzunluguna

gore minimizasyonu 0F(l,) /0l, = 0 ideal arayiizey uzunlugunu verir.

(1)
(Vs — 1)

hy = 26,V3 (4.61)

Yukarida ifade edildigi iizere arayiizey bolgesinin genigligi ve dolayisiyla bilesenlerin
ne Olgiide ortiistiikleri etkilesim enerjilerinin biiytikliigiine bagh olarak degisicektir.
Burada &2 = h?/(4Mn,U,), a bileseninin bagdasim uzunlugunu gostermektedir. Tim-
mermans arayiizey enerjisi, Fs(l,) = Ao, ylizey alan1 A ve o arayiizey enerji yogunlu-

gunun carpimi ile tanimlamaktadir, arayiizey enerji yogunlugu ise basing¢ P,, bagdasim
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uzunlugu &, ve boyutsuz bir parametre olan ., nicelikleri cinsinden asagidaki gibi ve-

rilmektedir.
o(r) = &Pa(r)X, (4.62)

Burada ¥, parametresi,

V) Gt -1

Y, =
V3

(4.63)

yukaridaki gibi tanimlanmaktadir.

4.3.2 Tanjant Hiperbolik Modeli

Timmermans’in modelinde arayiizey bolgesindeki ayrigik bilesen yogunluklari ¢izgi-
sel olarak degismektedir. Sekil 4.2] de goriilen kinetik enerji i¢in sorunlu olan bu dav-
ranis, tanjant hiperbolik fonksiyonunun davranis ile siirekli bir fonksiyon olarak tasvir

edilebilir. Asagida ifade edilen sinir kosullari,

) ta(z=—00), 0 ) Ya(z=00), 1
basle) = {%(Z —o0), 1 %b(Z)_{%(ZZOO, 0 (64

dikkate alindiginda bilesenleri temsil eden dalga fonksiyonlar1 asagidaki bi¢cimde ta-
nimlanabilir.

Va(2) = Yao [1 + tanh (Z — d)} . (2) = Yoo {1 — tanh (Z il d)] (4.65)
2 lb 2 lb

Arayiizey boyunca d parametresi, bilesenlerin birbirleriyle ne kadar ortiistiigiinii gos-
teren bir parametredir ve bu parametre bilegsen basinclarinin dengeye geldigi nokta-
lar iizerinden belirlenecektir. Boylece arayiizey etkilesim enerjisi ve toplam arayiizey
kinetik enerjisi yukarida tanimlanan dalga fonksiyonlar1 kullanilarak ifade edilebilir.
Arayiizey etkilesim enerjisi,

Eg(ly)=(Uap —v Uan)A/OO Vo (2)|0s(2)]?d2

(U /Uan)%naonbolb / 1+ tanh(z — d)]* [1 — tanh(z + d)]* dz

=(Uap —\/ UaUp) Angonilp 12, (4.66)

63



ve toplam arayiizey kinetik enerjisi F,77 (1,) = E, (1,) + E2;, (I,) elde edilir. Burada,

n

a h2 * 2
B (L) = AW 7OO|V%(Z)| dz
G /°° dz
~ T2MI, 4 ) o coshi(z —d)
h2 Nao
= A— 1% 4.67
oM, 4 i (4.67)
B = Al [T 1w
kin\!b) — Wi . 13¢4 z

N

_ 4" / d
~ 2Mly 4 ) cosh?(Z 4 d)
hz Ty b

= Ay T (4.68)

bilesenlerin kinetik enerjisini ayr1 ayr1 gostermektedir. Bilesen yogunluklari, n, =
[Ya0|? Ve nyo = |Yo|? ile Z = 2/l ve d = d/I, ile tanimlanmaktadir. Béylece toplam
kinetik enerji,

Er(ly) = Al L (a0l + eolys,) (4.69)

2Mly 4

olarak elde edilir. Timmermans’in modelinde oldugu gibi arayiizey kinetik enerjisi ara-
ylizey uzunlugu ile ters orantili iken etkilesim enerjisi dogru orantilidir. Toplam ara-
ylizey enerjisinin arayiizey uzunluguna gore minimizasyonu 0F(l,)/0l, = 0 ideal
arayiizey uzunlugunu verecektir.

_ 12 10,
lb _ 2&1\/( kzn+ \/% kin (470)

Uar/ 0. 05 — 1) Ly,

Ideal arayiizey uzunlugu belirlenirken bilesenlerin yogunluklar1 arasindaki su iligki
nao = npor/Up/U, dikkate alinmigtir. Burada d parametresi basinglarin dengeye gel-
digi noktada belirlenecektir. Dolayisiyla denklem (4.63)) ile verilen ayrisik bilesen ¢6-

ziimleri dikkate alindiginda basing esitligi ifadesi asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

SUary = 3| Valtal) + Ul + 2Waalta ()Pl (2)P

16U,n2y = U.nZy (1+ tanh(—(z))4 + Upnjy (1 — tanh(a?))4

4+ 2Uanaombo (1 + tanh(—J))2 (1 — tanh(J))Q 4.71)
Dengeli bilesen ici etkilesimler icin,
Us = 70U, U, =1, U =7U 4.72)
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Sekil 4.3: Tanjant hiperbolik modeline gore arayiizey bolgesinde ayrisik bilesen yo-
gunluklarinin davramsi gosterilmistir. d parametresinin siddetine bagl olarak bile-
senler birbirleriyle cok veya az ortiisebilir. (a) d = —0.4, ve (b) kirmiz1 kalin ¢izgi
(d = —1), daha ¢ok ortiigen iki bileseni temsil ederken siyah kesikli ¢izgi (d = 0),
daha az ortiisen iki bileseni temsil eder.

ve bilesen yogunluklari arasindaki iligki n,0 = ny0+/Us/U, dikkate alindiginda basing

denklemi,
16 = (1+ temh(—ci))4 +(1— tanh(J))4
+ 2 (%) (1 + tanh(—d))* (1 — tanh(d))* (4.73)
0
elde edilir. Burada tanh(—x) = —tanh(x) bagintis1 kullamldiginda basing esitligi

ifadesi daha yalin bir bi¢cim kazanir.

8
1+7/’Yo

— (1 - tanh(d))" (4.74)

o

Etkilesim parametrelerinin biiyiikliigiine bagli olarak d parametresinin nasil degistigi

Sekil .4 de gosterilmektedir.

— Yv=2| _0.30f
-0.31

-0.34¢

1 0-34
-0.38}
-0.37
-0.42}
0407795714 16 1.8 2.0 12 14 1.6 1.8 2.0

Yo Y

Sekil 4.4: d parametresinin degisimi (a) bilesenlerin i¢ etkilesim oramna y, = U,/ Up
ve (b) bilegenler arasi etkilesim oranina v = U,/ U, gore hesaplanmistir. Parametre d,
7o ile mutlak deger artarken ~y ile mutlak deger azalan bir davranis sergilemektedir.
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Bilesenler d parametresinin biiyiikliigiine bagl olarak birbirleriyle cok veya az r-
tiigebilirler. Bu parametrenin degerce negatiflesmesi bilesenlerin kuvvetli rtiismele-
rine karsilik gelirken sifira dogru yaklagmasi (d — 0) ise bilesenler arasindaki 6r-
tismeyi zayiflatacaktir. Sekil f£.3] (b) ¢ok ve az ortiismeleri birlikte gosterirken Sekil
M.3| (a) ise bu iki ortiisme bolgesinin arasinda kalan bolgeyi gostermektedir. Denklem
ile verilen esitlik dikkate alindiginda d parametresinin aldig1 deger araliginin
bilesenlerin ¢ok ve az ortiistiikleri bolgelerin arasinda bir bolgede kaldigi elde edilmis-
tir. Ornegin, etkilesimler oram 7y = 1 ve v = 1.5 degerleri icin d = —0.35 olarak

hesaplanmaktadir.

4.3.3 Bir Tuzak Potansiyeli Altinda Arayiizey Enerjisi

Bu kisimda disk ve Corbino geometrili tuzak potansiyelleri etkisinde acisal ve rad-
yal faz ayrismasina ugrayan iki bilesenli Bose gazi karisiminin arayiizey enerji ifadesi
hesaplanmugtir. Faz ayrismas1 durumunda bilesenler arasindaki arayiizey genisligi; aci-
sal faz ayrigmasi igin [{ ve radyal faz ayrigmasi igin [/ ile ifade edilmistir. Agisal faz
ayrismasinda araylizey uzunlugu, arayiizey sinirinda bilesen yogunluklarinin sifirdan
farkli oldugu yiizey alan1 boyunca tanimlanmistir. Radyal faz ayrigsmasinda ise arayii-

zey alani, halkanin ¢cevre uzunlugu ile verilmektedir.
9 =2(R7p — R5p), I = 2w Ryp (4.75)

Yerel yogunluk yaklasimi altinda toplam arayiizey enerjisi, arayiizey enerji yogunlugu-
nun o(r) arayiizey sinirlar iizerinden integrali ile tanimlanmaktadir. Acisal ve radyal

faz ayrisimlarinda arayiizey enerjilert,
BAFA(L,) = / o(r)dr,  ERFAQ) = fo(ly) = 2rRrpo(ly)  (4.76)
it

olarak tanimlanmaktadir. Araylizey kinetik enerjileri ise asagida verilmektedir.

Vs T n T
EAFA(L) = 4 Ti( )dr, ERFAL) :zf% :27TRTF% 4.77)
b

Burada nrp(r) aynisik fazda Thomas-Fermi yogunluklarini gostermektedir.
4.4 Acsal ve Radyal Faz Ayrismalan

Bu kisimda acisal ve radyal faz ayrisimlarinin bilesen yogunluk dagilimlar1 gosterile-

cektir. Sekil [4.5] (a) - (b)’de agisal faz ayrisimui konfigiirasyonu Corbino 7y = 12 ge-
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ometrisinde ve Sekil #.5](c) - (d)’de radyal faz ayrisimi konfigiirasyonu disk geomet-
ride gosterilmistir. A¢isal faz ayristmi konfigiirasyonunda bilesenler iki yarim halka
bicimde ayrisirken radyal faz ayrisimi konfigiirasyonunda bilesenlerden biri merkeze

toplanir ve diger bilesen onu bir kabuk bi¢cimde ¢evrelemektedir.

- x1073 = x1073
: ]l §‘iG
10 2.5 10 5
- O |
1.5 3
1.0 2
0.5 1
0.0 0
- x1073 = x1073
|Wblz 3.0 (d) |Wb|2 10
2.5 8
® |
1.5
—10 1.0 -10 !
0.5 2
~20%-10 0 10 X/ °° ~2%%-10 0 10 x/I.°

Sekil 4.5: (a)-(b) Corbino geometrisi o = 12 i¢in agisal faz ayrisimi konfigiirasyo-
nunun yogunluk dagilimi U, = U, = 5000, U,, = 1.2U, etkilesim enerjilerinde gos-
terilmigstir. (c)-(d) Disk geometride radyal faz ayrisimi konfigiirasyonunun yogunluk
dagilimi U, = 5000, U, = 1.2U,, Uy, = 1.2U,, etkilesim enerjilerinde gosterilmistir.

Bu seviyede GP simiilasyonuna baglangi¢ ¢6ziimii olarak verilen dalga fonksiyonu,
iki aynigik faz konfigiirasyonu icin tanimlanabilir. Faz ayrisimi durumunda denklem
(@.46) ve @47) ile verilen TF yogunluklar1 dikkate alindiginda agisal faz ayrigmasi

konfigiirasyonunun ¢oziimleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

oSP(r) = nF(r)e®H (0, — |6]) (4.78)

a

bGP(r) = anF(T)e””eH(Gb —|r =) (4.79)

Burada n;fF (r) Thomas-Fermi yogunluklarini, /; bilesenlerin agisal momentum de-
gerini ve H(0) ise birim basamak fonksiyonunu belirtmektedir. Radyal faz ayrigimi

konfigiirasyonunda a bilesenine ait TF yarigaplart Ry, Ry~ ve b bilesenine ait TF

b b . .
yaricaplari RT’;, RT’E olmak lizere arayiizey siniri,

Ry = R (4.80)

olarak belirlenir ve radyal faz ayrismasi konfigiirasyonunun ¢oziimleri asagidaki gibi
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tanimlanabilir.

oS (r) = nlf(r)el? (4.81)

a

YOy = n"(r)e™’ (4.82)

Sekil .5]de yogunluk dagilimlart gosterilen bilesenlerin GP ve TF yogunluklarini
gosteren bir kesit Sekil f.6]de gosterilmistir. Burada GP ve TF yogunluklarinin yakin

sonuclar verdikleri goriilmektedir.

x1073
| AFA N\ @ (b)
3r [ \
/ \
| \
[ \\ nlf
CZ‘ ” \ B nZ;F
< [ \ —= n§*
1t " \ mo
| |
' \
o--——— ', —
-20 -10 0 10 r r

Sekil 4.6: (a) Corbino ry = 12 (b) disk 7 = 0 geometrilerinde Thomas-Fermi ve
Gross-Pitaevskii ¢oziimlerinin degisimi » konumuna gore gosterilmistir. Sistem Cor-
bino geometrisinde agisal konfigiirasyonda, disk geometrisinde ise radyal konfigiiras-

yonda bulunmaktadir.

4.5 Etkilesimlerin Fonksiyonu olarak Ayrisma Durumlari

Bu kisimda iki bilesenli Bose gazinin ayrigma konfigiirasyonlar: etkilesimlerin simetik
ve asimetrik oldugu iki farkli durum altinda incelenmistir. Bu seviyede iki etkilesim
orani tanimu yapilabilir. Bunlar, bilesenlerin i¢ etkigsim orani vy = U, /U, ile bilesenler

aras1 etkilesim oranidir v = U,,/U,. Bu durumda etkilesimler asagidaki gibi ifade
edilebilir.

Ua = 70U, Up =1, Uap = U (4.83)
Simetrik veya dengeli etkilesim durumu i¢in i¢ etkilesim oraninin degeri bire esittir,
v = 1, ve asimetrik veya dengesiz etkilesim durumu i¢in i¢ etkilesim oraninin degeri

birden farklidir, 7y # 1. Burada iki bilesenli Bose gazi karigiminin faz ayrigmasi Kriteri,

etkilesim oranlari cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.
Up > VUU, = v>v% (4.84)
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(Qaa Qb) Ekin Epot Eetk Egtbk Etop

AFA(GP) | (0.01,0.01) 0.216 36.967 37.570 0.869 75.622
RFA(GP) | (0.01,0.01) 0.330 37.034 36.983 1.504 75.651
AFA(TF) | (0.01,0.01) 0.196 37.611 37.614 0.193 75.614
RFA(TF) | (0.01,0.01) 0.333 37.702 37.523 0.330 75.889
AFA(GP) | (0.01,0) 0.216 36.967 37.570 0.869 75.621
RFA(GP) | (0.01,0) 0.329 37.050 36.982 1.504 75.850
AFA(TF) (0.01,0)  0.195 37.612 37.613 0.192 75.613
RFA(TF) (0.01,0) 0.332 37.702 37.523 0.330 75.888

Tablo 4.1: Esit yiiklii ve farkli yiiklii Bose gazi karisimlarinin toplam GP ve toplam TF
enerjileri disk geometrisi i¢in hesaplanmustir.

Deneysel parametreler ile uyumlu olarak etkilesim enerjisinin biiyiikliigiinii belirleyen
niceliklerin degerleri; toplam pargacik sayis1 N = (1 —3.5) x 10° ve sa¢ilma uzunlugu

as = 5.3nm olmak lizere asagida verilmistir [[131]].
w; = 27 x 30.832Hz w, =21 x85.90Hz = w, <w, (4.85)

Bu degerler dikkate alindiinda etkilesim enerjisinin biiyiikliigii U, ~ U, ~ 3000 —
5000 olarak hesaplanmistir.

4.5.1 Simetrik Etkilesim Durumu

Burada simetrik etkilesimler altinda yiiklii karistmin ayrik faz konfigiirasyonlari ince-

lenmistir. Etkilesim degerleri; asagida gibi se¢ilmistir.
U=5000, v=1~v=12 = U,=U,=U, Usy=~U =6000 (4.86)

Bilesenlerin yiik bilgisi rotasyon parametresi {2, tarafindan tasinmaktadir. Dolayisiyla
esit yiiklii bir karigim igin €2, = €, ve farkli yiiklii bir karisim igin 2, # €2, olarak
dikkate alinmaktadir.

Tablof. T} 4.2 ve [d.3] de esit yiiklii ve farkl yiiklii karigimlarin disk, Corbino 7y = 8
ve Corbino ry = 12 geometrileri altinda toplam TF enerjileri ile toplam GP enerjileri
hesaplanmugtir. Arayiizey enerjisinden gelen katki ile birlikte hesaplanan TF enerjisi
GP enerjisi ile kargilagtirildiginda sonuclar tutarlilik gostermektedir. Toplam TF ve GP
enerjileri ile birlikte tablolarda her bir enerji teriminden gelen katkilar ayri ayr1 Ey,,

Epot, Eetk,ngk olarak gosterilmigtir. Tablolarda goriildiigii tizere hem GP diizeyinde
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(Qm Qb) Ekin Epot Eetk Eg& Etop

AFA(GP) | (0.01,0.01) 0.102 8.718 17.869 0.267 26.955
RFA(GP) | (0.01,0.01) 0.225 8.858 17.158 0.962 27.202
AFA(TF) | (0.01,0.01) 0.065 8.923 17.865 0.061 26.920
RFA(TF) | (0.01,0.01) 0.215 8.946 17.848 0.212 27.221
AFA(GP) | (0.01,0) 0.101 8.720 17.867 0.267 26.954
RFA(GP) | (0.01,0) 0.222 8.857 17.159 0.962 27.199
AFA(TF) (0.01,0)  0.063 8930 17.864 0.061 26917
RFA(TF) (0.01,00  0.213 8.946 17.848 0.212 27.219

Tablo 4.2: Esit yiiklii ve farkli yiiklii Bose gazi karisimlarinin toplam GP ve toplam TF
enerjileri Corbino 7y = 8 geometrisi i¢in hesaplanmustir.

(Qm Qb) Ekin Epot Eetk Egtbk Etop

AFA(GP) | (0.01,0.01) 0.091 6.668 13.664 0.155 20.578
RFA(GP) | (0.01,0.01) 0.224 6.814 12.894 0914 20.845
AFA(TF) | (0.01,0.01) 0.037 6.815 13.633 0.035 20.521
RFA(TF) | (0.01,0.01) 0.201 6.809 13.639 0.200 20.848
AFA(GP) | (0.01,0) 0.091 6.668 13.664 0.155 20.578
RFA(GP) | (0.01,0) 0.224 6.814 12.894 0914 20.845
AFA(TF) (0.01,00  0.037 6.815 13.632 0.035 20.519
RFA(TF) (0.01,00  0.200 6.809 13.638 0.200 20.848

Tablo 4.3: Esit yiiklii ve farkl1 yiiklii Bose gazi karisimlarinin toplam GP ve toplam TF
enerjileri Corbino 7y = 12 geometrisi i¢in hesaplanmugtir.

hem de TF diizeyinde bu parametreler icin acisal faz ayrismasi durumu radyal faz
ayristmi durumundan daha diisiik enerjili olarak elde edilmistir. Ayn1 zamanda acisal
faz ayrismasi durumu, hem esit yiiklii hem de farkli yiiklii karigsimlar i¢in enerji agisin-
dan avantajli olan durum olarak elde edilmistir. Dolayisiyla hem yiiklerin denkliginden
hem de tuzak potansiyelinin geometrisinden etkilenmeden simetrik etkilesimler altinda
sistem her zaman acisal faz ayrismasi durumunu taban durumu olarak se¢mektedir.
SekilF.7[de esit yiiklii karigimin toplam Thomas-Fermi enerjisindeki degisim bile-
senler arasi etkilesim oranina gore hesaplanmistir. Radyal ve agisal faz durumlari ara-
sindaki enerji farklarinin bilesenler arasi etkilesim oraninin artmasiyla birlikte arttig

ve her zaman agisal durumun daha diisiik enerjili oldugu elde edilmistir. Dolayisiyla
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—— ro=0,RPS —— ro=8,RPS — ro=12,RPS
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Sekil 4.7: Simetrik etkilesim altinda, bilesenler arasi etkilesim oraninin v = U, /U,
degisimine gore, sistemin toplam TF enerjisini hesaplanmistir. (a) Disk ry = 0, Cor-
bino geometrileri (b) vy = 8 ve (¢) ro = 12 gosterilmistir.

simetrik etkilesimler altinda ve her ii¢ tuzak geometrisi i¢in agisal faz ayrigimi konfigii-
rasyonu her zaman enerjetik olarak avantajli olan faz ayrisimi konfigiirasyonudur. Aci-
sal faz ayristmi konfigiirasyonuna kiyasla radyal faz ayristmi konfigiirasyonunda TF
enerjisine eklenen arayiizey enerjisi daha biiyiik olarak elde edilmistir. Ciinkii radyal
konfigiirasyonda bilesenlerin arayiizey sinir1 daha genistir. Dolayisiyla bilesenler arasi
etkilesimlerin artmasiyla birlikte radyal konfigiirasyon i¢in daha biiyiik bir arayiizey
enerjisi hesaplanmaktadir. Karisimin radyal faz ayrisimi konfigiirasyonunu taban du-
rum olarak segebilecegi bir durum, bilesenler arasi etkilesim simetrilerinin kiritlmasiyla

mumkiin olabilir.

4.5.2 Asimetrik Etkilesim Durumu

Burada asimetrik etkilesimler altinda yiiklii karistmlarin ayrik faz konfigiirasyonlar
incelenmigtir. Bilegenler arasi etkilesim simetrilerinin kirilmasi birka¢ farkli sekilde
miimkiin olabilir. Etkilegimler v > /70 kogulunu saglamak tizere bilegenlerin i¢ etki-
lesim oran1 7 # 1 olacak sekilde ayarlanabilir. Boylece sabit bir «y etkilesim orani icin
karisimin enerjisi bilesenlerin i¢ etkilesim oranina gore hesaplanabilir veya sabit bir
o # 1 etkilesim orani i¢in karigimin enerjisi bilegenler arasi etkilesim oraninin degi-
simi altinda hesaplanabilir. Disk ve Corbino geometrileri icin bilesenler arasi etkilesim
biiyiikliiklerine bagli olarak karigimin toplam TF enerjisi elde edilmisgtir.

Sekil .8 da asimetrik etkilesimler altinda disk ve Corbino geometrileri i¢in yiiklii

karisimin ayrik faz konfigiirasyonlarinin enerjileri bilesenler arasi etkilesim orani v =
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Uab/ Uy sabit iken bilesenlerin i¢ etkilesim oranina bagl olarak hesaplanmustir. Etkile-

sim degerleri agsagida verilmektedir.
U = 5000, vy=14, = U, #U,, Uy = T7000 (4.87)

Burada her ii¢ tuzak geometrisi i¢in agisal faz ayrisimi konfigiirasyonundan radyal faz
ayrisimi konfigiirasyonuna bir gecis oldugu elde edilmistir. Bu gecis, disk geometrisi
icin simetrinin kirildig: kiiciik etkilesim degerlerinde gerceklesirken Corbino geomet-

rilerinde ise daha yiiksek etkilesim degerlerinde gerceklesmektedir.

7 (a) | 34 (b) A 2]
8sl I
33 55|
86 32t
o 24}
.8 31}
w gt 30+t 23r
80r 29+ 22+
78} 28}
—— ro=0,RFA 0 — ro=8,RFA | 21¢,/ — ro=12,RFA
767 --- ro=0,AFA | 57} -—- ro=8,AFA / - ro=12,AFA
1.00 1.25 1.50 1.75 1.00 1.25 1.50 1.75 1.00 1.25 150 1.75
Ua/Up UalUp Ua/Up

Sekil 4.8: Disk ve Corbino geometrilerinde bilesenler arasi etkilesim sabit iken karisi-
min toplam TF enerjisindeki degisim bilesenlerin ic etkilesimlerine gére hesaplanmis-
tir. (a) Disk 7o = 0, (b) Corbino ry = 8, (¢) Corbino ry = 12 icin sonuclar1 gosterir.

Sekil F.9[da asimetrik etkilesimler altinda disk ve Corbino geometrileri i¢in yiikli
karisimin faz ayrisim konfigiirasyonlarinin enerjileri bilesenlerin i¢ etkilesim orani
v = U, /U, sabit iken bilegenler arasi etkilesim oranina bagli olarak hesaplanmustir.

Etkilesim degerleri asagida verilmektedir.
U=5000, =14, = U,=7000, U,=U = U,>U, (4.88)

Burada disk geometrisinde radyal faz ayrisimi konfigiirasyonunun enerjetik ola-
rak avantajli oldugu elde edilmistir. Corbino geometrilerinde ise radyal faz ayrigimi
konfigiirasyonundan agisal faz ayrisimi konfigiirasyona bir gecis gézlenmistir. Bu ge-
¢ig Corbino 7y = 12 geometrisi i¢in bilesenler arasi etkilesimlerin kiigiik oldugu bir
degerde gerceklesirken Corbino ry = 8 geometrisi i¢cin daha yiiksek bir etkilesim dege-
rinde gozlemlenmistir. Dolayisiyla bilesenlerin etkilesim biiyiikliiklerine bagl olarak

radyal faz ayrisimi konfigiirasyonunun avantajli oldugu bir durum belirlenebilir.
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Sekil 4.9: Disk ve Corbino geometrilerinde bilesenlerin i¢ etkilesimi sabit iken karisi-
min toplam TF enerjisindeki degisim bilesenler arasi etkilesimlere gore hesaplanmig-
tir.(a) Disk g = 0, (b) Corbino ry = 8, (¢) Corbino ry = 12 icin sonuclar1 gosterir.

Yukarida asimetrik etkilesimler altinda gozlemlenen gecisler esnasinda, daha dii-
stik etkilesimli olan bilesen disk veya halka bi¢iminde tuzagin merkezine dogru topla-
nirken yliksek etkilesimli diger bilesen ise merkeze toplanan bileseni kabuk seklinde
cervelemektedir. Bu konfigiirasyonlar, toplam enerjiyi azaltma egilimde olacaktir. Do-
layisiyla daha diisiik etkilesimli merkeze toplanan bilesen yogunlugunu arttirma davra-
nig1 gosterirken onu cevreleyen yiiksek etkilesimli diger bilesen ise yogunlugunu azalt-
maya dolayisiyla etkilesimleri azaltmaya dogru gidecektir. Bu duruma bir 6rnek olarak
Sekil 4.6 (b) gosterilebilir. Sekil |.6) (b)’de disk geometrisinde U = 5000, v = 1.2,
~v = 1.2 etkilesim degerleri icin radyal faz ayrigimi konfigiirasyonunda bulunan yiiklii
karisimin bilesen yogunluk dagilimlar: verilmektedir. Yiiksek etkilesimli bilesenin di-
sarda daha diisiik yogunluk dagilimina gittigi ve diisiik etkilesimli bilesenin ise icerde

daha yiiksek yogunluk dagilimi olusturdugu elde edilmistir.

4.5.3 Faz Diyagramm

Bu boliimde, iki bilesenli atomik Bose gazi karigimin faz diyagrami etkilesimler diizle-
minde olusturulmugtur. Faz diyagrami, parametre uzayinda sistemin hangi faz ayrigim
konfigiirasyonunun enerjetik olarak avantajli oldugunu gosterir.

Sekil #.10[de sistemin faz diyagramu bilesenler i¢i etkilesim orani ve bilesenler
arasi etkilesim oram Uy, /U, — U, /U, diizleminde gosterilmektedir. Bu faz diyagrami
Timmermans’in modeli ele alinarak olusturulmus olan bir faz diyagramidir. Siyah ka-

lin ¢izgiler acisal ve radyal faz ayrisim konfigiirasyonlarinin sinirlarini belirtmektedir.
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Bu smnurlar, toplam TF enerjileri kiyaslanarak olusturulmustur. Iki bilesenli Bose gazi
karisiminin ortiisiik faza gore enerjetik olarak avantajli oldugu iki faz ayrismasit kon-
figiirasyonu, yani radyal faz ayrismas1 RFA ve acisal faz ayrismas1t AFA turuncu ve
mavi bolgeler ile gosterilmistir. K ile gosterilen bolge ise sistemin ortiisiik faz duru-
munu temsil etmektedir. Ortiisiik faz durumunun sinir1 analitik olarak U,, < +/U,U,
kosulundan hesaplanmustir.

Disk geometrisinde RFA konfigiirasyonunun enerjetik olarak avantajli oldugu bol-
genin yeterince genis bir bolge oldugu elde edilirken AFA konfigiirasyonunun ener-
jetik olarak avantajli oldugu bolge ise dar bir bolge olarak hesaplanmustir. Disk ge-
ometriye kiyasla Corbino geometrilerinde RFA bolgesinin genigligi giderek daralirken
AFA boélgesinin genisliginin giderek arttig1 elde edilmistir. i¢ yaricap degeri biiyiik
olan 7y = 12 Corbino geometrisinde RFA konfigiirasyonunun en dar oldugu bolge
hesaplanirken AFA konfigiirasyonunun en genis oldugu bolge elde edilmistir. Dolay1-
styla hangi konfigiirasyonun enerjetik olarak avantajli oldugunu hem tuzagin sekli hem
de i¢ etkilesimlerin orani belirlemektedir.

Disk geometrisinde sistem ¢ogunlukla RFA konfigiirasyonu taban durumu olarak
secme egilimdedir. Corbino geometrilerinde ise bu durum AFA konfigiirasyonu olarak
secilebilecektir. Ozellikle Corbino ry = 12 geometrisinde sistem parametre uzayinda
genis bir bolgede AFA konfigiirasyonu taban durumu olarak se¢cme egilimi gosterecek-
tir. Burada onemli bir diger kriter olan arayiizey enerjisinin bilesenler arasi etkilesim
oraninin artmastyla birlikte AFA ve RFA konfigiirasyonlar1 arasindaki enerji farkinin
arttiim gostermistik (Bkz: Sekil .7). Ayni1 zamanda asimetrik etkilesimler altinda
sistemin AFA durumundan RFA durumuna veya RFA durumundan AFA durumuna
gecis yapabilecegini de gostermistik (Bkz: Sekil B.8] ve .9). Bu gecislerin elde edil-
mesindeki en onemli nicelik arayiizey enerjisidir. Bir konfigiirasyon i¢in TF enerjisi
hesaplandiktan sonra bu degere eklenen arayiizey enerjisi bu sonuclari elde etmemizde
onemli bir etkendir. Dolayisiyla arayiizey katkis1 olmadan bu geg¢islerin gercekleseme-
yecegini sdyleyebiliriz.

Sekil B.T1fda etkilesim enerjileri diizleminde sistemin faz diyagrami olusturulur-
ken TF enerjisine eklenen araylizey enerjisi tanjant hiperbolik modeline gore hesap-
lanmugtir. Siyah kalin ¢izgiler yine AFA ve RFA konfigiirasyonlarinin sinirlarini gos-

termektedir. Timmermans’in modeline benzer sekilde RFA konfigiirasyonun enerjetik
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Sekil 4.10: Arayiizey enerjisinin Timmermans’in modeline gore hesaplandig1 faz di-
yagrami gosterilmektedir. Iki bilesenli yiiklii Bose gazi karisiminin faz diyagran etki-
lesim parametreleri diizleminde v — vy disk ve Corbino geometrileri i¢in olusturulmus-
tur. (a) Disk o = 0, (b) Corbino ry = 8, (c¢) Corbino ry = 12 geometrilerini gosterir.
Turuncu bolge radyal faz ayrismasinin, mavi bolge, agisal faz ayrismasinin enerjetik
olarak avantajli oldugu bolgeleri gostermektedir.

2.0
(a) (b) (c)
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Sekil 4.11: Arayiizey enerjisinin tanjant hiperbolik modele gore hesaplandig: faz di-
yagrami gosterilmektedir. Iki bilesenli yiiklii Bose gazi karisiminin faz diyagrami etki-
lesim parametreleri diizleminde y — 7y, disk ve Corbino geometrileri i¢in olusturulmus-
tur. (a) Disk o = 0, (b) Corbino ry = 8, (¢) Corbino ry = 12 geometrilerini gosterir.
Turuncu bolge radyal faz ayrismasinin, mavi bolge, acisal faz ayrismasinin enerjetik
olarak avantajli oldugu bolgeleri gostermektedir.

olarak avantajli oldugu en genis bolge disk geometride elde edilirken AFA konfigii-
rasyonun enerjetik olarak avantajli oldugu en genis bolge ise Corbino ry = 12 ge-
ometrisinde hesaplanmistir. Burada bilegenler arasi etkilesim orani veya bilesenlerin
i¢ etkilesim oranina bagli olarak AFA durumundan RFA durumuna veya RFA duru-
mundan AFA durumuna gegis olabilecegi faz diyagrami iizerinde goriilebilmektedir.
Timmermans’in modeline gore bazi farkliliklar ise sunlaridir; disk geometrisinde AFA
konfigiirasyonu ile Corbino ry = 12 geometrisinde RFA konfigiirasyonunun enerjetik
olarak avantajli oldugu bolgelerin Timmermans’in modeline kiyasla daha dar olduklari

elde edilmistir.
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Bu iki model arasinda GP sonuglar ile daha yakin tuturlilik gosteren model Tim-
mermans’1n modelidir. Sinir tizerinde GP simiilasyonunun RFA veya AFA konfigiiras-
yonundan birini taban durumu olarak sectigi etkilesim degerleri i¢cin Timmermans’in
modeli tutarh olarak ayn1 konfigiirasyonu belirlerken bu degerlerin bazilari icin tanjant
hiperbolik model ayn1 konfigiirasyonu secememistir Ornek olarak Corbino 7y = 12
geometrisinde AFA - RFA sinirindaki bir etkilesim degeri i¢in her iki modele gore he-
saplanan toplam TF enerjileri o noktadaki toplam GP enerjisi ile karsilagtirmali olarak
asagida Tablo .4]ile verilmektedir. Bu deger AFA-RFA sirt olusturulurken iki mo-
delin farkli konfigiirasyonlar1 taban durum olarak belirledigi etkilesim degerlerinden

birine karsilik gelmektedir.

Corbino ry = 12 Eiop E,
GP (AFA) 23.625 -
GP (RFA) 23.599 -

TF (AFA-Timmermans) 23.869 0.050
TF (RFA-Timmermans) 23.855 0.254
TF (AFA-hiperbolik) 23.871 0.052
TF (RFA-hiperbolik) 23.872 0.271

Tablo 4.4: Etkilesim degerleri U = 5000, v = 1.35, v = 1.55 i¢in Timmermans’in mo-
deli ve hiperbolik modele gore hesaplanan toplam TF enerjileri ile toplam GP enerjisi
AFA ve RFA durumlari i¢in elde edilmistir.

Yukaridaki tabloda U, = 7750, U, = 5000 ve U, = 6750 etkilesim degerleri i¢in
GP simulasyonu sonucunda sistemin taban durumu RFA konfigiirasyonu olarak belir-
lenmistir. Bu etkilesim degerlerinde Timmermans’in modeli GP ile uyumlu bir sonug
verirken hiperbolik model ise AFA konfigiirasyonunu taban durum olarak se¢mistir.
Dolayisiyla Timmermans’in modeli AFA-RFA sinir1 iizerinde GP sonuglart ile daha

yakin sonug verdigi icin tercih edilmistir.
4.6 1Iki Bilesenli Yogusugun Donme Ozellikleri

Bu kisimda ayrisik faz durumda bulunan yiiklii karistmin donme 6zellikleri incelen-
migtir. Atomik Bose gazinin hiz alani, yogusugun faz grandyenti v ~ V ile orantili
olarak tanimlanmaktadir. Dolayisiyla fazda bir tekillik olusmadig taktirde bu atomik

Bose gazinin irrotasyonel bir akigkan oldugunu belirtir. Fazda olusan bu tekillikler ise
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yogusukta kuantize girdaplar olarak ortaya ¢cikmaktadir. Iki boyutta kuantize bir girdap

etrafinda kapali bir ¢evrim dikkate alindiginda,

27 R FL
K = 7{ v-dl = / rv-0df =2nrvg = vy = i (4.89)
c 0 Mr

kuantize dolasim yukaridaki gibi elde edilmektedir. Dolayisiyla kuantize bir girdap
icin acisal hiz alami 1/r ile orantilidir. Sabit agisal hiz ile donen kati bir cismin hiz
alani ise r ile orantilidir.

Sekil {.12] ve Sekil B.13[de Corbino ry = 12 ve disk geometrileri i¢in yogunluk
dagilim1 ve hiz profilleri gosterilmektedir. Bilesenlerin yogunluk dagilimlar {izerinde
sabit yogunlukta birer kapali cevrim dikkate alinarak bilesenlerin hiz profilleri hesap-
lanmigtir. Bu kapali ¢cevrim, Corbino geometri icin E, (E’) — B, (B’) — D ve disk
geometri icin D, (D”) — B, (B’) — C yollan lizerinde belirlenmistir. Degisik es yo-

gunluk egrileri iizerinde sonuglar nitelik olarak benzerdir.

-20 -10 0 10 z/l, 20 -10 0 10 z/l,
0.2 1 =—

N _%/%\\ﬂ\ N\

E AB
0.0 - F
\_ E DC BA E

0 30 60 s/, 0 30 60 s/lL

Sekil 4.12: Ust satirda yogunluk dagilimlar ve alt satirda hiz alaninin radyal ve agisal
bilesenleri Corbino 7y = 12 geometrisi i¢cin AFA konfigiirasyonunda gosterilmistir.
Etkilesim degerleri; U = 3000, vy = 1.2 ve v = 1.4 ile verilmektedir.

Bilesenlerin radyal hizlar siyah kalin ¢izgi ile acisal hizlar1 kirmizi kalin ¢izgi ile
gosterilmigtir. Hiz dagilimlan dikkate alindiginda her iki geometri i¢in arayiizey siniri
hari¢ diger bolgelerde bilesenler iistiin akigkan davranigi sergilemektedirler. Bilesenle-
rin agisal hizlart vy, A (A’) ve B (B’) noktalar: arasinda 1/r davranisi gostermektedir.
Sinir iizerinde, Corbino geometri i¢in C ve D disk geometri icin B ve C noktalari

arasinda sifirdan farkli bir radyal hiz dagilimi hesaplanmistir. Bu dagilim klasik bir
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Sekil 4.13: Ust satirda yogunluk dagilimlari ve alt satirda hiz alaninin radyal ve acisal
bilesenleri disk geometri i¢cin AFA konfigiirasyonunda gosterilmistir. Etkilesim deger-
leri; U = 3000, 7o = 1.025 ve v = 1.2 ile verilmektedir.

akigskanin sergiledigi gibi r ile orantili bir davramis gostermektedir. Bilesenlerin sinir
tizerindeki radyal hiz dagilimlari zit dogrultularda ve esit biiylikliikte hesaplanmistir.
Ayrica yiiklii karisimin agisal momentum 6zelligi incelenmistir. Ayrigik faz limi-
tinde konfigiirasyona bagli olarak sistem farkli acisal momentum davranigi sergilemek-
tedir. Ciinkii radyal faz ayrigmasi konfigiirasyonunda kuantize dolagim kosulu saglanir-
ken acisal faz ayrisimi konfigiirasyonda kuantize dolasim kosulu saglanmaz. Dolay1-
styla RFA konfigiirasyonu icin rotasyon parametresine gore bilesenlerin acisal momen-
tumu kuantize degerli iken AFA konfigiirasyonunda ise artan donme i¢in dogrusaldir.
Sekil #.T4]de disk ve Corbino geometrileri i¢in rotasyon parametresine gore bilesen-
lerin acisal momentumlar1 hesaplanmistir. Etkilesim enerjisi U = 5000 olmak iizere

RFA konfigiirasyonu icin etkilesim oranlari,
ro=0 ve r19=8=7v,v%=14,14, r=12=v,v%=14,1.8 (4.90)

ve AFA konfigiirasyonu icin etkilesim oranlar (vy,vy) = (1.4,1.0) ile verilmektedir.
Burada acikca goriilecegi iizere, RFA konfigiirasyonunda bilesenlerin acisal momen-
tum degerleri kuantize iken AFA konfigiirasyonunda esit biiyiikliikte [ = [° ve siirek-
lidir. Ortiismeyen limit durumunda etkilesim enerjilerinin biiyiikliigiine bagh olarak
konfigiirasyonlar arasinda ge¢is yapmak (AFA <> RFA) ayn1 zamanda sistemin agisal

momentum 6zelligini de degistirmek demektir.
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Sekil 4.14: (a) Disk ry = 0 (b) Corbino ry = 8 (c¢) Corbino ry = 12 geometrilerinde ro-
tasyon parametresine gore esit yiiklii 2, = €2, = (2 karisimin agisal momentumundaki
degisim hesaplanmistir. Bilegenlerin agisal momentumlari L7, (j = a,b) ile gosteril-
migtir.

4.7 Boliim ici Sonuclar

Bu calismada, diizgiin bir manyetik alan altinda yiiklii iki bilesenli atomik Bose gaz1
karisiminin ayrisma konfigiirasyonlar1 ve bu konfigiirasyonlarin rotasyonel 6zellikleri
disk ve Corbino tuzak geometrileri ele alinarak incelenmistir. Bu tiir bir karisim icin
ayrik faz durumlari, agisal ve radyal olmak iizere iki ayr1 konfigiirasyon olarak ortaya
cikmaktadir. Sistemin hangi konfigiirasyonu taban durum olarak sectigi GP ve TF yak-
lasimlar1 kullanilarak belirlenmistir.

Simetrik etkilesimler altinda tuzak potansiyelinin bi¢iminden bagimsiz olarak hem
GP hem de TF diizeyinde acisal konfigiirasyon taban durum olarak belirlenmistir. Do-
layisiyla simetrik etkilesimler altinda sistemin taban durumunun belirlenmesinde tuzak
geometrisinin bir etkisinin olmadi81 gosterilmistir. Radyal konfigiirasyonun sistemin
bir taban durumu olarak secilebilmesi ise, ancak etkilesimler arasindaki simetrilerinin
kirilmasi ile miimkiin olabilecegi elde edilmistir. Boylece bilesenler i¢i etkilesimlerin
siddetine bagh olarak AFA konfigiirasyonundan RFA konfigiirasyona bir gecis oldugu
disk ve Corbino geometrilerinde gosterilmistir. Bu ge¢isin belirlenmesindeki en 6nemli
etken ise araylizey enerjisidir. Ayn1 zamanda etkilesimler diizleminde olusturulan faz
diyagrami ile RFA ve AFA konfigiirasyonlarinin enerjetik olarak avantajli oldugu bol-
geler disk ve Corbino geometrileri i¢in hesaplanmigtir. Parametre uzayinda RFA kon-
figlirasyonunun enerji acisindan daha cok tercih edildigi geometri; disk, ve AFA kon-
figlirasyonunun enerji agisindan daha ¢ok tercih edildigi geometri ise Corbino ry = 12

geometrisi olarak belirlenmistir. Karisimlar i¢in konfigiirasyonlar arasi gegisin tuzak
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potansiyelinin sekline bagli oldugu daha 6nce gosterilmisken [98], [99], [101], [[102]
burada bilesenler i¢i etkilesim simetrisinin kirilmasi ile boyle bir gecisin miimkiin ola-
bilecegi gosterilmigtir.

Esit yiiklii karisimin rotasyonel 6zellikleri incelediginde ayrik faz durumlarinin ni-
teliksel olarak farkli a¢isal momentum davranislar sergiledigi elde edilmistir. Ciinkii
donme ekseni etrafinda dolagim kuatizasyon kosulu RFA konfigiirasyonu i¢in sagla-
nirken AFA konfigiirasyonunda bu kosul saglanmaz. Disk ve Corbino geometrileri ele
aliarak sistemin hiz profili incelendiginde ise sinir bolgelerinde bilesenler i¢in sifirdan
farkl bir radyal hiz profili elde edilmistir. Sinir disinda kalan bolgelerde ise bilesenler
1/r ile orantili olarak agisal hiz dagilim profili sergilemistir.

Literatiirde dengeli i¢ etkilesimler altinda ayrisik faz limitindeki iki bilesenli bir
karisimin sinir iizerinde r bagimli bir radyal hiz profili sergiledigi Corbino geomet-
risi ele alinarak gosterilmistir [[129]. Burada boyle bir davranigin simetrik bilesen igi
etkilesim dengesinin bozuldugu durum s6z konusu oldugunda hem disk hem de Cor-
bino geometrili bir tuzak potansiyeli ele alinarak sinirda r ile orantili bir hiz profilinin

gozlenebilecegi gosterilmistir [[130].
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5 SONUC

Bu tez calismasinda itici etkilesimli ve etkin yapay yiiklii iki bilesenli Bose-Einstein
karistminin manyetik alan altindaki 6zellikleri farkli tuzak geometrileri ele alinarak in-
celenmigtir. Notr atomlarin etkin yapay yiik ile baglanmasi, 151k uyarimli yapay man-
yetik alan olusturulmasiyla diistiniilmiistiir.

Halka potansiyeline tuzaklanan yapay manyetik alan etkisinde esit ve farkli yiiklii
karisimlarin agisal momentum 6zellikleri Bogoliubov yaklagimi ¢ercevesinde incelen-
migtir. Tek bilesenli bir yogusukta oldugu gibi, esit yiiklii bir karigim i¢in uyarilmis
parcaciklarin momentum durumlari {izerine dagilimi1 yogusma durumu etrafinda simet-
rik olarak elde edilmistir. Bilesenlerin etkin yiiklerinin esit olmasi sebebiyle manyetik
alan her iki bilesene esit siddette etki edecektir ve dolayisiyla bu simetrik davranis bek-
lenmektedir. Esit yiiklii bir karisimda carpigsmalar sebebiyle yogusuk durumundan iist
kuantum durumlarina uyarilan parcaciklar, biiyiikliikleri ayni, isaretleri farkli momen-
tum ciftleri seklinde uyarilacagindan tasidiklari net momentum sifirdir.

Bu ¢alismanin asil motivasyonu olan ag¢isal momentum aktarimi ve neticesinde
enerji kayipsiz bir siiriikleme olay1 farkl: yiiklii bir karisim icin hesaplanmistir. Bu ak-
tarim, bilesenlerin uzayda Ortiistiigii durumda, birinin yiiklii, digerinin yiiksiiz oldugu
limitte incelenmistir. Farkli yiiklii bir karisim i¢in uyarilmig parcaciklarin momentum
durumlart iizerine dagilimi, yogusma momentum durumu etrafinda asimetrik olacak
sekilde elde edilmistir. Bu asimetrik davranig bilesenlerin ag¢isal momentum 6zellik-
lerini belirgin bir bicimde degistirir ve acisal momentuma net katkilar1 sifirdan farkls,
sonlu bir degerdir. Bilegenlerin acisal momentumlari ise esit biiyiikliikte ancak zit isa-
retli olacak sekilde elde edilmistir. Bagka bir ifadeyle, bilesenlerden biri manyetik alan
ile dogrudan baglanmasa dahi her iki bilesen i¢in sonlu degerde bir acisal momentum
hesaplanmigtir. Burada sistemin toplam agisal momentumu korunmustur ve baslangic-
taki yogusuk durumunun degerine esittir, yani sifirdir.

Baslangigta 6ngordiigiimiiz gibi farkl yiiklii bir karigim i¢in manyetik alan ile bag-
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lanan yiiklii bilesenin, manyetik alan ile dogrudan baglanmayan yiiksiiz bilesene Lo-
rentz kuvvetinin etkisini aktarabildigi hesaplanmistir. Manyetik alanin etkisiyle ivme-
lenen yiiklii bilesen ayni uzayda eslestigi, manyetik alan1 géormeyen diger bileseni etki-
lesimler araciligiyla ivmelendirebildigi gosterilmistir. Bu olay, manyetik alan1 gérme-
yen yiiksiiz bilesenin, yiiklii bilesen tarafindan ivmelenerek siirtiklenmesi neticesinde
enerji kayipsiz bir siiriikleme olay1 olarak ortaya ¢ikmistir. Neticede yiiklii bilesenden
yiiksiiz bilesene bir agisal momentum aktariminin gergeklestigi gosterilmistir [SO].

Ortalama alan seviyesinde bilesenlerin yiik degerlerinin farki, yogunluk-yogunluk
etkilesimlerinden dolay1 ortalama alan diizeyinde etkili olmasa da sistemin parcaci-
gims1 uyarilmalarini etkileyecektir. Bu agidan ortalama alan 6tesinde calismalarin 6nemi
gosterilmisgtir.

Bu caligmanin bir diger amaci olan ortiisiik durumda girdap aktarimu, farkli yiikli
bir karisim ele alindiginda karisimin enerjetik ve dinamik kararsizliklarinin Bogoli-
ubov enerji spektrumu iizerinden incelenmesiyle analiz edilmistir. Bunun icin karigi-
min etkilesim enerjisi-manyetik alan diizleminde faz diyagrami, Bolim [3.2.3de he-
saplanmigtir. Hem enerji hem de dinamik agidan manyetik alan ile baglanan yiikli
bilesenden manyetik alan1 gormeyen yiiksiiz bilesene girdap aktarimin gerceklesebile-
cegi ve bu aktarimin, yiiklii bilesen i¢in 41 degerli bir kuantize girdap, yiiksiiz bilesen
icin —1 degerli bir kuantize anti girdap seklinde olabilecegi elde edilmistir. Bunun,
bir boyutlu bir halka potansiyeli etrafinda bilesenlerin zit dogrultularda donmesiyle
neticelendigi gosterilmistir.

Bu tez calismasinda ilgilendigimiz diger arastirma konusu ise s6z konusu karigim-
larin ayrigik faz konfigiirasyonlar1 ve bu konfigiirasyonlarin rotasyonel 6zelliklerini
disk ve Corbino geometrileri iizerinde incelemek olmustur. Bu tiir iki bilesenli bir sis-
temin ayrisik konfigiirasyonlar: agisal ve radyal olmak iizere iki farkli konfigiirasyon
altinda siniflandirilabilir.

Sifir sicaklikta karisimin taban durum konfigiirasyonu belirlenirken Gross-Pitaveskii
ve Thomas-Fermi yaklasimlar1 kullanilmistir. Thomas-Fermi yaklasimi altinda siste-
min dogru konfigiirasyonu taban durum olarak secebilmesi icin yerel yogunluk yak-
lasimi ¢ercevesinde arayiizey enerjisi hesaplanarak sistemin toplam enerjisi elde edil-
mistir. Bu sayede, sistemin enerji agisindan avantajli oldugu dogru taban durumu be-

lirlenebilmistir. Boylece Thomas-Fermi sonuclari ile Gross-Pitaveskii sonuclar1 karsi-

82



lagtirildiginda nitel ve nicel olarak benzer sonuclar elde edilmistir.

Sistemin hangi ayrisik durum konfigiirasyonu taban durum olarak sectigi bilesenle-
rarasi etkilesimlere baglh olarak incelenmistir. Simetrik bilesen ici etkilesimler altinda
tuzak potansiyelinin seklinden bagimsiz olarak hem esit yiiklii hem de farkli yiiklii
karisimlar icin agisal konfigiirasyonun her zaman enerji a¢isindan avantajli konfigii-
rasyon oldugu elde edilmistir. Dolayisiyla simetrik etkilesimler s6z konusu oldugunda
sistemin taban durum konfigiirasyonunun belirlemesinde tuzak geometrisinin bir etken
olmadig1 Boliim {.5.1fde gosterilmistir. Buna karsin bilesen ici etkilesimlerin farkli
alinmasiyla sistemin radyal konfigiirasyonu bir taban durum olarak secebilecegi gos-
terilmistir. Konfigiirasyonlar arasi gecis etkilesimlerin bir fonksiyonu olarak incelen-
mistir. Boylece her iki konfigiirasyon arasinda gecisin miimkiin olabilecegi ve ayni
zamanda tuzak geometrisinin asimetrik etkilesimler altinda 6nemli bir etken oldugu
Boliim [4.5.2] de gosterilmistir. Bagka bir ifadeyle, asimetrik etkilesimler s6z konusu
oldugunda tuzak geometrisinin seklinin konfigiirasyonlar arasi faz gecisinde etkili bir
faktor oldugu belirlenmistir. Sistem her zaman serbest enerjiyi azaltma egiliminde ola-
cagindan bilesenlerin yogunluk dagilimlar1 incelendiginde yiiksek etkilesimli bilesenin
disartya dogru yayildig1 ve diisiik etkilesimli bilesenin ise merkeze dogru toplandigi
elde edilmistir. Burada tuzak potansiyelinin sekli bilesenlerin yogunluk dagilimlarim
etkilemektedir ve bu niteliksel olarak bilesenler arasi etkilesim simetrilerini kirmak ile
benzerdir.

Diger tarafdan sistemin faz diyagrami, disk ve Corbino geometrileri ele alinarak
bilesenler i¢i etkilesim orani ve bilesenler arasi etkilesim orami diizleminde Boliim
M.53[te olusturulmustur. Faz diyagramu iizerinde agisal ve radyal konfigiirasyon si-
nir1 Thomas-Fermi yaklagimina gore elde edilmistir ve sonuglarin dogrulugu Gross-
Pitaevskii sonuglari ile teyit edilmistir. Burada hangi konfigiirasyonun karisimin taban
durumu olarak secildigi tuzak geometrisinin bi¢imine, bilesenler ici etkilesimin sidde-
tine ve en 6nemlisi arayiizey enerjisine bagli oldugu gosterilmistir. Radyal konfigiiras-
yonun genis bir parametre bolgesinde sistemin taban durumu olarak belirlendigi disk
geometrisi i¢in elde edilmistir. Buna kargin Corbino geometrisinde acisal konfigiiras-
yonun enerji agisindan avantajli oldugu ve genis bir parametre uzayinda sistemin taban
durumu olarak sec¢ildigi belirlenmistir.

Ayrigik durum konfigiirasyonlarinin yogunluk dagilimindaki farklilik karigimin ro-
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tasyonel ozelliklerini de etkilemektedir. Manyetik alan altinda karigimin rotasyonel
ozellikleri incelenirken disk ve Corbino geometrileri ele alinarak bilesenlerin hiz pro-
filler1 ve agisal momentumlart hesaplanmistir. Acisal konfigiirasyon i¢in ortak eksen
etrafinda dolagim kuantizasyon kosulu saglanmadigindan bilesenlerin agisal momem-
tumlar artan bir donmeye gore siirekli deger alabilir. Buna kargin radyal konfigiiras-
yonda kuantizasyon kosulu saglandigindan bilesenlerin acisal momentumlar1 kesikli
deger almaktadir. Neticede karisimin rotasyonel ozellikleri ele alindiginda niteliksel
olarak acisal ve radyal konfigiirasyonlarin farkli davranis sergiledigi gosterilmistir.
Aynmi1 zamanda bu durum, konfigiirasyonlar arasi1 gecis incelendiginde karisimin ro-
tasyonel Ozelliklerinin de degisecegi anlamina gelmektedir.

Disk ve Corbino geometrileri ele alinarak esit yiiklii bilesenlerin hiz profilleri in-
celendiginde ise sinir hari¢ diger bolgelerde bilesenlerin hiz profili i¢in, r ortak donme
ekseninde uzaklik olmak iizere, 1/r davramigi elde edilirken, sinir bolgelerinde r ile
orantil1 bir hiz profili davranisi elde edilmistir. Dolayisiyla bilesenler sinir haricinde
iistiin akigkan davranigi sergilerken sinir iizerinde ise bir kati cisim donmesi davranigi
sergilemektedir. Sinir iizerindeki » bagiml hiz profili bilesenler bazinda esit biiyiik-
liikkte ve zit yonlerde elde edilmistir.

Dengeli bilesen i¢i etkilesimler altinda ayrigik faz limitindeki iki bilesenli bir kari-
stmin sinir lizerinde r bagimli bir radyal hiz profili sergiledigi Corbino geometrisi ele
alinarak gosterilmistir [129]]. Bu calismamizda bdyle bir davranigin bilesen i¢i etkile-
simler dengesinin bozuldugu durum altinda hem disk hem de Corbino geometrili tuzak
potansiyelleri ele alindi§inda da gozlenebilecegi gosterilmistir [[130].

Farkli yiiklii karigimlarin rotasyonel 6zellikleri ise agik bir problemdir. Bilesenler-
den birinin yiiklii digerinin yiiksiiz oldugu bir karisim ortalama alan yaklasimi cer-
cevesinde ele alindiginda rotasyonel 6zelliklerinin niteliksel olarak farkli davraniglar
sergiledigi belirlenmigtir. Donme ekseni etrafinda yiiklii bilesen icin sonlu bir rotas-
yon elde edilebiliyorken yiiksiiz bilesen icin sifir rotasyon elde edilmistir. Literatiirde
detayl olarak arastilmig bir problem olmamasi sebebiyle, farkli metodlar veya yakla-

simlar uygulanarak incelenmesi planlanmaktadir.
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A Bose-Einstein Yogusugu: Rotasyon ve Manyetik Alan
Niceliklerinin Karsilastirilmasi

z ekseni etrafinda €2 = (22 acisal hiz1 ile donen bir sistemin Hamiltonyeni asagidaki
gibi tanimlanabilir.

2
Ho = HO—Q~L:2pW+VmZak(r)—Q-L (A.1)

Acisal momentum, L = r X p olarak tanimlandigindan donen referans ¢ercevesinde

yukarida verilen Hamiltonyen yeniden diizenlenebilir.

—MQx1)? -
HQ 3 (p Wi ) +V£uzak(r) (A2)

Burada f/tuzak(r), effektif tuzak potansiyeli,
~ 1
Wuzak(r) = Wuzak(r) - §M (Q X I')2 (A3)

olarak tanimlandigindan, —%M (€2 x r)2 ile ifade edilen "merkezcil" katkiy1 da iger-
mektedir. Yiiksiiz bir parcacigin kinetik momentumu ise donen bir referans cerceve-

sinde asagida gibi tanimlanmaktadir.
mv = p—MQXI‘ (A4)

Bu seviyede diizgiin bir manyetik alan etkisi altinda () yiiklii bir parcacigin Hamilton-

yenini tanimlayalim.

(p— QA(r))’

H
B oM

+ ‘/tuzak (I‘) (AS)
Burada manyetik alan altindaki yiiklii parcacigin kinetik momentumu ise,
mv = p—QA(r) (A.6)

olarak elde edilmektedir. Donen referans sisteminde yiiksiiz bir parcacigin kinetik mo-

mentumu denklem (A.4)) ile manyetik alan altinda hareket eden yiiklii bir pargacigin

96



kinetik momentumu denklem (A.6) ve bunlara karsilik gelen sistemlerin denklem (A.2))
ve (A.J) ile ifade edilen Hamiltonyenleri karsilastirildiginda bicimsel olarak bu iki sis-
temin 6zdes M x r = QA(r) oldugu elde edilir. Diizgiin manyetik alam iireten
vektor potansiyeli simetrik ayarda segilirse A (r) = 1 (B x r), manyetik alan ve ag1sal

hiz arasindaki iligki asagidaki gibi tanimlanabilir.

B = 2MQ = Q:% (A.7)

Parcaciklar arasinda ikili etkilesimler dikkate alindiginda Vg (|rl — rj‘) donen refe-

rans cervesinde yiiksiiz sistemin ¢cok parcacik Hamiltonyent,

pi — MQ x I‘i)Q ~ 1
Ho=)_ {( o7 + V;uzak(ri):| +3 ; Vo (i = 1j])  (A8)

ve diizgiin manyetik alan etkisi altinda hareket eden yiiklii sistemin ¢cok parcacik Ha-

miltonyeni tanimlanabilir.

Hp=Y [(Pi —QA(r))” V(I‘i):| + % Z Ve (|ri — 1)) (A.9)

2M

%
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B Etkin Iki Boyutta ki Bilesenli Bose-Einstein Yogu-
sugu

Ucg boyautta, iki bilesenli Bose-Eistein yogusugu karisimi sistemini tanimlayan Gross-
Pitaevskii denklem kiimesi effektif olarak iki boyutlu bir sisteme indirgenebilir. U

boyutta karisimin Gross-Pitaevskii denklemleri,

m(%alir) = {Wr) + it |1 (0)]” + g1y \d)z(r)IQ] o1 (r) (B.1)
z’hacb(;t(r) [ﬁg(r) + 3P| pa(x))? +g§5‘¢1(r)’2] bo(r) (B.2)

ve h; tek parcacik Hamiltonyeni olmak iizere,

r) = iz (p(X) — QAT+ (r) 8.3)

tanimlanmaktadir. Tuzak potansiyeli 1A% (r), radyal ve eksensel simetriye sahip har-

tuzak

monik salinici potansiyeli formatinda w, = w, = w,, w, > w, dikkate alinirsa her iki

bilesen ayni tuzak potansiyeli V,\" (r) = A% (r) = Viuzak(r) etkisinde olacaktir.

tuzak - Vtuzak
1 2,2 2.2
Viwzak(r) = §M (wﬂ" + w2z ) (B.4)

Uc boyutta etkilesim enerjileri a, sacilma uzunlugu ile dogru orantili olarak tanimlanur.

sp  ATh? sp AR

1 1\
I —Wl%,n, 922 —Eas,m, 9:1))2D:47Th2 <M+E) as12 (B.5)

Diizgiin manyetik alani iireten vektor potansiyeli simetrik ayarda A = secil-

mistir. Silindirik koordinatlarda Laplace operatorii asagidaki gibi tanimlandiinda,

9? 10 1 02 0?
2 _ % 2“2 . Y 9 _ 02 B.6
v 8r2+r8r+7"2892+822 Vito: (8.6
kinetik enerji terimi,
h2
2M;

1
2M;

(VI+097) —wil. + L w?r?| ¢i(r)  (B.7)

(p— QiA)2 ¢i(r) = 5
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olarak elde edilir. Burada w;, asagida tanimlanmaktadr.

QB
- 2M;

(B.8)

Wi

Sistemin effektif olarak ii¢ boyuttan iki boyuta indirgenebilmesi i¢in z dogrultusundaki
tuzaklama frekansinin yeterince giiclii olmasi gerekmektedir. Efektif olarak iki boyutlu

bir geometride calismak icin sistemin saglanmasi gereken kosullar asagida verilmistir.
/\sz/u&_ > 1, ﬁwz >>]€BT, hwz > i (B9)

Bu kosullar altinda z-dogrultusu boyunca atomlar sikica tuzaklanir ve en diisiik enerjili
taban durumunda hapsolurlar. Bu seviyede, yogusma dalga fonksiyonunun eksensel

kismi ayrilabilir.
@),
oir) = Gilr,6,0)x()e " (B.10)

Burada ug) kimyasal potansiyeldir ve eksensel dalga fonksiyonunun x;(z) boyu bire
normalize edilmistir [ dz|x;(z)|* = 1. Yukarida ifade edilen ¢oziim Gross-Pitaevskii
denklemlerinde yerine yazildiginda,

0p, 2
[m ot oG

1 1
Vi +wil,¢; — §Miwi2r2¢i - §Mwir2¢i} Xi (B.11)

2 ! :
B [_ S0 + 5 M2+ giP |6 ol + 63 164 PPl — “g)} ”

ve esitligin her iki tarafi x7(z) ile ¢arpilarak z iizerinden integrali alindiginda,

> * . agbi h? 2 1 2.2 1 2 2
/ dzx; (Z) [zh ot + QMiVJ_QSi +w;L,p; — éMz‘Wﬂ" G — §MW¢7’ O Xz(z) (B.12)

—00

° 12 | i
- / dzxi(z)[—2MO§xi+§ inZQXi+g§z‘D|¢i|2|Xi|2Xi‘|’g?jD|¢j|2|Xj|2Xz‘_M,(z):|¢z‘

olarak elde edilmektedir. Burada asagida ifade edilen diferansiyel denklem, 2 dogrul-
tusunda harmonik salinici problemine kargilik gelmektedir.

h2

1 .
— o i+ S My — pxi = 0 (B.13)

2

Denklem (B.12)) ile verilen esitligin sag kismina uygulandiginda sadece etkilesim enerji
terimleri kalacaktir. Harmonik salinic1 probleminin taban durum dalga fonksiyonu asa-

gi1daki gibi tanimlanmaktadir.

1
xi(2) = e~ 122 (B.14)




Etkilesim enerjilerine ait integraller,

/ dZX:[gzD‘@’QlXiPXi}@ = gfiD’@\z@/ dZ\Xi(Z)|4

1
= P20,
gu |¢Z| ¢Z\/ﬁaz
= g oo (B.15)

/ o [0 PGPl = 610, / A2 (2) P ()2

_ D
- |¢j| gbz\/—az
= 9010510 (B.16)

olarak elde edilir. Dolayisiyla denklem (B.12) ile tanimlanan esitlik yeniden diizenlen-

diginde,
h? 1 1
Zh%¢z(r7 evt) = d mvz wiL, + §Mwi2r2 o éMwiTQ (B.17)
+ gP1oil* + giP16517 | di(r,0,1) (B.18)

Gross-Pitaevskii denklemi ii¢ boyuttan efektif olarak iki boyuta indirgenebilir ve iki

boyutta efektif etkilesim enerjileri asagidaki gibi tanimlanabilir.

3D 3D
Gii op _ Yij

" V2ma, ’ " vV 2ma,
Burada atomik kiitleler ile eksensel tuzaklama frekanslari esit biiyiikliikte dikkate alin-

mstir M, = M, = M, w =w® = W;.

(B.19)
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C Faz Ayrismasi - Thomas-Fermi Enerjisi

Bu kisimda kinetik enerji, potansiyel enerji ve etkilesim enerjileri denklem (4.53))

ifade edilen integral cinsinden belirtilecektir. Ilk asamda a bileseni i¢in Thomas-Fermi

yogunlugu x degiskeni cinsinden asagidaki gibi tanimlanir
Uy 1, ~ Al,
a = ~a__AQa 1_)\(1 - C'l
nie) = g (M- 380G - - 32) €D
Kinetik enerji,

E¢ /d Lo +lZ Ql () (C.2)

= x| =+ = — Ql, | na(z .

gy 27 oy

ve her bir terimin sirasiyla katkis1 asagidaki gibi ifade edilmektedir.

E,gl) = gﬂi/xna(x)dx
WQZ Ub 1 = Al
= £ Aftglo=1 — =AQ I 1— o) Lpmspy — —Toe
5 detU( Hala=1 = 5 2+ 70 ( ) La=s 5 0)
(C.3)
g® _ -l
¥ "2
12 . 1.~ Al,
= Ead ( ﬂaIa——l - §AQan¢=0 + 70 (1 - )\a) Iazfl/z TIOC:—2)
(C4)
E,gg) = Qalaw/na(a:)dx = Q,l, TN, (C.5)
Potansiyel enerji,
=S (B +ER) + 5N, (€6

/dx (Vz —10)° na(z) =

integralleri sirasiyla tanimlanmaktadir.

a
E pot

ve E(Oz ile E(OZ
EZ(,})Z = /xna(:t)da:
U . 1.~ Al
— deth (Aﬂala 1 — EAQaIaZZ + To (1 — )\a) Ia=3/2 ) (C 7)
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E]()i% = QTO/\/Ena(:v)dx

Uy
detU

1.~ Al,
- 2740 (Alaalazlh - EAQaIa:WQ + To (]- - /\a) Iazl - _Ia:—l/z)

2
(C.8)

Etkilesim enerjisi 7, asagida tanimlanmaktadir.

E% = gUa/dxng(x)

m Uan2 |: ( ~9 1 ~ > 2 2 ~ ~

= T Tl AR+ =AQAL ) Taso + (7’ 1-M\)2—A aAQa) I,
1 - )

+ AR+ 7o (1= ) (2Agala:1/2 - AQaIa:3/2>
A2 )

+ 1 Ia:,Q —To (1 - )\a) AlaIa:_1/2 — A,uaAlaIa:,1 (C9)

Etkilesim enerjisi E%,, asagida tanimlanmaktadur.

B = Uabﬂ/da:na(x)nb(m)

7 s 114
(detU)

1 ~ -
= (7“(2) (1—=Xa) (L=X) — 3 (AﬂaAQb + A/fbbAQa>> Lot

{ (A/}aA/]b n i (AQaAlb n AQbAla>) To

+ iAQaAQbIazg - % ((1 — )AL+ (1— M) Afzb> Tos/s
1

—|— Ty ((1 — )\b) A,&a + (1 — )\a) A[Lb) Ia:1/2 + ZAlaAlbIa:_z

1
= 5 (DAl + A AlL) Tt — % (1= Aa) Al + (1= X)) Al) Lye 1y,

b bileseni icin E}, EX, ve EY enerjileri a — b yerdegisimi ile belirlenmistir.

102



