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OZET
Anahtar Kelimeler: Bose-Einstein yogusmasi, yer ¢ekimi analojisi

Yer ¢ekimi analojisi, genel gorelilik kuraminin on gordiigii bazi sonuglarin, cegitli
fiziksel sistemler araciligiyla modellenebilecegi savina dayanir. W. G. Unruh, 1981
yilinda yayinladigi makalesinde, yer ¢ekimi alanindaki kuantum alanin davraniginin,
yakinsak akigh akigkanin iginde hareket eden ses dalgalariyla modellenebilecegini id-
dia etmistir. Hareketli akigkanin hizi sonik tistii (siipersonik) bolgeye gegerse, ses dal-
galar1 akintiya kargi yonlii akig saglayamaz. Bu durum, ses dalgalarinin kacamayacagi
bir tuzak bolgeye isaret eder. Ses ve 151k dalgalarinin sonlu degerleri bulunmasi, tu-
zak bolgesi ve kara delik arasinda matematiksel ve fiziksel bir iligki aragtirilmasina
sebep olmugtur. Kara delikler i¢in, olay utku ve ergo bolgenin varlig ile iligkili, iki tip
1gima s6z konusudur: Hawking 1s1masi ve siiper 1gima. Benzer sekilde, fiziksel model
icin de metrigin tekil noktalar1 meveuttur. Oyleyse, fiziksel modelde de bu bélge-
lerin olusmasi ve benzer gartlar altinda, bu bolgelerdeki 1gimalarin gerceklesmesi
beklenebilecektir. Sonucta; olay ufku ve ergo bolgenin varligiyla iligkili bu igimalarin
analojisi, fiziksel sistemde goriilebilecektir.

Ses dalgalarinin Bose-Einstein yogusmasinda (BEY) ilerlemesi, BEY’in karakteristik
ozellikleri nedeniyle, analojinin incelenebilecegi uygun bir sistemdir. BEY’in o6zel-
likleri kullanilarak, efektif uzay-zamanda ses dalgalarinin ilerleyisi, Klein-Gordon
denklemi ile tarif edilebilir. Bu tezin baglica iki amaci vardir: (1) Tek girdaph su
gideri modeli i¢in yer ¢ekimi analojisinin ve analojinin sonuclarindan biri olan stiper
igitmanin incelenmesi. (2) Girdaptan siiper 1g1ma ile sagilan ses dalgalarmin sagilma
katsayilarinin bulunmasi ve Heun sinifi bir denklem olan Klein-Gordon denklemi’nin
radyal kisminin kesin ¢oziimlerinin aragtirilmasi.

Boliim 2’de yer cekimi analojisi ve sliper isgima analojisinin kurulmasina kaynak
olusturan, kara delikten enerji koparma incelenmistir. Boliim 3’te BEY’in ozellikle-
rine deginilerek, ultra soguk zayif etkilesen BEY i¢in Gross-Pitaevskii (GP) denklemi
yeniden tiiretilmigtir. Boliim 4’te GP denklemi lineerize edilerek efektif metrik elde
edilmigtir. Ayrica bu kisimda, elde edilen KG denklemi igin asimptotik yaklagim ile
siiper 1gimanin varligi gosterilmis ve hipergeometrik denklem yardimiyla yansima ve
gecme katsayilarr bulunmustur. Bélim 5’te KG denkleminin radyal kisminin Heun
sinifi bir diferansiyel denklem olmasindan yola ¢ikilarak, Heun diferansiyel denklemi
ile sacilma katsayilarinin bulundugu bir ornek incelenmistir. Son kisimda, tek gir-
daplh su gideri modeli i¢in elde edilen cHeun denklemi i¢in sagilma katsayilarinin
kesin hesaplanabilirligi tartigilmigtar.
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Analogue gravity is based on the idea that physical systems can be used to mimic
some kinematic aspects of general relativity. In general relativity, the structure of
space-time takes form with the substances in itself. More precisely, the curvature of
space-time is determined by stress-energy-momentum tensor via Einstein equations.
The path which the object tracks, is called geodesic, is assigned by the curved
space-time. The physical effects which are caused by the virtue of the curvature of
space-time, are referred to as gravitational waves.

In 1981, W.G. Unruh proposed an analogy whether the sound waves which propagate
in flowing convergent fluid can mimic the behaviour of the quantum fields that are
influenced by gravity. This idea ensue from the fact that the velocity of sound is
constant like the velocity of light. If the fluid accelerates up to supersonic speed, the
sound waves cannot propagate against upstream. Thus, the region which the waves
cannot escape from it, can be defined. This region acts like ergo region or event
horizon which are the regions of black hole. W. G. Unruh showed that the linearised
sound waves that propagate in a flowing fluid whose equation of state is barotropic
and irrotational, equal to Klein-Gordon equation for massless scalar field. So, it is
possible to examine the behaviour of a wave in a flowing medium by the help of
the metric. This mathematical and physical similarities motivated to investigate the
consequences which caused by the properties black hole such as superradiance and
Hawking radiation.

The form of the metric in the hydrodynamic example which was concerned by Unruh
was Schwarzschild metric which contains only event horizon because the black hole
that was concerned is static and spherical symmetric. Thereby, this model was about
the Hawking radiation.

Historical examinations showed that the potential model to examine superradiance,
which is extracting energy with waves, should have ergo region, as well as event ho-
rizon, which has the cross terms in metric, Kerr metric. Kerr black hole is a rotating
black hole, so it carries angular momentum. In 1971, R. Penrose showed the way
to extract energy from a rotating black hole. If a particle decays into two partic-
les, one particle with negative energy falls to black hole and the other one escapes
to infinity, second particle has the energy greater than the incident particle. This
mechanism is called Penrose process. In 1972, . Zeldo'vich found a mathematical
interpretation to amplify the cylindrical waves reflected from the rotated body. A.
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Starobinsky derived from Zeldo’vich’s idea and showed the amplification of waves
from a rotating black hole in 1973. So, one can construct a hydrodynamic model
to detect superradiance with Kerr metric as Unruh did for Hawking radiation with
Schwarzschild metric.

The propagation of sound waves in a Bose-Einstein condensate (BEC) is the typi-
cal candidate to examine superradiance. The flow is a priori irrotational for BEC
system. Also, because of the BEC is a quantum system, the circulation is quanti-
zed. Thus, it is possible to define vortex line for irrotational fluid. For sound waves
propagate in weakly interacting BEC, the system governed by Gross-Pitaevskii(GP)
equation. After linearising the GP equation, Klein-Gordon (KG) equation describes
the propagation of sound waves in an effective space-time.

This thesis has two major purposes: (1) to investigate analogue gravity for draining
bathtub vortex model and superradiance which is one of the analogue effects. (2) to
calculate scattering coefficients of acoustic wave from a vortex due to superradiance
and search the possibility of construction an exact solution to the radial part of KG
equation which is a Heun class differential equation.

In Section 2, analogue gravity and extracting energy from a black hole which makes
available to set up the superradiance, was examined. It is shown that even for the
simplest example for the sound wave propagates in a medium, it can be derived a
metric with the help of the Doppler effect and the fact that velocity of sound is
constant. Also, it has proved that if a fluid is barotropic, inviscid and the flow is
irrotational, then the equation of motion for the velocity potential describing an aco-
ustic disturbance is identical to the KG equation of motion for a minimally-coupled
massless scalar field propagating in a (341)-dimensional Lorentzian geometry. Ergo
region and event horizon were defined. The radius of this regions were found for
draining bathtub model.

In Section 3, characteristics of BEC were revisited and the critical temperature
for Bose-Einstein distribution was shown. With referring to characteristics of BEC,
Gross-Pitaevskii (GP) equation was rederived for ultra-cold weakly interacting BEC.
Considerably important property of BEC as a quantum gas is the superfluidity . It
ensures that the flow is irrotational and its origin is continuity equation.

In Section 4, GP equation separated to two coupled equations with the hydrody-
namic approach. Effective metric derived by linearizing these equations. It is found
that the radial part of Klein- Gordon equation belongs to the Heun class of differen-
tial equations. In addition, with asymptotic approach the existence of superradiance
was shown and with the help of hypergeometric equation, transmission and reflec-
tion coefficients was found. In Section 5, since radial part of KG equation is also
in the Heun class of differential equation, a sample problem which the scattering
coefficients found by using Heun differential equation was examined.

Heun equation is a second order linear homogeneous differential equation with four
regular singularities. When the solution for the specific example constructed in terms
of Frobenius, solutions can be linked with each other for some regions because of the
radius of convergence. On the contrary, the radial part of KG equation is different
Heun type known as confluent Heun(cHeun) equation which has one irregular and
two regular singularities.
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In the last section, whether the exact solution to calculate the scattering coeffici-
ents for the cHeun equation that is derived from draining bathtub vortex model is
possible, was discussed. To construct central and lateral connection to this problem
with vicinity of irregular singularity at infinity for cHeun equation, one needs to find
the monodramy data via Stokes Phenomenon.
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1 GIRIS

Yer cekimi analojisi, genel gorelilik kuraminin on gordiigii bazi sonuglarin, cesitli
fiziksel sistemler! aracihgiyla modellenebilecegi savina dayanir [2]. Genel gorelilik
kurami?’nda; uzay-zamanin yapisi, icinde var olan maddelerin etkisiyle sekillenir.
Daha acik olarak, uzay-zamanin egriligi, Einstein denklemleri araciligiyla, uzay-
zamandaki cismin stres-enerji-momentum tensorii ile belirlenir. Serbest diigen cismin
takip ettigi yollar, yani jeodezikler, egri uzay-zaman tarafindan tayin edilecektir. Bu
egrilik sebebiyle olugan fiziksel etkiler, yer ¢ekimi alani olarak atfedilir [5]. W. G. Un-
ruh, 1981 yilinda yayinladigi makalesinde [6], yer ¢ekimi alanindaki kuantum alanin
davraniginin, yakinsak akigh akigskanin icinde hareket eden ses dalgalariyla modelle-
nebilecegini iddia etmistir. Hareketli akigkanin hiz1 sonik tistii (stipersonik) bolgeye
gecerse, ses dalgalar1 akintiya kargt yonlii akig saglayamaz. Bu durum, ses dalga-
larinin kagamayacagi bir bolgeye, ”suskun(dumb)” deligin varligina, isaret eder. Ses
ve 151k dalgalarinin sonlu degerleri bulunmasi, suskun delik ve kara delik arasinda
matematiksel ve fiziksel bir iligki aragtirilmasima sebep olmustur [7].

Unruh, donmesiz ve barotropik durum denklemine sahip akiskanda ilerleyen ses
dalgalarimin hareket denklemlerini lineerize ettiginde elde ettigi denklemlerin, be-
lirli bir metrik ile olugturulan geometride hareket eden kiitlesiz skalar alan denk-
lemiyle ayni oldugunu géstermistir [6]. Dolayisiyla, genel gorelilik kurami metot-
lar1 kullamlarak, akigkan modeli i¢in gozlemciden bagimsiz bir aralik (gizgi ele-
mani) yazilabilmigtir. Metrigin jeodezikleri, akigkan iginde ilerleyen dalganin izledigi
yol olacaktir. Akigkanda ilerleyen dalgalarin hareketini belirleyen bolgeler metrik
yardimiyla incelenebilir. Unruh’un 6rneginde [6] statik, yakinsak ve kiiresel simet-
rik akiga sahip bir akigkan, ses hizini agtiginda metrigin formu, olay ufku yakininda
Schwarzschild metrigi (Yer ¢ekimi alani igin ¢oztim kiiresel simetrik, statik olmak
tizere [5]) formundadir. Sonraki incelemelerde, agisal momentum tagiyan modeller
i¢in, ergo bolge tanimi yapilarak, ¢apraz terimler ihtiva eden Kerr metrigi formu da
cikarilmigtir. genel gorelilik kuraminda metrigin tekil noktalari, kara delik® ve beyaz

1Bu fiziksel sistemler, dielektrik ortamda elektromanyetik dalganin ilerlemesi, siv1 * He’da, Bose-
Einstein yogusmasinda ses dalgalarinin ilerlemesi gibi modeller ile gesitlendirilebilir [2].

2Giiniimiizde genel gorelilik kurami, hesaplamalar icin baskin olarak kullanilir. Bunun sebebi,
kuramla oldukga tutarli gozlemlerin mevcut olmasidir. 1974’te gozlemlenen Hulse-Taylor pulsari,
yer ¢ekimsel dalgalarin yoriinge periyotlar: lizerine etkisini ortaya koymustur [3]. 2015 yilinda da
LIGO, yer gekimi dalgalarini ilk defa tespit etmistir [4].

3Genel gorelilik kuraminda kara delikler, matematiksel olarak ortaya cikan tekilliklerdir. Ast-
rofizikte ise, yliksek kiitleli yildizlarin evriminin nihai fazi olarak incelenir. Goézlemlerde, bu te-
killikler ile uyusan bilgiler mevcuttur. Ornegin; Samanyolu Galaksisi merkezinde siiper kiitleli bir
kara deligin, yildiz yoriingelerinin degisimine yol agtigt UCLA Galaktik Merkez Grubu tarafindan
iddia edilmektedir [8]. Ayrica, 10 Nisan 2019’da EHT Is Birligi tarafindan Messier 87 Galaksisi
merkezinde kara deligin varhgma iligkin ilk gorsel delil yayilanmigtir [9].



delik olarak isimlendirilir ve olay ufku, ergo bolge tanmimlar1 yapilir [5].

Kara delikler icin, olay ufku ve ergo bolgenin varhig ile iligkili, iki tip 1g1ma s6z konu-
sudur: Hawking 1s1masi ve siiper 1s1ma. Benzer sekilde, fiziksel model i¢in de metrigin
tekil noktalar1 meveuttur. Oyleyse, fiziksel modelde de bu bolgelerin olugmasi ve
benzer sartlar altinda, bu bolgelerdeki 1simalarin gerceklesmesi beklenebilecektir.
Sonucta; olay ufku ve ergo bolgenin varhigiyla iligkili bu 1gimalarin analojisi, fiziksel
sistemde goriilebilecektir.

Denklemlerde ¢oziim kolayligi saglamasi sebebiyle, cogunlukla donmesiz, viskozitesi
olmayan, barotropik durum denklemine sahip akigkanda ilerleyen ses dalgalari mo-
deli i¢in yer c¢ekimi analojisi aragtirilmaktadir. Akiskanin akigi, diiz uzay-zamanda
olugturulmus olmasina ragmen, akustik dalgalanmalarin ilerledigi efektif uzay za-
manda akustik metrik, egri ve Lorentzyen igaretlidir [2]. Bu spesifik ézellik, modelle-
rin kinematik olarak yer ¢ekimsel 6zellikleri taklit etmesi ihtimalini dogurmustur. Yer
¢cekiminin akustik analog modellerinde, akustik geometri tamamen akigkanin arka
plan hareketine baglidir. Dolayisiyla akustik geometrideki degisiklikler, akiskanin
arka plan hareketi ile iligkilidir. Ancak; arka plan akigkanin hareketi, Einstein denk-
lemi yerine, Euler denklemi ve siireklilik denklemi ile gosterildiginden, yer ¢ekiminin
dinamik 6zelliklerini degil, sadece kinematik 6zelliklerini taklit edebilir [10].

Akustik modellerde, akiskanin barotropik durum denklemi oldugundan, basing, akig-
kanda girdap olusturmaz. Dolayisiyla, basglangicta donmesiz bir akig varsa, zaman
igcinde donmesiz olmaya devam edecektir. Efektif akustik geometride Lorentzyen ka-
rakter elde etmek igin, viskozitesi olmayan akigkan (siiper akigkan) kullanmilmalidir.
Sivi *He bir siiper akiskan olmasina ragmen, atomlar arasi etkilesim giicliidiir.
Dolayisiyla, kuantum mekaniksel bir sistem olan Bose-Einstein yogusmasi, bu mo-
del i¢in daha uygun bir adaydir. Zayif etkilesimli (1-100nK’e sogutulmus ve diisiik
yogunluklu, santimetre kiipte 101 — 10> atom) bozon gaz1 tuzaklanarak, dalgalan-
malara uygun hale getirilebilir. Bogoulibov yaklagimi kullanmilarak, agir1 sogutulmus
atomik gazlarin ortalama alan teorisi metotlari ile anlagilmast miimkiin olur [11].

Bu tezde, merkezde tek girdabi olan eksensel simetrik zayif etkilesimli Bose-Einstein
yogusmasi incelenecektir. Bose-Einstein yogusmasi, zayif etkilesen sistemler igin
Gross-Pitaevskii denklemi ile temsil edilir. Yogusmanin hizi, zit yonlii ses hizindan
biiyiik oldugunda, olay ufku ve ergo bolge tanimlamr. Unruh’un makalesinde [6]
yapmis oldugu hesaba benzer sekilde, ses dalgalarinin uydugu denklem lineerlegtirile-
rek, metrik olusturulur. Metrik yardimiyla, yogusmada ilerleyen ses dalgasi ergo
bolge ve olay ufku komgulugunda incelenebilir. Sonsuzdan gelen ses dalgasi, ergo
bolgeden sacilir ise, sacilma esnasinda, girdabin agisal momentumu araciligiyla, ses
dalgasinin genliginin yiikseltilebilecegi diigtiniilmektedir.

Sonug olarak, Bose-Einstein yogusmasinda, gideri (sink) olan bir hidrodinamik gir-
dapta olugturulacak akustik sacilmalar araciligiyla, ses dalgasinin genliginin yiiksel-
tilmesi miimkiin olacaktir; yani model yapay kara delikler i¢in siiper igima analoji-
sinin gozlenmesine olanak saglayabilecektir.



1.1 Tarihge ve Giincel Caligmalar

Siiper 1g1ma, R. Penrose’un [12] kara delik yakinlarinda olugan gii¢lii yer ¢ekimi
alaninda, donen kara deligin donme enerjisi ve momentumu kullanilarak, parcaciklar
araciligiyla kara delikten enerji koparilmasi fikrine dayanir. D. Christodoulou 1970
yihindaki makalesinde [13], Kerr kara deligi i¢in, bu siirecteki indirgenemez ve indir-
genebilir kiitleleri aragtirmigtir.

Ya. Zel'dovic 1972 yilinda [14], dénen kara delikten enerji koparmanin, klasik ¢ok ku-
tuplu dalgalar, ornegin elektromanyetik dalga, yardimiyla da yapilabilecegini goster-
migtir. Makalesinde, bu stirecin gergeklegebilmesi igin, enerji koparilacak cismin li-
neer hizinin(u), bu dalgaya kargilhik gelen titregimlerin faz hizini(c) agmasinin ge-
rektigini(u>c), ozel gorelilik teorisi uyarmca; boglukta, diizlem geometride bunun
miimkiin olmadigini, silindirik veya kiiresel geometrilerin incelenmesi gerektigini
agiklamigtir. €2 agisal momentumlu iletken silindirden sagilan elektromanyetik dalga
igin, genligi giren dalgadan biiyiik; n yoriingesel momentumlu ve w frekansh dalganin
(w < nQ) silindirden sagldigini gostermistir.

A.A. Starobinskii 1973 makalesinde [15], donen kara delikten sacilan dalgalarin
genliginin yiikseltilmesini incelemistir. Yer ¢cekimsel alanin Kerr metrigi ile tanimlan-
dig1 yiikseltme hesabinda, donen kara deligin agisal momentumu 2 olmak ftizere,
w < nf) durumunda, genligin yiikseltildigini gostermistir. Klein-Gordon denklemini
saglayan kiitlesiz skalar alan modeli i¢in, bu etkinin biiytikliigiinii analiz etmistir.

S. Hawking 1974-75 yillarinda [16, 17|, kara deliklerin kuantum mekaniksel etki-
ler sebebiyle, parcacik salimmminin kara delikte kiitle kaybina sebep oldugunu one
stirmiistiir. Kara deliklerde goriilen bu etkiye Hawking 1s1masi* adi verilmistir.

1981 yilinda W.G. Unruh, "Experimental Black Hole Evaporation?’ adli makalesinde
[6], fiziksel bir sistem olugturularak, kara deligin kuantum termal 1gimasinin temel
ozelliklerini kullanarak, akigkan icinde ilerleyen siipersonik ses dalgalar1 probleminin
anlagilabilecegini gostermistir.

Matt Visser, 1997 yilinda [2], dénmesiz, viskozitesi olmayan, barotropik bir akigkanda
akustik dalgalanmalarin uyacagi, akiskanin hiz potansiyelinin titresimlerinin hareket
denkleminin, efektif egri uzay-zaman geometrisinde yayilan minimal ¢iftlenmis kiitle-
siz skalar alan denklemi ile eg olmasini teorem olarak ele alip, ispat etmistir.

2002 yilinda S. Basak ve P. Majumbar, yaymladiklar1 makalede [18], Unruh’un
diistincesinden [6] yola gikarak, kuantize akustik dalgalanmalar1 (fonon), kara de-
likten yaymlanan Hawking 1simasi gibi incelemek yerine, kuantizasyon gerektir-
meyen siiper 1gimay1 aragtirmigtir. Burada siiper i1simanin analojisi, stiper rezo-
nans olarak ele alinmistir; yani siiper rezonans, donen akigkanda ilerleyen ses dal-
gasinin genligini yiikselterek, ergo bolgeden sagilmasima verilen isimdir. Penrose
stirecine benzer sekilde ses dalgasinin, akigkanin donmesinden kaynakli enerji sa-
yesinde, akigkandan enerji koparmasinin miumkiin olabilecegi gosterilmistir. 2003
yilinda yaymladiklari makalede [10], hipergeometrik denklemler araciligiyla, sonraki
boliimlerde ele alinacak olan siirtiklenen kiivet modeli icin, sagilmada olugsan yansima

4Hawking 151ma sicakhigl, kozmik arka plan 1gmmasi (CMB) sicakhigindan diisiiktiir, dolayisiyla
biiyiik kara delikler 1gima yapmak yerine, genigleme egilimindedir. Siiper 1g1ma sonucu yayilan X
iginlarinim da, CMB sebebiyle, astrofiziksel gézleminin miimkiin olmadig1 diigiiniilmektedir [10].



katsayilarim hesaplamiglardir. S. Basak 2005 makalesinde [19] ise, sagilma kaynaklh
olugan yansima ve ge¢me katsayilari arasindaki iligkiyi analiz etmigtir.

2004 yili makalesinde [20] E. Berti et al analog kara delikler i¢in yar1 normal mod
hesab1 yapmigtir.

2005 yilinda hidrodinamik girdaplarda siiper 1s1ma sac¢ilmasit T.R. Slatyer ve C.M.
Savage tarafindan [21] analitik ve niimerik olarak ¢aligilmig, olasi1 deneysel gergekleme-
ler aragtirilmigtir.

2006 yilinda F. Federici et al yaymladiklar1 makalede [22], hidrodinamik girdaplarda
stiper 1gimanin niimerik analizini yapmigtir.

2007 yilinda, A. Retzker et al Bose-Einstein yogusmasinda, optik latisin ivmelendi-
rilmesi araciligiyla fonon yayinlanmasini incelemistir [23].

Matt Visser, C. Barcelo, S. Liberati; yer cekimi analojisini inceleyen bircok yayin
[24, 7] yapmugtir. 2002 yilinda bu konuda galisan M. Novello, G. Volovik, M. Vis-
ser editorliigiinde ”Yapay Kara Delikler 7 isimli kitap [25] basilarak konu iizerine
galigmalar derlenmeye galigilmigtir. 2013 yilinda [26] Faccio ve ekibi ”Yer gekimi
Analojisi Fenomenolojisi” isimli bir kitap yayinlamiglardir.

2014’te Nature Physics dergisinde yaymlanan J. Steinhauer makalesinde [27], Bose-
Einstein Yogusmasi'nda Hawking radyasyonu gozlemledigini iddia etmistir.

2016’da ise, T. Torres ve ekibi makalesinde [28], girdap akiginda siiper 1g1ma gézlemi
yaptigini iddia etmistir.

S. Vieira ve B. Bezerra yine 2016 yilinda [29], akustik kara deliklerde, kiitlesiz skalar
alan i¢in Klein-Gordon denkleminin radyal kismini olugturan cHeun denklemini,
analitik ¢ozmenin metodlarini aragtirmigtir.

Ayrica, cHeun denklemi, Kerr metriginde lineer yaklasim yapilarak elde edilen Te-
ukolsky denkleminde de ortaya ciktigi i¢in, bu denkleme kesin ¢oziimii inceleyen P.
Fiziev’in makalesi [30] incelemelerde 6nemli yer tutar. A. Castro, J. Lapan, A. Malo-
ney, M. Rodriguez’in kara delik sagilmalarinda monodrami datasini inceledigi makale
[31] de cHeun denklemi i¢in kesin ¢oziim ile sagilma katsayilarimin hesaplanmasim
arastirmasi bakimindan onemlidir.

Gozlemlerin yetersizligi, kesin ¢oztimiin aragtirilmas: gerekliligi konu tizerinde ¢aligma-
larin devamini saglamaktadir.

1.2 Tezin Amaci ve Boliimlerin igerigi

Tezin amaci, Bose-Einstein yogusmasinda girdap geometrisi olugturarak, ses dal-
galariin sacilma esnasinda yansima katsayisinin yiikseltilebilecegi iddiasinin yeni-
den ele alinmasidir. Bir diger amag ise, cHeun denklemi araciligiyla siiper 1g1mada
sagilan dalganin gegme ve yansima katsayilarinin, kesin olarak bulunma imkanlarinin
aragtirilmasidir.

Boliim 2’de yer cekimi analojisinin kaynaklari1 aragtirilmigtir. Akigkanda ilerleyen
ses dalgast igin, geometrik ve fiziksel akustik modeller olusturularak, efektif ge-



ometri elde edilmistir. Visser'in makalesindeki [2] ispat1 kaynak tutularak, belli 6zel-
likleri saglayan akigkanda ilerleyen ses dalgasinin d’Alembert denkleminin, kiitle-
siz skalar alan i¢in Klein-Gordon Denklemi ile eg oldugunun gosterilebilecegi ispat
edilmistir. Efektif geometrinin bir sonucu olarak ortaya cikan, ergo bolge ve olay
ufku tanimlanmistir. Fiziksel modelimizin kurulmasina kaynak olacak, stiriiklenen
kiivet modeli insa edilerek, bu model igin ergo bolge ve olay uftkunun yari capi
bulunmustur. Son olarak, ses dalgalarinin girdap geometrisinden sacilarak, acisal
momentum araciligiyla, dalgalarin genliklerinin yiikseltilmesi, kara delikten enerji
koparilmasina bir analoji oldugundan; kara delikten enerji koparmanin miimkiin
yollar1 ve analizi iglenmigtir.

Bolim 3in ilk kisminda, bu tezde analojinin kurulmasima kaynak olacak akigkan
olan Bose-Einstein yogusmasina dair genel bilgi verilmigtir. Bose-Einstein dagiliminin
analizi yapilmigtir. Bu acilimin kuantum mekaniksel anlami arastirilarak, yogugmanin
deneysel olarak gergeklestirilmesini saglayan kuantum durumlar: incelenmistir. Ku-
antum alaninin, ortalama alan olarak yazilabilmesini oneren Bogoluibov yaklagimi
ile, zayif etkilegsen ultra soguk Bose-Einstein yogusmasinin Gross-Pitaevski denk-
lemi araciligiyla tarif edilebilecegi gosterilmistir. Siireklilik denklemi kullanilarak,
yogusmada akigin, faz alani tekil olmadikca, donmesiz oldugu ¢ikarsanmistir. Bolim-
iin son kisminda ise; yogusma donmesiz olmasina ragmen, gazin kuantum ozelligi
sayesinde olusacak girdap modelinin davranigi incelenmistir.

Boliim 4’te zayif etkilesen Bose-Einstein yogusmasini temsil eden Gross-Pitaevskii
denkleminin dalga fonksiyonu faz ve yogunluga bagh yazilmisgtir. Denklem, hidro-
dinamik yaklagim ile ¢iftlenmis iki denkleme ayrigtirilip, lineerize edilerek, efektif
metrik olugturulmustur. Faz alaninin dalgalanmalarinin davranigini tasvir eden, elde
edilen yeni denklem, Klein-Gordon denklemi ile 6zdestir. Boylece, bulunacak metrik
i¢in faz alani, degiskenlerine ayrilarak yazildiginda, elde edilen ve ses dalgalarinin
davranigini acgiklayan radyal denklem elde edilmis olur. Belirli yaklagimlar altinda
radyal denklemin analizi yapilarak, ergo bolgeden sacilmadan geri yansiyan dalganin
genliginin arttigr gosterilmistir. Yine, belirli yaklagimlar altinda, radyal denklemin
hipergeometrik denkleme doniistiiriilebilmesine dayanarak, genellestirilmis hiperge-
ometrik fonksiyonlar araciligiyla, sacilmadaki yansima ve ge¢gme katsayilarr hesap-
lanmugtar.

Boliim 4’te siiper 151ma, elde edilen radyal denklemin yaklagik ¢oztimlerini dayanak
noktas1 alarak gosterildiginden; kesin ¢oziimler ile 1igimanin analiz edilmesi, deney
sonucu beklenecek yansima katsayilarimin tutarlh olarak tahmin edilmesi i¢in ikna
edici bir argiiman olacaktir. Bu sebep ile, Boliim 5’te Klein-Gordon denkleminin
kesin ¢ozlimi aragtirilmistir. Denklem, Heun sinifi bir denklemdir. Bu sebeple, genel
Heun denklemi i¢in, farkli bolgelerde sagilma ve ge¢gme katsayilarini elde edildigi bir
ornek ele alinmigtir. Bu 6rnege benzer sekilde, kesin ¢oziimi aranan radyal denk-
lem ¢oziimini elde etmek icin, tekillik analizi yapildiginda, diferansiyel denklemin,
diizgiin olmayan tekillige sahip cHeun denklemi oldugu goriilmiistiir. cHeun denkle-
minin diizgiin olmayan tekillik etrafinda Frobenius ¢oziimii olmadigi gibi, asimptotik
yaklagim ve analitik stireklilik yontemi ile de denklemin diger tekillikleri ile iligkisinin
kurulmasi i¢in Stokes ¢arpanlarinin elde edilmesi gerektigi anlagilmigtir.



2 Yer Cekimi Analojisi

Yer c¢ekimi analojisinin kurulmasi igin, merkezi girdaba sahip hareketli akigkanda
ilerleyen ses dalgalarinin incelendigi akustik model ele alinabilir. Hareketli bir akigkan,
ses dalgalarini kendisi ile birlikte siirtikler. Ses dalgasi stipersonik bolgede akiskanin
ters yontinde hareket ederse, ses dalgasi bloke olur; yani 15181in kara deligin olay
ufkundan kacamamasi1 gibi, ses dalgalari, sonlu hizda oldugu igin, akustik ufuk-
tan kacamaz. Blokaj noktasi, sonik alt1 ve sonik tistii noktalar aras1 geciste bulu-
nur. Oyleyse, akig siipersonik oldugunda iyi tamml bir bélge iceriyorsa, bu bélge
donen kara deligin ergo bolgesine analoji olur. Analoji; geometrik ve fiziksel diizeyde
kurulabilir. Bu kisimda, geometrik akustik modelde, uzay-zamanin nedensel yapisi
anlagilmaya calisilacaktir, fiziksel akustik modelde ise; 6zel bir etkin metrik yazilacak
ve ses dalgalar1 i¢in uygun dalga denklemi bulunacaktir. Ergo bolge ve olay ufku te-
rimleri incelenerek, ¢alisilacak girdap geometrisi i¢in olay ufku ve ergo bolgenin yari
cap1 elde edilecektir [7]. Boliimiin son kisimda, kara delikte ve fiziksel modelde, bu
bolgeler sebebiyle olustugu diisiiniilen 1sg1malar ele alinacaktir.

2.1 Geometrik Model

Geometrik akustik iki varsayima dayanir: ¢ akigkana gore sesin hizi ve laboratuara
gore akigkanin hizi v, iyi tamimhdir. Ses dalgalarinin laboratuara gore yayilim hizi,
n birim vektorii yoniinde tanimli olmak iizere,

dx

i cn+v (2.1)
seklindedir ve uzay-zamanda, 72 = 1 sart1 ile bir ses konisi tanimlar:
—c*dt* + (dx — vdt)* =0 (2.2)
Daha acik halde,
—[c? —v*dt* — 2v.dxdt + dx.dx = 0 (2.3)

denklemine ulagilir. Ikinci dereceden bu denklem, dt’nin fonksiyonu olarak, dx igin
¢oziillirse, g metrik tensorii, uzay ve zamanin her noktast ile iligkili olan bir ¢ift koni
saglar. Bu Lorentzyen metrigin konformal sinifi ile iligkilidir.

9=

— (2 —?) ‘ VT
; (2.4)

_V‘

I birim vektor, v akiskanin hiz vektorii ve v? akiskanin hiz vektoriiniin transpozu
ve () tanimlanmamig, ancak kaybolmayan bir fonksiyondur [7].
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Geometrik yaklagim, basit ve boyut bagimsiz yapisiyla uzay-zaman analojisinin ar-
kasinda bulunan yapisal nedenselligi anlamak agisindan onemlidir.

2.2 Fiziksel Model

Statik, homojen ve viskozitesi olmayan bir akigkanda, ¢ akigkan iginde ses hiz1 sabiti,
0? zamana gore ikinci tiirev ve V? Laplasyen, ®(r,t) dalga fonksiyonu olmak iizere;
ses dalgalarinin yayilima,

0}® = V>0 (2.5)

d’Alembert denklemi ile temsil edilir. Hareketli akigkanin veya homojen olmayan
akigkanin dalga denkleminin anlagilmasi icin M. Visser, Unruh’un diiglincesini te-
orem olarak yazmigtir [2].

Teorem Bir akiskan; laboratuara gore akiskanin hize v, n akiskan yogunlugu ve p
basing olmak tizere,

o donmesiz

Vxv=0 (2.6)
e viskozitesi olmayan,
n(%—z + (v- V)V) = —Vp; (Euler denklemi) (2.7)
e barotropik
p=p(n) (2.8)

ozelliklere sahip 1se, akustik dalgalanmalarin uyacagr hiz potansiyelinin titresimlerinin
hareket denkleminin; (3+1) boyutlu Lorentzyen geometride yayilan, minimal ¢iftlenmig
kiitlesiz skalar alan i¢in hareketin Klein-Gordon denklemi ile es olur.

1
——0,(v/—99"0,)P =0 (2.9)
Bu sartlar altinda, ilerleyen dalga; akustik metrik g, (t, z) ile yonetilir. Bu akustik
metrik (3+1) boyutlu Lorentzyen (yari-Riemannyen) geometriyi tarif eder. Metrik
cebirsel olarak; akiskan yogunlugu n, akisin hize v ve akiskan i¢inde bolgesel ses hizi
¢ degiskenlerine baglhdar.

0o =

n | —(&—v?) ‘ VT

¢ -V ‘I

G (t, %) = (2.10)

Burada I 3 x 3°lik birim matris, v 3 boyutlu uzayda akis hizimn vektori, v hiz
vektorinin transpozudur.

Kamit. Akigkanin viskozitesi olmadigindan Navier-Stokes denklemi degil, Euler denk-
lemi ve stireklilik denklemi ele alinacaktir. ¢ akigkan i¢inde ses hiz1 sabiti, f kuv-
vet yogunlugu, laboratuara gore akigkanin hizi v, skalar potansiyel ® olmak tizere;
akigkanlar dinamiginin temel denklemleri;

Om+ V- (nv) =0 (Sireklilik Denklemi) (2.11)
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d
nd—;’ =n[oyv + (v.Vv] =f (Euler Denklemi) (2.12)

alinirsa ve akigkanin viskozitesi olmadigindan, akigkana etki eden tek kuvvetin basing
oldugu varsayilirsa, kuvvet yogunlugu,

f=—-Vp (2.13)

olur. Euler denklemi standart manipiilasyonlar altinda,
1 1,
ov=vx(Vxv)—-Vp-— V(§U ) (2.14)
p

seklinde yazilir. Akig bolgesel olarak donmesiz alinarak, v = —V® hiz potansiyeli
tanimlanir. Eger sivi barotropik ise; yani yogunluk, sadece basincin bir fonksiyonu
ise, spesifik entalpi,

= pd—p/ oylece :1
hp) = /0 L bivlece Vh=-V(p) (2.15)

seklinde yazilabilir. h(p) yani spesifik entalpi, yalnmizca p'nin bir fonksiyonudur.
Boylece Euler denklemi,

1
—0® + h+ 5(Vcb)? =0 (2.16)

Bernoulli denklemine indirgenmig olur.
Hareket denklemleri, varsayilan (ng, ®o, po) arka planlarinda lineerlegtirilebilir olsun.

n = ng + eny + O(e?)

D = By + ed; + O(e?)

p=po+epr +O(?)
Ses, dinamik niceliklerde lineerize dalgalanmalarla tanimhlidir. Yani, ortalama govde
hareketi ve akustik dalgalanmalar olarak, geleneksel metotla ayrigtirilabilir. Fiziksel

bir varsayim yapilmasi, analizin gecerliligi icin, yiiksek frekansh diigiik dalga boylu
pertiirbasyonlarin genliginin kiiclik olmasini gerekli kilar.

Bu lineerlestirme iglemi siireklilik denklemini ¢ift denkleme dontistiirtr.
atn() + V.(n()VO) =0 (217)

8tn1 + V.(nwo + n()Vl) =0 (218)

Barotropi sart1 kullanilirsa, entalpi,
h(p) = h(po + ep1 + O(€*)) = hgy + eg—l + O(e%) (2.19)
0

olarak yazilabilir. Bu sonug, Euler denklemini lineerize ederken kullanilirsa, buradan
iiretilecek ¢ift denklemler,

1
—0,%o + ho + 5(Vcbo)? =0 (2.20)



—8tq)1 + ]2 — VO.VCI>1 =0 (221)
Po

olur. Denklem (2.21) yeniden diizenlenerek,

p1=no(9®P1 + vo. V1) (2.22)
ve barotropik varsayim igin,
on on
= —po(0; P Vo 2.23
ny appl apPo( i1+ vo. V) (2.23)

olur. Lineerize Euler denkleminden tiiretilen bu sonug, lineerize stireklilik denkle-
minde yerine konulur. Boylelikle dalga denklemi,
on on

—8t(a—pn0(8tq)1 + Vvp. Vo )) + V(nOVCI)l — a—pTLoVo(at(Dl + VO-V(I)I)) =0 (224)

olur.

Bu dalga denklemi, ®; lineerize skalar potansiyelin ilerleyisini tarif eder. ®; belir-
lendiginde, yukaridaki denklemler ile, p; ve ny belirlenebilir. Boylece dalga denklemi,
akustik dalgalanmalarin ilerleyigini tamamen tarif eder. pg, ng ve vo = —V®, arka
plan alanlari, denklemde, zaman ve konum bagliligi sabitleri olarak ortaya cikar.
Akigkanin hareket denklemlerinin barotropik, viskozitesi olmayan ve donmesiz akish
olmasi kisitlarimi bu arka plan alanlar1 olusturur. Bu kisitlar disinda, keyfi uzaysal
ve gecici baghliklar miimkiindiir. Bolgesel ses hizi,
5, 0On

c = on (2.25)

olmak ftizere, simetrik 4 x 4 simetrik matris olugturulursa,

-1 ‘ —v)
() = 22 0
c (269 — viv))

‘ (1,r=0,1,23 ve i,j=1,2,3)  (2.26)
v}

seklinde yazilabilir. (3+1) boyutlu uzay-zaman koordinatlar z* = (¢; ') seklinde
yazilirsa, dalga denklemi,

O £0,81) = 0 (2.27)

seklinde yazilabilir. Bu denklem, denklem (2.24) ile eg degerdir; ancak bu yazim sa-
yesinde, egri uzayda (3+1) boyutlu, Lorentzyen geometri teknikleri uygulanabilir.
Herhangi Lorentzyen (yari-Riemannyen) manifoldda egri uzay skalar d’Alembertyen’i,
G (t, ) metrik cinsinden,

D<I>—\/_ (V=399"0,®) (2.28)

yazilabilir. ¢ = det(g,,) icin; ters metrik ¢"(¢,x), noktasal olarak g, (t,z)'in ters
matrisidir ve dalga denklemi, d’Alembertyen cinsinden yazilirsa,

V=gg" = " (2.29)

Ve ayrica,

det(f") = (V=9)'g ' =g (2.30)



oldugu goriiliir. Denklem (2.26) esitliginde de, determinant mindrler aracihigiyla he-
saplanirsa,

4
v 10\ 4 n
det(f") = () (=D = vg) = (=wo)|[*[*] = =3 (2.31)
bulunur. . )
_ _”_3 ve J=g="0 (2.32)
c c
Boylece, ters (kontravaryant) akustik metrigin katsayilar: segilebilir.
1 —1 —v
g (tx) = — , ‘ 2 (2.33)
e |~ | (36 = ufod)

Bu sonuca gore, 4 x 4 matrisin tersi alinarak, metrik bulunabilir. Boylece, kovaryant
akustik metrik,

2 2 J
Gu(t,z) = nioc _(C_;é %) ;i“ (2.34)
olur. Bu gosterime eg deger olarak, akustik aralik (akustik ¢izgi elemani)
ds® = g, datda” = %[—Cthz + (da’ — v2idt)6;;(da? — vjdt)) (2.35)
seklinde ifade edilir [7]. O

Metrigin isareti, Lorentzyen metrikte beklenildigi gibi (—, +,+,+) isaretlidir. Bu
diisiincenin olusturulmasinda kullanilan iki ayr1 metrik vardir. !

o [iziksel uzay-zaman metrigi Diiz Minkowski uzayi metrigi
N = (diag[_cl%ight? 1,1, 1])NV
Akigkanin pargaciklar yalmzca, bu fiziksel metrik, 7, ile ¢iftlenmistir ve akigkan
tamamen goreli olmayan hareket halindedir. ||vo|| << cign

o Akustik metrik

1 —(2 =2 | =]
G (t,x) = — ‘

2.36
e —Ué ‘ 52‘]‘ ( )

Ses dalgalari, fiziksel metrigi ”gérmez”. Akustik dalgalanmalar sadece akustik
metrik, g,,, ile ¢iftlenmistir.

Ayrica, akustik geometri, kendiliginden ”stabil nedensellik” 6zelligini barindirir.

1
9 (V) (V1) = e <0

1(3+1) boyutlu Lorentzyen geometride uzay-zamanin her noktasi i¢in metrigin 6 serbestlik
derecesi vardir.(4 x 4 simetrik matrisin 10 bagumsiz bileseninden 4’i koordinat kogulu) Akustik
metrikte, ®g(t, x), ng(t,x), c(t,x) skalarlar1 sebebiyle, yalmzca 3 serbestlik derecesi kalir. Stireklilik
denklemi g6z 6niine alindig: igin, yalmzca 2 serbestlik derecesi, ®¢(¢,x), c(t,x) mevcuttur.
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Akigkanin, normalize edilmig dort hiz vektorii,

(1;v5)
Ve

olur. Oyleyse, zaman parametresinin gradyani ile dort hiz vektorii iligkisi,

vt =

(1;08) vF
V,.t=1(10,0,0) wve VHt=-— = — 2.37
1 ( ) Noc \/n—oc ( )
olur. Boylece, akigkanin hiz alaninin integral egrileri, Lorentzyen metrikteki sabit
zaman yiizeylerine ortogonal olur. Akigkanin akig ¢izgileri boyunca, akustik za-
man,

= / Jrocdt (2.38)

ve akustik metrigin jeodezikleri ancak ve ancak pgc pozisyon bagimsiz ise integral
egrileri olur [2].

2.3 Ergo Bolge ve Akustik Olay Ufku

Isigin kara delik bolgelerindeki davranisi, ses dalgalarinin sessiz ”dumb” delik bolge-
lerindeki davranigina benzer bir incelemeyle tasvir edilmektedir. Donen kara delik-
ler, olay ufku(tekil nokta) ve ergo bolge (zaman 6telemede Killing vektoriintin uzaysi
oldugu bolge) olmak tizere, iki 6nemli bolge olugturur. Oyleyse; bu bolgelerin ve ses
dalgasimin bu bélgelerdeki davraniginin incelenmesi gereklidir [7].

2.3.1 Ergo Bolge

Akig diizgiin ise, zaman 6teleme Killing vektor,
K* = (0/ot)* = (1,0,0,0)* (2.39)
olur. Vektoriin integral egrileri goz oniinde bulundurulursa,
9un((0/O1)"(0)0t)" = gu = —[c* — v7] (2.40)

olur. Bu eleman ||v|| > ¢ igin igsaret degistirecektir. Boylece, ses dalgalari i¢in, siiper-
sonik bolge , ergo bolge olacaktir. Ergo bolgenin sinirina, ”ergosfer” denilebilir. Bu
bolgenin davranigi, donen kara delik etrafinda, uzayin, sabitlenmis yildizlara gore
stiperluminal akig gergeklestirdigi davraniga benzer [7].

2.3.2 Akustik Olay Ufku

Sifir jeodaziklerin, fononlarin, simirindan digar1 kacamayacagi bolgedir. Duragan ge-
ometriler ¢aligilacagindan, genel goreliligin aksine, bu bolgelerin tanimlanmasi ye-
terlidir. Akigkan hizinin radyal kisminin(r), ses hizini(c) gegecegi nokta (r > c¢)
simirida akustik olay ufkunun yar1 ¢apr hesaplanabilir [7].
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2.4 Girdap Geometrisi

Uzay-zamanda ds ¢izgi elemaninin karesi, uzay-zaman araligini tanimlamak tizere,
ds* = g, da'ds” = 2[—c2dt? + (da' — /U62dt)5ij(dxj — v)dt)] (2.41)
c

esitligini saglayan geometride ¢alisilacaktir. Bu egitligi saglayan girdap geometrisidir.
Bunun diginda, Painleve-Gullstrand geometrisi, levha (slab) geometri incelemeleri
kaynaklarda mevcuttur [2].

2.4.1 Su Gideri (”draining bathtub”) Modeli

Su gideri (”draining bathtub”) modeli, olay ufkunun simirinda ergo bélgenin bagladig
bir 6rnek modeldir. z yonli lineer giderli, (3+1) boyutlu akiga sahip siiriitklenen
kiivet modeli ele alinacaktir. Arka plan yogunlugu n pozisyondan bagimsiz alinirsa
(Arka plan basinci p ve ses hizi ¢ kendiliginden sabit olacaktir.), siireklilik denklemi
dolayisiyla akigkan hizinin radyal bilegeni,

v oc = (2.42)

olmalidir. Akigin tanjant yoniinde, girdap merkezinden gelecek delta-fonksiyonu

katkis1 diginda, girdapsiz olmasi,

;1
o' oc — (2.43)
r

sartini saglar. ()yleyse, arka plan hiz potansiyeli,
O(r,0) = —Aln(r/a) — B (2.44)

formunda olmalidir. Boylelikle, silindirik koordinatlarda gradyan alinarak, akigkanin
hiz1,

A? + BO
vo _ v AT BY) (2.45)
r
seklinde bulunur. Bu sonug, uzay-zaman araliginda yerine konulursa,
ds* = g, da"ds” = @[—czdtz + (da’ — véth)éij(dxj — v)dt)] (2.46)
c

ve ng/c faktorii pozisyon bagimsiz oldugundan, ¢izgi elemanindan atilirsa ve

A, B,

ve ==t =003 =0 ve da'=drr da? = rddf,ds’® = dz (2.47)
r r

degerleri yerlestirilirse, aralik,
A B
ds® = —2di® + (dr — =dt)” + (rd§ — =dt)” + dz° (2.48)
r r

seklinde bulunur. Parantez karesi terimler agilirsa, bu forma es deger olarak,

A+ B?

A
—)dt* — 2=drdt — 2Bdfdt + dr® + r*d6* + dz2* (2.49)
r

2 _ (.2
ds® = (c "
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uzay-zaman araligl elde edilir. Buradan, ergosfer yarigap,

Ny
Tergosfer = f (250)

olur. A’'nin igareti ergosferin yaricapini degistirmez, girdabin merkezinin gider ya da
kaynak olmas: fark etmemektedir. Akustif olay ufku yaricapi da,

olur. A < 0 i¢in gelecek akustik ufuk (akustik kara delik) A > 0 i¢in ge¢mis akustik
ufuk (akustik beyaz delik) ayrimi yapilabilir [7].

2.5 Kara Delikten Enerji Koparma

Kara delikler igin, iki tip 1s51ma goz oniine alinir; kendiliginden gerceklesen Hawking
1gimast [16] ve uyarilmig emisyon olarak gerceklegen siiper 1gmma [5]. Bu kisimda,
151ma cegitleri incelenecek ve tezin konusu olan stiper igtmanin fiziksel dayanagi tetkik
edilecektir.

Hawking 1g1masi, olay ufku komsulugundaki kuantum dalgalanmalar1 sebebiyle olugan
kara cisim 1g1masinin, kara delikte kiitle kaybina yol acacag1 diisincesine dayanir. Ha-
wking sicakligi, kozmik mikrodalga arka plan (CMB) sicakhigindan oldukga diigtiktiir.
Bu sebeple dogrudan gozlem heniiz miimkiin olmamigtir [10].

Donen kara delikler, Kisim (2.3)’te anlatilan, olay ufku ve ergo bolge olmak iizere,
iki onemli bolge olusturur.

Donen kara delik (Kerr kara deligi) igin , olay ufku (pargacik veya radyasyonun asla
kagamayacagi bolge sinir1) ve sonsuz kirmiziya kayma yiizeyi arasinda ”ergo bolge”
tanimlanir. Sonsuz kirmiziya kayma yiizeyi ve olay ufku sadece agisal momentumu
olmayan Schwarzschild kara deliginde cakigir.

Stiper 1g1ma, ergo bolge komsulugunda olusan isgtmadir. Astrofiziksel olarak gozlem,
bu 1g1ma tipinde de heniiz miimkiin olmamaigtir.

R. Penrose’un 1969’da ileri siirdiigii fikre gore [12], sonsuzdan ”ergo bolge” ye gonde-
rilen Fy enerjili pargacik; Ey durgun kiitle ve kinetik enerjili( £y’dan biiyiik) parcacik
ve F; sonsuz Ol¢imde negatif, ancak, bolgesel Lorentz gergevesinde pozitif enerjili
parcacik(”rocket ejecta”) olarak; iki parcaya ayrilir. ” Negatif” enerjili pargacik, kara
delik tarafindan yutulur. Dolayisiyla Es ile ¢ikan parcacik, giren pargaciktan yiiksek
enerjiye sahip olur [13]. Yani, ergo bolgede negatif enerjili bir test pargacigr olugur
ve karadelik tarafindan yutulur ise, kara delikten enerji koparmak miimkiin olur.
Baslangigta M kiitlesinde olan kara delik bu siire¢ten sonra, M — |E;| yeni enerji-
sine sahip olacaktir. Bu olaya Penrose stireci denir [5].

Penrose siirecinin klasik versiyonu olan siiper 1ig1mada ise; donen kara deligin agisal
momentum tasiyan ergo bolgesinden sacilan skalar, elektromanyetik veya yer ¢ekimsel
dalganin genliginin yiikseltilebilecegi diisiiniilmektedir.

Gelen dalganin bir kismi ergo bolgeden gecis yaparak, kara delik tarafindan yutulur.
Ergo bolgeden geri donen dalga sonsuza devam eder. Diizlem geometri ve vakum
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icin, giren dalganin bir kismi yutuldugundan, donen dalganin giren dalgaya gore
diigiik enerjili olmasi beklenir. Kiiresel veya silindirik geometride ise; €2 acisal hiza
sahip cisim ve m multipol momentli, w acisal faz hizina sahip gelen dalga icin,
) > mw ise, cisimden sacilma sonrasi donen dalganin genligi yiikselebilecektir. Ya.
B. Zel'dovich’, genel bir ¢aligma olarak, 1972 yih makalesinde [14], dénen cisimden
yansiyan silindirik elektromanyetik dalganin yiikseltilmesini hesaplamigtir. Sonraki
caligmalarda, donen kara deligin acisal momentum tasiyan ergo bolgesinden sagilan
dalganin genliginin yiikseltilmesi, bu makaleden yola ¢ikilarak, olayin 6zel bir 6rnegi
olarak ele alinmigtar.

Asimptotik halde, f(r) = Ce~*7/\/r (C=sabit) olmak iizere, silindirik koordinat-
larda biiytik m multipol momentli, w frekansh silindirik dalga;

O = f(r)e e (2.52)

formundadir. Gelen dalganin W enerji akisi igin agisal momentum L, = Wm/w olur.
Donen cisim gelen dalganin biitiin enerjisini absorbe ederse, cismin toplam enerjisi
E acisal momentumu M, ve donme enerjisi Fys,, I eylemsizlik momenti icin,

dE dM, M?
@y g = 2.
a =g Tl Bee =7 (2:33)
olur. O zaman,
dEgs, M, Qm
_ My _gp =Py 2.54
dt 1 w ( )
Qm/w > 1 oldugundan,
dEy, dFE
— 2.
i~ dt (2:35)

olur. Bunun anlami cismin entropisinde azalma olacaktir ki, bu mumkiin degildir.
Oyleyse, dalganin kismi absorbe olmasi ve kismi sagilmasina bakilmalidir.

Silindirik cisim, simetri ekseni tizerinde donmektedir. Boylece, cismin etkilesim alanini
tarif eden terimler donme ve zaman oteleme altinda degigsmezdir. Dolayisiyla, sacilan
ve gelen dalganin frekans ve multipol momentleri cakismaktadir. Bu durumda sacilan
dalganin formu,

O = Cetikr—ivttimd | /o (2.56)

seklinde yazilabilir. Sacilan dalganin L,; momentumuna tasidigi enerji Wi, giren
dalgadaki gibidir. Yansiyan dalga hesaba katildiginda, E' cismin toplam enerjisi,
Eys, donme enerjisi ve Eyj, termal enerjisi olmak tizere,

dE dEdb'n
W W
dt bt

=L, —Ly=(W-W))Qm/w (2.57)

dolayisiyla,
dEy,  d(E — Egsn)
- ) (W= W)(1 - wm/9) (2:59)
dsS = dET”L artmasi gerektiginden, dgt“" > 0 olmalidir. Om/w > 1 oldugunda, W; >

Wsonucuna varilir. Boylece, sagilan dalga, girig dalgasindan biiytik genlige sahip
olur [14].
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3 Bose-Einstein Yogusmasi

Bose-Einstein Yogugmasi makroskobik bir kuantum fenomenidir. Bose, 1920’lerde
Planck’'in agikladigi kara cisim 1gtmasindaki elektromanyetik dalgalara, gazin 6zdes
parcaciklar: olarak yaklagsmayi onermistir. Einstein, bu yaklagima, ayirt edilemez
kiitleli etkilesimsiz bozonlarin parcgacik sayisi korunumunu eklemistir. Bu sebeple
Bose-Einstein Yogusmasi; ideal gazlarin Boltzmann, Maxwell, Gibbs tarafindan gelis-
tirilen klasik teorisinin, ilk kuantum mekaniksel genellestirmesidir. Kuantum ideal
gaz, karakteristik ozelliklerine gore Bose-Einstein veya Fermi-Dirac Istatistigi ile in-
celenebilir [32]. Bozonlar tam say1 spinli parcaciklardir. Ozdes bozonlardan olusan
sistemi temsil eden dalga, herhangi iki parcacik degisimi altinda simetriktir. Yarim
tek tamsay1 spinli antisimetrik dalga fonksiyonuna sahip fermiyonlarin aksine, bo-
zonlar, tek parcacik kuantum durumunda bulunabilir [33]. Bose’un buldugu kuan-
tum durumlarin sayilmasi; * He atomlari, foton ve Kisim (3.2)’de ayrintihi incelenecek
olan alkali metal atomlar1 gibi, bozonlara uygulanabilir [32].

it
\\|l‘\..
W

“‘ EALAE,
T tate
A tl‘“t‘ 3

Sekil 3.1: JILA;'95 Rubidyum atomlarmin hiz dagilimi,|[1]

Etkilegimsiz klasik ideal gazdan veya Fermi gazindan farkli olarak Bose gazinda,
kuantum faz gecisi, Bose-Einstein yogusmasi', gerceklesir. Faz gecisi, parcacik is-
tatistigi ile hesaplanir. Faz gecislerinde, termodinamik gozlenebilirler ve tiirevleri,
ani karakteristik degisiklikler yasarlar. Bu degisim noktasi, kritik sicaklik(7.) ile
tanimlanir [32].

Klasik siv1 fazdan gaz fazina gecise analoji olarak yogusma terimi kullanilir. Benzer sekilde,
Bose-Einstein yogusmasinda, kritik sicaklik altinda, ”normal” pargaciklar, dengede ”yogusmusg”
parcaciklar ile beraber var olur; ancak gazdaki sivi damlalarinin aksine, ”yogusmus” ve "normal”
parcaciklar konum uzayinda degil, momentum uzayinda ayrigir. ” Yogusmus” parcaciklar, sifir mo-
mentumlu tek kuantum durumunu paylagirken, ”normal” parcaciklar sonlu momentumludur [32]

15



Bose-Einstein yogusmasinda, gecis sicakliginin mertebe hesabi, boyutsal argiiman-
lar ile yapilabilir. Serbest parcaciklardan olusan tekdiize gaz igin, ilgili nicelikler;
parcacik kiitlesi (m), say1 yogunlugu (n) ve Planck sabiti (h=h27) olacaktir. Bu
enerjinin Boltzmann sabiti (kg) ile boliinmesi ile kritik sicaklik

h2n2/3

mk:B

T.=C

(3.1)

C' niimerik faktor olmak tizere, tahmin edilebilir [33]. Kisim (3.1)’de C faktorii elde
edilecektir.

3.1 Bose-Einstein Dagilimi

Ozdeg kuantum parcaciklar i¢in, kombinasyonlar kullanilarak miimkiin durumlarin
sayllmasi sonucunda, termal denge durumunda, § = 1/kgT, p kimyasal potansi-
yel olmak tizere, €, enerjisi ile verili tek parcacik kuantum durumlarinin ortalama
dagilim sayis1 (Bose-Einstein dagilimi),

1
fE(er) = B 1 (3.2)
ile verilir.
Bose-FEinstein dagilimi ile "kutudaki” toplam parcacik sayisi,
1
N = zk: e (3.3)

ve V hacminde, termodinamik limitte k degerleri siirekli olursa,
1 1
-y - >k
V g / (2m)3

n = % pargacik yogunlugu ve g(e) = m%e%/(\/ﬁﬂjhg) birim hacimde durum yogunlugu
olmak tizere,

> 1
2 = e’ fugasite ve © = €3 olarak yeniden yazilirsa,
n= (mkpT)3 / e T3 dy (3.5)
Vomhd Jy 1 —ze®

elde edilir. z < 1 igin,

—X

S ze (14 ze ™ 4+ 2% 2 4 )
1—ze™®
(3.6)

2Pe™P*

hE

1

p
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yazilirsa, z < 1 igin, seri yakinsak oldugundan, gama fonksiyonunun 6zellikleri kul-
lanilarak,

I(t) = /000 y' e vdy ve T(3/2) =+/r/2 (3.7)

/ e P2y = L e Yy 2dy
0 0

p3/2 9.8
- p3/2 2
bulunur.
Boylece fugasiteye gore parcacik yogunlugu fonksiyonu,
g3/2(2) = Z Y] (3.9)
- P
p
aliarak,
mk‘BT 3/2
= 3.10
n=(Sor) ge(2) (3.10)

bulunur. Parcacik yogunlugunu anlamak icin gs/(2) fonksiyonuna bakilirsa, z=1
i¢in, g3/2(1) = £(3) olur. Burada,

£(s) = Zpl (3.11)

Riemann Zeta Fonksiyonu olarak isimlendirilir ve degeri £(2) = 2.612dir.

2 2
=T )y (3.12)

93/2(65“) - (kaT

Eger yiiksek T sicakligi veya diigiik n yogunlugu olursa, denklemin sag tarafinin
degeri azalir ve

g32(2) =2+ ...
olarak yazlabilir. Oyleyse,
3 mk:BT

elde edilir. Gaz digiik sicakliga kadar sogutularak z, 1’e esit olana kadar arttirilirsa,

27 hn?3

Te= £(3/2)23 mkp

(3.14)

kritik Bose-Einstein yogusma sicakhigi (7,) bulunur.

Einstein, bu sicaklik altinda, bozonlarin tek parcacik kuantum durumunu paylagtigini
gostermistir. Toplam N parcaciktan Ny tanesi, ¢, = 0 enerjili bir kuantum duru-
munu paylagir. Bose-Einstein dagilimi ¢, = 0 durumlu pargacik sayisini,

1

No= ——
07 B —1

(3.15)
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olarak tahmin eder. | .
= —kgTin(l+ —) ~ —kgT— 3.16
p=—ksTin(1+ 5p) ~ —ksT (3.16)
Eger parcaciklarin sonlu kismi temel durumda ise, V' — oo, Ny — oo ve u — 0 olur.

Boylece T, altinda, kimyasal potansiyel efektif olarak sifir olur.

T, altinda k = 0 noktasi ayr1 sayilmali, yani

- 1
N:N0+Zeﬂ€k_1 (3.17)
k0

almmalidir. Siirekli durumlar i¢in ) — [ dontstiimii yapilirsa;

knT 3/2 oo —x
n=mng+ M/ S (3.18)

integrantin degeri I'(3/2)£(3/2) oldugundan,

mk BT
= 2.612(———— 3.19
n Nno + ( o h2 ) ( )
bulunur. Yani n = ng+n, sirasiyla yogusmus ve "normal” pargacik yogunlugu olarak
ayristirilabilir. Oyleyse,
T\ 3/2
"o (p)

. T (T=0’da ny =n) (3.20)

sonucuna ulagilir. Bu sonuglar kullanilarak, Bose-Einstein gazinin termodinamik
ozellikleri bulunabilir [32].

3.2 Bose-Einstein Yogusmasinin Deneysel Olarak
Gergeklestirilmesi

1930’Iu yillarda, sivi “He'iin 2.2 K altinda siiper sivi oldugu kesfedildi. Viskozi-
tesi sifir olan, yani akiglarin kinetik enerji kaybina sebep olmadigi bu 6zellik, Bose-
Einstein yogugsmasinda da ortaya ciktigindan ve hesaplarda T, = 3.1K, yani siiper
sivilik gecisine yakin oldugundan, * He'te yogusma olabilecegi diisiiniildii. Ne var ki;
YHe igin pargacik yogunlugu (n=2 x 10*c¢m=3) oldukga yiiksektir, seyreltik halde
bulunamaz ve etkilesimler  He’ii siv1 faza yoneltir. Bu sebeple, siv1 He’iin yalmzca
stiper sivi oldugu anlagilmigtir. Yogusmus Bose-Einstein atom bulutunun merkezinde
parcacik yogunlugu 103 ~ 10%em =3 arahigindadir. Oda sicakhiginda ve atmosfo-
rik basincta, havadaki molekiil yogunlugu 10*cem =2 civarindadir, atom cekirdeginde
niikleon yogunlugu 103cm =3 civarmdadir [33].

Seyreltik atomik gazlarda Bose-Einstein yogusmasi, deneysel olarak ilk defa 1995
yihinda alkali metal atomlari ile gozlenmigtir [1]. Lazer tuzaklarda sogutulan atomlar,
manyetik alanda tuzaklanarak en diigiik enerjili kuantum durumuna gegcirilir. Alkali
metallerin atomik kiitleleri oldukca fazla oldugundan beklenen T, degeri 1076 ~ 10~8
kez kiiciik, yani 10nK~ 1puK olmahdir. Bu durum katilarda, metaldeki elektron-
larin kuantum etkilerinin; Fermi sicakhigr (10* ~ 10°K) altinda artmasina, fononlar
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icin Debye sicaklig1(10?K) altinda artmasina benzer bir durum olarak ele alinabilir
[33].

Periyodik tablonun ilk stitununda yer alan alkali metaller en dig s-orbitalinde tek
valans elektron bulundurur. 2s lityum (Li), 3s sodyum (Na), 4s potasyum(K) ve 5s
rubidyum(Rb) atomlarinda yogusma gergeklegir. Diger elektronlarin kuantum du-
rum kabuklar1 tamdir; yani, toplam orbital acisal momentum ve spinleri sifir olarak
alinir. Atomun toplam spin durumuna gelecek tek katki, niikleer spinden kaynaklidir.
Eger tek sayili proton ve notronlu niikleer izotop ise, net yarim tam sayili spin olusur.
"Li, 2Na ve 8" Rb icin gekirdek S = 3/2 spinlidir. Bu durumda toplam spin, niikleer
spin ve valans elektron spini tam sayili olur. Boylelikle, kuantum istatistiksel olarak
bozon, tam say1 spinli parcgacik, olarak incelenmesi miimkiindiir.

Toplam spinin olasi degerleri kuantum mekaniksel olarak, S = |S; — Sa|, [S1 — Sa| +
1,,81+ Sy — 1,5; + S5 ve S = 3/2 ¢ekirdek ve S = % elektron spini ile toplam
S =2 veya S = 1 toplam spinli durumlar verecektir. Gaz bu durumlardan birinde
olacak sekilde ayarlanirsa, tam say1 spinli pargaciklardan olugsan gaz hazirlanir. Eger
gaz, S = 1 ve S = 2 durumlu atomlardan oluguyorsa, iki tip bozondan olugan (ayirt

edilebilir iki tip) karigum elde edilir.

Manyetik alanda atomlarin tuzaklanmasini anlamak igin, atomlarin enerji seviye-
leri ve manyetik alandan etkilenmeleri incelenmelidir. Bose-Einstein yogusmasinin
biiyiik avantajlarindan biri, atomlarin ayni kuantum durumunu paylagmasi dolay:-
siyla yogusma atomlar icin Hartre-Fock teorisine benzer sekilde ortalama alan teorisi
metotlari ile analiz edilebilir olmasidir.

Es bozon sistemi i¢in dalga fonksiyonu, herhangi iki parcacik degisimi altinda simet-
riktir. Yarim tam say1 spinli ve antisimetrik dalga denklemine sahip fermiyonlarin
aksine, bozonlar tek pargacik durumunu paylagabilir.

S = 3/2 gekirdekli alkali metal atomu incelenirse, farkli kuantum durumlar igin
spin dalga fonksiyonlar1 bulunmalidir. S = 2 maksimum toplam spin durumu bu-
lunur. Bu toplam spin igin, bes farkli kuantum durumu olacaktir. Toplam spinin z
bilegsenine karsilik gelen Mg kuantum sayilari, Mg = 2,1,0, —1, —2 olacaktir.

Ms = 2 maksimum degeri i¢in,my c¢ekirdek durumu, mg elektron durumu olmak
tizere, |mg1, ms2) notasyonu kullanilirsa, dalga fonksiyonu,

31
=2,Mg=2)=|=, = 21

|S y LS > ‘ 279 > (3 )
seklinde temsil edilebilir. Toplam spini S = 2’ye kargilik gelen, diger Mg durumlari,

spin algaltma operatorii, S— =8, +85, yardimiyla bulunur.
S=|m) =+/s(s +1) —m(m — 1) |m — 1) ézdesligi kullanilirsa, Mg = 2,1,0, —1, —2
beg kuantum durumu bulunur.

[S=2Ms=2) =133
S =2.Ms = 1) = 3(V35:8) +[3.-9)
5=2, M5 =0) = 5 [33) +1-3.3)
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Toplam spini S = 1 olan Mg = 1,0, —1 ii¢ kuantum durumu, S = 2 durumlarina
ortogonal olmalidir ve bu gerekliligin durumlar,

5 =1.M5 = 1) = §(13:5) - V3[3.-3))
5= 185 =0 = (5 =3 - [-5.3))
5 =105 = 1) = 3|53 - V35.3)

olur. Manyetik alan olmadiginda S = 2 ve S = 1 kuantum durumlarinin, ¢ekirdek
ve valans elektron arasinda olusan ince yapi etkilesmelerinin enerjileri ¢ok farkl
degildir. S = 2'nin beg farkli durumu ve S = 1’in i¢ farkli durumu dejenaredir.
Ancak, manyetik alan varhiginda bu dejenare durumlar Zeemann ayrigmasina ugrar.
Bu durumda efektif Hamiltonyen,

H=1JS) Sy +2upS,.B. (3.22)

ile bulunabilir. Burada J, ¢ekirdek ve valans elektron arasindaki ince yap1 etkilegimi,
2up valans elektronun manyetik momenti(up = eh/2m, Bohr magnetonu), B,, z
yoniindeki manyetik alan olarak alinacaktir. Cekirdegin manyetik momenti, valans
elektronun manyetik momentinden oldukca kiiciik oldugundan, hesapta goz ardi
edilmistir. Kii¢iik manyetik alan limitinde, hamiltonyenin 6zdurumlar1 kolaylikla
bulunabilir. B, = 0 iken,

A o 1 A A A N
S8 =3 ((S1 +8)2— (8))% - (52)2> (3.23)
0zdegligi kullanilirsa,
3 5
Ey=- E=—- 24
2= 1= (3.24)

sirasiyla S =2 ve S = 1 durumlarma kargihk gelen enerjiler bulunur. Kiigiik manye-
tik alan i¢cin H' = 2upSs. B, yalans elektronun manyetik dipol momenti kullanilarak,
pertiirbasyon uygulanabilir. Ilk diizeltme ile pertiirbasyon teorisinde enerji kaymasi

AFE = (H') olur.

Olusturulan bu teorinin uygulamalar: acisindan, manyetik alan iligkisi oldukc¢a 6nem-
lidir. Kuantum durum enerjilerinin manyetik alan bagliligi, manyetik atom tuzak-
larinin olusturulmasinda kullanilir. Tuzak, manyetik alanin bélgesel minimumu ola-
cak sekilde hazirlamr. Ornegin, S = 2 ve Mg = 2 kuantum durumunda parcacik,
manyetik alanin kiiciildiigi bolgeye ilerletilirse, enerjisi diigecektir. Atom, potansi-
yel enerjinin bolgesel minimum oldugu tuzaga cekilecektir. Kinetik enerjisi yiiksek,
"sicak” atomlar tuzaga baglanmayip kagar. Boylece potansiyel enerjinin bolgesel mi-
nimumuna ”soguk” atomlar tuzaklanir. Soguma orani, bariyer yiiksekligi ile kontrol
edilebilecektir. Boylece 1 pK altinda sicakliklar elde edilebilir [32].

3.3 Ultra Soguk Zayif Etkilesen Bose-Einstein Yogugmasi

i)T(r) ve (f(r), r noktasinda yaratici ve yok edici alan operatorleri olmak {izere,
bozonlar i¢in bu alan operatorleri arasinda,

A A A

[@7(r), &) = 8(r —x'),  [&(r), &(r)] = [(r), '(x')] = 0 (3.25)
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komiitasyon iligkileri yazilabilir. Kisim (3.2)’de anlatilan, tuzaktaki alkali metal
atomlar1 i¢in, atomlar arasi etkilegsmeler, olas1 atomik kiimelegmelere sebep olacagin-
dan, bu etkilesmeler de g6z oniine alinmalidir. Bose-Einstein yogugmasinin ilging bir
ozelligi, iki cisim yogunlugunun, bir cisim yogunlugu cinsinden yazilabilmesidir. Et-
kilesimler, parcaciklar arasi ayrigmalara gore kisa mesafe olceginde oldugundan, ¢ift
etkilesimlerini Dirac delta fonksiyonu ile yaklagik olarak temsil edilebilir.

V(ie—r1")~gi(r—1') (3.26)
dma h?
g = (3.27)
m

olmak tizere etkilesim tek degiskenle temsil edilebilir. ag, iki cisim ic¢in sagilma te-
orisindeki, s dalgas: sa¢ilma uzunlugudur [32].

Iki parcacik etkilesimlerini ihtiva eden ¢ok parcacik Hamiltonyeni?,

R 2 . R 1 R R R R
H= / <%V®T(r)v¢(r)dr> + Vas + 5//®T(r)q>T(r/)V(r’ —1)®(r")®(r)dr'dr
(3.28)
seklinde yazilabilir.

Bu Hamiltonyen ve denklem (3.25)’daki alan operatoriintin komiitasyon iligkileri
kullanilarak, Heisenberg denklemi yardimiyla,

ey S T
zhEQJ(r,t) = [<I>(r,t)2, H]
- {_% + Vs (r, 1) + / I, )V (x —r’)<i><r’,t>dr’] (r.t) (329)

denklemi elde edilir.

Boylece manyetik tuzaktaki atomlar1 temsil eden dalga denklemi, Ve, potansiyeli,
diisiik enerji sagilma ozelliklerini saghyor ise, ®(r, t) klasik alan ®(r, t) alinarak,
0 hV?

ihs 0 (r, ) = ( = S+ Vau(r. 1) + gl (. t)|2><I>(r, ) (3.30)

seklinde yazilir. Bu denklem Gross-Pitaevskii denklemi olarak isimlendirilir.
Ultra soguk zayif etkilegimli Bose-Einstein yogugmasinda atomlar: temsil eden dalga
denklemi olarak kullanilir [32]. Genel halde denklem, lineer olmayan Schrédinger

denklemi®’dir.

3.4 Donmesizlik

Gross-Pitaevskii(GP) denklemi, Kisim(4.1)’da anlatilacak olan ciftlenmis iki hidro-
dinamik denklem seklinde yazilabilir ve korunan nicelikler incelenebilir.

z’hQQJ(r t) = (— h_V2 + Vas(r, t) + g|®(r t)\z)qD(r t) (3.31)
8t ) - om dis\"> g ) ’ .

2U¢ cisim carpigmasi, iki cismin bagh durum olusturmasm ve fazlalik kinetik enerjinin
igiincii cisme aktarilmasini gerektirdiginden ve diigiik yogunluk ele alindigindan, oldukca kiiciik
bir oranda gerceklesecektir. Ote yandan, iki cisim carpigmalar1 goz ardi edilemez [32].
3Kisim(7.1)’de bu denklemin incelemesi bulunabilir.
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seklindeki GP denklemi, ®*(r,t) ile garpilarak, karmasik eglenigi igin islem tekrar-
lanir ve denklemler diizenlenirse,

|®(r,t)|? h
_ (== (P*VP — OVDY)) = .32
TV (Qmi( \Y% Ve*)) =0 (3.32)
olur.
n(r) = o’ (3.33)
oldugundan denklem,
h (P*VO — OVOI*)
= .34
VT o |2 (3:34)
olmak tizere,
?9_7; +V.-(nv)=0 (3.35)
seklini alir. Ak yogunlugu,
j= 2—(<I> Vo — dVoPY) (3.36)
i
oldugundan Denklem(4.6),
j=mnv (3.37)

seklindedir. Yani momentum yogunlugu, parcacik kiitlesi ve parcacik aki yogunlugunun
carpimudir. Dolayisiyla, diizen parametresi faz ve yogunluk kismina ayrigtirilirsa,

®(r,t) = /n(r, t)e"H (3.38)
icin,
h
v="vs (3.39)
m

olur.

Vxv=0 (3.40)

oldugundan, faz alani tekil omadikga, akig donmesiz olacaktir. Bu ozellik yogugmanin
stiper siv1 karakteristigini gosterir [33].

3.4.1 Zayif etkilesen Bose-Einstein Yogusmasinda Girdap

Bose-Einstein yogusmasinin zayif etkilesen halini anlatan GP denklemi i¢in, sonlu
yogunluk tipi c¢oziimler bir sonraki kisimda ayrintili incelenecektir. Bose-Einstein
yogugmasinin donmesiz oldugu bir onceki kisimda gosterilmigtir. Bu kisimda, bir
¢ekirdek bolge i¢in yogunlugun sifira gittigi girdap ¢oziimii incelenmisgtir. Bu ¢oztimde
kuantum basinc1 dikkate alinacaktir. Girdaplar, yiiksek agisal hiz ile donen stabil ol-
mayan noktalardir. Enerji fonksiyonelinin,

h
E = / (=—|VO|* + Vas(r)|VO|* + g|V<I>|4)dr (3.41)
2m 2
minimumlarina karsilik gelirler [34].
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Stiper akigkan normal bir akiskan gibi donme 6zelligi gostermez. Klasik olarak, €2
acisal hiz olmak tizere donmeye karsilik gelen hiz alani,

v=QXxr (3.42)

ile gosterilir. Bu denklem, siiper akigkanin donmesiz olma sartini ihlal eder.

Hiz alani,
h
t)=— 43
v(r,t) mVS (3.43)

diizen parametresinin faz alaninda tekillik oldugu durum diginda,
Vxv=0 (3.44)

donmesizdir. Genel olarak, yogugmanin dalga fonksiyonu tek degerli oldugundan, AS
kapal1 bir kontiir etrafinda 27’nin katlar1 seklinde, [ tam say1 degerleri i¢in,

AS = ]{VS ~dl = 2ml (3.45)
olur. Oyleyse, kapali kontiir etrafinda dolanim,
h h
= J(I{V cdl= =27l =1— (3.46)
m m

olur; yani dolanim % biriminde kuantizedir. ()rneéin, silindirik koordinatlarda, z
ekseninde donme altinda degismez kalan bir tuzak igin, azimutal akig ele alinabilir.
Dalganin tek degerli olmasi sart1 i¢in, # azimutal agi olmak tizere, yogugma-nin dalga
fonksiyonunda e’ terimi olmahdir. O zaman, r tuzak ekseninden uzaklk olmak

iizere, hiz alani,

h
=1l— 3.47
Y (347)
olur. Eger kontiir eksen etrafinda kapaniyorsa dolanim [ %, kapanmiyorsa sifir olur.
Eger [ # 0 ise, yogusmanin dalga fonksiyonu, eksen iizerinde kaybolmalhdir, ¢linkii aksi
halde azimutal hareketten kaynakli kinetik enerji iraksar. Denklem(3.54)in ge-

nellegtirilmis halde yazimi,

h
Vxv=i— 4
XV zm(5 (r) (3.48)

62 iki boyutlu (xy diizleminde) Dirac-delta fonksiyonu ve 2, z yonlii birim vektordiir
33].
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4 Zayif Etkilesen Bose-Einstein Gazinda Yer Cekimi
Analojisi

Bu kisimda yer ¢ekimi analojisinin kurulmasi i¢in, Bose-Einstein yogusmasinin, ses
dalgalarimin hareket edecegi ortam olarak, Bolim 2’de anlatilan gerekli sartlar:
saglayacag1 gosterilmektedir. Ultra soguk zayif etkilesen yogusmayi tarif eden GP
denklemi, hidrodinamik yaklagim ile ¢iftlenmis iki denklem seklinde yazilarak, line-
erize edilecektir. Bu iglem efektif geometri tanimlanmasina olanak saglamaktadir.

Efektif geometri sayesinde, yogusmada ilerleyen ses dalgalarinin uydugu Klein-Gordon
denkleminin ¢oziimleri i¢in, dalganin ergo bolgeden sacilma esnasinda genliklerinin
yikseltilmesi hesaplanacaktir.

4.1 Hidrodinamik Yaklagim

Bir onceki kisimda zayif etkilegen ultra soguk Bose-Einstein yogusmasinin, Gross-
Pitaevskii denklemi,

g 00r8) = (<50 4 Vil )+ 51000 ) (1.0 (@)

ile tarif edilecegi gosterildi. Diizen parametresi (dalga fonksiyonu), faz ve yogunluk

kisimlar1 ayristirilarak, ‘
®(r,t) == /n(r, )™ (4.2)

seklinde yazilabilir. Bu sekilde ayrigtirilan lineer olmayan Schrodinger denklemine,
sonlu yogunluk tipi denir [35].

4dmrah?

Bu ayrigtirma, denklem (4.1)’de yerine konulursa, g = 5%

olmak fizere,
2
ih ((8t\/ﬁ)eis+eisi(at5>\/ﬁ) = (_;_mVQ(\/ﬁeiS)—i—%lsx/ﬁew%—g‘nl\/ﬁei‘g)

denklemine doniigiir. Carpim gradyant,

V(vne®) = e¥(V/n) +iy/ne®(VS) (4.4)
seklinde acilarak ve e*® terimleri sag ve solda sadelestirilerek,

2

ih(0p/n) — h(0,S)/n = (—;—m) (V*V/n+2iVy/n - VS — (VS)*V/n+
i(V2S)V/n) + Vasv/n + glnlv/n
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denklemi elde edilir. 9;/n = 28\%, Vvn = % olur ve denklemde sanal ve gergek
kisimlar ayrigtirilirsa,

ho(P*VE — VY

pum— 4.

VT omi EE (4.6)

olmak tizere,
omn+V-(nv)=0 (4.7)

oldugundan,
On = _h (Vn-VS+nV?>S) (Siireklilik Denklemi) (4.8)

m
ve

B2 , V2 | .
ho,S = (—%> ((VS) - m ) — Vs — gln|  (Bernoulli Denklemi)  (4.9)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler, kuantum model olan GP denklemini ¢iftlenmis

iki hidrodinamik denklem olarak inceleme olanag kilar. Denklem (4.9)’daki — ;- V\%ﬁ

terimi, kuantum basmc terimidir [33].

4.2 Efektif Geometri

Kisim (2.2)’de anlatildig iizere, akustik dalgalarin uyacagi dalga denkleminin line-
erlestirme iglemi sonrasi kiitlesiz skalar alan i¢in Klein-Gordon denklemine eg oldugu
gosterilmelidir. Buna bagh olarak, metrik tensor olusturulabilir. Elde edilen efektif
geometri ile ¢izgi eleman1 araciligiyla, belirli hiz alani igin, ergo bolge ve olay ufku-
nun yari ¢apt bulunabilir. Kisim (2.5)’te, dalga denklemi ¢6ztimiiniin, ergo bolge-
den sagilan dalganin genliginin yiikselmesi sonucunu dogurdugu gosterilmisti. Bu
kisimda da, Klein-Gordon denkleminin ¢oziimiinden elde edilecek dalga denklemi
i¢in siiper 1gimanin var oldugu iddiasi, incelenecektir.

Gross-Pitaevskii denkleminde,
®(r,t) := /ne” (4.10)

donitigiimii yapilarak elde edilen denklem (4.8) ve denklem (4.9) denklemlerinde, ®,
ng ve Sy arkaplan degerleri ve 1, n; ve S; kiigiik dalgalanmalar olmak tizere,

O =Py + Dy
n:no—l—m (411)
S - So + Sl
seklinde yazilabilir olsun!.
h
On =—— (Vn- VS +nV>29) (4.12)
m

denkleminde, Vn-V.S = V-(nV.S) —nV2S 6zdesligi kullanilirsa ve bu dalgalanmalar

yerine konulursa,

h
atno = _EV : (TL()VS()) (413)

'Denklemin lineerlestirilmesi ve analizi farkli kaynaklarda bulunabilir [36].
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ve
h h
atnl =—-—V_ (novsl) -—V- (ThVSo) (414)
m m

siireklilik denklemleri elde edilir. Diger yandan,

hd,S = (-%) <(v5)(v5> - V%) — Vs — gln] (4.15)

denkleminin gradyani alinarak ve v = %85’ esitligi kullanilarak,

1 n: Vi/n Vis  gln|
8tv_v<_§(v'v)+2m2 N m)

(4.16)

ve V(v-v) =2(v-V)v dzdesligi kullanilarak; denklem,
r* Vi/n Vas — gln|

seklinde yazilabilir. Bu denklem Euler denklemidir. Denklem(4.9)’da dalgalanmalar
yazilirsa,

((VS0)? +2V S, - VS, + (V5S1)?)

h Vi noTm (4.18)
—Vas — gno — gni + _(—)
Vo + Ny

2m
denklemi seklinde yazilabilir.Sy denklemi ayni dalga denklemini saglamaktadir.

h
8t50 + @gsl - —2

m

(VS1)? ~ 0 alinarak ve kuantum basimci dalgalanma denkleminde birakilarak,

8,5) = (—%)(vs()) (VS1) — gny + %(% m) (4.19)

% m terimi v/ng + 11 ~ (1 + g-) almirsa ve vektor 6zdeglikleri ile manipiile

edilir ise; denklem,

9051 = (—(V50) - (V1) — g + A (Y0 (VRom)y o)

m 2m°  /no 23/
%(V%?O + (V?@”” , kuantum basinci, derecesi sebebiyle ihmal edilebilir.
L)
h
atSl - (-—)VS(] . VSl —gna (421)
m

denkleminden n; terimi cekilir ve zaman tiirevi alinirsa,

028 h
tP1 _at
mg

8tn1 = — (VS[) . VSl) (422)

denklemine ulagilir. Bu denklem, Denklem(4.14) ile egitlenerek,

828, h h
—EL (VS - VS =— —V - (ngVS))
g mg m
h ~8,S1 h
-—v. (( ; —m—gvso-vsl)vso) (4.23)
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denklemi elde edilir.

Hiz potansiyeli, vo = %850 faz alani cinsinden yazilabilir. Kisim(3.5.1)’de oldugu
lizere, 2 yonlii eksensel simetri goz ontine alinarak, efektif 2-boyutlu hiz alam yazilirsa,
V = f% + 9%% gradyan olmak tizere,

h h O

v, = —0,8y, vy = ——8, (4.24)

m mr
tanimlanabilir.c = %\/47ran0 sesin hizidir. Denklem(4.23) g ile garpilir ve hiz potan-
siyelleri cinsinden yazilirsa,

) 1
0251 = Ou(v,0, 51 + 1= 1) + A2+ 5035) + V- (( 88 —v- vsl)v) —0
(4.25)

olur ve

V. ((—atsl v vsl)v) — 0,0,50, — %8,55’11)9 — 8,0,0,8v,—

89 80 80 89

0,0, 5109 — 09— 510, — —Vg—S1vp
T T T

(4.26)
~
olmak iizere yazilir. Denklem(5.1) ve denklem(4.26) birlestirilerek,
—0,0,51v, — %&Slvg — 0,0,0,51v, — %UT&SM - &UQ%SWT
Oy Oy 5 Op 272 I ooy
— 7@9?5109 — 0751 — 04(v,.0,.51 + 09751) + (0751 + T—28951) =0 (4.27)

S1 skalar alaninin yayilim denklemi elde edilir. Ikinci dereceden diferansiyel denk-

lem,

1
0, = —au( |g|g“"@,,51> —0 (4.28)

~Vldl

seklinde kapali halde yazilirsa, bunu saglayan ¢g" tensorii,

g = [det(g")] ™

iken,
1 - vo
I8
nY — 2 2 Vr
L N (4.29)
) —Urvg 52*1’3
r r r2

olacaktir. Bu tensoriin tersi alinirsa;

—c + vf + Ug —U, —TVg
—Up 1 0 (4.30)
2

1

Guv =
I CQ

—Trvy 0 T

olur. Oyleyse efektif metrik ile dS' cizgi eleman icin degismez aralik,

ds?® = g datdz”
= (v — A)dt* — 2v,drdt — 2rvedfdt + dr® + r*df? (4.31)
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olur. Burada ggg elemaninin igaret degistirdigi yer, Kisim(2.4.1) anlatildig: tizere,
ergo bolgenin yari gapidir. Kisim(2.4.1)’de incelenen siiriiklenen kiivet modeli igin,

A B,
P+ =0 (4.32)

vV = —
T T

secgilerek; A B pozitif reel sayilar ve (r, ) silindirik koordinatlar olmak iizere,

A% + B? 24
ds* = — (—02 — %) dt* — —=drdt —2Bdfdt + dr® +r*d6”  (4.33)

olur.

4.3 Siper Isima

Siiriiklenen girdap metrigine gore, efektif (2+1) boyutlu uzay-zaman, zaman Gte-
lemeleri ve donmelere karsilik gelen izometrilere sahiptir. Oyleyse, w ve m, reel ve
pozitif olmak iizere, diferansiyel denklemin ¢oziimii,

Si(t,r,0) = R(r)e e (4.34)

seklinde yazilabilir.

) 1
0251 = Ou(v,0, 51 + 1= 1) + A2 + 5035) + V- (( 88 —v- vsl)v) —0

(4.35)
denklemi, silindirik koordinatlarda, diverjans,
1 1
V.= ;&(TV}) — ;89(‘/9) (4.36)
oldugundan, Denklem(5.1), e~ sadelestirilmis halde,
A B 2 2
WR(r) = iw=R/(r) = SmwR(r) + =R/(r) + R'(r) + = (im)*R(r)
_iwAR(r)  wmRB N A*R'(r) A—2R”(r) N ABimR!(r)
r r? r3 r? r3
B 2ABiTZLR(T) N ABZ'TngR/(T) N mQR(I)B2 _0 (4.37)
r r r
olur. R(r) radyal fonksiyonu cinsinden,
wrrt — Am*r? — 2wmBr? — 2ABim + B*m?
pu— 4-
@1 (T) 7"2<7"262 — Ag) ( 38)
e 2r? — 2iwAr? + A% + 2ABi
c'rt — 21WwAre + + m
Pi(r) = 4.
1(r) r(r2c? — A?) (4.39)
olmak tizere,
d>R(r) dR
0 + Pl(r)% +Q:1(r)=0 (4.40)

diferansiyel denklemine ulagilir.
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Diferansiyel denklemi R(r) = K(r)F(r) seklinde ayrigtirilabilir olsun. O zaman
denklem,

P 4 Q)P K () = 0
seklinde olur. Denklemi ﬁ terimi ile carpalim. Denklemin yeni formu,
d’F(r) dF(R) 2 dK(r) 1 d&®K(r) P(r)dK(r)
dr? - dr P+ K(r) dr }—i_ (r) [Q(r) * K(r) dr? * K(r) dr
(4.42)
A2

"Tortoise[5]” koordinatlara ge¢mek icin, yeni 7 tanimi yapilarak, s = 1 — 5 icin,
sr = r olmak tizere,

d 1 d
- - 4.4
dr 1-— % dr (4.43)
ve )
d> —2A2 d 1 d?
—= — | = 4.44
dr? (1 - %)rgcQ dr T (1 _ 7«1352) 72 (4.44)
dontisiimleri uygulanirsa, denklemin yeni hali,

1 d*F(r 2A? dF(r 1 dF(r 2 dK(r
(2 Wy LT py 4 2 O]
1— 45 dr (1—45)2r3c2 dr — 45 dF K(r) dr

1 d*K(r) P(r)dK(r)
F =0
000 7y 7T
(4.45)

olur. Denklemin déniigiim yapilmamig son terimine W(r) denilirse,

Q) + Ktr) d g ), ;i:)) df;{r) W (4.46)

ve biitiin denklemi s? ile carpilarak,

olur. % teriminin katsayilar1 sifira esitlenerek K(r) terimi bulunur.

[(pm e df;ﬁ’”)) . %] - (4.48)
) _[L | KO (4.49)

PK(r)  |[=1dP(r) (2?2 1d% 1 lds] dK(r)
dr? - 2 dr + 82 EW] R 2 [P<T) N ;%] dr (4:50)




oldugundan,

d*K (r) -1 dP(r) (%)2 1d?s 1, 1ds )
dr? 9 dr + 2 sdr? Z(g% — P(r)) ] K(r) (4.51)
Bu terimler,
W) = 2 ld B 1 pry D +Q(T)K('r)] (4.52)

denkleminde yerine konularak, W(r) bilinenler cinsinden,

1dP 1 (ds)2 1 d®s. 1 1ds P 1ds

+§(g$—P)+Q (4.53)

W I — | == I W S 2
(r) 2d7“+32 dr s(dr2) 4(3d7" )

seklinde elde edilir. Terimlerin degerleri yerine yerlestirilir ise, W (r) bulunur.

r ve 7 — oo asimptotik bolgesinde W(r)'m 1/0(r) terimleri kaybolur ve w? terimi
ayrigir. Bu, w terimini r terimlerinden ayrigtirarak goritilebilir.

w? L 2A%2¢* — 45ABc*m + 3B%c*m? + 4iA%Pw — 6 A2 B mw + 3A%wW?

wir) = 2 4A2¢2(—A + cr)?
n 24%¢* — 45ABc*m + 3B2c*m? + 4iA%Pw — 6 A2 Bc?mw + 3A%W3
4A2¢2(A + cr)?
N —5A% + 16 ABim + 8B?m? + 8wmBr?
4A2p2

N —2A%¢* — 4ABimc* — 2A2%2¢*m? — TB2c*m? + 4iA%cPw + 6 A2 B2 mw + 5A%*w? — Ac*wmBr?
4A3c2(—A + cr)
N 2A2%¢* + 4ABimc* + 2A2¢*m?2 4+ TB%c*m? — 4iA%Pw — 6 A2 B2 mw — 5A%W? + 4ctwmBr?

4A3¢2(A+ cr)
(4.54)
Yeniden tanim ile, w/c — w alimirsa,
d*F(7) 9 -
e +w F(F) = (4.55)
i¢in, sirasiyla giren ve yansiyan dalga seklinde,
F(7) = Ie ™" + Re™’ (4.56)
yazilabilir. r — 1 ve ¥ — —o0 olay ufku etrafinda denklem,
d*>F(7) Bm. ., _
72 + (w— 7) F(r)=0 (4.57)
denklemine doniisiir. Gegen dalgalar cinsinden ¢oziim,
F(7) = Tellw—mB/AF (4.58)
seklindedir. Yansima ve gecme katsayilar: aki yogunlugu ile tutarh olarak,
2 mB 2
R'=14(——-1)|T 4.59
R =1 (22 (450

bulunur. Bu sonug, agisal frekansi % donen silindirden sagilan m yoriingesel momen-
tumlu, w frekansh elektromanyetik dalga i¢in Zel’dovich’in ¢oziimii [14] ile benzerdir.
Eger w < %A ise, ’Z—f terimi 1’den biiytliktiir; yani sacilma ile olugan yansima kat-

sayilar1 ytikselmigtir.

Bu sonug, analog modelde siiper 1gima oldugunun bir kanit1 olarak ele alinabilir
[37, 10].
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4.4 Yansima ve Gecme Katsayilarinin Hesaplanmasi

Bu kisimda, A. A. Starobinsky’nin donen kara deliklerden yansiyan dalgalarin gen-
liklerinin yiikseltilmesi galigmasina [15] bir analoji olan, S. Basak ve P. Majumbar’in
stiper 1gimada yansima katsayisi hesaplar1 [10] yeniden gézden gegirilecektir.

L(r) fonksiyonu,

rc i WA ric? mB A?
R(r) = Zel‘pb( i~ —1) — —in(l - 02742))} (7) (4.60)
ve 5 o
r= TA—CQ 1 (4.61)

seklinde tanimlanirsa, yeni koordinat igin,

wA  Bm
V2= (C_2 - 7)2 (4.62)

ve
2Bmw  2uw?A?
V2= (m? 4 S - (4.63)

olmak fizere,

PLx), 1, 1 dLz) [V 1

ity ) N w2 A2 L(z)
dx? z x+1" dz z 14z

HI-Y)+ R (4.64)

diferansiyel denklemi yazilabilir.

Starobinsky’nin prosediirii [15] uygulanmak {izere,

A A
(%)x <<m ve a;—z <<1 (4.65)

alinirsa, diferasiyel denklem yaklagik olarak,

d*L(x) 1 N 1 dL(x) N [V_Q

2 L(z)
dx? (a: x+1>W +(1=17)

— ——— =0 4.66
r 1+ 4o(x+1) (4.66)

seklinde yazilabilir. Bu denklem, 0,1, 00 diizgiin tekil noktalara sahip Riemann-
Paparitz Denklemi’dir.

Teorem 4.1 oo dahil olmak tzere, tim tekillikleri diizgiin olan ve en fazla ¢ te-
killigi olan her ikinci dereceden homojen lineer denklem, hipergeometrik denkleme
dondistiirilebilir [38].

Denklem(4.66) igin,

L(z) = 2% (z + 1)P G(7) (4.67)
doniisiimii yapilirsa, G(T),
\% 1 Y \%
o =—ig, f=3 a=-7 i
2 2 2 2
vy (4.68)
f=—=—i—, yv=1—=3V, T=—x



olmak iizere,

d*G(7)

Z(1—7) e +[7—(a+5+1)§]@

dx

hipergeometrik denklemini saglar. Hipergeometrik denklem i¢in ¢6ziim, Pochhamer
sembolii,

— aBGT) =0 (4.69)

() =1, (a)j=ala+1)(a+2)...(a+j5—1), j=12,... (4.70)

olamk iizere, gamma fonksiyonlar1 cinsinden?,

a,fyiw) =Y rrlt (0),(8); @ (4.71)

T +4)J!

fonksiyonu ile belirlenir. Ve,
I'(L(y —a—=p)
Iy —a)l'(y = )

ozelligini saglar. Genellegtirilmis hipergeometrik fonksiyon,

F(a,8,7;1) = (4.72)

o (an)(a2); .- (ap); @7
Folag, g, ... 0071, %2, o,V ) = — 4.73
R LR Dy e e oo S

olmak {izere ve yakinsakligi birim olan p = ¢+ 1 cinsinden [38], denklem(4.69)’in en
genel ¢oziuimii,

G(T) = CioFi(o, B, T) + CoT g Fi(a+1 =7, +1—=7,2—%T)  (474)

iki lineer bagimsiz sektor cinsinden yazilabilir. C; ve Cy belirlenecek sabitlerdir. Olay
ufku yakininda, x &~ 0 i¢in, sirasiyla gelen ve yansiyan olmak iizere,

G(x) = Cyz® + Cox™ (4.75)

olacaktir. Olay ufkundan herhangi bir ¢ikig miimkiin olmadigindan, Cy = 0 olur.
Dolayisiyla Denklem(4.66)’in ¢oziimii,

L(I’) - Cvlajod(m + 1)6/2};"1(&7 B) 7 _"L‘) (476)
olur.

x — oo bolgesinde ¢oziimiin asimptotik davramsmi® belirlemek icin, analitik siirek-
lilik kullanilarak, (z — 1/7) dontisimi [38] yapilirsa,

LB —a)
< Ty —a)
I())(a - )

T -5

(1)

L(x):Clxa’(qul)ﬁ’[ % F(a,a+1—vya+1—7;

(4.77)

—)

?Gamma fonksiyonu I'(z) = [ e~ t*~ dt, (Rex > 0) seklindedir ve I'(z + 1) = 2I'(z) esitligini
saglar [38].
3f(x) < g(z),z — x0 yani, lim,, J;Eg = 0 olmak lizere,z — zo'da f(x) ~ g(z) iken f(z),g(z)e

asimptotiktir ve limg, g Ef; = 1 olur [39]. Dolayisiyla, 0, co diizgiin tekil nokta oldugundan, déntigiim

altinda asimptotik davranig incelenebilir.
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bulunur. z >> Max(m?,V?) icin,

L(a)l(y = B)
olur. Oyleyse, Maz(m?,V?) << x << m/(%4) bélgesinde, L(z)’in yaklagik formu,

L(zx) = ﬁ [M Y/2 [F(7>F(O‘ - B>$—Y/2]

L(x) = Cya(a + 1 [ — Yok

VTN —a)" " Tl - 5) (479)
= %[Dle/Q + Dy~ Y/?
oL@ —a) TG )
D, = ClF(ﬁ)F(fy — o)’ Dy = OlF(a)F(y ~5) (4.80)

Dy —iDy ve Dy 4 1D5 sirasiyla gelen ve yansiyan dalganin genlikleri ile orantilidir.
AF yikseltilme faktorti olmak tizere,

Dy +1iDs5 2

D — z'Dg‘

_ 2i(D\Dj — D;Dy)
1Dy — iDso|?

2V 2wA |Gy ms)

T Y|Dy —iDy? Y |Dy —z‘DQP( W

AF =1—|Rym|* =1

) (4.81)

Buradan da, 0 < w < Qm araligindaki frekanslar icin, yansima katsayisinin 1’den
biiyiik olabildigi goriiliir. Denklem(4.59) yardimiyla,

2wA ‘01|2

Toml? = _ 4.82
| | Y 2 ‘Dl - ZD2|2 ( )

da hesaplanmig olur. Bu denklemler, t—f << 1 frekans araligi icin varsayilmigtir; yani

ses dalgasinin boyu olay ufku yar1 ¢apindan oldukga biiyiik olmalidir [10].
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5 Klein-Gordon Denklemi’nin Kesin Cozimiiniin
Aragtirilmasi

Genel dalga denklemine geri doniiliirse;

0, 1
0251 = 00,0, S1 4097 $1) + (D251 + 5 0581) + V- (= 0uS1 = (v) - (VS1))v) = 0
(5.1)
S(t,r,0) faz alan w = wr+iwy karmagik frekans olmak iizere, S(t, r, 0) = R(r)em0=t)
yaklagimi ile yazilabildigi 6nceki kisimda gosterildi [30].

Dalga denkleminin yeni formu ise,
2

WPR(r) - z’wéR’(r) - TEme(T) + = R(r) + R (r) + (im)*R(r)

2 2

iwAR'(r)  wmRB  A*R'(r) A2 ABimR'(r)
B A
2ABi ABimR' 2 B?
B ZT:LR(T) N zng (r) L m R(I) _0 (5.2)
r r T

olur. R(r) radyal fonksiyonu cinsinden,

B w2rt — m2r? — 2wmBr? — 2ABim + B*m?

Q:(r) r2(r2c2 — A?) (5.3)
v 2r? — 2iwAr? + A? + 2ABi
cre — 2iwAre + A + m
Py(r) = r(r2c2 — A2) (5.4)
olmak tizere,
d*R(r) dR
o2t P1(7”)% + Qu(r)R(r) =0 (5.5)

seklinde Heun tipinde ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel denklemdir.
Genel Heun denklemi en genel Fuchsyan denklemdir [40, 41].

Teorem 5.1

CR(2) dR
T + P(Z)E +Q(2)R(z) =0 (5.6)
diferansiyel denklemi, yalniz ve yalnizea a noktasinda P(z) ve Q(2) mn Laurent agilvma,
P(z) = Z(ioa+a1+a2(z—a)+a3(z—a)2+... (5.7)

ve

4 b
= "o

formunda ise a noktasinda diferansiyel denklem Fuchsyan tiptedir [42].

+ P+ B3(z—a)+ ... (5.8)
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5.1 Heun Denklemi

Ikinci dereceden lineer adi diferansiyel denklem smifi olan Heun simfi, dort tekilligi
olan Fuchsyan bir denklem olan Heun denklemi tarafindan iiretilir. Denklemin genel
formu, dordi tekillik noktalarinin konumunu, yedisi tekilliklerin karakteristik kuv-
vetlerini ve biri bolgesel olmayan ek parametreyi belirtmek iizere, on iki kompleks
parametreye baghdir. Mobius doniisiimii ile tekillikler, zg = 0,21 = 1, 24 = 00 nok-
talarina tasinirsa, ii¢ karakteristik kuvvet sifir degerini alir ve parametreler altiya
indirgenebilir. Standart kanonik dogal formu,

L a, 8,7, 6;a)y(2) — qy(z) =
[2(z = 1)(z —a)D* + (y(z — 1) (2 — a) + dz(z — a)
+(a+B—-1—v—=08)z(z—1))D + (afz —q)ly(z) =0 (5.9)

olur. Denklemin, dort tekil nokta civarinda bolgesel ¢oziimii,
v#0,—-1,-2,--- |z] <min(lal,1) (5.10)
icin gecerli olmak tizere,
yg’l’l’l)(z) = ygl’l’l’l)(a,ﬁ,% ,a,q:2=0,2), ") =1 (5.11)

inga edilebilir. Sifir noktasindaki iki Frobenius ¢oztimiinden biri olan bu ¢oziim,
1,1,1,1 L1,1,1)
y§ )(z) = Z c§ ) (5.12)
0

kuvvet serisi ile tanimhdir. cgl’l’l’l) katsayilari, denklem(5.12), denklem(5.9)’de ye-
rine yazilarak elde edilen tekrarlama bagintisi yardimiyla,

) ) 1,1,1,1
a(j +1)(j + )t -

—(lG—-14+v)1+a)+da+a++1—v—0+ q)cg.l’l’l’l)
+(i—-1+a)(j—1+ 5)0;1,711’1’1) =0, c(()l’l’l’l) =1 (5.13)

elde edilir. Heun denkleminin lineer bagimsiz 6teki belirli ¢oztimii,

yst P (@, 8,7, 6,42 = 0,2) =

Ayt a1 -9, B4+ 1— 12—y, 850502 =0, 2),
¢=q+(@+B+1-7)(1-7) (5.14)
seklindedir. «a, 3,7, 6, a, ¢ parametreleri li¢ grupta incelenebilir.

e «,f3,7,0 bolgesel parametreleri, tekillikler civarinda Frobenius ¢oziimlerinin
karakteristik kuvvetleridir.

e a Olcekleme parametresi, tekilliklerden birinin konumunu belirler.

e ¢ ek parametresi, genelde spektral parametredir [41, 40].
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5.2 Heun Denklemi ile Sagilma Katsayilarinin Elde Edilmesi
igin Bir Ornek

L. Dekar, L. Chetouani ve T. Hammann, 1998 yilinda yayinladiklar1 ” An exactly so-
luable Schrodinger equation with smooth position-dependent mass” isimli makalede
[43] Schrodinger Denklemi'nde degigken doniigiimleri yaparak; incelenen denklemi
su sekilde yazmigtir:

PU() L, 1 1 ]du()
dz? z z—1 z—a dz
2
2 va [ (a— 1) 2 2 2 ‘I/(z)
e SO R _ -0
—|—[wz z+ z—1 oy 2(z—=1)(z —a)
(5.15)

Bu denklem, dort diizgiin tekilligi olan ikinci derece lineer homojen Heun tipi bir
diferansiyel denklemdir.

0,1,a,00 diizgiin tekil noktalardir. Ttim tekillikler diizgiin oldugundan denklem,
Fuchsian denklem smifinda incelenebilir [41].

Diferansiyel denklemler igin, kesin kapali ¢oztimiin formu bilinemediginde, Kisim
(5.1)’de anlatildigy tizere, sonsuz seri ac¢ilimi yapilarak bolgesel davranig incelene-
bilir. Fuchs ikinci dereceden denklem ¢oziimiinde diizgiin tekilliklerin bolgesel dav-
ranigi i¢in, Taylor Ac¢ilimi'ndan daha genel bir yapi 6nermistir. Buna gore, en az bir
¢Ozum,

y(z) = (2 — 20)"A(2) (5.16)
formunda olmalidir. p tamsay1 degilse, zg dallanma noktasi, p negatif tamsay1 ise
2o kutup ve p = 0,1,2,... igin y(z), zo’da analitik olur. Analitik oldugunda, A(z)
Taylor serisi cinsinden yazilabilir. (2 — 29)" Y72 ¢;j(2 — %)’ yazimima genel olarak,
Frobenius Metodu denir [39)].

Denklem (5.15)’1, kanonik (normal) formda yazmak i¢in, bagimh degisken dontigimii
(kuvvet transformasyonul[40]),

U(z) =2"(z— D*f(2) (5.17)

yapilr. Tekillik yapisi bozulmadan yapilan, s-homotopik déniigiimlerle elde edilen,
denklemin farkh yapilarina formlar denilir. Oyleyse denklemin normal formu,

d2f(z)+ 21/+1+2u—|—1_ 1 ]df(z)

dz? z z—1 z—al| dz +

f(z)

2(z—1)(z — a) =0 (5.18)

(v +p)? —w)z+a(w — W+ p)(v+p+1)+v)]

olur.

Heun, kisim (5.1)’de anlatildig tizere, bu denklemin lokal ¢6ztimiinii kuvvet serileri
cinsinden Frobenius metodu ile yapmigtir.
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Diizgiin tekillik komgulugunda, lineer bagimsiz iki seri ¢oziimii 6nerilebilir. Bu ¢6ztim-
lerden birinin ikinci diizgiin tekillik noktasi komgulugunda analitik siirekliligi do-
layisiyla; komsu tekillik, ikinci tekilligin Frobenius ¢oziimiiniin lineer kombinasyo-
nunu iretir. Genelde bu iki tekillik, yakin iki nokta secilir. Bu Frobenius ¢oziimlerine
Heun fonksiyonu denir [40]. O zaman,

f(z) [~ 5 e ]df(z) f(z2)
- - =0 5.19
dz? * z+z—1+z—a} dz + Bz q]z(z—l)(z_a) ( )
genel Heun denklemi i¢in; Frobenius ¢oztimii,
Fla,q 0, 8,7,0:2) = Y _¢;2 (5.20)
j=0

Oyleyse bu ¢oziimiin acik formunu elde etmek icin,
2(z—1)(z—a)y" +[y(z—1)(z—a)+6z(z—a) +ez(z— 1]y + (aBfz—q)y = 0 (5.21)

Acik halde yazilirsa,

(2° —az® — 2* 4+ az Zc]j j—1)z72
7=0
+ [v(z* —az — 24+ a) + 6(2° — az) + €(z* — 2)] Z ;i 7!
=0
+ (B2 — q) Z cjzl =0 (5.22)
=0
ve daha acik halde,
Do —DFT = (1+a)Y i — 17 +a) i — 1)z
=0 =0 =0
+ (7+e+5)20jjzj+l — (a7+7+a5+e)chjzj +a720jjzj_1
=0 =0 =0
+ (afz —q) Z c;z) =0 (5.23)
=0
olur.Terimler toparlanirsa,
D e (=27 = —2)+ (y+e+0)(i —2) +af]
=2
+Y 62 (1 a)( =20~ 1) = (G~ D(ay +7+ad +6) +q
j=1
+Y e M aj(j — 1) + avj] =0 (5.24)
=0
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Mertebelerin egitlenmesi(J = 2) yardimiyla seri digi terimler elde edilir ve seri ve
terimler ayr1 ayr sifira esitlenir.

cray + coqg =0 (5.25)
Oyleyse denklemin z=0 komsulugunda ¢oziim,
f1(2) = CF(a, a(w*—(v+p) (v+p+1)]+v; v+ ptw, v+p—w, 2v+1,2u+1; 2) (5.26)

olur. ¢y = 1 olmak tizere, fark denklemi yardimiyla,

B aw? =+ pv+p+D+rv |
fi(z)=C(1- EDEEY + ; ¢;2’) (5.27)

seklinde yazilir. Serinin sifira egitlenmesi ile bulunacak denklem ise gu haldedir:

(J+2)ali +1+)]cjr2a = —¢[(j —1+7+6+€)(j) + b+

([(T+a)j+ay+v+ad+€)(G+1)+q)cim (5.28)

al[=w? +(vp) (vtptl
a(2v+1)

Bulunan denklemde ¢y = 1 ve ¢; = J-v baglangi¢ kogullari i¢in; eger

J < 0ise ¢; = 0 olacaktir.

f1(2)’teki serinin yakinsadigr araliklar: incelenmelidir. Yakinsaklik yarigapi, orjinden
en yakin tekil noktalara uzaklik ile belirlenir. |a| > 1 igin |z| < 1 ve |a] < 1 i¢in
|z| < a olacaktir. Dolayisiyla, analitik siirekliligin saglanmasi igin Sekil (5.1) siyah
alanlarin yakinsama araligi olur.

Sekil 5.1: Yakinsaklik yaricapi

Daha sonra transformasyon yapilmalidir. 2’ — 1— 2z doniisiimiinden sonra denklemin
¢ozumi:

fa(2) = C'F(1=a, (1=a)[w* = (v+p) (v+p+ 1))+ v+ ptw, vip—w, 2u+1, = 1;1-2)
(5.29)

T — 00 veya z ~ e~%/" — 0 i¢in ¢oziim f1(0) = C olacaktir. Veya;

P(z) = Cz¥ = Cz7va/r

Ote yandan © — —oo veya z — 1 icin 1 — z ~ €*/" — 0 olur.
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Heun fonksiyonunun z ve 1 — z argiimanlarini baglayan fonksiyonel iligki incelenme-
lidir.
F(a,—aafB;a, B,7,0;2) = o F1(a, B;7; 2) (5.30)
olmak tizere,
Fla,q o, 8,70 2) = Fla, ¢, 8,70, )F(1 —a,—qg —af;a, f, 1+ a+ =7 =4,
§;1—2)+ (142" PFRa,q—ay[y+5—a—Bliy+6—a,y+6—5,7,6;1)
Fl—a,—q—af—[y+d—a-Fly+d—arliy+d—ay+d—5,

14y 4+6—a—p,01—2) (5.31)
iligkisi mevcuttur. Ve, ¢ = —aaf ve 6 = 0 segilirse, denklem (5.31) ,
I'(y)I'(y —a —
2Fi(a, ;7 2) = GG ﬁzFl(a,B;%l—Z)

[(y —a)l'(y = B)
D(y)T(a+ 8 -7
[(a)'(B)

(1=2)" "R (y—a,y—Bil+y—a—51—2)
(5.32)

hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir denkleme indirgenmis olur.

Bu lineer bagimsiz iki parcadan olusan ¢oziimiin ilk ¢oziime denk olmasi argiimani
ile

y1<2) = F(a7q7 a7ﬁ7776; Z)

z=0 komsulugunda Heun denklemini saglayan Heun fonksiyonu olsun. Heun denk-
leminin normal formu,

de(z)_l_ 1+1+a+ﬁ—7—5+ 5 1df(z)
dz? z z—1 z—al| dz
f(2)
(z—=1)(z—a)

olmak iizere, z=1 komsulugunda lineer bagimsiz iki ¢6ziim,

=0 (5.33)

+ [aBz + 4] .

ys(z) = F(l —a,—q—af;a,B,1+a+p—v—10,0;1—2) (5.34)
ve
ya(2) =(1 =2 PRl —a,—g—af = [y + 6 —a— B[y +6 — a7]
y+o—a,vy+d—0,14+v+d—a—p,0;1—2) (5.35)
olacaktir. y;; y3 ve y4'iin lineer kombinasyonu olarak yazilirsa,
y1(2) = Crys(2) + Coyu(z) (5.36)

Cy ve (5, z’'den bagimsiz ancak parametreleri bagh olacaktir. Yani denklem genel
halde,

F(a,q; 0, 8,7, 0;2) =Ci(a, ¢; o, B,7, 0)
Fl—a,—q—af;a,8,1+a+8—v—10,0;1—2)
+Cya, g, B,7,8) (1 — 2)7H077F
F(l—a,—qaf —[y+6—a—pBl[y+6—ay
Yy+o—a,vy+d—pF,14+v+d—a—p,61—2) (5.37)
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z=1 ve F(a,q;a, 3,7,9;0) = 1 olmasi kullanarak,

Ol(aaq;aaﬁaﬂya(s) = F(CMCI;O%B?%& 1) (538)

oldugu bulunur.

F(a,q a,8,7,0;2) =(1 — Z)wré—a_g
Fla,q—ay[y+d—a—Bliv+d—a,7+d—f;7,0;2)
(5.39)

a—v+0—ave = v+ — [ olarak yerine konulursa; denklem su sekli ala-
caktir.

Fla,g;v+d—a,y+d—8,7,6;2) = Ci(a, ;7 + 0 —a,y+ 0 — 3,7,0)
Fl—a,—q—[y+0—a]y+é=08iv+6—a,y+d-8,1+~v+6—a—f,6;
1—2)+Cola, ¢y +0—a,y+6—B,7,0)(1 — z)7H—a=b
Fl—-a,—q—af+ayla+—~v—=9l,a,8,1+a+8—v—06,0;1—2) (5.40)
ve
Fa, gy +0—a,7+6—8,7,6;2) = (1—2)* 7 F(a, g+ayly+d—a—B; o, §,7,5; 2)
Son iki denklem birlegtirilir ise,
Fla,g;v+0—ay+0—0,7,0;2) =
(1 —2)P779C (a,b;y + 0 — a,y+ 6 — 3,7, 0)
F(l—a,—g—[y+d—a] x[y+d—p]
Yy+d—ay+d—-F,1+y+d—a—p5,0;1—2)
+ Cy(a, ¢;ay[y + 6 — a — By, B,7,9)
F(l—a,—qg—[y+d—al[y+0— 7]
Yy +d—a,y+d—-F,1+y+5—a—p5,0;1—2) (5.41)

Denklemler birlegtirilerek,
Cl(aaQ;7+5_ 0577—’_5 - 57775) = 02<a7q—i_a7[7+5 — _ﬁ];a:ﬁ>776) (542)
ve

CZ(GaQ;7+5_0577+5_B7775) :Cl<a7Q+a7[7+5_a_ﬁ];a:ﬁ>776) (543)

bagintilar1 ve,
Ci(a,q;a, B,7,0) = Fla, by, 8,7,6; 1) (5.44)

bagintis1 kullanilarak,

C’Q(a,q;oz,ﬁ,%(;):C’l(a,q—afy[’y—i—(s—oz—5];7—1—5—@,7—1—5—5,%5)
=Fla,q—ay[y+d—a—Bv+d—a,v+d—5,7,6,1)
(5.45)
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Son olarak z ve 1-z arasindaki fonksiyonel iligski bulunmusg olur:

Fla,q,0,3,7,0;2) =
Fla,q,0,8,7,0,1)F(1 = a,—q — af)
ca, b l+a+B—y—146,0;1—2)
+ (1 =2 2pla,qg—ay[y+ 5 — B —q]
Y+ —a,y+d—B,7,0;1)
Fl—a,—q—af—|y+6—a—f]ly+6—a
Y+o0—a,y+d—F,1+v+d—a—03,0;1—2) (5.46)

Oyleyse Heun fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

Fla,a(w —v+p)v+p+D]+viv+ptwv+pu—w2v+1,2u+1;2) =
CiFl—a,(1—a) (W —(v+pwv+p+)] —mwr+p—wv+ptw2u+1,1,1-2)
+ (1 —2)F(l—a,(1-a)w = (v =)V —p+1)] —n

V=t w v —p—w,—2u+1,1;1 — 2) (5.47)

ve
C, = Fla,aw? — (v+p)v+p+ )] +viv+p—wrv—+p+w22v+1,-1,1)
Co=F(a,aw*—(v—p)v—p+D]+viv—p+wrv—p—w2+1,-1,1)

olur. # — —oo(l — 2z — 0) iken 1 — z ~ e~®/" oldugundan; dalga fonksiyonun
davranisi su sekilde yazilabilir:

W — Ce™[Cyeb /M) 1 Che /)] (5.48)

e}

Dolayisiyla, C ve C5 gelen ve yansiyan dalga katsayilar: olmak iizere, R = G

yazilabilir.

5.3 Su Gideri Modeli igin Tekillik Analizi

Eger, ikinci derece homojen diferansiyel denklemin biitiin 2y komgulugunda ¢éztimleri
Frobenius Metodu ile acilabiliyorsa, zg noktalar: diizgiin tekil noktalardir. Dolayisiyla,
diizgiin olmayan tekillik etrafinda en az bir ¢oztimiin Frobenius serisi temsili yoktur
[39]. Bu sebeple, ¢oziimiin inga edilebilmesi i¢in denklem (5.2)'nin tekil noktalarina
bakilacaktir.

Denklem (5.2) igin, r = /2 doniiglimii yapilarak,

d’*R(z) 2¢%z diwAz 2A? 4iABm  dR(z)
4z +(2+ - ) +
dz? z—A? 2z — A2 Pz - A% 22— A% dz (5.49)
( 2w? c*m? 2wmB 2ABim n B?m? R(=) =0 }
— J— — Z) =
2z—A%2 Pz—A? 2z—- A% z(Pz— A?%)  z(c?z— A?)
denklemine déniistiiriilebilir. Izinli doniigiimler kisim (5.4)’te anlatilacaktir.
Denklem kapali halde,
2y —iwAz +iAB
Py(z) = 'z — WAz +1Abm (5.50)

(22 — A?)z
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ve

2w? —cm? — 2wmB  —2ABim + B*m?
= 5.51
@a(2) (2z — A%)4z + 422(c2z — A?) ( )
olmak tizere,
d’R(z dR(z

formundadir.

Bu formda bir denklem igin, eger z=a i¢in, P5(z) teriminin birinci dereceye kadar ve
(Q2(z) teriminin ikinci dereceye kadar kutbu varsa, z=a noktasinda diizgiin tekil nok-
tadir. z=a’da P(z) ve Q2(z) terimleri analitik ise, z=a siradan noktadir. z=a’da bu
sartlar saglanmiyorsa, z=a’da diizglin olmayan tekil nokta denir [39]. Denklem(5.49)
i¢in tekil noktalar incelenebilir.

5.3.1 z=0 noktasi

2 —iwAz +iABm iBm
= —— 5.93
| (22— A%)z ) 2=0 A (5:53)
ve
, [sz —m? —2wmB  2ABim + BzmQ] 2ABim + B*m? (5.54)
z - = .
(22 — A%)4z 422(c?z — A?) ‘=0 4A?
oldugundan, denklem (5.49) i¢in diizgiin tekil noktadir.
5.3.2 z:‘é—; noktasi
A% Pz —iwAz +iABm iwA  iBm
_Z -1 7 5.55
(2 c? J (22— A%)z ] a=47 c? * A (5:55)
ve
(- A_2)2 [sz —m? — 2wmB _ 2ABim + BQmQ] B
c? (22 — A%)4z 422(c?z — A?) - l=47 (5.56)
f—ij —m? — 2wmB N B?m?c? — 2ABimc? '
N 4 A2 4 A4

oldugundan, denklem (5.49) i¢in z = ‘2—22 noktasi da diizgiin tekil noktadir.

5.3.3 2z = oo noktasi

Bu noktay1 incelemek icin oncelikle z = % déniisiimii yapilmaldir. Oyleyse diferan-
siyel denklemde,

— =2 we — =a'— +22°— (5.57)



dontigimi gergeklesir.
c? wA .
& —®214ABm 2
Lt + =) (5.58)

Fa(e) = ( (€ — A%z T

oldugundan ve

¢ Ay iABm 2
( x (ﬁz_ Ag)m —+ E) }x:O = 0 (559)

oldugundan diizgiin olmayan tekilliktir.

Denklem (5.49) z =0 ile z = ’3—22 diizgiin tekil noktalarina ve z = oo diizgiin olma-
yan tekil noktasina sahiptir. Dolayisiyla, kisim (5.4)’te anlatilacag: tizere denklem,
birlesen (konflilent) tipte Heun (cHeun) diferansiyel denklemi olacaktur.

5.4 cHeun Denkleminin Incelenmesi

d*R(z dR(z
L.R(z) = %2) % +QE)R(E) =0, (ze€C)  (5.60)
ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemi kompleks z diizlemi z = oo
noktasini da icerecek sekilde C ile temsil edilsin. Denklemin iki lineer bagimsiz
¢Ozlimiiniin kombinasyonu genel ¢oziimii verecektir [41].

+ P(z2)

Genel Heun denklemindeki dort diizgiin tekil noktadan iki diizgiin tekillik birlesti-
rilerek (konfliient iglemi), iki diizgiin ve bir diizgiin olmayan tekillikli denklem elde
edilir. Elde edilen yeni denklemin diizgiin olmayan tekilligi 2 = oo olmak iizere bu
denkleme, cHeun denklemi denir.

cHeun denkleminin genel dogal hali;
2 2 2

R'(2)+ () A E)R(2)+ () - > (B—"2 + Do)R(z) = 0(5.61)

2 — 2z —~ 22—z z— z)

seklinde yazilir. A;, B;, C;, Do, Ey keyfi katsayilar olmak iizere denklem 10’un {ize-
rinde parametreye baghdir. z; = 0 ve 2o = 1 diizgiin tekilliklerine sahipse, simetrik
olmayan cHeun denklemi denir [40].

Oyleyse denklem (5.2)’de tekilliklerin, bir doniigiim ile z; = 0, 25 = ‘3—22 diizgiin tekil-
likleri ve z = oo diizgiin olmayan tekilligine dontistiiriilebilmesi incelenmelidir.

Izinli déniigiimlere s-homotopik (tekillik koruyan homotopik) déniisiimler denir [41].
Mobius dontigiimii,
b
2= €= ﬁ, ab, cd # 0 olmak tizere (5.62)
cz+d

bu dontigiimlerdendir.

Ayrica, Q : z — (2 — 29)? kuadratik doniigiimiinde z temel tekillik olmak iizere,
doniisiim, bu noktay1 ya diizgiin noktaya ya da kaldirilabilir tekil noktaya gotiiriir.
2zp ve oo tekillikleri ¢iftlenir ve oo tekillik mertebesi 2R(00) — 1 olmak {izere, diger
tekillik mertebesi(s-rank) korunur. Bu déntigiimlerin yapilabilmesi i¢gin denklemin

Fuchsian tipte, yani z=2z* i¢in; P(z) = 2%2 en fazla birinci dereceden kutuplu ve

Q(z) = 28 en fazla ikinci dereceden kutuplu, olmasina gerek yoktur.
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5.5 Su Gideri Modelinde Frobenius Cozimii

Denklem (5.46) icin, 0, 245 duzgun tekil noktalar1 ve oo diizgiin olmayan tekil noktast
bulunmustur. Diizgiin olan tekillikler i¢in Frobenius metodu yardimiyla bolgesel
¢oziimler bulunabilir. Yani, sonlu diizgtin tekillik noktas: z; komgulugunda iki lineer
bagimsiz ¢oziimden olugan Frobenius ¢oziimii olugturulur.

Olusturulan seri, z = z; merkezli cember i¢inde yakinsaktir ve yakinsakhk yaricapi
z; ile en yakin komsu tekilligin arasindaki uzaklik olur.

d’R(z dR(z
Denklem (5.49) i¢in,
2z —iwAz + iABm
Py(z) = (@ — A7) (5.64)
v 2 cm? —2wmB 2ADBi B?m?
Zwe — c*m”° — 2wm - m + b°m
@2(2) = (22 — A?)4z * 422(c?z — A?) (5.65)
seklindedir.

z) = Z cij(z — 2y (5.66)

olsun. Denklem (5.49)’da yerine yazilirsa,

dR(z) <=~ . i > o
di ) i;%““)(z—z e dzz 2;% JHr)G+r=1)(z—z")
J= J=
(5.67)
olmak tizere,
A2 SN . i
422 (z - =) Y G+ tr—1)(z— 27yt
7=0

+4z2(c*z — iwAz +iABm) Z c;j(j+r)(z —2*)trt
=0

+ (2*w?® — ®m*z — 2wmBz — 2ABim + B*m?) Z cj(z =2 =0 (5.68)

seklinde acilabilir.

b3 P [ 1) P - 2omB 4 A i

+ Yoz =2V [4A%( — 1) + iAmdj — 2ABim + B*'m*] =0 (5.69)
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z* = 0 noktasinda,

w? ch_gzj”
+ Z 2T ARG~ 1) — 2) — Pm? = 2wmB + 43 (j — 1) — 4iAw(j — 1)]
+ Z ;20T [<4A%j(j — 1) + iAmdj — 2ABim + B>m?] = 0 (5.70)

olarak yazilir. (j=2) icin seri ve indis denklemi sifira egitlenmelidir. Tekrarlama
bagintisi,

wieja +¢jo1 [47() = 1)(J = 2) = €™ = 2wmB + 4¢*(j — 1) — diwA(j — 1)]
+ ¢ [~4A%(j — 1) + iAm4j — 2ABim + B*m?*] =0 (5.71)

seklinde bulunur. Indis denklemi ise,
co(—2ABim + B*m? — ¢*m? — 2wmB) + c12(—2ABim + B*m® +iAm4) (5.72)
oldugundan, ¢ = 1 ve ¢_; = 0 igin, (j=2) igin tekrarlama bagintisindan,

?m? + 2wmB

“ 7 4iAm = 2ABim + B*m? (5.73)
ve
w? + c1(4c® — *m? — 2wBm — diwA)
+ co(—=8A% + 8iAm — 2ABim + B*m?) =0 (5.74)
olur. Genel olarak,
; 1
S _14005) (5.75)
Cj+1 J

seklindedir. Yani yakinsaklik yarigap1 birdir. Eger, diizglin olmayan tekil nokta i¢in
seri ¢ozumii yapilirsa, ¢oztimiin formunun,

Fla, g0, 8,7,0:2) = Y ¢;z" (5.76)

olmas1 gerekir. Benzer tekrarlama bagintisi i¢in,

Ci+1 _ J
— ==40( 5.77
=4 o) (5.77)
oldugu gortiliir, yani seri raksar.
¥ = ‘3—22 tekilligi z* = 1’e tagimur ise, Kisim(5.2) érnegine benzer sekilde, paramet-

reler indirgenerek, z = 0,1 noktalarinda bolgesel olarak, Heun Fonksiyonlar: igin
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir baglanti inga edilebilecegi goriiliir.

Ancak, z = oo diizgiin olmayan tekil noktasi ile iligki de incelenmelidir.
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5.6 Merkezcil ve Yanal Baglant1 Problemi

21 tekil noktasi igin, iki lineer bagimsiz lokal ¢oziim vy (21, 2) ve va(21, 2) olsun. Benzer
sekilde zy tekil noktas i¢in, iki lineer bagimsiz lokal ¢6ztim 0y (22, 2) ve Ua(22, z) olsun.
Bu ¢6ziim cifti birbiri ile gecig matrisi €215 araciligi ile iligkilendirilebilir.

V =Qu,V (5.78)

V=(v1(21, 2), va(21,2)) ve V = (29, 2), Da(22, 2) vektorleri olmak iizere iligkilidir.
(212 matrisinin bulunmasi merkezcil iki noktanin baglantisinin bulunmasi anlamina
gelir. Bu problem hipergeometrik denklemler i¢in gama fonksiyonlari cinsinden ¢oziile-
bilir. Heun i¢in bu baglanti sadece parametrelerin kiiciik ve biiyiik degerleri igin
asimptotik olarak bulunabilir.

Merkezcil noktalar diginda yanal baglantilar da incelenmelidir. Denkleme ait tekillik
etrafinda saatin tersi yonde cevreleyen basit bir ilmek ele alinabilir. Tekil nokta
z = zj de olmak tizere, ilmegin baglangi¢c noktas1 z* iken, lokal olarak iki ¢oztimden
olusan kiime tanmimhdir.

U(z) = ((u1(z", 2), ua(2*, 2)) (5.79)

z; noktasi etrafinda dolanim sonrasi, baslangic ¢oziim kiimesinin analitik strek-
liligi,

A

U(z) = ((&1(2*,2),ﬁ2(2*,z)) (5.80)

yeni ¢oziim kiimesine yol acar. Bu iki ¢oztim birbirine, T'; matrisi olmak tizere,

A,

U(z) = T,;U(z) (5.81)

seklinde baglantihidir. T; matrisi, 2*’dan bagimsizdir. Eger tekillik diizgiin ise, baglangig
coztimleri Frobenius ¢oztimii ile tutarhdir. O zaman, T; kosegen olur.

ei27rp1 0
0 6127rp2

p1, P2, 25 de Frobenius kuvvetleridir. Fuchsian denklem i¢in, tekil nokta etrafinda
¢oziimiin analitik strekliligi ile bagka bir nokta etrafinda ¢oziim, 2, T; bilgisine
indirilebilir. Bu matrislere incelenen denklemin monodrami datas: denir. Iki ve uc
diizgiin tekillik i¢in gamma fonksiyonlar: cinsinden kesin olarak bilinmektedir [41].

Ornegin, kisim (4.4)’te anlatilan S. Basak ve Majumbar makalesinde [10], hiperge-
ometrik denklemlerde, oo noktasi icin, ayni yakinsaklik yaricapinda ¢éziim buluna-
mamasina ragmen, 0, oo noktalar1 diizgiin oldugundan, z = 1/x génderimi ve |z| > 1
icin analitik stireklilik kullanilarak,

Tanwm(5.1) Eger,

y(z) =Y ci(z —z) < (2 —20)N, (her Nigin, z — 2 olmak iizere)  (5.83)
=0
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bir kuvvet serisi tanimlanabiliyor ise,

oo

y(2) ~ > iz — z) (5.84)

c;=0
seri z — zo i¢in y(z)’e asimptotiktir [39].
tanimi da kullanilarak oo ile iligki inga edilebilmigtir.

Ancak, cHeun denkleminde diizgiin olmayan tekil nokta icin, aym yakinsaklik yarica-
pinda bir ¢oziim bulunamamasinin disinda, denklem Fuchsyan olma unsurlarini
acik olarak tagimaz. Ancak, Fuchsyan denklemin birlegtirilme prosediirii ile ortaya
giktigindan konu ile ilgili aragtirmalar devam etmektedir [44]. Denklemin Fuchsyan
olmasi ¢ozlimiin inga edilebilmesi i¢in 6nemlidir.

Bilinen fonksiyonlara; i) dort igslem ve lineer kombinasyon, ii) tiirev, iii) integral, iv)
eksponansiyel alma prosediirleri sonlu ¢oklukta uygulanarak, yeni bir fonksiyon elde
edilmesine, Ly tipi siire¢ denilsin.

Teorem 5.2 Fuchsyan diferansiyel denklem igin,

EH 4 P+ Q)RE) =0 (5.85)

diferansiyel denkleminin her ¢oziumi, yalniz ve yalnizca monodrami datas tui¢genles-
tirilebilir ise, rasyonel fonksiyonlar tzerinde Ly tipindedir [42].

Merkezcil baglanti igin asimptotik seri,

Ym (2,2 = 2j) = (2 — 2;)Pm=) Z (z—2z), (m=1,2) (5.86)

]_—OO

seklinde inga edilmistir. p,, Floquet kuvvetleri olmak tizere, Floquet ¢oziimi denir.
Frobenius ¢oztimiinden en 6nemli farki Taylor Serisi, Laurent Serisi ile degigtirilmigtir.

5.7 Normal Form

Ikinci derece diferansiyel denklemin, birinci tiirev terimi olmadan yazilabildigi forma

normal form denir.
2z —iwAz+iABm

P —_ .
»(2) (= A7) (5.87)
v 2 ®m? — 2wmB 2ABi B*m?
2w — c'm® — 2wm - m+ b°m
@(2) = (22 — A?)4z * 42%(c?z — A?) (5.88)
olmak iizere,
d*R(z) dR(z)
2 + PQ(Z)T + Q2(2)R(2) =0 (5.89)
diferansiyel denklemi normal formuna,
ap, 1 Py?
M = N=Qy—-M—— 5.90
U @273 1 (5.90)

47



esitlikleri kullanilarak,

d’R(z) N 1| w? N A —c*m? — 2mBuw N (B*m? + A?%)
dz? 4|2z — A2 z(c?z — A?) 22(?z — A?)

2iwAct + 4iwAc* + wA  (A%c* —2A%Bwm)  A?+2iABm — ABm
(22 — A%)? 2(c?z — A?)? 22(c?z — A?)?

R(z)=0

(5.91)

denklemine ulagilir. Denklem, normal formunda da tekillik yapilarini ve cHeun Denk-
lemi olmasini korumaktadir; ancak simdi asimptotik analiz yapmak i¢in daha uygun
bir yazima sahiptir.

d*R(z)
dz?

_ _ @, P2
+q(2)R(z)=0 , q(2)=q+ . + 2 + .., (5.92)

z—o0 ve qo#0

q(z) serisini z — oo asimptotik agilimi yapilir ve q sabiti co’de dondurulursa sabit
katsay1 denklemi bulunur.

d’*R(z)
dz?
eFV®Z orjinal denklemin asimptotik ¢oziimlerinin yénlendiren terimi olur.
Asimptotik formda ¢oziimler,

R(z) ~ eTV@02 2P (1 4 Iny e __ D
) 1+ v b=

+ qo(2)R(2) =0 (5.93)

, T — 00) (5.94)

olacaktir [45].
qo, ¢(2)"in tiim polinomlar1 ayr1 ayr1 Laurent serisi agihmindaki sabit katsayilar bulu-
narak olugturabilir. Oyleyse, agagidaki terimin z=1/r i¢in Laurent a¢ilimi yapilmahdir.

Fr) =" an(r—ro)" (5.95)

ve

! / _flrar’) (5.96)

n = i (r' —ro)ntt

[46] oldugundan,

1 w? w? - AT
Ry iaby > (57) +1 (5.97)
n=-1 icin % olur.
c*m’ ct A% oo
“am a2 (5.98)
n=-2 i¢in 02722 olur. Benzer iglem takip edilerek,
B w2 *n?  wnBc iABnc4+
©Tha T AT oA DA (5.99)
B*n2ct ct iABnct  —ctw?A? A%CS 3c*ABn '
+ + - — + A®Bc*n —
4 A6 4 A4 2A6 4 2
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bulunur.

Yonlendiren terim analizi ¢oztiimiin tekil noktadaki analizini verir. Bu nokta komgulu-
gundaki davranigt bulmak igin, bolgesel agilim yapilmalidir [47].

5.8 Dizgiin Olmayan Tekillik ve Stokes Cizgileri

Tekilligin mertebesi (s-rank), z = oo diizgiin olmayan tekillik noktasinda, 1’dir.
Diizgiin olmayan tekillik durumunda, denklemin lokal ¢oziimleri, genellikle 1iraksak
formda olan, asimptotik seriler olur. Bu serilere Thome ¢oziimleri denir. Catallan-
mayan ve sonsuz noktada bu ¢oziimler,

R(o0)—1

Y (00, 2) = 27 @m0 gap( Z amk Zcmk (5.100)
k=1

m=1,2 ve z~*0(>) Thome ¢oziimiiniin karakteristik carpanlari icin, oy, alk = a2k
rekiirsiyonu kullanilarak,denklemin katsayilari cinsinden hesaplanabilir [41].

Diizgiin olmayan tekillik i¢in yazilacak Thome ¢6ziimii mevcuttur. Ancak, cogunlukla
asimptotik seri iraksak c¢ikar. Burada asil sorun, tekillik komgulugunda bu asimpto-
tik ¢oztimiin, diferansiyel denklemin bir ¢oziimii olmamasidir. Bu durumun sebebi,
Stokes fenomenidir. Asimptotik davranmgin, kompleks diizlemin farkh sektorlerinde
degismesine Stokes fenomeni denir. Coziimiin, baskin ve resesif kisimlar1 sektorlerde
degigim gosterir.

Normal formda yazilan Denklem(5.84)’iin, her Stokes sektorii igin, kargihk gelen
Thome ¢oziimii aracihigiyla asimptotik olarak yaklasan iki ¢oziim vardir. Bu sonug
"resurgence” teorisi ile bulunmugtur. Detayl inceleme Diferansiyel Denklemler ve
Stokes fenomeni kitabinda [48] yer almaktadir. F. J. Olver diferansiyel denklem-
lerin asimptotik ¢oziimlerinin tekligini konu aldigi makalesinde [49] rank-1 diizgiin
olmayan tekillikte diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin, ¢oziimiin resesif sektortiniin
kapanig ¢izgisi boyunca asimptotik acilimi cinsinden egsiz oldugunu gostermistir.
Kesin ¢oziimiin elde edilmesi icin ise, iki ¢izgi boyunca asimptotik davranigin de-
vamlhiliginin saglanmasi gerektigi gortliir.

Ayrica A. Castro ve ekibinin ”Black Hole Scattering From Monodromy” makalesinde
[31], kiitlesiz skalar alan i¢in Klein-Gordon denkleminin cHeun denklemi cinsinden
¢oziimil i¢in, monodrami datasi kullanarak Stokes matrisini elde etmistir. Ancak,
Stokes carpanlarimin niimerik yollarla elde edilmesi s6z konusudur.
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6 SONUCLAR

Kisim 2’de yer ¢ekimi analojisinin kurulmasina kaynak olan fikirler analiz edilmistir.
Su gideri modeli igin, ¢izgi elemani bulunarak, ergosfer ve olay ufku yarigapi bu-
lunmustur. Ayrica, kara delikten enerji koparma fikrinden yola cikilarak, analoji
ile olusturulan sistemde kullanilmak ftizere, yansiyan dalganin genliginin gelen dal-
ganin genliginden biiylik olmasina imkan veren silindirik geometride siiper 1g1ma
incelenmigtir.

Kisim 3’te Bose-Einstein yogusmasi ele alinmigtir. Zayif etkilesen ultra soguk Bose-
Einstein yogusmasini tarif eden Gross-Pitaevskii denklemi yeniden tiiretilmistir.
Ayrica,yogusmanin analojiye kaynaklik eden karakteristik 6zellikleri incelenmistir.

Kisim 4’te Gross-Pitaevskii denklemi hidrodinamik yaklagim ile, ¢iftlenmis iki denk-
leme ayrigtirilmigtir. Bu denklemler lineerize edilerek, efektif metrik bulunmustur.
Su gideri modeli icin, faz alani, radyal ve acisal kisimlarina ayrigtirilarak, elde edi-
len radyal denklemde siiper 1gimanin varligi ortaya konmustur. Asimptotik yaklagim
altinda elde edilen denklem, hipergeometrik denkleme doniistiirtilerek, yansima ve
gecme katsayilarr hesaplanmigtir.

Kisim 6’da su gideri modeli i¢in elde edilen Klein-Gordon denkleminin radyal kisminin
kesin ¢oziimleri aragtirilmistir. Elde edilen denklem Heun sinifi bir denklem oldugun-
dan, Heun denklemi ile sacilma katsayilarinin hesaplandigi bir ornek incelenmistir.
Son olarak, su gideri modelini saglayan denklemin cHeun denklemi oldugu goste-
rilmigtir. cHeun denklemi iki diizgiin ve bir diizgiin olmayan tekillige sahip ikinci
dereceden linear diferansiyel denklem oldugundan, bu tekil noktalar komgulugunda,
sagilma katsayilarini hesaplamak iizere, ¢oziimler ve diger tekil noktalar ile iligkileri
aragtirilmistir. Diizgiin olmayan tekillikte asimptotik yaklagimin, tekilligin komsulu-
gunda ¢oziim olmadigr goriilmiistiir. Bunun sebebi sonsuz diizgiin olmayan tekilligi
i¢in Stokes ¢izgilerinin incelenmesi gerekmesidir. Ancak, denklemde yer alan rank-1
diizgiin olmayan tekillik i¢in, Stokes carpanlari bulunabilirse, kesin ¢oztimiin elde
edilebilecegi iddia edilmigtir.
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7 EKLER

7.1 Lineer olmayan Schrodinger dalga denkleminin incelen-
mesi

Herhangi bir hiperbolik denklem, dalga denklemidir. Bunun diginda Schrédinger,
Korteweg-de Vries denklemi gibi dalga denklemleri de vardir. Bu tezde kullanilan
Gross-Pitaevski dalga denklemi, lineer olmayan Schrodinger dalga denklemidir. Bu
tip dalga denklemlerinin ¢6ziimleri uzaysal yayilim yapan osilasyonlardan olusur. u
dalga fonksiyonu icin, lineer olmayan u? terimleri «’nun biiyiik oldugu yerlerde v’nun
biiyiikligiinii arttirmaya, kiigiik «’lar icin goz ardi edilebilmeye meyillidir.

”Sacilma”, sifir ¢coziimiiniin global olarak sabit oldugu anlamina gelir. Global ¢oziim-
ler, ¢oztimiin tiim zamanlarda var olup olmadigi ve ozellikleri ile ilgilenir. Bu tip
denklemlerde, kiiciik genlik ¢oziimleri en kolay analiz edilen ¢oziimlerdir. Bunun
sebebi lineer olmayan terimin v = 0’da p derecesi genellikle ¢ozliimiin kiiciik ve
kontrol edilebilir olup olmayacagini yoneten niceliktir. Lineer olmayan Schrodinger
denklemi, her x € R™ olmak tizere, u(z,t) kompleks degerli, f(0) = 0 igin,

iug — Au+ f(u) =0 (7.1)

g reel bir fonksiyon olmak iizere,

flu) =gl ul*)u

varsayilarak temsil edilir. Lineer olmayan Schrédinger denklemi; evrim denklemi ve
daha 0zel olarak sonsuz boyutlu Hamiltonyen sistemi olarak goriilebilir.

t — u(t), x fonksiyonunun fonksiyon uzayinda degerler alan zamanin bir fonksiyonu,
Ap lineer operator ve N lineer olmayan operator olmak tizere, denklem asagidaki
formda yazilabilir.

ou
5 = AoU + N(u) (7.2)

Ay = —iA ve N(u) =if(u)
N = 0 lineer denklemin ¢oztimii Uy = exp(tAy) ile gosterilirse, integral denklemi
formu da kullanilabilir.

t
ult) = Ua(t)u(0) + | Uyt = 7)N(u(r))dr (7.3)
0
Hamiltonyen formunda ise; E fonksiyonel(enerji), E’ (Frechet) tiirevi ve J lineer
antisimetrik operatér(J* = —J) olmak tizere,
ou
— = JF 7.4
B ) (7.4
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tanimlanir. Enerjinin otomatik olarak sabit oldugu sdylenebilir.

OE(u) Ou

5 = <E'(U)ZE>

Lineer olmayan Schrodinger denklemi icin; F f’in primitifi olmak tizere,

= (F'(u), JE' (u)) =0 (7.5)

Bu) = / (% | Au 2 +F(u))dz (7.6)

Boylece E'(u) = —Au+ f(u) ve Ji = y/—1 ¢arpani olur [50].

7.1.1 Degismezlik

Dalga denkleminin konformal dontigtimler altinda degismez olmasi incelenmelidir.
Degigmezlik, korunum yasalarina yol agar. E. Noether’in prensibine gore, eger bir
varyasyon problemi dontisiim ailesi altinda degismez kaliyorsa, Euler denklemi koru-
num yasalarini saglayacaktir. £ : X — R , X Banach Uzay1 olmak {izere, minimize
edilecek fonksiyonel olsun. T, ,X’de, diizgiin lineer doniigiimler ailesi olsun. Oyle ki;
her € ve u € X i¢gin Ty = 1 ve L(T.u) = L(u). €a gore diferansiyelleme, £ Frechet
turevi iken,

(L (w), Mu) = 0 (7.7)

M = dT./de |—o Ornegin;

L(u) = [ | Au|? +F(u))dz fonksiyoneli,

—Au+ F'(u) =0

Euler-Lagrange denklemine sahiptir.

Yukaridaki 6zdeslik, (—Au+ F'(u))(Mu) garpiminin bir iraksama oldugunu, boylece
integralinin ortadan kayboldugunu ifade eder. M operatorii carpan veya doniisiim
tireteci olarak isimlendirilir. Lineer olmayan Schrodinger dalga denklemi i¢in, f(u) =
g(] u [*)u varsayimu ile,

G’ = g,G(0) = OveF(u) = 39(| u |*) almrsa, Lagranjyen,

L(u) = //(%%u_tu —l—% | Au |* +F(u))dzdt (7.8)

olur. Kompleks 6lgekleme u — exp(ie)u'nun iireteci u — iu olur. Eger lineer olmayan
Schrodinger Denklemi 7u ile carpilarak integre edilir ve real kismi alnirsa, sabit
7yik” bulunmusg olur.

/ | u | dor = sabit (7.9)

Zamanda otelemede degismezlik, enerjide degismezligi beraberinde getirir.
1
E(u) = /(5 | Au |* +F(u))dx = sabit (7.10)

Uzaysal 6teleme ve donme degismezligi de gosterilebilir. Dilatasyonlarin

u(x,t) — N2u(Ax, A?t) iireteci D = 2tu; +1u, + (n/2)u olur ve dilatasyon Szdesligi,
K(u)=nf(u)u—2(n+2)F(u)

olmak tizere,

d 1
p (Imru, i+t |0 > +2tF(u))dw = —é(u)da: (7.11)
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olur. Yari-konformal degismezlik incelenirse, temel dontisiim olarak yari-inversiyon
w(z, t) — (it) "2 M/t 1)t) (7.12)

L(u)'yu F(u) = 0’da degismez birakir. Oteleme ile birlegtirildiginde, yari-konformal
ozdeslik ortaya cikar.

d 1
pr (5 | 2u — 2itu |* +48°F (u))dx = —Qt/K(u)dx (7.13)

Eger K = 0 ise, f(u) = ¢ | u [P* u p=144/n olur. Iki duruma da korunum

yasasi denilir ve bu iki durum £ dilatasyon ve yari-inversiyon altinda degismezdir

[50].
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