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Narçiçeği KIRAN

Fizik Anabilim Dalı

Fizik Programı
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ederim.

Son olarak, bana soru sormayı ve hayal kurmayı öğreten; fizik tutkumu destekleye-
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ÖZET

Anahtar Kelimeler: Bose-Einstein yoğuşması, yer çekimi analojisi

Yer çekimi analojisi, genel görelilik kuramının ön gördüğü bazı sonuçların, çeşitli
fiziksel sistemler aracılığıyla modellenebileceği savına dayanır. W. G. Unruh, 1981
yılında yayınladığı makalesinde, yer çekimi alanındaki kuantum alanın davranışının,
yakınsak akışlı akışkanın içinde hareket eden ses dalgalarıyla modellenebileceğini id-
dia etmiştir. Hareketli akışkanın hızı sonik üstü (süpersonik) bölgeye geçerse, ses dal-
gaları akıntıya karşı yönlü akış sağlayamaz. Bu durum, ses dalgalarının kaçamayacağı
bir tuzak bölgeye işaret eder. Ses ve ışık dalgalarının sonlu değerleri bulunması, tu-
zak bölgesi ve kara delik arasında matematiksel ve fiziksel bir ilişki araştırılmasına
sebep olmuştur. Kara delikler için, olay ufku ve ergo bölgenin varlığı ile ilişkili, iki tip
ışıma söz konusudur: Hawking ışıması ve süper ışıma. Benzer şekilde, fiziksel model
için de metriğin tekil noktaları mevcuttur. Öyleyse, fiziksel modelde de bu bölge-
lerin oluşması ve benzer şartlar altında, bu bölgelerdeki ışımaların gerçekleşmesi
beklenebilecektir. Sonuçta; olay ufku ve ergo bölgenin varlığıyla ilişkili bu ışımaların
analojisi, fiziksel sistemde görülebilecektir.

Ses dalgalarının Bose-Einstein yoğuşmasında (BEY) ilerlemesi, BEY’in karakteristik
özellikleri nedeniyle, analojinin incelenebileceği uygun bir sistemdir. BEY’in özel-
likleri kullanılarak, efektif uzay-zamanda ses dalgalarının ilerleyişi, Klein-Gordon
denklemi ile tarif edilebilir. Bu tezin başlıca iki amacı vardır: (1) Tek girdaplı su
gideri modeli için yer çekimi analojisinin ve analojinin sonuçlarından biri olan süper
ışımanın incelenmesi. (2) Girdaptan süper ışıma ile saçılan ses dalgalarının saçılma
katsayılarının bulunması ve Heun sınıfı bir denklem olan Klein-Gordon denklemi’nin
radyal kısmının kesin çözümlerinin araştırılması.

Bölüm 2’de yer çekimi analojisi ve süper ışıma analojisinin kurulmasına kaynak
oluşturan, kara delikten enerji koparma incelenmiştir. Bölüm 3’te BEY’in özellikle-
rine değinilerek, ultra soğuk zayıf etkileşen BEY için Gross-Pitaevskii (GP) denklemi
yeniden türetilmiştir. Bölüm 4’te GP denklemi lineerize edilerek efektif metrik elde
edilmiştir. Ayrıca bu kısımda, elde edilen KG denklemi için asimptotik yaklaşım ile
süper ışımanın varlığı gösterilmiş ve hipergeometrik denklem yardımıyla yansıma ve
geçme katsayıları bulunmuştur. Bölüm 5’te KG denkleminin radyal kısmının Heun
sınıfı bir diferansiyel denklem olmasından yola çıkılarak, Heun diferansiyel denklemi
ile saçılma katsayılarının bulunduğu bir örnek incelenmiştir. Son kısımda, tek gir-
daplı su gideri modeli için elde edilen cHeun denklemi için saçılma katsayılarının
kesin hesaplanabilirliği tartışılmıştır.
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Analogue gravity is based on the idea that physical systems can be used to mimic
some kinematic aspects of general relativity. In general relativity, the structure of
space-time takes form with the substances in itself. More precisely, the curvature of
space-time is determined by stress-energy-momentum tensor via Einstein equations.
The path which the object tracks, is called geodesic, is assigned by the curved
space-time. The physical effects which are caused by the virtue of the curvature of
space-time, are referred to as gravitational waves.

In 1981, W.G. Unruh proposed an analogy whether the sound waves which propagate
in flowing convergent fluid can mimic the behaviour of the quantum fields that are
influenced by gravity. This idea ensue from the fact that the velocity of sound is
constant like the velocity of light. If the fluid accelerates up to supersonic speed, the
sound waves cannot propagate against upstream. Thus, the region which the waves
cannot escape from it, can be defined. This region acts like ergo region or event
horizon which are the regions of black hole. W. G. Unruh showed that the linearised
sound waves that propagate in a flowing fluid whose equation of state is barotropic
and irrotational, equal to Klein-Gordon equation for massless scalar field. So, it is
possible to examine the behaviour of a wave in a flowing medium by the help of
the metric. This mathematical and physical similarities motivated to investigate the
consequences which caused by the properties black hole such as superradiance and
Hawking radiation.

The form of the metric in the hydrodynamic example which was concerned by Unruh
was Schwarzschild metric which contains only event horizon because the black hole
that was concerned is static and spherical symmetric. Thereby, this model was about
the Hawking radiation.

Historical examinations showed that the potential model to examine superradiance,
which is extracting energy with waves, should have ergo region, as well as event ho-
rizon, which has the cross terms in metric, Kerr metric. Kerr black hole is a rotating
black hole, so it carries angular momentum. In 1971, R. Penrose showed the way
to extract energy from a rotating black hole. If a particle decays into two partic-
les, one particle with negative energy falls to black hole and the other one escapes
to infinity, second particle has the energy greater than the incident particle. This
mechanism is called Penrose process. In 1972, I. Zeldo’vich found a mathematical
interpretation to amplify the cylindrical waves reflected from the rotated body. A.
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Starobinsky derived from Zeldo’vich’s idea and showed the amplification of waves
from a rotating black hole in 1973. So, one can construct a hydrodynamic model
to detect superradiance with Kerr metric as Unruh did for Hawking radiation with
Schwarzschild metric.

The propagation of sound waves in a Bose-Einstein condensate (BEC) is the typi-
cal candidate to examine superradiance. The flow is a priori irrotational for BEC
system. Also, because of the BEC is a quantum system, the circulation is quanti-
zed. Thus, it is possible to define vortex line for irrotational fluid. For sound waves
propagate in weakly interacting BEC, the system governed by Gross-Pitaevskii(GP)
equation. After linearising the GP equation, Klein-Gordon (KG) equation describes
the propagation of sound waves in an effective space-time.

This thesis has two major purposes: (1) to investigate analogue gravity for draining
bathtub vortex model and superradiance which is one of the analogue effects. (2) to
calculate scattering coefficients of acoustic wave from a vortex due to superradiance
and search the possibility of construction an exact solution to the radial part of KG
equation which is a Heun class differential equation.

In Section 2, analogue gravity and extracting energy from a black hole which makes
available to set up the superradiance, was examined. It is shown that even for the
simplest example for the sound wave propagates in a medium, it can be derived a
metric with the help of the Doppler effect and the fact that velocity of sound is
constant. Also, it has proved that if a fluid is barotropic, inviscid and the flow is
irrotational, then the equation of motion for the velocity potential describing an aco-
ustic disturbance is identical to the KG equation of motion for a minimally-coupled
massless scalar field propagating in a (3+1)-dimensional Lorentzian geometry. Ergo
region and event horizon were defined. The radius of this regions were found for
draining bathtub model.

In Section 3, characteristics of BEC were revisited and the critical temperature
for Bose-Einstein distribution was shown. With referring to characteristics of BEC,
Gross-Pitaevskii (GP) equation was rederived for ultra-cold weakly interacting BEC.
Considerably important property of BEC as a quantum gas is the superfluidity . It
ensures that the flow is irrotational and its origin is continuity equation.

In Section 4, GP equation separated to two coupled equations with the hydrody-
namic approach. Effective metric derived by linearizing these equations. It is found
that the radial part of Klein- Gordon equation belongs to the Heun class of differen-
tial equations. In addition, with asymptotic approach the existence of superradiance
was shown and with the help of hypergeometric equation, transmission and reflec-
tion coefficients was found. In Section 5, since radial part of KG equation is also
in the Heun class of differential equation, a sample problem which the scattering
coefficients found by using Heun differential equation was examined.

Heun equation is a second order linear homogeneous differential equation with four
regular singularities. When the solution for the specific example constructed in terms
of Frobenius, solutions can be linked with each other for some regions because of the
radius of convergence. On the contrary, the radial part of KG equation is different
Heun type known as confluent Heun(cHeun) equation which has one irregular and
two regular singularities.
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In the last section, whether the exact solution to calculate the scattering coeffici-
ents for the cHeun equation that is derived from draining bathtub vortex model is
possible, was discussed. To construct central and lateral connection to this problem
with vicinity of irregular singularity at infinity for cHeun equation, one needs to find
the monodramy data via Stokes Phenomenon.
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∂ : Kısmi Türev Operatörü
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h : Entalpi

Kµ : Killing Vektörü
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vµ : Dört Hız Vektörü
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1 GİRİŞ

Yer çekimi analojisi, genel görelilik kuramının ön gördüğü bazı sonuçların, çeşitli
fiziksel sistemler1 aracılığıyla modellenebileceği savına dayanır [2]. Genel görelilik
kuramı2’nda; uzay-zamanın yapısı, içinde var olan maddelerin etkisiyle şekillenir.
Daha açık olarak, uzay-zamanın eğriliği, Einstein denklemleri aracılığıyla, uzay-
zamandaki cismin stres-enerji-momentum tensörü ile belirlenir. Serbest düşen cismin
takip ettiği yollar, yani jeodezikler, eğri uzay-zaman tarafından tayin edilecektir. Bu
eğrilik sebebiyle oluşan fiziksel etkiler, yer çekimi alanı olarak atfedilir [5]. W. G. Un-
ruh, 1981 yılında yayınladığı makalesinde [6], yer çekimi alanındaki kuantum alanın
davranışının, yakınsak akışlı akışkanın içinde hareket eden ses dalgalarıyla modelle-
nebileceğini iddia etmiştir. Hareketli akışkanın hızı sonik üstü (süpersonik) bölgeye
geçerse, ses dalgaları akıntıya karşı yönlü akış sağlayamaz. Bu durum, ses dalga-
larının kaçamayacağı bir bölgeye, ”suskun(dumb)” deliğin varlığına, işaret eder. Ses
ve ışık dalgalarının sonlu değerleri bulunması, suskun delik ve kara delik arasında
matematiksel ve fiziksel bir ilişki araştırılmasına sebep olmuştur [7].

Unruh, dönmesiz ve barotropik durum denklemine sahip akışkanda ilerleyen ses
dalgalarının hareket denklemlerini lineerize ettiğinde elde ettiği denklemlerin, be-
lirli bir metrik ile oluşturulan geometride hareket eden kütlesiz skalar alan denk-
lemiyle aynı olduğunu göstermiştir [6]. Dolayısıyla, genel görelilik kuramı metot-
ları kullanılarak, akışkan modeli için gözlemciden bağımsız bir aralık (çizgi ele-
manı) yazılabilmiştir. Metriğin jeodezikleri, akışkan içinde ilerleyen dalganın izlediği
yol olacaktır. Akışkanda ilerleyen dalgaların hareketini belirleyen bölgeler metrik
yardımıyla incelenebilir. Unruh’un örneğinde [6] statik, yakınsak ve küresel simet-
rik akışa sahip bir akışkan, ses hızını aştığında metriğin formu, olay ufku yakınında
Schwarzschild metriği (Yer çekimi alanı için çözüm küresel simetrik, statik olmak
üzere [5]) formundadır. Sonraki incelemelerde, açısal momentum taşıyan modeller
için, ergo bölge tanımı yapılarak, çapraz terimler ihtiva eden Kerr metriği formu da
çıkarılmıştır. genel görelilik kuramında metriğin tekil noktaları, kara delik3 ve beyaz

1Bu fiziksel sistemler, dielektrik ortamda elektromanyetik dalganın ilerlemesi, sıvı 4He’da, Bose-
Einstein yoğuşmasında ses dalgalarının ilerlemesi gibi modeller ile çeşitlendirilebilir [2].

2Günümüzde genel görelilik kuramı, hesaplamalar için baskın olarak kullanılır. Bunun sebebi,
kuramla oldukça tutarlı gözlemlerin mevcut olmasıdır. 1974’te gözlemlenen Hulse-Taylor pulsarı,
yer çekimsel dalgaların yörünge periyotları üzerine etkisini ortaya koymuştur [3]. 2015 yılında da
LIGO, yer çekimi dalgalarını ilk defa tespit etmiştir [4].

3Genel görelilik kuramında kara delikler, matematiksel olarak ortaya çıkan tekilliklerdir. Ast-
rofizikte ise, yüksek kütleli yıldızların evriminin nihai fazı olarak incelenir. Gözlemlerde, bu te-
killikler ile uyuşan bilgiler mevcuttur. Örneğin; Samanyolu Galaksisi merkezinde süper kütleli bir
kara deliğin, yıldız yörüngelerinin değişimine yol açtığı UCLA Galaktik Merkez Grubu tarafından
iddia edilmektedir [8]. Ayrıca, 10 Nisan 2019’da EHT İş Birliği tarafından Messier 87 Galaksisi
merkezinde kara deliğin varlığına ilişkin ilk görsel delil yayınlanmıştır [9].
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delik olarak isimlendirilir ve olay ufku, ergo bölge tanımları yapılır [5].

Kara delikler için, olay ufku ve ergo bölgenin varlığı ile ilişkili, iki tip ışıma söz konu-
sudur: Hawking ışıması ve süper ışıma. Benzer şekilde, fiziksel model için de metriğin
tekil noktaları mevcuttur. Öyleyse, fiziksel modelde de bu bölgelerin oluşması ve
benzer şartlar altında, bu bölgelerdeki ışımaların gerçekleşmesi beklenebilecektir.
Sonuçta; olay ufku ve ergo bölgenin varlığıyla ilişkili bu ışımaların analojisi, fiziksel
sistemde görülebilecektir.

Denklemlerde çözüm kolaylığı sağlaması sebebiyle, çoğunlukla dönmesiz, viskozitesi
olmayan, barotropik durum denklemine sahip akışkanda ilerleyen ses dalgaları mo-
deli için yer çekimi analojisi araştırılmaktadır. Akışkanın akışı, düz uzay-zamanda
oluşturulmuş olmasına rağmen, akustik dalgalanmaların ilerlediği efektif uzay za-
manda akustik metrik, eğri ve Lorentzyen işaretlidir [2]. Bu spesifik özellik, modelle-
rin kinematik olarak yer çekimsel özellikleri taklit etmesi ihtimalini doğurmuştur. Yer
çekiminin akustik analog modellerinde, akustik geometri tamamen akışkanın arka
plan hareketine bağlıdır. Dolayısıyla akustik geometrideki değişiklikler, akışkanın
arka plan hareketi ile ilişkilidir. Ancak; arka plan akışkanın hareketi, Einstein denk-
lemi yerine, Euler denklemi ve süreklilik denklemi ile gösterildiğinden, yer çekiminin
dinamik özelliklerini değil, sadece kinematik özelliklerini taklit edebilir [10].

Akustik modellerde, akışkanın barotropik durum denklemi olduğundan, basınç, akış-
kanda girdap oluşturmaz. Dolayısıyla, başlangıçta dönmesiz bir akış varsa, zaman
içinde dönmesiz olmaya devam edecektir. Efektif akustik geometride Lorentzyen ka-
rakter elde etmek için, viskozitesi olmayan akışkan (süper akışkan) kullanılmalıdır.
Sıvı 4He bir süper akışkan olmasına rağmen, atomlar arası etkileşim güçlüdür.
Dolayısıyla, kuantum mekaniksel bir sistem olan Bose-Einstein yoğuşması, bu mo-
del için daha uygun bir adaydır. Zayıf etkileşimli (1-100nK’e soğutulmuş ve düşük
yoğunluklu, santimetre küpte 1012 − 1015 atom) bozon gazı tuzaklanarak, dalgalan-
malara uygun hale getirilebilir. Bogoulibov yaklaşımı kullanılarak, aşırı soğutulmuş
atomik gazların ortalama alan teorisi metotları ile anlaşılması mümkün olur [11].

Bu tezde, merkezde tek girdabı olan eksensel simetrik zayıf etkileşimli Bose-Einstein
yoğuşması incelenecektir. Bose-Einstein yoğuşması, zayıf etkileşen sistemler için
Gross-Pitaevskii denklemi ile temsil edilir. Yoğuşmanın hızı, zıt yönlü ses hızından
büyük olduğunda, olay ufku ve ergo bölge tanımlanır. Unruh’un makalesinde [6]
yapmış olduğu hesaba benzer şekilde, ses dalgalarının uyduğu denklem lineerleştirile-
rek, metrik oluşturulur. Metrik yardımıyla, yoğuşmada ilerleyen ses dalgası ergo
bölge ve olay ufku komşuluğunda incelenebilir. Sonsuzdan gelen ses dalgası, ergo
bölgeden saçılır ise, saçılma esnasında, girdabın açısal momentumu aracılığıyla, ses
dalgasının genliğinin yükseltilebileceği düşünülmektedir.

Sonuç olarak, Bose-Einstein yoğuşmasında, gideri (sink) olan bir hidrodinamik gir-
dapta oluşturulacak akustik saçılmalar aracılığıyla, ses dalgasının genliğinin yüksel-
tilmesi mümkün olacaktır; yani model yapay kara delikler için süper ışıma analoji-
sinin gözlenmesine olanak sağlayabilecektir.
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1.1 Tarihçe ve Güncel Çalışmalar

Süper ışıma, R. Penrose’un [12] kara delik yakınlarında oluşan güçlü yer çekimi
alanında, dönen kara deliğin dönme enerjisi ve momentumu kullanılarak, parçacıklar
aracılığıyla kara delikten enerji koparılması fikrine dayanır. D. Christodoulou 1970
yılındaki makalesinde [13], Kerr kara deliği için, bu süreçteki indirgenemez ve indir-
genebilir kütleleri araştırmıştır.

Ya. Zel’dovic 1972 yılında [14], dönen kara delikten enerji koparmanın, klasik çok ku-
tuplu dalgalar, örneğin elektromanyetik dalga, yardımıyla da yapılabileceğini göster-
miştir. Makalesinde, bu sürecin gerçekleşebilmesi için, enerji koparılacak cismin li-
neer hızının(u), bu dalgaya karşılık gelen titreşimlerin faz hızını(c) aşmasının ge-
rektiğini(u>c), özel görelilik teorisi uyarınca; boşlukta, düzlem geometride bunun
mümkün olmadığını, silindirik veya küresel geometrilerin incelenmesi gerektiğini
açıklamıştır. Ω açısal momentumlu iletken silindirden saçılan elektromanyetik dalga
için, genliği giren dalgadan büyük; n yörüngesel momentumlu ve ω frekanslı dalganın
(ω < nΩ) silindirden saçıldığını göstermiştir.

A.A. Starobinskii 1973 makalesinde [15], dönen kara delikten saçılan dalgaların
genliğinin yükseltilmesini incelemiştir. Yer çekimsel alanın Kerr metriği ile tanımlan-
dığı yükseltme hesabında, dönen kara deliğin açısal momentumu Ω olmak üzere,
ω < nΩ durumunda, genliğin yükseltildiğini göstermiştir. Klein-Gordon denklemini
sağlayan kütlesiz skalar alan modeli için, bu etkinin büyüklüğünü analiz etmiştir.

S. Hawking 1974-75 yıllarında [16, 17], kara deliklerin kuantum mekaniksel etki-
ler sebebiyle, parçacık salınımının kara delikte kütle kaybına sebep olduğunu öne
sürmüştür. Kara deliklerde görülen bu etkiye Hawking ışıması4 adı verilmiştir.

1981 yılında W.G. Unruh, ’Experimental Black Hole Evaporation?’ adlı makalesinde
[6], fiziksel bir sistem oluşturularak, kara deliğin kuantum termal ışımasının temel
özelliklerini kullanarak, akışkan içinde ilerleyen süpersonik ses dalgaları probleminin
anlaşılabileceğini göstermiştir.

Matt Visser, 1997 yılında [2], dönmesiz, viskozitesi olmayan, barotropik bir akışkanda
akustik dalgalanmaların uyacağı, akışkanın hız potansiyelinin titreşimlerinin hareket
denkleminin, efektif eğri uzay-zaman geometrisinde yayılan minimal çiftlenmiş kütle-
siz skalar alan denklemi ile eş olmasını teorem olarak ele alıp, ispat etmiştir.

2002 yılında S. Basak ve P. Majumbar, yayınladıkları makalede [18], Unruh’un
düşüncesinden [6] yola çıkarak, kuantize akustik dalgalanmaları (fonon), kara de-
likten yayınlanan Hawking ışıması gibi incelemek yerine, kuantizasyon gerektir-
meyen süper ışımayı araştırmıştır. Burada süper ışımanın analojisi, süper rezo-
nans olarak ele alınmıştır; yani süper rezonans, dönen akışkanda ilerleyen ses dal-
gasının genliğini yükselterek, ergo bölgeden saçılmasına verilen isimdir. Penrose
sürecine benzer şekilde ses dalgasının, akışkanın dönmesinden kaynaklı enerji sa-
yesinde, akışkandan enerji koparmasının mümkün olabileceği gösterilmiştir. 2003
yılında yayınladıkları makalede [10], hipergeometrik denklemler aracılığıyla, sonraki
bölümlerde ele alınacak olan sürüklenen küvet modeli için, saçılmada oluşan yansıma

4Hawking ışıma sıcaklığı, kozmik arka plan ışıması (CMB) sıcaklığından düşüktür, dolayısıyla
büyük kara delikler ışıma yapmak yerine, genişleme eğilimindedir. Süper ışıma sonucu yayılan X
ışınlarının da, CMB sebebiyle, astrofiziksel gözleminin mümkün olmadığı düşünülmektedir [10].

3



katsayılarını hesaplamışlardır. S. Basak 2005 makalesinde [19] ise, saçılma kaynaklı
oluşan yansıma ve geçme katsayıları arasındaki ilişkiyi analiz etmiştir.

2004 yılı makalesinde [20] E. Berti et al analog kara delikler için yarı normal mod
hesabı yapmıştır.

2005 yılında hidrodinamik girdaplarda süper ışıma saçılması T.R. Slatyer ve C.M.
Savage tarafından [21] analitik ve nümerik olarak çalışılmış, olası deneysel gerçekleme-
ler araştırılmıştır.

2006 yılında F. Federici et al yayınladıkları makalede [22], hidrodinamik girdaplarda
süper ışımanın nümerik analizini yapmıştır.

2007 yılında, A. Retzker et al Bose-Einstein yoğuşmasında, optik latisin ivmelendi-
rilmesi aracılığıyla fonon yayınlanmasını incelemiştir [23].

Matt Visser, C. Barcelo, S. Liberati; yer çekimi analojisini inceleyen birçok yayın
[24, 7] yapmıştır. 2002 yılında bu konuda çalışan M. Novello, G. Volovik, M. Vis-
ser editörlüğünde ”Yapay Kara Delikler ” isimli kitap [25] basılarak konu üzerine
çalışmalar derlenmeye çalışılmıştır. 2013 yılında [26] Faccio ve ekibi ”Yer çekimi
Analojisi Fenomenolojisi” isimli bir kitap yayınlamışlardır.

2014’te Nature Physics dergisinde yayınlanan J. Steinhauer makalesinde [27], Bose-
Einstein Yoğuşması’nda Hawking radyasyonu gözlemlediğini iddia etmiştir.

2016’da ise, T. Torres ve ekibi makalesinde [28], girdap akışında süper ışıma gözlemi
yaptığını iddia etmiştir.

S. Vieira ve B. Bezerra yine 2016 yılında [29], akustik kara deliklerde, kütlesiz skalar
alan için Klein-Gordon denkleminin radyal kısmını oluşturan cHeun denklemini,
analitik çözmenin metodlarını araştırmıştır.

Ayrıca, cHeun denklemi, Kerr metriğinde lineer yaklaşım yapılarak elde edilen Te-
ukolsky denkleminde de ortaya çıktığı için, bu denkleme kesin çözümü inceleyen P.
Fiziev’in makalesi [30] incelemelerde önemli yer tutar. A. Castro, J. Lapan, A. Malo-
ney, M. Rodriguez’in kara delik saçılmalarında monodrami datasını incelediği makale
[31] de cHeun denklemi için kesin çözüm ile saçılma katsayılarının hesaplanmasını
araştırması bakımından önemlidir.

Gözlemlerin yetersizliği, kesin çözümün araştırılması gerekliliği konu üzerinde çalışma-
ların devamını sağlamaktadır.

1.2 Tezin Amacı ve Bölümlerin İçeriği

Tezin amacı, Bose-Einstein yoğuşmasında girdap geometrisi oluşturarak, ses dal-
galarının saçılma esnasında yansıma katsayısının yükseltilebileceği iddiasının yeni-
den ele alınmasıdır. Bir diğer amaç ise, cHeun denklemi aracılığıyla süper ışımada
saçılan dalganın geçme ve yansıma katsayılarının, kesin olarak bulunma imkanlarının
araştırılmasıdır.

Bölüm 2’de yer çekimi analojisinin kaynakları araştırılmıştır. Akışkanda ilerleyen
ses dalgası için, geometrik ve fiziksel akustik modeller oluşturularak, efektif ge-
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ometri elde edilmiştir. Visser’in makalesindeki [2] ispatı kaynak tutularak, belli özel-
likleri sağlayan akışkanda ilerleyen ses dalgasının d’Alembert denkleminin, kütle-
siz skalar alan için Klein-Gordon Denklemi ile eş olduğunun gösterilebileceği ispat
edilmiştir. Efektif geometrinin bir sonucu olarak ortaya çıkan, ergo bölge ve olay
ufku tanımlanmıştır. Fiziksel modelimizin kurulmasına kaynak olacak, sürüklenen
küvet modeli inşa edilerek, bu model için ergo bölge ve olay ufkunun yarı çapı
bulunmuştur. Son olarak, ses dalgalarının girdap geometrisinden saçılarak, açısal
momentum aracılığıyla, dalgaların genliklerinin yükseltilmesi, kara delikten enerji
koparılmasına bir analoji olduğundan; kara delikten enerji koparmanın mümkün
yolları ve analizi işlenmiştir.

Bölüm 3’ün ilk kısmında, bu tezde analojinin kurulmasına kaynak olacak akışkan
olan Bose-Einstein yoğuşmasına dair genel bilgi verilmiştir. Bose-Einstein dağılımının
analizi yapılmıştır. Bu açılımın kuantum mekaniksel anlamı araştırılarak, yoğuşmanın
deneysel olarak gerçekleştirilmesini sağlayan kuantum durumları incelenmiştir. Ku-
antum alanının, ortalama alan olarak yazılabilmesini öneren Bogoluibov yaklaşımı
ile, zayıf etkileşen ultra soğuk Bose-Einstein yoğuşmasının Gross-Pitaevski denk-
lemi aracılığıyla tarif edilebileceği gösterilmiştir. Süreklilik denklemi kullanılarak,
yoğuşmada akışın, faz alanı tekil olmadıkça, dönmesiz olduğu çıkarsanmıştır. Bölüm-
ün son kısmında ise; yoğuşma dönmesiz olmasına rağmen, gazın kuantum özelliği
sayesinde oluşacak girdap modelinin davranışı incelenmiştir.

Bölüm 4’te zayıf etkileşen Bose-Einstein yoğuşmasını temsil eden Gross-Pitaevskii
denkleminin dalga fonksiyonu faz ve yoğunluğa bağlı yazılmıştır. Denklem, hidro-
dinamik yaklaşım ile çiftlenmiş iki denkleme ayrıştırılıp, lineerize edilerek, efektif
metrik oluşturulmuştur. Faz alanının dalgalanmalarının davranışını tasvir eden, elde
edilen yeni denklem, Klein-Gordon denklemi ile özdeştir. Böylece, bulunacak metrik
için faz alanı, değişkenlerine ayrılarak yazıldığında, elde edilen ve ses dalgalarının
davranışını açıklayan radyal denklem elde edilmiş olur. Belirli yaklaşımlar altında
radyal denklemin analizi yapılarak, ergo bölgeden saçılmadan geri yansıyan dalganın
genliğinin arttığı gösterilmiştir. Yine, belirli yaklaşımlar altında, radyal denklemin
hipergeometrik denkleme dönüştürülebilmesine dayanarak, genelleştirilmiş hiperge-
ometrik fonksiyonlar aracılığıyla, saçılmadaki yansıma ve geçme katsayıları hesap-
lanmıştır.

Bölüm 4’te süper ışıma, elde edilen radyal denklemin yaklaşık çözümlerini dayanak
noktası alarak gösterildiğinden; kesin çözümler ile ışımanın analiz edilmesi, deney
sonucu beklenecek yansıma katsayılarının tutarlı olarak tahmin edilmesi için ikna
edici bir argüman olacaktır. Bu sebep ile, Bölüm 5’te Klein-Gordon denkleminin
kesin çözümü araştırılmıştır. Denklem, Heun sınıfı bir denklemdir. Bu sebeple, genel
Heun denklemi için, farklı bölgelerde saçılma ve geçme katsayılarını elde edildiği bir
örnek ele alınmıştır. Bu örneğe benzer şekilde, kesin çözümü aranan radyal denk-
lem çözümünü elde etmek için, tekillik analizi yapıldığında, diferansiyel denklemin,
düzgün olmayan tekilliğe sahip cHeun denklemi olduğu görülmüştür. cHeun denkle-
minin düzgün olmayan tekillik etrafında Frobenius çözümü olmadığı gibi, asimptotik
yaklaşım ve analitik süreklilik yöntemi ile de denklemin diğer tekillikleri ile ilişkisinin
kurulması için Stokes çarpanlarının elde edilmesi gerektiği anlaşılmıştır.
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2 Yer Çekimi Analojisi

Yer çekimi analojisinin kurulması için, merkezi girdaba sahip hareketli akışkanda
ilerleyen ses dalgalarının incelendiği akustik model ele alınabilir. Hareketli bir akışkan,
ses dalgalarını kendisi ile birlikte sürükler. Ses dalgası süpersonik bölgede akışkanın
ters yönünde hareket ederse, ses dalgası bloke olur; yani ışığın kara deliğin olay
ufkundan kaçamaması gibi, ses dalgaları, sonlu hızda olduğu için, akustik ufuk-
tan kaçamaz. Blokaj noktası, sonik altı ve sonik üstü noktalar arası geçişte bulu-
nur. Öyleyse, akış süpersonik olduğunda iyi tanımlı bir bölge içeriyorsa, bu bölge
dönen kara deliğin ergo bölgesine analoji olur. Analoji; geometrik ve fiziksel düzeyde
kurulabilir. Bu kısımda, geometrik akustik modelde, uzay-zamanın nedensel yapısı
anlaşılmaya çalışılacaktır, fiziksel akustik modelde ise; özel bir etkin metrik yazılacak
ve ses dalgaları için uygun dalga denklemi bulunacaktır. Ergo bölge ve olay ufku te-
rimleri incelenerek, çalışılacak girdap geometrisi için olay ufku ve ergo bölgenin yarı
çapı elde edilecektir [7]. Bölümün son kısımda, kara delikte ve fiziksel modelde, bu
bölgeler sebebiyle oluştuğu düşünülen ışımalar ele alınacaktır.

2.1 Geometrik Model

Geometrik akustik iki varsayıma dayanır: c akışkana göre sesin hızı ve laboratuara
göre akışkanın hızı v, iyi tanımlıdır. Ses dalgalarının laboratuara göre yayılım hızı,
n̂ birim vektörü yönünde tanımlı olmak üzere,

dx

dt
= cn̂+ v (2.1)

şeklindedir ve uzay-zamanda, n̂2 = 1 şartı ile bir ses konisi tanımlar:

−c2dt2 + (dx− vdt)2 = 0 (2.2)

Daha açık halde,
−[c2 − v2]dt2 − 2v.dxdt+ dx.dx = 0 (2.3)

denklemine ulaşılır. İkinci dereceden bu denklem, dt’nin fonksiyonu olarak, dx için
çözülürse, g metrik tensörü, uzay ve zamanın her noktası ile ilişkili olan bir çift koni
sağlar. Bu Lorentzyen metriğin konformal sınıfı ile ilişkilidir.

g = Ω2

 −(c2 − v2) −vT

−v I

 (2.4)

I birim vektör, v akışkanın hız vektörü ve vT akışkanın hız vektörünün transpozu
ve Ω tanımlanmamış, ancak kaybolmayan bir fonksiyondur [7].
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Geometrik yaklaşım, basit ve boyut bağımsız yapısıyla uzay-zaman analojisinin ar-
kasında bulunan yapısal nedenselliği anlamak açısından önemlidir.

2.2 Fiziksel Model

Statik, homojen ve viskozitesi olmayan bir akışkanda, c akışkan içinde ses hızı sabiti,
∂2
t zamana göre ikinci türev ve ∇2 Laplasyen, Φ(r, t) dalga fonksiyonu olmak üzere;

ses dalgalarının yayılımı,
∂2
t Φ = c2∇2Φ (2.5)

d’Alembert denklemi ile temsil edilir. Hareketli akışkanın veya homojen olmayan
akışkanın dalga denkleminin anlaşılması için M. Visser, Unruh’un düşüncesini te-
orem olarak yazmıştır [2].

Teorem Bir akışkan; laboratuara göre akışkanın hızı v, n akışkan yoğunluğu ve p
basınç olmak üzere,

• dönmesiz
∇× v = 0 (2.6)

• viskozitesi olmayan,

n
(∂v

∂t
+ (v · ∇)v

)
= −∇p; (Euler denklemi) (2.7)

• barotropik
p = p(n) (2.8)

özelliklere sahip ise, akustik dalgalanmaların uyacağı hız potansiyelinin titreşimlerinin
hareket denkleminin; (3+1) boyutlu Lorentzyen geometride yayılan, minimal çiftlenmiş
kütlesiz skalar alan için hareketin Klein-Gordon denklemi ile eş olur.

�Φ ≡ 1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂ν)Φ = 0 (2.9)

Bu şartlar altında, ilerleyen dalga; akustik metrik gµν(t, x) ile yönetilir. Bu akustik
metrik (3+1) boyutlu Lorentzyen (yarı-Riemannyen) geometriyi tarif eder. Metrik
cebirsel olarak; akışkan yoğunluğu n, akışın hızı v ve akışkan içinde bölgesel ses hızı
c değişkenlerine bağlıdır.

gµν(t,x) ≡ n

c

 −(c2 − v2) −vT

−v I

 (2.10)

Burada I 3 × 3’lük birim matris, v 3 boyutlu uzayda akış hızının vektörü, vT hız
vektörünün transpozudur.

Kanıt. Akışkanın viskozitesi olmadığından Navier-Stokes denklemi değil, Euler denk-
lemi ve süreklilik denklemi ele alınacaktır. c akışkan içinde ses hızı sabiti, f kuv-
vet yoğunluğu, laboratuara göre akışkanın hızı v, skalar potansiyel Φ olmak üzere;
akışkanlar dinamiğinin temel denklemleri;

∂tn+∇ · (nv) = 0 (Süreklilik Denklemi) (2.11)
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n
dv

dt
≡ n[∂tv + (v.∇v] = f (Euler Denklemi) (2.12)

alınırsa ve akışkanın viskozitesi olmadığından, akışkana etki eden tek kuvvetin basınç
olduğu varsayılırsa, kuvvet yoğunluğu,

f = −∇p (2.13)

olur. Euler denklemi standart manipülasyonlar altında,

∂tv = v × (∇× v)− 1

ρ
∇p−∇(

1

2
v2) (2.14)

şeklinde yazılır. Akış bölgesel olarak dönmesiz alınarak, v = −∇Φ hız potansiyeli
tanımlanır. Eğer sıvı barotropik ise; yani yoğunluk, sadece basıncın bir fonksiyonu
ise, spesifik entalpi,

h(p) =

∫ p

0

dp′

ρ(p′)
böylece ∇h =

1

ρ
∇(p) (2.15)

şeklinde yazılabilir. h(p) yani spesifik entalpi, yalnızca p’nin bir fonksiyonudur.
Böylece Euler denklemi,

−∂tΦ + h+
1

2
(∇Φ)2 = 0 (2.16)

Bernoulli denklemine indirgenmiş olur.
Hareket denklemleri, varsayılan (n0,Φ0, p0) arka planlarında lineerleştirilebilir olsun.

n = n0 + εn1 +O(ε2)

Φ = Φ0 + εΦ1 +O(ε2)

p = p0 + εp1 +O(ε2)

Ses, dinamik niceliklerde lineerize dalgalanmalarla tanımlıdır. Yani, ortalama gövde
hareketi ve akustik dalgalanmalar olarak, geleneksel metotla ayrıştırılabilir. Fiziksel
bir varsayım yapılması, analizin geçerliliği için, yüksek frekanslı düşük dalga boylu
pertürbasyonların genliğinin küçük olmasını gerekli kılar.

Bu lineerleştirme işlemi süreklilik denklemini çift denkleme dönüştürür.

∂tn0 +∇.(n0v0) = 0 (2.17)

∂tn1 +∇.(n1v0 + n0v1) = 0 (2.18)

Barotropi şartı kullanılırsa, entalpi,

h(p) = h(p0 + εp1 +O(ε2)) = h0 + ε
p1

p0

+O(ε2) (2.19)

olarak yazılabilir. Bu sonuç, Euler denklemini lineerize ederken kullanılırsa, buradan
üretilecek çift denklemler,

−∂tΦ0 + h0 +
1

2
(∇Φ0)2 = 0 (2.20)
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−∂tΦ1 +
p1

ρ0

− v0.∇Φ1 = 0 (2.21)

olur. Denklem (2.21) yeniden düzenlenerek,

p1 = n0(∂tΦ1 + v0.∇Φ1) (2.22)

ve barotropik varsayım için,

n1 =
∂n

∂p
p1 =

∂n

∂p
ρ0(∂tΦ1 + v0.∇Φ1) (2.23)

olur. Lineerize Euler denkleminden türetilen bu sonuç, lineerize süreklilik denkle-
minde yerine konulur. Böylelikle dalga denklemi,

−∂t
(∂n
∂p
n0(∂tΦ1 + v0.∇Φ1)

)
+∇.

(
n0∇Φ1 −

∂n

∂p
n0v0(∂tΦ1 + v0.∇Φ1)

)
= 0 (2.24)

olur.

Bu dalga denklemi, Φ1 lineerize skalar potansiyelin ilerleyişini tarif eder. Φ1 belir-
lendiğinde, yukarıdaki denklemler ile, p1 ve n1 belirlenebilir. Böylece dalga denklemi,
akustik dalgalanmaların ilerleyişini tamamen tarif eder. p0, n0 ve v0 = −∇Φ0 arka
plan alanları, denklemde, zaman ve konum bağlılığı sabitleri olarak ortaya çıkar.
Akışkanın hareket denklemlerinin barotropik, viskozitesi olmayan ve dönmesiz akışlı
olması kısıtlarını bu arka plan alanları oluşturur. Bu kısıtlar dışında, keyfi uzaysal
ve geçici bağlılıklar mümkündür. Bölgesel ses hızı,

c−2 ≡ ∂n

∂p
(2.25)

olmak üzere, simetrik 4× 4 simetrik matris oluşturulursa,

fµν(t, x) ≡ n0

c2

 −1 −vj0
−vi0 (c2δij − vi0v

j
0)

 (µ,ν=0,1,2,3 ve i,j=1,2,3) (2.26)

şeklinde yazılabilir. (3+1) boyutlu uzay-zaman koordinatları xµ ≡ (t;xi) şeklinde
yazılırsa, dalga denklemi,

∂µ(fµν∂νΦ1) = 0 (2.27)

şeklinde yazılabilir. Bu denklem, denklem (2.24) ile eş değerdir; ancak bu yazım sa-
yesinde, eğri uzayda (3+1) boyutlu, Lorentzyen geometri teknikleri uygulanabilir.
Herhangi Lorentzyen (yarı-Riemannyen) manifoldda eğri uzay skalar d’Alembertyen’i,
gµν(t, x) metrik cinsinden,

�Φ ≡ 1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂νΦ) (2.28)

yazılabilir. g ≡ det(gµν) için; ters metrik gµν(t, x), noktasal olarak gµν(t, x)’in ters
matrisidir ve dalga denklemi, d’Alembertyen cinsinden yazılırsa,

√
−ggµν = fµν (2.29)

ve ayrıca,
det(fµν) = (

√
−g)4g−1 = g (2.30)
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olduğu görülür. Denklem (2.26) eşitliğinde de, determinant minörler aracılığıyla he-
saplanırsa,

det(fµν) =
(n0

c2

)4
.[(−1)(c2 − v2

0)− (−v0)2].[c2].[c2] = −n
4
0

c2
(2.31)

bulunur.

g = −n
4
0

c2
ve
√
−g =

n2
0

c
(2.32)

Böylece, ters (kontravaryant) akustik metriğin katsayıları seçilebilir.

gµν(t, x) ≡ 1

n0c

 −1 −vj0
−vi0 (c2δij − vi0v

j
0)

 (2.33)

Bu sonuca göre, 4×4 matrisin tersi alınarak, metrik bulunabilir. Böylece, kovaryant
akustik metrik,

gµν(t, x) ≡ 1

n0c

 −(c2 − v2
0) −vj0

−vi0 δij

 (2.34)

olur. Bu gösterime eş değer olarak, akustik aralık (akustik çizgi elemanı)

ds2 ≡ gµνdx
µdxν =

n0

c
[−c2dt2 + (dxi − v2

0idt)δij(dx
j − vj0dt)] (2.35)

şeklinde ifade edilir [7].

Metriğin işareti, Lorentzyen metrikte beklenildiği gibi (−,+,+,+) işaretlidir. Bu
düşüncenin oluşturulmasında kullanılan iki ayrı metrik vardır. 1

• Fiziksel uzay-zaman metriği Düz Minkowski uzayı metriği
ηµν ≡ (diag[−c2

light, 1, 1, 1])µν
Akışkanın parçacıkları yalnızca, bu fiziksel metrik, ηµν ile çiftlenmiştir ve akışkan
tamamen göreli olmayan hareket halindedir. ||v0|| << clight

• Akustik metrik

gµν(t, x) ≡ 1

n0c

 −(c2 − v2
0) −vj0

−vi0 δij

 (2.36)

Ses dalgaları, fiziksel metriği ”görmez”. Akustik dalgalanmalar sadece akustik
metrik, gµν , ile çiftlenmiştir.

Ayrıca, akustik geometri, kendiliğinden ”stabil nedensellik” özelliğini barındırır.

gµν(∇µt)(∇νt) = − 1

n0c
< 0

1(3+1) boyutlu Lorentzyen geometride uzay-zamanın her noktası için metriğin 6 serbestlik
derecesi vardır.(4 × 4 simetrik matrisin 10 bağımsız bileşeninden 4’ü koordinat koşulu) Akustik
metrikte, Φ0(t,x), n0(t,x), c(t,x) skalarları sebebiyle, yalnızca 3 serbestlik derecesi kalır. Süreklilik
denklemi göz önüne alındığı için, yalnızca 2 serbestlik derecesi, Φ0(t,x), c(t,x) mevcuttur.
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Akışkanın, normalize edilmiş dört hız vektörü,

vµ =
(1; vi0)
√
n0c

olur. Öyleyse, zaman parametresinin gradyanı ile dört hız vektörü ilişkisi,

∇µt = (1, 0, 0, 0) ve ∇µt = −(1; vi0)

n0c
= − vµ
√
n0c

(2.37)

olur. Böylece, akışkanın hız alanının integral eğrileri, Lorentzyen metrikteki sabit
zaman yüzeylerine ortogonal olur. Akışkanın akış çizgileri boyunca, akustik za-
man,

τ =

∫ √
n0cdt (2.38)

ve akustik metriğin jeodezikleri ancak ve ancak ρ0c pozisyon bağımsız ise integral
eğrileri olur [2].

2.3 Ergo Bölge ve Akustik Olay Ufku

Işığın kara delik bölgelerindeki davranışı, ses dalgalarının sessiz ”dumb” delik bölge-
lerindeki davranışına benzer bir incelemeyle tasvir edilmektedir. Dönen kara delik-
ler, olay ufku(tekil nokta) ve ergo bölge (zaman ötelemede Killing vektörünün uzaysı
olduğu bölge) olmak üzere, iki önemli bölge oluşturur. Öyleyse; bu bölgelerin ve ses
dalgasının bu bölgelerdeki davranışının incelenmesi gereklidir [7].

2.3.1 Ergo Bölge

Akış düzgün ise, zaman öteleme Killing vektörü,

Kµ ≡ (∂/∂t)µ = (1, 0, 0, 0)µ (2.39)

olur. Vektörün integral eğrileri göz önünde bulundurulursa,

gµν((∂/∂t)
µ(∂/∂t)ν = gtt = −[c2 − v2] (2.40)

olur. Bu eleman ||v|| > c için işaret değiştirecektir. Böylece, ses dalgaları için, süper-
sonik bölge , ergo bölge olacaktır. Ergo bölgenin sınırına, ”ergosfer” denilebilir. Bu
bölgenin davranışı, dönen kara delik etrafında, uzayın, sabitlenmiş yıldızlara göre
süperluminal akış gerçekleştirdiği davranışa benzer [7].

2.3.2 Akustik Olay Ufku

Sıfır jeodaziklerin, fononların, sınırından dışarı kaçamayacağı bölgedir. Durağan ge-
ometriler çalışılacağından, genel göreliliğin aksine, bu bölgelerin tanımlanması ye-
terlidir. Akışkan hızının radyal kısmının(r), ses hızını(c) geçeceği nokta (r > c)
sınırında akustik olay ufkunun yarı çapı hesaplanabilir [7].
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2.4 Girdap Geometrisi

Uzay-zamanda ds çizgi elemanının karesi, uzay-zaman aralığını tanımlamak üzere,

ds2 ≡ gµνdx
µdxν =

n0

c
[−c2dt2 + (dxi − vi0

2
dt)δij(dx

j − vj0dt)] (2.41)

eşitliğini sağlayan geometride çalışılacaktır. Bu eşitliği sağlayan girdap geometrisidir.
Bunun dışında, Painleve-Gullstrand geometrisi, levha (slab) geometri incelemeleri
kaynaklarda mevcuttur [2].

2.4.1 Su Gideri (”draining bathtub”) Modeli

Su gideri (”draining bathtub”) modeli, olay ufkunun sınırında ergo bölgenin başladığı
bir örnek modeldir. z yönlü lineer giderli, (3+1) boyutlu akışa sahip sürüklenen
küvet modeli ele alınacaktır. Arka plan yoğunluğu n pozisyondan bağımsız alınırsa
(Arka plan basıncı p ve ses hızı c kendiliğinden sabit olacaktır.), süreklilik denklemi
dolayısıyla akışkan hızının radyal bileşeni,

vr̂ ∝ 1

r
(2.42)

olmalıdır. Akışın tanjant yönünde, girdap merkezinden gelecek delta-fonksiyonu
katkısı dışında, girdapsız olması,

vt̂ ∝ 1

r
(2.43)

şartını sağlar. Öyleyse, arka plan hız potansiyeli,

Φ(r, θ) = −Aln(r/a)−Bθ (2.44)

formunda olmalıdır. Böylelikle, silindirik koordinatlarda gradyan alınarak, akışkanın
hızı,

v = −∇Φ =
(Ar̂ +Bθ̂)

r
(2.45)

şeklinde bulunur. Bu sonuç, uzay-zaman aralığında yerine konulursa,

ds2 ≡ gµνdx
µdxν =

n0

c
[−c2dt2 + (dxi − vi0

2
dt)δij(dx

j − vj0dt)] (2.46)

ve n0/c faktörü pozisyon bağımsız olduğundan, çizgi elemanından atılırsa ve

v1
0 =

A

r
r̂, v2

0 =
B

r
θ̂, v3

0 = 0 ve dx1 = drr̂, dx2 = rdθθ̂, dx3 = dzẑ (2.47)

değerleri yerleştirilirse, aralık,

ds2 = −c2dt2 +
(
dr − A

r
dt
)2

+
(
rdθ − B

r
dt
)2

+ dz2 (2.48)

şeklinde bulunur. Parantez karesi terimler açılırsa, bu forma eş değer olarak,

ds2 = −
(
c2 − A2 +B2

r2

)
dt2 − 2

A

r
drdt− 2Bdθdt+ dr2 + r2dθ2 + dz2 (2.49)
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uzay-zaman aralığı elde edilir. Buradan, ergosfer yarıçapı,

rergosfer =

√
A2 +B2

c
(2.50)

olur. A’nın işareti ergosferin yarıçapını değiştirmez, girdabın merkezinin gider ya da
kaynak olması fark etmemektedir. Akustif olay ufku yarıçapı da,

rufuk =
|A|
c

(2.51)

olur. A < 0 için gelecek akustik ufuk (akustik kara delik) A > 0 için geçmiş akustik
ufuk (akustik beyaz delik) ayrımı yapılabilir [7].

2.5 Kara Delikten Enerji Koparma

Kara delikler için, iki tip ışıma göz önüne alınır; kendiliğinden gerçekleşen Hawking
ışıması [16] ve uyarılmış emisyon olarak gerçekleşen süper ışıma [5]. Bu kısımda,
ışıma çeşitleri incelenecek ve tezin konusu olan süper ışımanın fiziksel dayanağı tetkik
edilecektir.

Hawking ışıması, olay ufku komşuluğundaki kuantum dalgalanmaları sebebiyle oluşan
kara cisim ışımasının, kara delikte kütle kaybına yol açacağı düşüncesine dayanır. Ha-
wking sıcaklığı, kozmik mikrodalga arka plan (CMB) sıcaklığından oldukça düşüktür.
Bu sebeple doğrudan gözlem henüz mümkün olmamıştır [10].

Dönen kara delikler, Kısım (2.3)’te anlatılan, olay ufku ve ergo bölge olmak üzere,
iki önemli bölge oluşturur.

Dönen kara delik (Kerr kara deliği) için , olay ufku (parçacık veya radyasyonun asla
kaçamayacağı bölge sınırı) ve sonsuz kırmızıya kayma yüzeyi arasında ”ergo bölge”
tanımlanır. Sonsuz kırmızıya kayma yüzeyi ve olay ufku sadece açısal momentumu
olmayan Schwarzschild kara deliğinde çakışır.

Süper ışıma, ergo bölge komşuluğunda oluşan ışımadır. Astrofiziksel olarak gözlem,
bu ışıma tipinde de henüz mümkün olmamıştır.

R. Penrose’un 1969’da ileri sürdüğü fikre göre [12], sonsuzdan ”ergo bölge”ye gönde-
rilen E0 enerjili parçacık; E2 durgun kütle ve kinetik enerjili(E0’dan büyük) parçacık
ve E1 sonsuz ölçümde negatif, ancak, bölgesel Lorentz çerçevesinde pozitif enerjili
parçacık(”rocket ejecta”) olarak; iki parçaya ayrılır. ”Negatif” enerjili parçacık, kara
delik tarafından yutulur. Dolayısıyla E2 ile çıkan parçacık, giren parçacıktan yüksek
enerjiye sahip olur [13]. Yani, ergo bölgede negatif enerjili bir test parçacığı oluşur
ve karadelik tarafından yutulur ise, kara delikten enerji koparmak mümkün olur.
Başlangıçta M kütlesinde olan kara delik bu süreçten sonra, M − |E1| yeni enerji-
sine sahip olacaktır. Bu olaya Penrose süreci denir [5].

Penrose sürecinin klasik versiyonu olan süper ışımada ise; dönen kara deliğin açısal
momentum taşıyan ergo bölgesinden saçılan skalar, elektromanyetik veya yer çekimsel
dalganın genliğinin yükseltilebileceği düşünülmektedir.

Gelen dalganın bir kısmı ergo bölgeden geçiş yaparak, kara delik tarafından yutulur.
Ergo bölgeden geri dönen dalga sonsuza devam eder. Düzlem geometri ve vakum
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için, giren dalganın bir kısmı yutulduğundan, dönen dalganın giren dalgaya göre
düşük enerjili olması beklenir. Küresel veya silindirik geometride ise; Ω açısal hıza
sahip cisim ve m multipol momentli, ω açısal faz hızına sahip gelen dalga için,
Ω > mω ise, cisimden saçılma sonrası dönen dalganın genliği yükselebilecektir. Ya.
B. Zel’dovich’, genel bir çalışma olarak, 1972 yılı makalesinde [14], dönen cisimden
yansıyan silindirik elektromanyetik dalganın yükseltilmesini hesaplamıştır. Sonraki
çalışmalarda, dönen kara deliğin açısal momentum taşıyan ergo bölgesinden saçılan
dalganın genliğinin yükseltilmesi, bu makaleden yola çıkılarak, olayın özel bir örneği
olarak ele alınmıştır.

Asimptotik halde, f(r) = Ce−ik·r/
√
r (C=sabit) olmak üzere, silindirik koordinat-

larda büyük m multipol momentli, ω frekanslı silindirik dalga;

Φ = f(r)e−iωteimθ (2.52)

formundadır. Gelen dalganın W enerji akısı için açısal momentum Lz = Wm/ω olur.
Dönen cisim gelen dalganın bütün enerjisini absorbe ederse, cismin toplam enerjisi
E, açısal momentumu Mz ve dönme enerjisi Edön, I eylemsizlik momenti için,

dE

dt
= W,

dMz

dt
= Lz, Edön =

M2
z

2I
(2.53)

olur. O zaman,
dEdön
dt

=
Mz

I
Lz = ΩLz =

Ωm

ω
W (2.54)

Ωm/ω > 1 olduğundan,
dEdön
dt

>
dE

dt
(2.55)

olur. Bunun anlamı cismin entropisinde azalma olacaktır ki, bu mümkün değildir.
Öyleyse, dalganın kısmi absorbe olması ve kısmi saçılmasına bakılmalıdır.

Silindirik cisim, simetri ekseni üzerinde dönmektedir. Böylece, cismin etkileşim alanını
tarif eden terimler dönme ve zaman öteleme altında değişmezdir. Dolayısıyla, saçılan
ve gelen dalganın frekans ve multipol momentleri çakışmaktadır. Bu durumda saçılan
dalganın formu,

Φ = Ce+ik·r−iωt+imθ/
√
r (2.56)

şeklinde yazılabilir. Saçılan dalganın Lz1 momentumuna taşıdığı enerji W1, giren
dalgadaki gibidir. Yansıyan dalga hesaba katıldığında, E cismin toplam enerjisi,
Edön dönme enerjisi ve Eth termal enerjisi olmak üzere,

dE

dt
= W −W1,

dEdön
dt

= Lz − Lz1 = (W −W1)Ωm/ω (2.57)

dolayısıyla,
dEth
dt

=
d(E − Edön)

dt
= (W −W1)(1− ωm/Ω) (2.58)

dS = dEth
T

artması gerektiğinden, dEth
dt

> 0 olmalıdır. Ωm/ω > 1 olduğunda, W1 >
W sonucuna varılır. Böylece, saçılan dalga, giriş dalgasından büyük genliğe sahip
olur [14].
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3 Bose-Einstein Yoğuşması

Bose-Einstein Yoğuşması makroskobik bir kuantum fenomenidir. Bose, 1920’lerde
Planck’ın açıkladığı kara cisim ışımasındaki elektromanyetik dalgalara, gazın özdeş
parçacıkları olarak yaklaşmayı önermiştir. Einstein, bu yaklaşıma, ayırt edilemez
kütleli etkileşimsiz bozonların parçacık sayısı korunumunu eklemiştir. Bu sebeple
Bose-Einstein Yoğuşması; ideal gazların Boltzmann, Maxwell, Gibbs tarafından geliş-
tirilen klasik teorisinin, ilk kuantum mekaniksel genelleştirmesidir. Kuantum ideal
gaz, karakteristik özelliklerine göre Bose-Einstein veya Fermi-Dirac İstatistiği ile in-
celenebilir [32]. Bozonlar tam sayı spinli parçacıklardır. Özdeş bozonlardan oluşan
sistemi temsil eden dalga, herhangi iki parçacık değişimi altında simetriktir. Yarım
tek tamsayı spinli antisimetrik dalga fonksiyonuna sahip fermiyonların aksine, bo-
zonlar, tek parçacık kuantum durumunda bulunabilir [33]. Bose’un bulduğu kuan-
tum durumların sayılması; 4He atomları, foton ve Kısım (3.2)’de ayrıntılı incelenecek
olan alkali metal atomları gibi, bozonlara uygulanabilir [32].

Şekil 3.1: JILA,’95 Rubidyum atomlarının hız dağılımı,[1]

Etkileşimsiz klasik ideal gazdan veya Fermi gazından farklı olarak Bose gazında,
kuantum faz geçişi, Bose-Einstein yoğuşması1, gerçekleşir. Faz geçişi, parçacık is-
tatistiği ile hesaplanır. Faz geçişlerinde, termodinamik gözlenebilirler ve türevleri,
ani karakteristik değişiklikler yaşarlar. Bu değişim noktası, kritik sıcaklık(Tc) ile
tanımlanır [32].

1Klasik sıvı fazdan gaz fazına geçişe analoji olarak yoğuşma terimi kullanılır. Benzer şekilde,
Bose-Einstein yoğuşmasında, kritik sıcaklık altında, ”normal” parçacıklar, dengede ”yoğuşmuş”
parçacıklar ile beraber var olur; ancak gazdaki sıvı damlalarının aksine, ”yoğuşmuş” ve ”normal”
parçacıklar konum uzayında değil, momentum uzayında ayrışır. ”Yoğuşmuş” parçacıklar, sıfır mo-
mentumlu tek kuantum durumunu paylaşırken, ”normal” parçacıklar sonlu momentumludur [32]
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Bose-Einstein yoğuşmasında, geçiş sıcaklığının mertebe hesabı, boyutsal argüman-
lar ile yapılabilir. Serbest parçacıklardan oluşan tekdüze gaz için, ilgili nicelikler;
parçacık kütlesi (m), sayı yoğunluğu (n) ve Planck sabiti (h=~2π) olacaktır. Bu
enerjinin Boltzmann sabiti (kB) ile bölünmesi ile kritik sıcaklık

Tc = C
~2n2/3

mkB
(3.1)

C nümerik faktör olmak üzere, tahmin edilebilir [33]. Kısım (3.1)’de C faktörü elde
edilecektir.

3.1 Bose-Einstein Dağılımı

Özdeş kuantum parçacıklar için, kombinasyonlar kullanılarak mümkün durumların
sayılması sonucunda, termal denge durumunda, β = 1/kBT , µ kimyasal potansi-
yel olmak üzere, εk enerjisi ile verili tek parçacık kuantum durumlarının ortalama
dağılım sayısı (Bose-Einstein dağılımı),

fBE(εk) =
1

eβ(εk−µ) − 1
(3.2)

ile verilir.

Bose-Einstein dağılımı ile ”kutudaki” toplam parçacık sayısı,

N =
∑
k

1

eβ(εk−µ) − 1
(3.3)

ve V hacminde, termodinamik limitte k değerleri sürekli olursa,

1

V

∑
k

→
∫

1

(2π)3
d3k

n = N
V

parçacık yoğunluğu ve g(ε) = m
3
2 ε

1
2/(
√

2π2~3) birim hacimde durum yoğunluğu
olmak üzere,

n =

∫ ∞
0

1

eβ(ε−µ) − 1
g(ε)dε (3.4)

z = eβµ fugasite ve x = εβ olarak yeniden yazılırsa,

n =
(mkBT )

2
3

√
2π2~3

∫ ∞
0

ze−x

1− ze−x
x−

1
2dx (3.5)

elde edilir. z < 1 için,

ze−x

1− ze−x
= ze−x(1 + ze−x + z2e−2x + ...)

=
∞∑
p=1

zpe−px
(3.6)
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yazılırsa, z < 1 için, seri yakınsak olduğundan, gama fonksiyonunun özellikleri kul-
lanılarak,

Γ(t) =

∫ ∞
0

yt−1e−ydy ve Γ(3/2) =
√
π/2 (3.7)∫ ∞

0

e−pxx1/2dx =
1

p3/2

∫ ∞
0

e−yy1/2dy

=
1

p3/2

√
π

2

(3.8)

bulunur.
Böylece fugasiteye göre parçacık yoğunluğu fonksiyonu,

g3/2(z) =
∞∑
p=1

zp

p3/2
(3.9)

alınarak,

n =
(mkBT

2π~2

)3/2

g3/2(z) (3.10)

bulunur. Parçacık yoğunluğunu anlamak için g3/2(z) fonksiyonuna bakılırsa, z=1
için, g3/2(1) = ξ(3

2
) olur. Burada,

ξ(s) =
∞∑
p=1

1

ps
(3.11)

Riemann Zeta Fonksiyonu olarak isimlendirilir ve değeri ξ(3
2
) = 2.612’dir.

g3/2(eβµ) =
( 2π2

mkBT

)3/2
n (3.12)

Eğer yüksek T sıcaklığı veya düşük n yoğunluğu olursa, denklemin sağ tarafının
değeri azalır ve

g3/2(z) = z + . . .

olarak yazılabilir. Öyleyse,

µ ≈ 3

2
kBT ln

( mkBT

2π~2n2/3

)
(3.13)

elde edilir. Gaz düşük sıcaklığa kadar soğutularak z, 1’e eşit olana kadar arttırılırsa,

Tc =
2π

ξ(3/2)2/3

~2n2/3

mkB
(3.14)

kritik Bose-Einstein yoğuşma sıcaklığı (Tc) bulunur.

Einstein, bu sıcaklık altında, bozonların tek parçacık kuantum durumunu paylaştığını
göstermiştir. Toplam N parçacıktan N0 tanesi, εk = 0 enerjili bir kuantum duru-
munu paylaşır. Bose-Einstein dağılımı εk = 0 durumlu parçacık sayısını,

N0 =
1

e−βµ − 1
(3.15)
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olarak tahmin eder.

µ = −kBT ln
(
1 +

1

N0

)
≈ −kBT

1

N0

(3.16)

Eğer parçacıkların sonlu kısmı temel durumda ise, V →∞, N0 →∞ ve µ→ 0 olur.
Böylece Tc altında, kimyasal potansiyel efektif olarak sıfır olur.

Tc altında k = 0 noktası ayrı sayılmalı, yani

N = N0 +
∞∑
k 6=0

1

eβεk − 1
(3.17)

alınmalıdır. Sürekli durumlar için
∑
→
∫

dönüşümü yapılırsa;

n = n0 +
(mkBT )3/2

√
2π2~3

∫ ∞
0

e−x

1− e−x
x1/2dx (3.18)

integrantın değeri Γ(3/2)ξ(3/2) olduğundan,

n = n0 + 2.612
(mkBT

2π~2

)
(3.19)

bulunur. Yani n = n0+nn sırasıyla yoğuşmuş ve ”normal” parçacık yoğunluğu olarak
ayrıştırılabilir. Öyleyse,

n0

n
= 1−

( T
Tc

)3/2
(T=0’da n0 = n) (3.20)

sonucuna ulaşılır. Bu sonuçlar kullanılarak, Bose-Einstein gazının termodinamik
özellikleri bulunabilir [32].

3.2 Bose-Einstein Yoğuşmasının Deneysel Olarak
Gerçekleştirilmesi

1930’lu yıllarda, sıvı 4He’ün 2.2 K altında süper sıvı olduğu keşfedildi. Viskozi-
tesi sıfır olan, yani akışların kinetik enerji kaybına sebep olmadığı bu özellik, Bose-
Einstein yoğuşmasında da ortaya çıktığından ve hesaplarda Tc = 3.1K, yani süper
sıvılık geçişine yakın olduğundan, 4He’te yoğuşma olabileceği düşünüldü. Ne var ki;
4He için parçacık yoğunluğu (n=2 × 1022cm−3) oldukça yüksektir, seyreltik halde
bulunamaz ve etkileşimler 4He’ü sıvı faza yöneltir. Bu sebeple, sıvı 4He’ün yalnızca
süper sıvı olduğu anlaşılmıştır. Yoğuşmuş Bose-Einstein atom bulutunun merkezinde
parçacık yoğunluğu 1013 ∼ 1015cm−3 aralığındadır. Oda sıcaklığında ve atmosfo-
rik basınçta, havadaki molekül yoğunluğu 1019cm−3 civarındadır, atom çekirdeğinde
nükleon yoğunluğu 1038cm−3 civarındadır [33].

Seyreltik atomik gazlarda Bose-Einstein yoğuşması, deneysel olarak ilk defa 1995
yılında alkali metal atomları ile gözlenmiştir [1]. Lazer tuzaklarda soğutulan atomlar,
manyetik alanda tuzaklanarak en düşük enerjili kuantum durumuna geçirilir. Alkali
metallerin atomik kütleleri oldukça fazla olduğundan beklenen Tc değeri 10−6 ≈ 10−8

kez küçük, yani 10nK≈ 1µK olmalıdır. Bu durum katılarda, metaldeki elektron-
ların kuantum etkilerinin; Fermi sıcaklığı (104 ∼ 105K) altında artmasına, fononlar
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için Debye sıcaklığı(102K) altında artmasına benzer bir durum olarak ele alınabilir
[33].

Periyodik tablonun ilk sütununda yer alan alkali metaller en dış s-orbitalinde tek
valans elektron bulundurur. 2s lityum (Li), 3s sodyum (Na), 4s potasyum(K) ve 5s
rubidyum(Rb) atomlarında yoğuşma gerçekleşir. Diğer elektronların kuantum du-
rum kabukları tamdır; yani, toplam orbital açısal momentum ve spinleri sıfır olarak
alınır. Atomun toplam spin durumuna gelecek tek katkı, nükleer spinden kaynaklıdır.
Eğer tek sayılı proton ve nötronlu nükleer izotop ise, net yarım tam sayılı spin oluşur.
7Li, 23Na ve 87Rb için çekirdek S = 3/2 spinlidir. Bu durumda toplam spin, nükleer
spin ve valans elektron spini tam sayılı olur. Böylelikle, kuantum istatistiksel olarak
bozon, tam sayı spinli parçacık, olarak incelenmesi mümkündür.

Toplam spinin olası değerleri kuantum mekaniksel olarak, S = |S1−S2|, |S1−S2|+
1, ·, S1 + S2 − 1, S1 + S2 ve S = 3/2 çekirdek ve S = 1

2
elektron spini ile toplam

S = 2 veya S = 1 toplam spinli durumlar verecektir. Gaz bu durumlardan birinde
olacak şekilde ayarlanırsa, tam sayı spinli parçacıklardan oluşan gaz hazırlanır. Eğer
gaz, S = 1 ve S = 2 durumlu atomlardan oluşuyorsa, iki tip bozondan oluşan (ayırt
edilebilir iki tip) karışıım elde edilir.

Manyetik alanda atomların tuzaklanmasını anlamak için, atomların enerji seviye-
leri ve manyetik alandan etkilenmeleri incelenmelidir. Bose-Einstein yoğuşmasının
büyük avantajlarından biri, atomların aynı kuantum durumunu paylaşması dolayı-
sıyla yoğuşma atomlar için Hartre-Fock teorisine benzer şekilde ortalama alan teorisi
metotları ile analiz edilebilir olmasıdır.

Eş bozon sistemi için dalga fonksiyonu, herhangi iki parçacık değişimi altında simet-
riktir. Yarım tam sayı spinli ve antisimetrik dalga denklemine sahip fermiyonların
aksine, bozonlar tek parçacık durumunu paylaşabilir.
S = 3/2 çekirdekli alkali metal atomu incelenirse, farklı kuantum durumları için
spin dalga fonksiyonları bulunmalıdır. S = 2 maksimum toplam spin durumu bu-
lunur. Bu toplam spin için, beş farklı kuantum durumu olacaktır. Toplam spinin z
bileşenine karşılık gelen MS kuantum sayıları, MS = 2, 1, 0,−1,−2 olacaktır.
MS = 2 maksimum değeri için,ms1 çekirdek durumu, ms2 elektron durumu olmak
üzere, |ms1,ms2〉 notasyonu kullanılırsa, dalga fonksiyonu,

|S = 2,MS = 2〉 =

∣∣∣∣32 , 1

2

〉
(3.21)

şeklinde temsil edilebilir. Toplam spini S = 2’ye karşılık gelen, diğer MS durumları,

spin alçaltma operatörü, Ŝ− = Ŝ1
−

+ Ŝ2
−

yardımıyla bulunur.
Ŝ− |m〉 =

√
s(s+ 1)−m(m− 1) |m− 1〉 özdeşliği kullanılırsa, MS = 2, 1, 0,−1,−2

beş kuantum durumu bulunur.

|S = 2,MS = 2〉 =
∣∣3

2
, 1

2

〉
|S = 2,MS = 1〉 = 1

2

(√
3
∣∣1

2
, 1

2

〉
+
∣∣3

2
,−1

2

〉 )
|S = 2,MS = 0〉 = 1√

2

( ∣∣1
2
,−1

2

〉
+
∣∣−1

2
, 1

2

〉 )
|S = 2,MS = −1〉 = 1

2

(√
3
∣∣−1

2
,−1

2

〉
+
∣∣−3

2
, 1

2

〉 )
|S = 2,MS = −2〉 =

∣∣−1
2
,−1

2

〉
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Toplam spini S = 1 olan MS = 1, 0,−1 üç kuantum durumu, S = 2 durumlarına
ortogonal olmalıdır ve bu gerekliliğin durumları,

|S = 1,MS = 1〉 = 1
2

( ∣∣1
2
, 1

2

〉
−
√

3
∣∣3

2
,−1

2

〉 )
|S = 1,MS = 0〉 = 1√

2

( ∣∣1
2
,−1

2

〉
−
∣∣−1

2
, 1

2

〉 )
|S = 1,MS = −1〉 = 1

2

( ∣∣−1
2
,−1

2

〉
−
√

3
∣∣−3

2
, 1

2

〉 )
olur. Manyetik alan olmadığında S = 2 ve S = 1 kuantum durumlarının, çekirdek
ve valans elektron arasında oluşan ince yapı etkileşmelerinin enerjileri çok farklı
değildir. S = 2’nin beş farklı durumu ve S = 1’in üç farklı durumu dejenaredir.
Ancak, manyetik alan varlığında bu dejenare durumlar Zeemann ayrışmasına uğrar.
Bu durumda efektif Hamiltonyen,

Ĥ = JŜ1 · Ŝ2 + 2µBŜ2zBz (3.22)

ile bulunabilir. Burada J, çekirdek ve valans elektron arasındaki ince yapı etkileşimi,
2µB valans elektronun manyetik momenti(µB = e~/2me Bohr magnetonu), Bz, z
yönündeki manyetik alan olarak alınacaktır. Çekirdeğin manyetik momenti, valans
elektronun manyetik momentinden oldukça küçük olduğundan, hesapta göz ardı
edilmiştir. Küçük manyetik alan limitinde, hamiltonyenin özdurumları kolaylıkla
bulunabilir. Bz = 0 iken,

Ŝ1 · Ŝ2 =
1

2

(
(Ŝ1 + Ŝ2)2 − (Ŝ1)2 − (Ŝ2)2

)
(3.23)

özdeşliği kullanılırsa,

E2 =
3

4
J E1 = −5

4
J (3.24)

sırasıyla S = 2 ve S = 1 durumlarına karşılık gelen enerjiler bulunur. Küçük manye-
tik alan için Ĥ ′ = 2µBŜ2zBz valans elektronun manyetik dipol momenti kullanılarak,
pertürbasyon uygulanabilir. İlk düzeltme ile pertürbasyon teorisinde enerji kayması
∆E = 〈Ĥ ′〉 olur.

Oluşturulan bu teorinin uygulamaları açısından, manyetik alan ilişkisi oldukça önem-
lidir. Kuantum durum enerjilerinin manyetik alan bağlılığı, manyetik atom tuzak-
larının oluşturulmasında kullanılır. Tuzak, manyetik alanın bölgesel minimumu ola-
cak şekilde hazırlanır. Örneğin, S = 2 ve MS = 2 kuantum durumunda parçacık,
manyetik alanın küçüldüğü bölgeye ilerletilirse, enerjisi düşecektir. Atom, potansi-
yel enerjinin bölgesel minimum olduğu tuzağa çekilecektir. Kinetik enerjisi yüksek,
”sıcak” atomlar tuzağa bağlanmayıp kaçar. Böylece potansiyel enerjinin bölgesel mi-
nimumuna ”soğuk” atomlar tuzaklanır. Soğuma oranı, bariyer yüksekliği ile kontrol
edilebilecektir. Böylece 1 µK altında sıcaklıklar elde edilebilir [32].

3.3 Ultra Soğuk Zayıf Etkileşen Bose-Einstein Yoğuşması

Φ̂†(r) ve Φ̂(r), r noktasında yaratıcı ve yok edici alan operatörleri olmak üzere,
bozonlar için bu alan operatörleri arasında,

[Φ̂†(r), Φ̂(r′)] = δ(r− r′), [Φ̂(r), Φ̂(r′)] = [Φ̂†(r), Φ̂†(r′)] = 0 (3.25)
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komütasyon ilişkileri yazılabilir. Kısım (3.2)’de anlatılan, tuzaktaki alkali metal
atomları için, atomlar arası etkileşmeler, olası atomik kümeleşmelere sebep olacağın-
dan, bu etkileşmeler de göz önüne alınmalıdır. Bose-Einstein yoğuşmasının ilginç bir
özelliği, iki cisim yoğunluğunun, bir cisim yoğunluğu cinsinden yazılabilmesidir. Et-
kileşimler, parçacıklar arası ayrışmalara göre kısa mesafe ölçeğinde olduğundan, çift
etkileşimlerini Dirac delta fonksiyonu ile yaklaşık olarak temsil edilebilir.

V (r− r′) ≈ gδ(r− r′) (3.26)

g =
4πas~2

m
(3.27)

olmak üzere etkileşim tek değişkenle temsil edilebilir. as, iki cisim için saçılma te-
orisindeki, s dalgası saçılma uzunluğudur [32].

İki parçacık etkileşimlerini ihtiva eden çok parçacık Hamiltonyeni2,

Ĥ =

∫ ( ~2

2m
∇Φ̂†(r)∇Φ̂(r)dr

)
+ Vdış +

1

2

∫ ∫
Φ̂†(r)Φ̂†(r′)V (r′ − r)Φ̂(r′)Φ̂(r)dr′dr

(3.28)
şeklinde yazılabilir.

Bu Hamiltonyen ve denklem (3.25)’daki alan operatörünün komütasyon ilişkileri
kullanılarak, Heisenberg denklemi yardımıyla,

i~
∂

∂t
Φ̂(r, t) = [Φ̂(r, t), Ĥ]

=

[
−~∇2

2m
+ Vdış(r, t) +

∫
Φ̂†(r′, t)V (r− r′)Φ̂(r′, t)dr′

]
Φ̂(r, t) (3.29)

denklemi elde edilir.

Böylece manyetik tuzaktaki atomları temsil eden dalga denklemi, Vetkin potansiyeli,
düşük enerji saçılma özelliklerini sağlıyor ise, Φ̂(r, t) klasik alan Φ(r, t) alınarak,

i~
∂

∂t
Φ(r, t) =

(
− ~∇2

2m
+ Vdış(r, t) + g|Φ(r, t)|2

)
Φ(r, t) (3.30)

şeklinde yazılır. Bu denklem Gross-Pitaevskii denklemi olarak isimlendirilir.
Ultra soğuk zayıf etkileşimli Bose-Einstein yoğuşmasında atomları temsil eden dalga
denklemi olarak kullanılır [32]. Genel halde denklem, lineer olmayan Schrödinger
denklemi3’dir.

3.4 Dönmesizlik

Gross-Pitaevskii(GP) denklemi, Kısım(4.1)’da anlatılacak olan çiftlenmiş iki hidro-
dinamik denklem şeklinde yazılabilir ve korunan nicelikler incelenebilir.

i~
∂

∂t
Φ(r, t) =

(
− ~∇2

2m
+ Vdış(r, t) + g|Φ(r, t)|2

)
Φ(r, t) (3.31)

2Üç cisim çarpışması, iki cismin bağlı durum oluşturmasını ve fazlalık kinetik enerjinin
üçüncü cisme aktarılmasını gerektirdiğinden ve düşük yoğunluk ele alındığından, oldukça küçük
bir oranda gerçekleşecektir. Öte yandan, iki cisim çarpışmaları göz ardı edilemez [32].

3Kısım(7.1)’de bu denklemin incelemesi bulunabilir.
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şeklindeki GP denklemi, Φ∗(r, t) ile çarpılarak, karmaşık eşleniği için işlem tekrar-
lanır ve denklemler düzenlenirse,

∂|Φ(r, t)|2

∂t
+∇ ·

( ~
2mi

(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗)
)

= 0 (3.32)

olur.
n(r) =

∣∣Φ∣∣2 (3.33)

olduğundan denklem,

v =
~

2mi

(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗)

|Φ|2
(3.34)

olmak üzere,
∂n

∂t
+∇ · (nv) = 0 (3.35)

şeklini alır. Akı yoğunluğu,

j =
~
2i

(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗) (3.36)

olduğundan Denklem(4.6),
j = mnv (3.37)

şeklindedir. Yani momentum yoğunluğu, parçacık kütlesi ve parçacık akı yoğunluğunun
çarpımıdır. Dolayısıyla, düzen parametresi faz ve yoğunluk kısmına ayrıştırılırsa,

Φ(r, t) =
√
n(r, t)eiS(r,t) (3.38)

için,

v =
~
m
∇S (3.39)

olur.

∇× v = 0 (3.40)

olduğundan, faz alanı tekil omadıkça, akış dönmesiz olacaktır. Bu özellik yoğuşmanın
süper sıvı karakteristiğini gösterir [33].

3.4.1 Zayıf etkileşen Bose-Einstein Yoğuşmasında Girdap

Bose-Einstein yoğuşmasının zayıf etkileşen halini anlatan GP denklemi için, sonlu
yoğunluk tipi çözümler bir sonraki kısımda ayrıntılı incelenecektir. Bose-Einstein
yoğuşmasının dönmesiz olduğu bir önceki kısımda gösterilmiştir. Bu kısımda, bir
çekirdek bölge için yoğunluğun sıfıra gittiği girdap çözümü incelenmiştir. Bu çözümde
kuantum basıncı dikkate alınacaktır. Girdaplar, yüksek açısal hız ile dönen stabil ol-
mayan noktalardır. Enerji fonksiyonelinin,

E =

∫ ( ~
2m
|∇Φ|2 + Vdış(r)|∇Φ|2 +

g

2
|∇Φ|4

)
dr (3.41)

minimumlarına karşılık gelirler [34].
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Süper akışkan normal bir akışkan gibi dönme özelliği göstermez. Klasik olarak, Ω
açısal hız olmak üzere dönmeye karşılık gelen hız alanı,

v = Ω× r (3.42)

ile gösterilir. Bu denklem, süper akışkanın dönmesiz olma şartını ihlal eder.

Hız alanı,

v(r, t) =
~
m
∇S (3.43)

düzen parametresinin faz alanında tekillik olduğu durum dışında,

∇× v = 0 (3.44)

dönmesizdir. Genel olarak, yoğuşmanın dalga fonksiyonu tek değerli olduğundan, ∆S
kapalı bir kontür etrafında 2π’nin katları şeklinde, l tam sayı değerleri için,

∆S =

∮
∇S · dl = 2πl (3.45)

olur. Öyleyse, kapalı kontür etrafında dolanım,

Γ =

∮
v · dl =

~
m

2πl = l
h

m
(3.46)

olur; yani dolanım h
m

biriminde kuantizedir. Örneğin, silindirik koordinatlarda, z
ekseninde dönme altında değişmez kalan bir tuzak için, azimutal akış ele alınabilir.
Dalganın tek değerli olması şartı için, θ azimutal açı olmak üzere, yoğuşma-nın dalga
fonksiyonunda eilθ terimi olmalıdır. O zaman, r tuzak ekseninden uzaklık olmak
üzere, hız alanı,

vθ = l
~
mr

(3.47)

olur. Eğer kontür eksen etrafında kapanıyorsa dolanım l h
m

, kapanmıyorsa sıfır olur.
Eğer l 6= 0 ise, yoğuşmanın dalga fonksiyonu, eksen üzerinde kaybolmalıdır, çünkü aksi
halde azimutal hareketten kaynaklı kinetik enerji ıraksar. Denklem(3.54)’ün ge-
nelleştirilmiş halde yazımı,

∇× v = ẑ
lh

m
δ2(r) (3.48)

δ2 iki boyutlu (xy düzleminde) Dirac-delta fonksiyonu ve ẑ, z yönlü birim vektördür
[33].
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4 Zayıf Etkileşen Bose-Einstein Gazında Yer Çekimi

Analojisi

Bu kısımda yer çekimi analojisinin kurulması için, Bose-Einstein yoğuşmasının, ses
dalgalarının hareket edeceği ortam olarak, Bölüm 2’de anlatılan gerekli şartları
sağlayacağı gösterilmektedir. Ultra soğuk zayıf etkileşen yoğuşmayı tarif eden GP
denklemi, hidrodinamik yaklaşım ile çiftlenmiş iki denklem şeklinde yazılarak, line-
erize edilecektir. Bu işlem efektif geometri tanımlanmasına olanak sağlamaktadır.

Efektif geometri sayesinde, yoğuşmada ilerleyen ses dalgalarının uyduğu Klein-Gordon
denkleminin çözümleri için, dalganın ergo bölgeden saçılma esnasında genliklerinin
yükseltilmesi hesaplanacaktır.

4.1 Hidrodinamik Yaklaşım

Bir önceki kısımda zayıf etkileşen ultra soğuk Bose-Einstein yoğuşmasının, Gross-
Pitaevskii denklemi,

i~
∂

∂t
Φ(r, t) =

(
−~∇2

2m
+ Vdış(r, t) + g|Φ(r, t)|2

)
Φ(r, t) (4.1)

ile tarif edileceği gösterildi. Düzen parametresi (dalga fonksiyonu), faz ve yoğunluk
kısımları ayrıştırılarak,

Φ(r, t) :=
√
n(r, t)eiS(r,t) (4.2)

şeklinde yazılabilir. Bu şekilde ayrıştırılan lineer olmayan Schrödinger denklemine,
sonlu yoğunluk tipi denir [35].

Bu ayrıştırma, denklem (4.1)’de yerine konulursa, g = 4πa~2
2m

olmak üzere,

i~
(
(∂t
√
n)eiS + eiSi(∂tS)

√
n
)

=

(
− ~2

2m
∇2(
√
neiS) + Vdış

√
neiS + g

∣∣n∣∣√neiS)
(4.3)

denklemine dönüşür. Çarpım gradyanı,

∇(
√
neiS) = eiS(∇

√
n) + i

√
neiS(∇S) (4.4)

şeklinde açılarak ve eiS terimleri sağ ve solda sadeleştirilerek,

i~(∂t
√
n)− ~(∂tS)

√
n =

(
− ~2

2m

)(
∇2
√
n+ 2i∇

√
n · ∇S − (∇S)2

√
n+

i(∇2S)
√
n
)

+ Vdış

√
n+ g|n|

√
n

(4.5)
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denklemi elde edilir. ∂t
√
n = ∂tn

2
√
n
, ∇
√
n = ∇n

2
√
n

olur ve denklemde sanal ve gerçek
kısımlar ayrıştırılırsa,

v =
~

2mi

(Φ∗∇Φ− Φ∇Φ∗)

|Φ|2
(4.6)

olmak üzere,
∂tn+∇ · (nv) = 0 (4.7)

olduğundan,

∂tn = − ~
m

(
∇n · ∇S + n∇2S

)
(Süreklilik Denklemi) (4.8)

ve

~∂tS =

(
− ~2

2m

)(
(∇S)2 − ∇

2
√
n√
n

)
− Vdış − g|n| (Bernoulli Denklemi) (4.9)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler, kuantum model olan GP denklemini çiftlenmiş

iki hidrodinamik denklem olarak inceleme olanağı kılar. Denklem (4.9)’daki− ~
2m
∇2√n√

n

terimi, kuantum basıncı terimidir [33].

4.2 Efektif Geometri

Kısım (2.2)’de anlatıldığı üzere, akustik dalgaların uyacağı dalga denkleminin line-
erleştirme işlemi sonrası kütlesiz skalar alan için Klein-Gordon denklemine eş olduğu
gösterilmelidir. Buna bağlı olarak, metrik tensör oluşturulabilir. Elde edilen efektif
geometri ile çizgi elemanı aracılığıyla, belirli hız alanı için, ergo bölge ve olay ufku-
nun yarı çapı bulunabilir. Kısım (2.5)’te, dalga denklemi çözümünün, ergo bölge-
den saçılan dalganın genliğinin yükselmesi sonucunu doğurduğu gösterilmişti. Bu
kısımda da, Klein-Gordon denkleminin çözümünden elde edilecek dalga denklemi
için süper ışımanın var olduğu iddiası, incelenecektir.

Gross-Pitaevskii denkleminde,

Φ(r, t) :=
√
neiS (4.10)

dönüşümü yapılarak elde edilen denklem (4.8) ve denklem (4.9) denklemlerinde, Φ0,
n0 ve S0 arkaplan değerleri ve Φ1, n1 ve S1 küçük dalgalanmalar olmak üzere,

Φ = Φ0 + Φ1

n = n0 + n1

S = S0 + S1

(4.11)

şeklinde yazılabilir olsun1.

∂tn = − ~
m

(
∇n · ∇S + n∇2S

)
(4.12)

denkleminde,∇n·∇S = ∇·(n∇S)−n∇2S özdeşliği kullanılırsa ve bu dalgalanmalar
yerine konulursa,

∂tn0 = − ~
m
∇ · (n0∇S0) (4.13)

1Denklemin lineerleştirilmesi ve analizi farklı kaynaklarda bulunabilir [36].
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ve

∂tn1 = − ~
m
∇ · (n0∇S1)− ~

m
∇ · (n1∇S0) (4.14)

süreklilik denklemleri elde edilir. Diğer yandan,

~∂tS =

(
− ~2

2m

)(
(∇S)(∇S)− ∇

2
√
n√
n

)
− Vdış − g|n| (4.15)

denkleminin gradyanı alınarak ve v = ~
m
∂S eşitliği kullanılarak,

∂tv = ∇
(
−1

2
(v · v) +

~2

2m2

∇2
√
n√
n
− Vdış

m
− g|n|

m

)
(4.16)

ve ∇(v · v) = 2(v · ∇)v özdeşliği kullanılarak; denklem,

∂tv + (v · ∇)v =
~2

2m2

∇2
√
n√
n
−∇

(
Vdış

m
− g|n|

m

)
(4.17)

şeklinde yazılabilir. Bu denklem Euler denklemidir. Denklem(4.9)’da dalgalanmalar
yazılırsa,

∂tS0 + ∂tS1 = − ~
2m

(
(∇S0)2 + 2∇S0 · ∇S1 + (∇S1)2

)
−Vdış − gn0 − gn1 +

~
2m

(∇2
√
n0 + n1√
n0 + n1

) (4.18)

denklemi şeklinde yazılabilir.S0 denklemi aynı dalga denklemini sağlamaktadır.

(∇S1)2 ≈ 0 alınarak ve kuantum basıncı dalgalanma denkleminde bırakılarak,

∂tS1 = (− ~
m

)(∇S0) · (∇S1)− gn1 +
~

2m
(
∇2
√
n0 + n1√
n0 + n1

) (4.19)

∇2
√
n0+n1√

n0+n1
terimi

√
n0 + n1 ≈ (1 + n1

2n0
) alınırsa ve vektör özdeşlikleri ile manipüle

edilir ise; denklem,

∂tS1 = (− ~
m

)(∇S0) · (∇S1)− gn1 +
~

2m
(
∇2√n0√

n0

+
(∇2√n0)n1)

2n
3/2
0

) (4.20)

~
2m

(
∇2√n0√

n0
+

(∇2√n0)n1)

2n
3/2
0

, kuantum basıncı, derecesi sebebiyle ihmal edilebilir.

∂tS1 = (− ~
m

)∇S0 · ∇S1 − gn1 (4.21)

denkleminden n1 terimi çekilir ve zaman türevi alınırsa,

∂tn1 = −∂
2
t S1

g
− ~
mg

∂t(∇S0 · ∇S1) (4.22)

denklemine ulaşılır. Bu denklem, Denklem(4.14) ile eşitlenerek,

−∂
2
t S1

g
− ~
mg

∂t(∇S0 · ∇S1) =− ~
m
∇ · (n0∇S1)

− ~
m
∇ ·
((−∂tS1

g
− ~
mg
∇S0 · ∇S1

)
∇S0

)
(4.23)
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denklemi elde edilir.

Hız potansiyeli, v0 = ~
m
∂S0 faz alanı cinsinden yazılabilir. Kısım(3.5.1)’de olduğu

üzere, ẑ yönlü eksensel simetri göz önüne alınarak, efektif 2-boyutlu hız alanı yazılırsa,
∇ = r̂ ∂

∂r
+ θ̂ 1

r
∂
∂θ

gradyan olmak üzere,

vr =
~
m
∂rS0, vθ =

~
m

∂θ
r
S0 (4.24)

tanımlanabilir.c = ~
m

√
4πan0 sesin hızıdır. Denklem(4.23) g ile çarpılır ve hız potan-

siyelleri cinsinden yazılırsa,

−∂2
t S1− ∂t(vr∂rS1 + vθ

∂θ
r
S1) + c2(∂2

rS1 +
1

r2
∂2
θS1) +∇ ·

((
− ∂tS1− v · ∇S1

)
v
)

= 0

(4.25)
olur ve

∇ ·
(

(−∂tS1 − v · ∇S1)v
)

= −∂r∂tS1vr −
∂θ
r
∂tS1vθ − ∂rvr∂rS1vr−

∂θ
r
vr∂rS1vθ − ∂rvθ

∂θ
r
S1vr −

∂θ
r
vθ
∂θ
r
S1vθ

(4.26)

olmak üzere yazılır. Denklem(5.1) ve denklem(4.26) birleştirilerek,

−∂r∂tS1vr −
∂θ
r
∂tS1vθ − ∂rvr∂rS1vr −

∂θ
r
vr∂rS1vθ − ∂rvθ

∂θ
r
S1vr

− ∂θ
r
vθ
∂θ
r
S1vθ − ∂2

t S1 − ∂t(vr∂rS1 + vθ
∂θ
r
S1) + c2(∂2

rS1 +
1

r2
∂2
θS1) = 0 (4.27)

S1 skalar alanının yayılım denklemi elde edilir. İkinci dereceden diferansiyel denk-
lem,

�S1 ≡
1√
|g|
∂µ

(√
|g|gµν∂νS1

)
= 0 (4.28)

şeklinde kapalı halde yazılırsa, bunu sağlayan gµν tensörü,

g = [det(gµν)]−1

iken,

gµν ≡


−1 −vr vθ

r

−vr c2 − v2
r −vrvθ

r

−vθ
r

−vrvθ
r

c2−v2θ
r2

 (4.29)

olacaktır. Bu tensörün tersi alınırsa;

gµν ≡
1

c2


−c2 + v2

r + v2
θ −vr −rvθ

−vr 1 0

−rvθ 0 r2

 (4.30)

olur. Öyleyse efektif metrik ile dS çizgi elemanı için değişmez aralık,

ds2 = gµνdx
µdxν

= (v2 − c2)dt2 − 2vrdrdt− 2rvθdθdt+ dr2 + r2dθ2 (4.31)
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olur. Burada g00 elemanının işaret değiştirdiği yer, Kısım(2.4.1) anlatıldığı üzere,
ergo bölgenin yarı çapıdır. Kısım(2.4.1)’de incelenen sürüklenen küvet modeli için,

v =
A

r
r̂ +

B

r
θ̂ (4.32)

seçilerek; A,B pozitif reel sayılar ve (r, θ) silindirik koordinatlar olmak üzere,

ds2 = −
(
−c2 − A2 +B2

r2

)
dt2 − 2A

r
drdt− 2Bdθdt+ dr2 + r2dθ2 (4.33)

olur.

4.3 Süper Işıma

Sürüklenen girdap metriğine göre, efektif (2+1) boyutlu uzay-zaman, zaman öte-
lemeleri ve dönmelere karşılık gelen izometrilere sahiptir. Öyleyse, ω ve m, reel ve
pozitif olmak üzere, diferansiyel denklemin çözümü,

S1(t, r, θ) = R(r)e−iωteimθ (4.34)

şeklinde yazılabilir.

−∂2
t S1− ∂t(vr∂rS1 + vθ

∂θ
r
S1) + c2(∂2

rS1 +
1

r2
∂2
θS1) +∇ ·

((
− ∂tS1− v · ∇S1

)
v
)

= 0

(4.35)
denklemi, silindirik koordinatlarda, diverjans,

∇.v =
1

r
∂r(rVr) +

1

r
∂θ(Vθ) (4.36)

olduğundan, Denklem(5.1), ei(mθ−ωt) sadeleştirilmiş halde,

ω2R(r)− iωA
r
R′(r)− B

r2
mωR(r) +

c2

r
R′(r) + c2R′′(r) +

c2

r2
(im)2R(r)

− iωAR′(r)

r
− ωmRB

r2
+
A2R′(r)

r3
− A2

r2
R′′(r) +

ABimR′(r)

r3

− 2ABimR(r)

r4
+
ABimR′(r)

r3
+
m2R(r)B2

r4
= 0 (4.37)

olur. R(r) radyal fonksiyonu cinsinden,

Q1(r) =
ω2r4 − c2m2r2 − 2ωmBr2 − 2ABim+B2m2

r2(r2c2 − A2)
(4.38)

ve

P1(r) =
c2r2 − 2iωAr2 + A2 + 2ABim

r(r2c2 − A2)
(4.39)

olmak üzere,
d2R(r)

dr2
+ P1(r)

dR

dr
+Q1(r) = 0 (4.40)

diferansiyel denklemine ulaşılır.
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Diferansiyel denklemi R(r) = K(r)F (r) şeklinde ayrıştırılabilir olsun. O zaman
denklem,

F (r)
d2K(r)

dr2
+ (2

dK(r)

dr
)
dF (r)

dr
+K(r)

d2F (r)

dr2
+ P (r)F (r)

dK(r)

dr
+

P (r)K(r)
dF (r)

dr
+Q(r)F (r)K(r) = 0

(4.41)

şeklinde olur. Denklemi 1
K(r)

terimi ile çarpalım. Denklemin yeni formu,

d2F (r)

dr2
+
dF (R)

dr

[
P (r) +

2

K(r)

dK(r)

dr

]
+F (r)

[
Q(r) +

1

K(r)

d2K(r)

dr2
+
P (r)

K(r)

dK(r)

dr

]
= 0

(4.42)
”Tortoise[5]” koordinatlara geçmek için, yeni r̃ tanımı yapılarak, s = 1 − A2

r2c2
için,

sr̃ = r olmak üzere,
d

dr
=

1

1− A2

r2c2

d

dr̃
(4.43)

ve

d2

dr2
=

−2A2

(1− A2

r2c2
)r3c2

d

dr̃
+

(
1

1− A2

r2c2

)2
d2

dr̃2
(4.44)

dönüşümleri uygulanırsa, denklemin yeni hali,

(
1

1− A2

r2c2

)2d
2F (r)

dr̃2
− 2A2

(1− A2

r2c2
)2r3c2

dF (r)

dr̃
+

1

1− A2

r2c2

dF (r)

dr̃

[
P (r) +

2

K(r)

dK(r)

dr

]
+

F (r)

[
Q(r) +

1

K(r)

d2K(r)

dr2
+
P (r)

K(r)

dK(r)

dr

]
= 0

(4.45)

olur. Denklemin dönüşüm yapılmamış son terimine W(r) denilirse,

Q(r) +
1

K(r)

d2K(r)

dr2
+
P (r)

K(r)

dK(r)

dr
= W (r) (4.46)

ve bütün denklemi s2 ile çarpılarak,

d2F (r)

dr̃2
+
dF

dr̃

[(
P (r) +

2

K(r)

dK(r)

dr

)
s− ds

dr

]
+W (r)F (r) = 0 (4.47)

olur. dF
dr̂

teriminin katsayıları sıfıra eşitlenerek K(r) terimi bulunur.[(
P (r) +

2

K(r)

dK(r)

dr

)
s− ds

dr

]
= 0 (4.48)

ise,
dK(r)

dr
=

[
1

s

ds

dr
− P (r)

]
K(r)

2
(4.49)

ve

d2K(r)

dr2
=

[
−1

2

dP (r)

dr
+

(ds
dr

)2

s2
− 1

s

d2s

dr2

]
K(r) +

1

2

[
P (r)− 1

s

ds

dr

]
dK(r)

dr
(4.50)
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olduğundan,

d2K(r)

dr2
=

[
−1

2

dP (r)

dr
+

(ds
dr

)2

s2
− 1

s

d2s

dr2
− 1

4
(
1

s

ds

dr
− P (r))2

]
K(r) (4.51)

Bu terimler,

W (r) =
s2

K(r)

[
d2K(r)

dr2
+ P (r)

dK(r)

dr
+Q(r)K(r)

]
(4.52)

denkleminde yerine konularak, W(r) bilinenler cinsinden,

W (r) =

[
−1

2

dP

dr
+

1

s2

(
ds

dr

)2

− 1

s
(
d2s

dr2
)− 1

4
(
1

s

ds

dr
− p)2

]
+
P

2
(
1

s

ds

dr
−P )+Q (4.53)

şeklinde elde edilir. Terimlerin değerleri yerine yerleştirilir ise, W (r) bulunur.

r ve r̃ → ∞ asimptotik bölgesinde W(r)’ın 1/O(r) terimleri kaybolur ve ω2 terimi
ayrışır. Bu, ω terimini r terimlerinden ayrıştırarak görülebilir.

W (r) =
ω2

c2
+

2A2c4 − 4iABc4m + 3B2c4m2 + 4iA3c2ω − 6A2Bc2mω + 3A4ω2

4A2c2(−A + cr)2

+
2A2c4 − 4iABc4m + 3B2c4m2 + 4iA3c2ω − 6A2Bc2mω + 3A4ω2

4A2c2(A + cr)2

+
−5A2 + 16ABim + 8B2m2 + 8ωmBr2

4A2r2

+
−2A2c4 − 4ABimc4 − 2A2c4m2 − 7B2c4m2 + 4iA3c2ω + 6A2Bc2mω + 5A4ω2 − 4c4ωmBr2

4A3c2(−A + cr)

+
2A2c4 + 4ABimc4 + 2A2c4m2 + 7B2c4m2 − 4iA3c2ω − 6A2Bc2mω − 5A4ω2 + 4c4ωmBr2

4A3c2(A + cr)
(4.54)

Yeniden tanım ile, ω/c→ ω alınırsa,

d2F (r̃)

dr̃2
+ ω2F (r̃) = 0 (4.55)

için, sırasıyla giren ve yansıyan dalga şeklinde,

F (r̃) = Ie−iωr̃ +Reiωr̃ (4.56)

yazılabilir. r → 1 ve r̃ → −∞ olay ufku etrafında denklem,

d2F (r̃)

dr̃2
+ (ω − Bm

A
)2F (r̃) = 0 (4.57)

denklemine dönüşür. Geçen dalgalar cinsinden çözüm,

F (r̃) = Tei(ω−mB/A)r̃ (4.58)

şeklindedir. Yansıma ve geçme katsayıları akı yoğunluğu ile tutarlı olarak,∣∣R∣∣2 = 1 + (
mB

Aω
− 1)

∣∣T ∣∣2 (4.59)

bulunur. Bu sonuç, açısal frekansı A
B

dönen silindirden saçılan m yörüngesel momen-
tumlu, ω frekanslı elektromanyetik dalga için Zel’dovich’in çözümü [14] ile benzerdir.
Eğer ω < mA

B
ise, mB

Aω
terimi 1’den büyüktür; yani saçılma ile oluşan yansıma kat-

sayıları yükselmiştir.

Bu sonuç, analog modelde süper ışıma olduğunun bir kanıtı olarak ele alınabilir
[37, 10].
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4.4 Yansıma ve Geçme Katsayılarının Hesaplanması

Bu kısımda, A. A. Starobinsky’nin dönen kara deliklerden yansıyan dalgaların gen-
liklerinin yükseltilmesi çalışmasına [15] bir analoji olan, S. Basak ve P. Majumbar’ın
süper ışımada yansıma katsayısı hesapları [10] yeniden gözden geçirilecektir.

L(r) fonksiyonu,

R(r) =
rc

A
exp
[ i

2

(ωA
c2
ln(

r2c2

A2
− 1)− mB

A
ln(1− A2

C2r2
)
)]
L(r) (4.60)

ve

x =
r2c2

A2
− 1 (4.61)

şeklinde tanımlanırsa, yeni koordinat için,

V 2 =
(ωA
c2
− Bm

A

)2
(4.62)

ve

Y 2 = (m2 +
2Bmω

c2
− 2ω2A2

c4
(4.63)

olmak üzere,

d2L(x)

dx2
+(

1

x
+

1

x+ 1
)
dL(x)

dx
+
[V 2

x
+

1

1 + x
+(1−Y 2)+

ω2A2

c4
x
] L(x)

4x(x+ 1)
= 0 (4.64)

diferansiyel denklemi yazılabilir.

Starobinsky’nin prosedürü [15] uygulanmak üzere,

(
ωA

c2
)x << m ve

ωA

c2
<< 1 (4.65)

alınırsa, diferasiyel denklem yaklaşık olarak,

d2L(x)

dx2
+ (

1

x
+

1

x+ 1
)
dL(x)

dx
+
[V 2

x
+

1

1 + x
+ (1− Y 2)

] L(x)

4x(x+ 1)
= 0 (4.66)

şeklinde yazılabilir. Bu denklem, 0, 1,∞ düzgün tekil noktalara sahip Riemann-
Paparitz Denklemi’dir.

Teorem 4.1 ∞ dahil olmak üzere, tüm tekillikleri düzgün olan ve en fazla üç te-
killiği olan her ikinci dereceden homojen lineer denklem, hipergeometrik denkleme
dönüştürülebilir [38].

Denklem(4.66) için,
L(x) = xα

′
(x+ 1)β

′
G(x) (4.67)

dönüşümü yapılırsa, G(x),

α′ = −iV
2
, β′ =

1

2
, α = −Y

2
− iV

2

β =
Y

2
− iV

2
, γ = 1− iV, x = −x

(4.68)
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olmak üzere,

x(1− x)
d2G(x)

dx2 + [γ − (α + β + 1)x]
dG(x)

dx
− αβG(x) = 0 (4.69)

hipergeometrik denklemini sağlar. Hipergeometrik denklem için çözüm, Pochhamer
sembolü,

(α0) = 1, (α)j = α(α + 1)(α + 2) . . . (α + j − 1), j = 1, 2, . . . (4.70)

olamk üzere, gamma fonksiyonları cinsinden2,

F (α, β, γ;x) =
∞∑
j=0

(α)j(β)j
Γ(γ + j)

xj

j!
(4.71)

fonksiyonu ile belirlenir. Ve,

F (α, β, γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
(4.72)

özelliğini sağlar. Genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyon,

pFq(α1, α2, . . . , αp; γ1, γ2, . . . , γq;x) ≡
∞∑
j=0

(α1)j(α2)j . . . (αp)j
(γ1)j(γ2)j . . . (γp)j

xj

j!
(4.73)

olmak üzere ve yakınsaklığı birim olan p = q+ 1 cinsinden [38], denklem(4.69)’in en
genel çözümü,

G(x) = C12F1(α, β, γ;x) + C2x
1−γ

2F1(α + 1− γ, β + 1− γ, 2− γ;x) (4.74)

iki lineer bağımsız sektör cinsinden yazılabilir. C1 ve C2 belirlenecek sabitlerdir. Olay
ufku yakınında, x ≈ 0 için, sırasıyla gelen ve yansıyan olmak üzere,

G(x)→ C1x
α′ + C2x

−α′
(4.75)

olacaktır. Olay ufkundan herhangi bir çıkış mümkün olmadığından, C2 = 0 olur.
Dolayısıyla Denklem(4.66)’in çözümü,

L(x) = C1x
α′(x+ 1)β ′2F1(α, β, γ;−x) (4.76)

olur.

x→∞ bölgesinde çözümün asimptotik davranışını3 belirlemek için, analitik sürek-
lilik kullanılarak, (x→ 1/x) dönüşümü [38] yapılırsa,

L(x) = C1x
α′(x+ 1)β ′

[Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
x−α2F1(α, α + 1− γ;α + 1− β;

(−1)

x
)

+x−β[
Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)
2F1(β, β + 1− γ, β + 1− α;

(−1)

x
)
]

(4.77)

2Gamma fonksiyonu Γ(x) =
∫∞
0

e−ttz−1dt, (Rex > 0) şeklindedir ve Γ(x+ 1) = xΓ(x) eşitliğini
sağlar [38].

3f(x)� g(x), x→ x0 yani, limx0

f(x)
g(x) = 0 olmak üzere,x→ x0’da f(x) ∼ g(x) iken f(x), g(x)’e

asimptotiktir ve limx0

f(x)
g(x) = 1 olur [39]. Dolayısıyla, 0,∞ düzgün tekil nokta olduğundan, dönüşüm

altında asimptotik davranış incelenebilir.
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bulunur. x >> Max(m2, V 2) için,

L(x) = C1x
α′(x+ 1)β ′

[Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
x−α + x−β[

Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)

]
(4.78)

olur. Öyleyse,Max(m2, V 2) << x << m/(ωA
c2

) bölgesinde, L(x)’in yaklaşık formu,

L(x) =
C1√
x

[Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
xY/2 + [

Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)
x−Y/2

]
=

C1√
x

[D1x
Y/2 +D2x

−Y/2]

(4.79)

D1 = C1
Γ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
, D2 = C1

Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)
(4.80)

D1 − iD2 ve D1 + iD2 sırasıyla gelen ve yansıyan dalganın genlikleri ile orantılıdır.
AF yükseltilme faktörü olmak üzere,

AF = 1− |Rωm|2 = 1−
∣∣D1 + iD2

D1 − iD2

∣∣2
=

2i(D1D
∗
2 −D∗1D2)

|D1 − iD2|2

=
2V |C1|2

Y |D1 − iD2|2
=

2ωA

Y c2

|C1|2

|D1 − iD2|2
(
1− mΩ

ω

)
(4.81)

Buradan da, 0 < ω < Ωm aralığındaki frekanslar için, yansıma katsayısının 1’den
büyük olabildiği görülür. Denklem(4.59) yardımıyla,

|Tωm|2 =
2ωA

Y c2

|C1|2

|D1 − iD2|2
(4.82)

da hesaplanmış olur. Bu denklemler, ωA
c2
<< 1 frekans aralığı için varsayılmıştır; yani

ses dalgasının boyu olay ufku yarı çapından oldukça büyük olmalıdır [10].
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5 Klein-Gordon Denklemi’nin Kesin Çözümünün

Araştırılması

Genel dalga denklemine geri dönülürse;

−∂2
t S1−∂t(vr∂rS1 +vθ

∂θ
r
S1)+c2(∂2

rS1 +
1

r2
∂2
θS1)+∇·

((
−∂tS1−(v) ·(∇S1)

)
v
)

= 0

(5.1)
S(t, r, θ) faz alanı ω = ωR+iωI karmaşık frekans olmak üzere, S(t, r, θ) = R(r)ei(mθ−ωt)

yaklaşımı ile yazılabildiği önceki kısımda gösterildi [30].

Dalga denkleminin yeni formu ise,

ω2R(r)− iωA
r
R′(r)− B

r2
mωR(r) +

c2

r
R′(r) + c2R′′(r) +

c2

r2
(im)2R(r)

− iωAR′(r)

r
− ωmRB

r2
+
A2R′(r)

r3
− A2

r2
R′′(r) +

ABimR′(r)

r3

− 2ABimR(r)

r4
+
ABimR′(r)

r3
+
m2R(r)B2

r4
= 0 (5.2)

olur. R(r) radyal fonksiyonu cinsinden,

Q1(r) =
ω2r4 − c2m2r2 − 2ωmBr2 − 2ABim+B2m2

r2(r2c2 − A2)
(5.3)

ve

P1(r) =
c2r2 − 2iωAr2 + A2 + 2ABim

r(r2c2 − A2)
(5.4)

olmak üzere,
d2R(r)

dr2
+ P1(r)

dR

dr
+Q1(r)R(r) = 0 (5.5)

şeklinde Heun tipinde ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel denklemdir.
Genel Heun denklemi en genel Fuchsyan denklemdir [40, 41].

Teorem 5.1
d2R(z)

dz2
+ P (z)

dR

dz
+Q(z)R(z) = 0 (5.6)

diferansiyel denklemi, yalnız ve yalnızca a noktasında P (z) ve Q(z)’ın Laurent açılımı,

P (z) =
α0

z − a
+ α1 + α2(z − a) + α3(z − a)2 + . . . (5.7)

ve

Q(z) =
β0

(z − a)2
+

β1

(z − a)
+ β2 + β3(z − a) + . . . (5.8)

formunda ise a noktasında diferansiyel denklem Fuchsyan tiptedir [42].
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5.1 Heun Denklemi

İkinci dereceden lineer adi diferansiyel denklem sınıfı olan Heun sınıfı, dört tekilliği
olan Fuchsyan bir denklem olan Heun denklemi tarafından üretilir. Denklemin genel
formu, dördü tekillik noktalarının konumunu, yedisi tekilliklerin karakteristik kuv-
vetlerini ve biri bölgesel olmayan ek parametreyi belirtmek üzere, on iki kompleks
parametreye bağlıdır. Möbius dönüşümü ile tekillikler, z0 = 0, z1 = 1, z4 = ∞ nok-
talarına taşınırsa, üç karakteristik kuvvet sıfır değerini alır ve parametreler altıya
indirgenebilir. Standart kanonik doğal formu,

L(1,1,1,1)
z (α, β, γ, δ; a)y(z)− qy(z) :=

[z(z − 1)(z − a)D2 + (γ(z − 1)(z − a) + δz(z − a)

+ (α + β − 1− γ − δ)z(z − 1))D + (αβz − q)]y(z) = 0 (5.9)

olur. Denklemin, dört tekil nokta civarında bölgesel çözümü,

γ 6= 0,−1,−2, · · ·, |z| < min(|a|, 1) (5.10)

için geçerli olmak üzere,

y
(1,1,1,1)
1 (z) = y

(1,1,1,1)
1 (α, β, γ, δ, a, q; z = 0, z), y

(1,1,1,1)
1 (0) = 1 (5.11)

inşa edilebilir. Sıfır noktasındaki iki Frobenius çözümünden biri olan bu çözüm,

y
(1,1,1,1)
1 (z) =

∞∑
0

c
(1,1,1,1)
j zj (5.12)

kuvvet serisi ile tanımlıdır. c
(1,1,1,1)
j katsayıları, denklem(5.12), denklem(5.9)’de ye-

rine yazılarak elde edilen tekrarlama bağıntısı yardımıyla,

a(j + 1)(j + γ)c
(1,1,1,1)
j+1 −

−(j[(j − 1 + γ)(1 + a) + δa+ α + β + 1− γ − δ] + q)c
(1,1,1,1)
j

+(j − 1 + α)(j − 1 + β)c
(1,1,1,1)
j−1 = 0, c

(1,1,1,1)
0 = 1 (5.13)

elde edilir. Heun denkleminin lineer bağımsız öteki belirli çözümü,

y
(1,1,1,1)
2 (α, β, γ, δ, q; z = 0, z) =

z1−γy
(1,1,1,1)
1 (α + 1− γ, β + 1− γ; 2− γ, δ; a; q′; z = 0, z),

q′ = q + (α + β + 1− γ)(1− γ) (5.14)

şeklindedir. α, β, γ, δ, a, q parametreleri üç grupta incelenebilir.

• α, β, γ, δ bölgesel parametreleri, tekillikler civarında Frobenius çözümlerinin
karakteristik kuvvetleridir.

• a ölçekleme parametresi, tekilliklerden birinin konumunu belirler.

• q ek parametresi, genelde spektral parametredir [41, 40].
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5.2 Heun Denklemi ile Saçılma Katsayılarının Elde Edilmesi

İçin Bir Örnek

L. Dekar, L. Chetouani ve T. Hammann, 1998 yılında yayınladıkları ”An exactly so-
luable Schrödinger equation with smooth position-dependent mass” isimli makalede
[43] Schrödinger Denklemi’nde değişken dönüşümleri yaparak; incelenen denklemi
şu şekilde yazmıştır:

d2Ψ(z)

dz2
+

[
1

z
+

1

z − 1
− 1

z − a

]
dΨ(z)

dz

+

[
−ω2z − νa

z
+
µ2(a− 1)

z − 1
+ aω2 + ν2 − µ2

]
Ψ(z)

z(z − 1)(z − a)
= 0

(5.15)

Bu denklem, dört düzgün tekilliği olan ikinci derece lineer homojen Heun tipi bir
diferansiyel denklemdir.

0, 1, a,∞ düzgün tekil noktalardır. Tüm tekillikler düzgün olduğundan denklem,
Fuchsian denklem sınıfında incelenebilir [41].

Diferansiyel denklemler için, kesin kapalı çözümün formu bilinemediğinde, Kısım
(5.1)’de anlatıldığı üzere, sonsuz seri açılımı yapılarak bölgesel davranış incelene-
bilir. Fuchs ikinci dereceden denklem çözümünde düzgün tekilliklerin bölgesel dav-
ranışı için, Taylor Açılımı’ndan daha genel bir yapı önermiştir. Buna göre, en az bir
çözüm,

y(z) = (z − z0)µA(z) (5.16)

formunda olmalıdır. µ tamsayı değilse, z0 dallanma noktası, µ negatif tamsayı ise
z0 kutup ve µ = 0, 1, 2, . . . için y(z), z0’da analitik olur. Analitik olduğunda, A(z)
Taylor serisi cinsinden yazılabilir. (z − z0)µ

∑∞
j=0 cj(z − z0)j yazımına genel olarak,

Frobenius Metodu denir [39].

Denklem (5.15)’i, kanonik (normal) formda yazmak için, bağımlı değişken dönüşümü
(kuvvet transformasyonu[40]),

Ψ(z) = zν(z − 1)µf(z) (5.17)

yapılır. Tekillik yapısı bozulmadan yapılan, s-homotopik dönüşümlerle elde edilen,
denklemin farklı yapılarına formlar denilir. Öyleyse denklemin normal formu,

d2f(z)

dz2
+

[
2ν + 1

z
+

2µ+ 1

z − 1
− 1

z − a

]
df(z)

dz
+

[
((ν + µ)2 − ω2)z + a(ω2 − (ν + µ)(ν + µ+ 1) + ν)

] f(z)

z(z − 1)(z − a)
= 0 (5.18)

olur.

Heun, kısım (5.1)’de anlatıldığı üzere, bu denklemin lokal çözümünü kuvvet serileri
cinsinden Frobenius metodu ile yapmıştır.
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Düzgün tekillik komşuluğunda, lineer bağımsız iki seri çözümü önerilebilir. Bu çözüm-
lerden birinin ikinci düzgün tekillik noktası komşuluğunda analitik sürekliliği do-
layısıyla; komşu tekillik, ikinci tekilliğin Frobenius çözümünün lineer kombinasyo-
nunu üretir. Genelde bu iki tekillik, yakın iki nokta seçilir. Bu Frobenius çözümlerine
Heun fonksiyonu denir [40]. O zaman,

d2f(z)

dz2
+

[
γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − a

]
df(z)

dz
+ [αβz − q] f(z)

z(z − 1)(z − a)
= 0 (5.19)

genel Heun denklemi için; Frobenius çözümü,

F (a, q;α, β, γ, δ; z) =
∞∑
j=0

cjz
j (5.20)

Öyleyse bu çözümün açık formunu elde etmek için,

z(z−1)(z−a)y′′+[γ(z−1)(z−a)+δz(z−a)+εz(z−1)]y′+(αβz−q)y = 0 (5.21)

Açık halde yazılırsa,

(z3 − az2 − z2 + az)
∞∑
j=0

cjj(j − 1)zj−2

+
[
γ(z2 − az − z + a) + δ(z2 − az) + ε(z2 − z)

] ∞∑
j=0

cjjz
j−1

+ (αβz − q)
∞∑
j=0

cjz
j = 0 (5.22)

ve daha açık halde,

∞∑
j=0

cj(j)(j − 1)zj+1 − (1 + a)
∞∑
j=0

cjj(j − 1)zj + a
∞∑
j=0

cjj(j − 1)zj−1

+ (γ + ε+ δ)
∞∑
j=0

cjjz
j+1 − (aγ + γ + aδ + ε)

∞∑
j=0

cjjz
j + aγ

∞∑
j=0

cjjz
j−1

+ (αβz − q)
∞∑
j=0

cjz
j = 0 (5.23)

olur.Terimler toparlanırsa,

∞∑
j=2

cj−2z
j−1
[
(j − 2)2 − (j − 2) + (γ + ε+ δ)(j − 2) + αβ

]
+
∞∑
j=1

cj−1z
j−1 [−(1 + a)(j − 2)(j − 1)− (j − 1)(aγ + γ + aδ + ε) + q]

+
∞∑
j=0

cjz
j−1 [aj(j − 1) + aγj] = 0 (5.24)
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Mertebelerin eşitlenmesi(J = 2) yardımıyla seri dışı terimler elde edilir ve seri ve
terimler ayrı ayrı sıfıra eşitlenir.

c1aγ + c0q = 0 (5.25)

Öyleyse denklemin z=0 komşuluğunda çözüm,

f1(z) = CF (a, a(ω2−(ν+µ)(ν+µ+1)]+ν; ν+µ+ω, ν+µ−ω, 2ν+1, 2µ+1; z) (5.26)

olur. c0 = 1 olmak üzere, fark denklemi yardımıyla,

f1(z) = C(1− a[ω2 − (ν + µ)(ν + µ+ 1)] + ν

a(2ν + 1)
+
∞∑
j=2

cjz
j) (5.27)

şeklinde yazılır. Serinin sıfıra eşitlenmesi ile bulunacak denklem ise şu haldedir:

(j + 2)[a(j + 1 + γ)]cj+2 = −cj[(j − 1 + γ + δ + ε)(j) + αβ]+(
[(1 + a)j + aγ + γ + aδ + ε)](j + 1) + q

)
cj+1

(5.28)

Bulunan denklemde c0 = 1 ve c1 = a[−ω2+(ν+µ)(ν+µ+1)]−ν
a(2ν+1)

başlangıç koşulları için; eğer
j < 0 ise cj = 0 olacaktır.

f1(z)’teki serinin yakınsadığı aralıkları incelenmelidir. Yakınsaklık yarıçapı, orjinden
en yakın tekil noktalara uzaklık ile belirlenir. |a| > 1 için |z| < 1 ve |a| < 1 için
|z| < a olacaktır. Dolayısıyla, analitik sürekliliğin sağlanması için Şekil (5.1) siyah
alanların yakınsama aralığı olur.

Şekil 5.1: Yakınsaklık yarıçapı

Daha sonra transformasyon yapılmalıdır. z′ → 1−z dönüşümünden sonra denklemin
çözümü:

f3(z) = C ′F (1−a, (1−a)[ω2−(ν+µ)(ν+µ+1)]+µ; ν+µ+ω, ν+µ−ω, 2µ+1,−1; 1−z)
(5.29)

x→∞ veya z ≈ e−x/r → 0 için çözüm f1(0) = C olacaktır. Veya;
ψ(z)→ Czν ≈ Cz−νx/r

Öte yandan x→ −∞ veya z → 1 için 1− z ≈ ex/r → 0 olur.
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Heun fonksiyonunun z ve 1− z argümanlarını bağlayan fonksiyonel ilişki incelenme-
lidir.

F (a,−aαβ;α, β, γ, 0; z) = 2F1(α, β; γ; z) (5.30)

olmak üzere,

F (a, q;α, β, γδ; z) = F (a, q;α, β, γδ, 1)F (1− a,−q − αβ;α, β, 1 + α + β − γ − δ,
δ; 1− z) + (1 + z)γ+δ−α−βF (a, q − aγ[γ + δ − α− β]; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ; 1)

F (1− a,−q − αβ − [γ + δ − α− β][γ + δ − aγ]; γ + δ − α, γ + δ − β,
1 + γ + δ − α− β, δ; 1− z) (5.31)

ilişkisi mevcuttur. Ve, q = −aαβ ve δ = 0 seçilirse, denklem (5.31) ,

2F1(α, β; γ; z) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β
Γ(γ − α)Γ(γ − β)

2F1(α, β; γ; 1− z)

Γ(γ)Γ(α + β − γ
Γ(α)Γ(β)

(1− z)γ−α−β2F1(γ − α, γ − β; 1 + γ − α− β; 1− z)

(5.32)

hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir denkleme indirgenmiş olur.

Bu lineer bağımsız iki parçadan oluşan çözümün ilk çözüme denk olması argümanı
ile
y1(z) = F (a, q;α, β, γ, δ; z)
z=0 komşuluğunda Heun denklemini sağlayan Heun fonksiyonu olsun. Heun denk-
leminin normal formu,

d2f(z)

dz2
+

[
γ

z
+

1 + α + β − γ − δ
z − 1

+
δ

z − a

]
df(z)

dz

+ [αβz + q]
f(z)

z(z − 1)(z − a)
= 0 (5.33)

olmak üzere, z=1 komşuluğunda lineer bağımsız iki çözüm,

y3(z) = F (1− a,−q − αβ;α, β, 1 + α + β − γ − δ, δ; 1− z) (5.34)

ve

y4(z) =(1− z)γ+δ−a−βF (1− a,−q − αβ − [γ + δ − α− β][γ + δ − aγ]

; γ + δ − a, γ + δ − β, 1 + γ + δ − a− β, δ; 1− z) (5.35)

olacaktır. y1; y3 ve y4’ün lineer kombinasyonu olarak yazılırsa,

y1(z) = C1y3(z) + C2y4(z) (5.36)

C1 ve C2, z’den bağımsız ancak parametreleri bağlı olacaktır. Yani denklem genel
halde,

F (a, q;α, β, γ, δ; z) =C1(a, q;α, β, γ, δ)

F (1− a,−q − αβ;α, β, 1 + α + β − γ − δ, δ; 1− z)

+ C2(a, q;α, β, γ, δ)(1− z)γ+δ−a−β

F (1− a,−q, αβ − [γ + δ − α− β][γ + δ − aγ]

; γ + δ − a, γ + δ − β, 1 + γ + δ − a− β, δ; 1− z) (5.37)
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z=1 ve F (a, q;α, β, γ, δ; 0) = 1 olması kullanarak,

C1(a, q;α, β, γ, δ) = F (a, q;α, β, γ, δ; 1) (5.38)

olduğu bulunur.

F (a, q;α, β, γ, δ; z) =(1− z)γ+δ−a−β

F (a, q − aγ[γ + δ − α− β]; γ + δ − α, γ + δ − β; γ, δ; z)
(5.39)

α → γ + δ − α ve β ⇒ γ + δ − β olarak yerine konulursa; denklem şu şekli ala-
caktır.

F (a, q; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ; z) = C1(a, q; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ)
F (1− a,−q − [γ + δ − α][γ + δ − β]; γ + δ − α, γ + δ − β, 1 + γ + δ − α− β, δ;
1− z) + C2(a, q; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ)(1− z)γ+δ−a−β

F (1− a,−q − αβ + aγ[α + β − γ − δ], α, β, 1 + α + β − γ − δ, δ; 1− z) (5.40)

ve
F (a, q; γ+δ−α, γ+δ−β, γ, δ; z) = (1−z)α+β−γ−δF (a, q+aγ[γ+δ−α−β];α, β, γ, δ; z)
Son iki denklem birleştirilir ise,

F (a, q; γ + δ − α,γ + δ − β, γ, δ; z) =

(1− z)α+β−γ−δC1(a, b; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ)
F (1− a,−q − [γ + δ − α]× [γ + δ − β]

; γ + δ − α, γ + δ − β, 1 + γ + δ − α− β, δ; 1− z)

+ C2(a, q; aγ[γ + δ − α− β];α, β, γ, δ)

F (1− a,−q − [γ + δ − α][γ + δ − β]

; γ + δ − α, γ + δ − β, 1 + γ + δ − α− β, δ; 1− z) (5.41)

Denklemler birleştirilerek,

C1(a, q; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ) = C2(a, q + aγ[γ + δ − α− β];α, β, γ, δ) (5.42)

ve

C2(a, q; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ) = C1(a, q + aγ[γ + δ − α− β];α, β, γ, δ) (5.43)

bağıntıları ve,
C1(a, q;α, β, γ, δ) = F (a, b;α, β, γ, δ; 1) (5.44)

bağıntısı kullanılarak,

C2(a, q;α, β, γ, δ) = C1(a, q − aγ[γ + δ − α− β]; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ)
= F (a, q − aγ[γ + δ − α− β]; γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ, 1)

(5.45)
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Son olarak z ve 1-z arasındaki fonksiyonel ilişki bulunmuş olur:

F (a, q, α, β, γ, δ; z) =

F (a, q, α, β, γ, δ, 1)F (1− a,−q − αβ)

;α, β, 1 + α + β − γ − δ, δ; 1− z)

+ (1− z)γ+δ−β−αF (a, q − aγ[γ + δ − β − α]

, γ + δ − α, γ + δ − β, γ, δ; 1)

F (1− a,−q − αβ − [γ + δ − α− β][γ + δ − aγ]

; γ + δ − α, γ + δ − β, 1 + γ + δ − α− β, δ; 1− z) (5.46)

Öyleyse Heun fonksiyonu şu şekilde yazılabilir:

F (a, a(ω2 − (ν + µ)(ν + µ+ 1)] + ν; ν + µ+ ω, ν + µ− ω, 2ν + 1, 2µ+ 1; z) =

C1F (1− a, (1− a)(ω2 − (ν + µ)(ν + µ+ 1)]− µ; ν + µ− ω, ν + µ+ ω, 2µ+ 1, 1, 1− z)

+ C2(1− z)−2µF (1− a, (1− a)(ω2 − (ν − µ)(ν − µ+ 1)]− µ
, ν − µ+ ω, ν − µ− ω,−2µ+ 1, 1; 1− z) (5.47)

ve
C1 = F (a, a(ω2 − (ν + µ)(ν + µ + 1)] + ν; ν + µ − ω, ν + µ + ω, 2ν + 1,−1, 1)
C2 = F (a, a(ω2 − (ν − µ)(ν − µ+ 1)] + ν; ν − µ+ ω, ν − µ− ω, 2ν + 1,−1, 1)
olur. x → −∞(1 − z → 0) iken 1 − z ≈ e−x/r olduğundan; dalga fonksiyonun
davranışı şu şekilde yazılabilir:

ψ → Ceiπµ[C1e
µ(x/r) + C2e

−µ(x/r)] (5.48)

Dolayısıyla, C1 ve C2 gelen ve yansıyan dalga katsayıları olmak üzere, R = C1

C2

yazılabilir.

5.3 Su Gideri Modeli İçin Tekillik Analizi

Eğer, ikinci derece homojen diferansiyel denklemin bütün z0 komşuluğunda çözümleri
Frobenius Metodu ile açılabiliyorsa, z0 noktaları düzgün tekil noktalardır. Dolayısıyla,
düzgün olmayan tekillik etrafında en az bir çözümün Frobenius serisi temsili yoktur
[39]. Bu sebeple, çözümün inşa edilebilmesi için denklem (5.2)’nin tekil noktalarına
bakılacaktır.

Denklem (5.2) için, r =
√
z dönüşümü yapılarak,

4z
d2R(z)

dz2
+ (2 +

2c2z

c2z − A2
− 4iωAz

c2z − A2
+

2A2

c2z − A2
+

4iABm

c2z − A2
)
dR(z)

dz
+

(
zω2

c2z − A2
− c2m2

c2z − A2
− 2ωmB

c2z − A2
− 2ABim

z(c2z − A2)
+

B2m2

z(c2z − A2)
R(z) = 0

(5.49)

denklemine dönüştürülebilir. İzinli dönüşümler kısım (5.4)’te anlatılacaktır.

Denklem kapalı halde,

P2(z) =
c2z − iωAz + iABm

(c2z − A2)z
(5.50)
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ve

Q2(z) =
zω2 − c2m2 − 2ωmB

(c2z − A2)4z
+
−2ABim+B2m2

4z2(c2z − A2)
(5.51)

olmak üzere,

d2R(z)

dz2
+ P2(z)

dR(z)

dz
+Q2(z)R(z) = 0 (5.52)

formundadır.

Bu formda bir denklem için, eğer z=a için, P2(z) teriminin birinci dereceye kadar ve
Q2(z) teriminin ikinci dereceye kadar kutbu varsa, z=a noktasında düzgün tekil nok-
tadır. z=a’da P2(z) ve Q2(z) terimleri analitik ise, z=a sıradan noktadır. z=a’da bu
şartlar sağlanmıyorsa, z=a’da düzgün olmayan tekil nokta denir [39]. Denklem(5.49)
için tekil noktalar incelenebilir.

5.3.1 z=0 noktası

z
[c2z − iωAz + iABm

(c2z − A2)z

]∣∣∣
z=0

= −iBm
A

(5.53)

ve

z2
[zω2 − c2m2 − 2ωmB

(c2z − A2)4z
− 2ABim+B2m2

4z2(c2z − A2)

]∣∣∣
z=0

=
2ABim+B2m2

4A2
(5.54)

olduğundan, denklem (5.49) için düzgün tekil noktadır.

5.3.2 z=A2

c2 noktası

(z − A2

c2
)
[c2z − iωAz + iABm

(c2z − A2)z

]∣∣∣
z=A2

c2

= 1− iωA

c2
+
iBm

A
(5.55)

ve

(z − A2

c2
)2
[zω2 − c2m2 − 2ωmB

(c2z − A2)4z
− 2ABim+B2m2

4z2(c2z − A2)

]∣∣∣
z=A2

c2

=

=
A2

c2
ω2 − c2m2 − 2ωmB

4A2
+
B2m2c2 − 2ABimc2

4A4

(5.56)

olduğundan, denklem (5.49) için z = A2

c2
noktası da düzgün tekil noktadır.

5.3.3 z =∞ noktası

Bu noktayı incelemek için öncelikle z = 1
x

dönüşümü yapılmalıdır. Öyleyse diferan-
siyel denklemde,

d

dz
= −x2 d

dx
ve

d2

dz2
= x4 d

2

dx2
+ 2x3 d

dx
(5.57)
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dönüşümü gerçekleşir.

P2(x) =
( c2
x
− iωA

x
+ iABm

( c
2

x
− A2)x

+
2

x

)
(5.58)

olduğundan ve ( c2
x
− iωA

x
+ iABm

( c
2

x
− A2)x

+
2

x

)∣∣
x=0

=∞ (5.59)

olduğundan düzgün olmayan tekilliktir.

Denklem (5.49) z = 0 ile z = A2

c2
düzgün tekil noktalarına ve z = ∞ düzgün olma-

yan tekil noktasına sahiptir. Dolayısıyla, kısım (5.4)’te anlatılacağı üzere denklem,
birleşen (konflüent) tipte Heun (cHeun) diferansiyel denklemi olacaktır.

5.4 cHeun Denkleminin İncelenmesi

LzR(z) :=
d2R(z)

dz2
+ P (z)

dR(z)

dz
+Q(z)R(z) = 0, (z ∈ C) (5.60)

ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemi kompleks z düzlemi z = ∞
noktasını da içerecek şekilde C ile temsil edilsin. Denklemin iki lineer bağımsız
çözümünün kombinasyonu genel çözümü verecektir [41].

Genel Heun denklemindeki dört düzgün tekil noktadan iki düzgün tekillik birleşti-
rilerek (konflüent işlemi), iki düzgün ve bir düzgün olmayan tekillikli denklem elde
edilir. Elde edilen yeni denklemin düzgün olmayan tekilliği z = ∞ olmak üzere bu
denkleme, cHeun denklemi denir.

cHeun denkleminin genel doğal hali;

R′′(z) + (
2∑
i=1

Ai
z − zi

+ E0)R′(z) + (
2∑
i=1

Ci
z − zi

+
2∑
i=1

Bi

(z − zi)2
+D0)R(z) = 0(5.61)

şeklinde yazılır. Ai, Bi, Ci, D0, E0 keyfi katsayılar olmak üzere denklem 10’un üze-
rinde parametreye bağlıdır. z1 = 0 ve z2 = 1 düzgün tekilliklerine sahipse, simetrik
olmayan cHeun denklemi denir [40].

Öyleyse denklem (5.2)’de tekilliklerin, bir dönüşüm ile z1 = 0, z2 = A2

c2
düzgün tekil-

likleri ve z =∞ düzgün olmayan tekilliğine dönüştürülebilmesi incelenmelidir.

İzinli dönüşümlere s-homotopik (tekillik koruyan homotopik) dönüşümler denir [41].
Möbius dönüşümü,

z → ξ, ξ =
az + b

cz + d
, ab, cd 6= 0 olmak üzere (5.62)

bu dönüşümlerdendir.

Ayrıca, Q : z → (z − z0)2 kuadratik dönüşümünde z0 temel tekillik olmak üzere,
dönüşüm, bu noktayı ya düzgün noktaya ya da kaldırılabilir tekil noktaya götürür.
z0 ve ∞ tekillikleri çiftlenir ve ∞ tekillik mertebesi 2R(∞) − 1 olmak üzere, diğer
tekillik mertebesi(s-rank) korunur. Bu dönüşümlerin yapılabilmesi için denklemin

Fuchsian tipte, yani z=z* için; P (z) = P1(z)
P0(z)

en fazla birinci dereceden kutuplu ve

Q(z) = P2(z)
P0(z)

en fazla ikinci dereceden kutuplu, olmasına gerek yoktur.
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5.5 Su Gideri Modelinde Frobenius Çözümü

Denklem (5.46) için, 0, A
2

c2
düzgün tekil noktaları ve∞ düzgün olmayan tekil noktası

bulunmuştur. Düzgün olan tekillikler için Frobenius metodu yardımıyla bölgesel
çözümler bulunabilir. Yani, sonlu düzgün tekillik noktası zj komşuluğunda iki lineer
bağımsız çözümden oluşan Frobenius çözümü oluşturulur.

Oluşturulan seri, z = zj merkezli çember içinde yakınsaktır ve yakınsaklık yarıçapı
zj ile en yakın komşu tekilliğin arasındaki uzaklık olur.

d2R(z)

dz2
+ P2(z)

dR(z)

dz
+Q2(z)R(z) = 0 (5.63)

Denklem (5.49) için,

P2(z) =
c2z − iωAz + iABm

(c2z − A2)z
(5.64)

ve

Q2(z) =
zω2 − c2m2 − 2ωmB

(c2z − A2)4z
+
−2ABim+B2m2

4z2(c2z − A2)
(5.65)

şeklindedir.

R(z) =
∞∑
j=0

cj(z − z∗)j+r (5.66)

olsun. Denklem (5.49)’da yerine yazılırsa,

dR(z)

dz
=
∞∑
j=0

cj(j+r)(z−z∗)j+r−1 ve
d2R(z)

dz2
=
∞∑
j=0

cj(j+r)(j+r−1)(z−z∗)j+r−2

(5.67)
olmak üzere,

4c2z2(z − A2

c2
)
∞∑
j=0

cj(j + r)(j + r − 1)(z − z∗)j+r−2

+ 4z(c2z − iωAz + iABm)
∞∑
j=0

cj(j + r)(z − z∗)j+r−1

+ (z2ω2 − c2m2z − 2ωmBz − 2ABim+B2m2)
∞∑
j=0

cj(z − z∗)j+r = 0 (5.68)

şeklinde açılabilir.

ω2

∞∑
j=0

cj(z − z∗)j+r+2

+
∞∑
j=0

cj(z − z∗)j+r+1
[
4c2j(j − 1)− c2m2 − 2ωmB + 4c2j − 4iAωj

]
+
∞∑
j=0

cj(z − z∗)j+r
[
−4A2j(j − 1) + iAm4j − 2ABim+B2m2

]
= 0 (5.69)
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z∗ = 0 noktasında,

ω2

∞∑
j=2

cj−2z
j+r

+
∞∑
j=1

cj−1z
j+r
[
4c2(j − 1)(j − 2)− c2m2 − 2ωmB + 4c2(j − 1)− 4iAω(j − 1)

]
+
∞∑
j=0

cjz
j+r
[
−4A2j(j − 1) + iAm4j − 2ABim+B2m2

]
= 0 (5.70)

olarak yazılır. (j=2) için seri ve indis denklemi sıfıra eşitlenmelidir. Tekrarlama
bağıntısı,

ω2cj−2 + cj−1

[
4c2(j − 1)(j − 2)− cm2 − 2ωmB + 4c2(j − 1)− 4iωA(j − 1)

]
+ cj

[
−4A2j(j − 1) + iAm4j − 2ABim+B2m2

]
= 0 (5.71)

şeklinde bulunur. İndis denklemi ise,

c0(−2ABim+B2m2 − c2m2 − 2ωmB) + c1z(−2ABim+B2m2 + iAm4) (5.72)

olduğundan, c0 = 1 ve c−1 = 0 için, (j=2) için tekrarlama bağıntısından,

c1 =
c2m2 + 2ωmB

4iAm− 2ABim+B2m2
(5.73)

ve

ω2 + c1(4c2 − c2m2 − 2ωBm− 4iωA)

+ c2(−8A2 + 8iAm− 2ABim+B2m2) = 0 (5.74)

olur. Genel olarak,
cj
cj+1

= 1 +O(
1

j
) (5.75)

şeklindedir. Yani yakınsaklık yarıçapı birdir. Eğer, düzgün olmayan tekil nokta için
seri çözümü yapılırsa, çözümün formunun,

F (a, q;α, β, γ, δ; z) =
∞∑
j=0

cjz
q−j (5.76)

olması gerekir. Benzer tekrarlama bağıntısı için,

cj+1

cj
=

j

4q
+O(1) (5.77)

olduğu görülür, yani seri ıraksar.

z∗ = A2

c2
tekilliği z∗ = 1’e taşınır ise, Kısım(5.2) örneğine benzer şekilde, paramet-

reler indirgenerek, z = 0, 1 noktalarında bölgesel olarak, Heun Fonksiyonları için
hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bir bağlantı inşa edilebileceği görülür.

Ancak, z =∞ düzgün olmayan tekil noktası ile ilişki de incelenmelidir.
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5.6 Merkezcil ve Yanal Bağlantı Problemi

z1 tekil noktası için, iki lineer bağımsız lokal çözüm v1(z1, z) ve v2(z1, z) olsun. Benzer
şekilde z2 tekil noktası için, iki lineer bağımsız lokal çözüm ṽ1(z2, z) ve ṽ2(z2, z) olsun.
Bu çözüm çifti birbiri ile geçiş matrisi Ω12 aracılığı ile ilişkilendirilebilir.

Ṽ = Ω12V (5.78)

V=(v1(z1, z), v2(z1, z)) ve Ṽ = ṽ1(z2, z), ṽ2(z2, z) vektörleri olmak üzere ilişkilidir.
Ω12 matrisinin bulunması merkezcil iki noktanın bağlantısının bulunması anlamına
gelir. Bu problem hipergeometrik denklemler için gama fonksiyonları cinsinden çözüle-
bilir. Heun için bu bağlantı sadece parametrelerin küçük ve büyük değerleri için
asimptotik olarak bulunabilir.

Merkezcil noktalar dışında yanal bağlantılar da incelenmelidir. Denkleme ait tekillik
etrafında saatin tersi yönde çevreleyen basit bir ilmek ele alınabilir. Tekil nokta
z = zj’de olmak üzere, ilmeğin başlangıç noktası z∗ iken, lokal olarak iki çözümden
oluşan küme tanımlıdır.

U(z) =
(
(u1(z∗, z), u2(z∗, z)

)
(5.79)

zj noktası etrafında dolanım sonrası, başlangıç çözüm kümesinin analitik sürek-
liliği,

Û(z) =
(
(û1(z∗, z), û2(z∗, z)

)
(5.80)

yeni çözüm kümesine yol açar. Bu iki çözüm birbirine, Υj matrisi olmak üzere,

Û(z) = ΥjU(z) (5.81)

şeklinde bağlantılıdır. Υj matrisi, z∗’dan bağımsızdır. Eğer tekillik düzgün ise, başlangıç
çözümleri Frobenius çözümü ile tutarlıdır. O zaman, Υj köşegen olur.

Υj =

(
ei2πρ1 0

0 ei2πρ2

)
(5.82)

ρ1, ρ2, zj’de Frobenius kuvvetleridir. Fuchsian denklem için, tekil nokta etrafında
çözümün analitik sürekliliği ile başka bir nokta etrafında çözüm, Ωik,Υj bilgisine
indirilebilir. Bu matrislere incelenen denklemin monodrami datası denir. İki ve üç
düzgün tekillik için gamma fonksiyonları cinsinden kesin olarak bilinmektedir [41].

Örneğin, kısım (4.4)’te anlatılan S. Basak ve Majumbar makalesinde [10], hiperge-
ometrik denklemlerde, ∞ noktası için, aynı yakınsaklık yarıçapında çözüm buluna-
mamasına rağmen, 0,∞ noktaları düzgün olduğundan, z = 1/x gönderimi ve |z| > 1
için analitik süreklilik kullanılarak,

Tanım(5.1) Eğer,

y(z)−
∞∑
j=0

cj(z − z0)� (z − z0)N , (her N için, z → z0 olmak üzere) (5.83)
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bir kuvvet serisi tanımlanabiliyor ise,

y(z) ∼
∞∑
cj=0

cj(z − z0)j (5.84)

seri z → z0 için y(z)’e asimptotiktir [39].

tanımı da kullanılarak ∞ ile ilişki inşa edilebilmiştir.

Ancak, cHeun denkleminde düzgün olmayan tekil nokta için, aynı yakınsaklık yarıça-
pında bir çözüm bulunamamasının dışında, denklem Fuchsyan olma unsurlarını
açık olarak taşımaz. Ancak, Fuchsyan denklemin birleştirilme prosedürü ile ortaya
çıktığından konu ile ilgili araştırmalar devam etmektedir [44]. Denklemin Fuchsyan
olması çözümün inşa edilebilmesi için önemlidir.

Bilinen fonksiyonlara; i) dört işlem ve lineer kombinasyon, ii) türev, iii) integral, iv)
eksponansiyel alma prosedürleri sonlu çoklukta uygulanarak, yeni bir fonksiyon elde
edilmesine, L0 tipi süreç denilsin.

Teorem 5.2 Fuchsyan diferansiyel denklem için,

d2R(z)

dz2
+ P (z)

dR

dz
+Q(z)R(z) = 0 (5.85)

diferansiyel denkleminin her çözümü, yalnız ve yalnızca monodrami datası üçgenleş-
tirilebilir ise, rasyonel fonksiyonlar üzerinde L0 tipindedir [42].

Merkezcil bağlantı için asimptotik seri,

ym(z, z = zj) = (z − zj)ρm(zj)

∞∑
j=−∞

cmj (z − zj)j, (m = 1, 2) (5.86)

şeklinde inşa edilmiştir. ρm Floquet kuvvetleri olmak üzere, Floquet çözümü denir.
Frobenius çözümünden en önemli farkı Taylor Serisi, Laurent Serisi ile değiştirilmiştir.

5.7 Normal Form

İkinci derece diferansiyel denklemin, birinci türev terimi olmadan yazılabildiği forma
normal form denir.

P2(z) =
c2z − iωAz + iABm

(c2z − A2)z
(5.87)

ve

Q2(z) =
zω2 − c2m2 − 2ωmB

(c2z − A2)4z
+
−2ABim+B2m2

4z2(c2z − A2)
(5.88)

olmak üzere,

d2R(z)

dz2
+ P2(z)

dR(z)

dz
+Q2(z)R(z) = 0 (5.89)

diferansiyel denklemi normal formuna,

M =
dP2

dz
ve N = Q2 −

1

2
M − P2

2

4
(5.90)
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eşitlikleri kullanılarak,

d2R(z)

dz2
+

1

4

[
ω2

c2z − A2
+
c2 − c2m2 − 2mBω

z(c2z − A2)
+

(B2m2 + A2)

z2(c2z − A2)

+
2iωAc4 + 4iωAc2 + ωA

(c2z − A2)2
+

(A2c2 − 2A2Bωm)

z(c2z − A2)2
+
A2 + 2iABm− ABm

z2(c2z − A2)2

]
R(z) = 0

(5.91)

denklemine ulaşılır. Denklem, normal formunda da tekillik yapılarını ve cHeun Denk-
lemi olmasını korumaktadır; ancak şimdi asimptotik analiz yapmak için daha uygun
bir yazıma sahiptir.

d2R(z)

dz2
+ q(z)R(z) = 0 , q(z) = q0 +

q1

z
+
q2

z2
+ ...,

z→∞ ve q0 6= 0
(5.92)

q(z) serisini z → ∞ asimptotik açılımı yapılır ve q sabiti ∞’de dondurulursa sabit
katsayı denklemi bulunur.

d2R(z)

dz2
+ q0(z)R(z) = 0 (5.93)

e∓
√
q0z orjinal denklemin asimptotik çözümlerinin yönlendiren terimi olur.

Asimptotik formda çözümler,

R(z) ∼ e∓
√
q0zzρ

(
1 +

∑
n≥1

an
zn
)

ve (ρ =
q1

∓2
√
q0

, x→∞) (5.94)

olacaktır [45].
q0, q(z)’in tüm polinomları ayrı ayrı Laurent serisi açılımındaki sabit katsayılar bulu-
narak oluşturabilir. Öyleyse, aşağıdaki terimin z=1/r için Laurent açılımı yapılmalıdır.

f(r) =
∞∑
−∞

an(r − r0)n (5.95)

ve

an =
1

2πi

∫
f(r′dr′)

(r′ − r0)n+1
(5.96)

[46] olduğundan,

1

4

ω2

c2

r
− A2

=
ω2

4A2

∞∑
n=−∞

(
A2

c2
r)n+1 (5.97)

n=-1 için ω2

4A2 olur.

− c2m2

c2z2 − A2z
= − c

4

A4
m2
∑

(
A2

c2
r)n+2 (5.98)

n=-2 için c4m2

A4 olur. Benzer işlem takip edilerek,

q0 =
ω2

4A2
− c4n2

4A4
− ωnBc2

2A4
− iABnc4

2A6
+

B2n2c4

4A6
+

c4

4A4
+
iABnc4

2A6
− −c

4ω2A2

4
− A2c6

2
+ A2Bc4n− 3c4ABn

4

(5.99)

48



bulunur.

Yönlendiren terim analizi çözümün tekil noktadaki analizini verir. Bu nokta komşulu-
ğundaki davranışı bulmak için, bölgesel açılım yapılmalıdır [47].

5.8 Düzgün Olmayan Tekillik ve Stokes Çizgileri

Tekilliğin mertebesi (s-rank), z = ∞ düzgün olmayan tekillik noktasında, 1’dir.
Düzgün olmayan tekillik durumunda, denklemin lokal çözümleri, genellikle ıraksak
formda olan, asimptotik seriler olur. Bu serilere Thome çözümleri denir. Çatallan-
mayan ve sonsuz noktada bu çözümler,

ym(∞, z) = z−αm0(∞)exp(

R(∞)−1∑
k=1

αmk(∞)

k
zk)

∞∑
k=0

cmk(∞)z−k (5.100)

m=1,2 ve z−αm0(∞) Thome çözümünün karakteristik çarpanları için, αmk, α1k = α2k
rekürsiyonu kullanılarak,denklemin katsayıları cinsinden hesaplanabilir [41].

Düzgün olmayan tekillik için yazılacak Thome çözümü mevcuttur. Ancak, çoğunlukla
asimptotik seri ıraksak çıkar. Burada asıl sorun, tekillik komşuluğunda bu asimpto-
tik çözümün, diferansiyel denklemin bir çözümü olmamasıdır. Bu durumun sebebi,
Stokes fenomenidir. Asimptotik davranışın, kompleks düzlemin farklı sektörlerinde
değişmesine Stokes fenomeni denir. Çözümün, baskın ve resesif kısımları sektörlerde
değişim gösterir.

Normal formda yazılan Denklem(5.84)’ün, her Stokes sektörü için, karşılık gelen
Thome çözümü aracılığıyla asimptotik olarak yaklaşan iki çözüm vardır. Bu sonuç
”resurgence” teorisi ile bulunmuştur. Detaylı inceleme Diferansiyel Denklemler ve
Stokes fenomeni kitabında [48] yer almaktadır. F. J. Olver diferansiyel denklem-
lerin asimptotik çözümlerinin tekliğini konu aldığı makalesinde [49] rank-1 düzgün
olmayan tekillikte diferansiyel denklemin çözümünün, çözümün resesif sektörünün
kapanış çizgisi boyunca asimptotik açılımı cinsinden eşsiz olduğunu göstermiştir.
Kesin çözümün elde edilmesi için ise, iki çizgi boyunca asimptotik davranışın de-
vamlılığının sağlanması gerektiği görülür.

Ayrıca A. Castro ve ekibinin ”Black Hole Scattering From Monodromy” makalesinde
[31], kütlesiz skalar alan için Klein-Gordon denkleminin cHeun denklemi cinsinden
çözümü için, monodrami datası kullanarak Stokes matrisini elde etmiştir. Ancak,
Stokes çarpanlarının nümerik yollarla elde edilmesi söz konusudur.

49



6 SONUÇLAR

Kısım 2’de yer çekimi analojisinin kurulmasına kaynak olan fikirler analiz edilmiştir.
Su gideri modeli için, çizgi elemanı bulunarak, ergosfer ve olay ufku yarıçapı bu-
lunmuştur. Ayrıca, kara delikten enerji koparma fikrinden yola çıkılarak, analoji
ile oluşturulan sistemde kullanılmak üzere, yansıyan dalganın genliğinin gelen dal-
ganın genliğinden büyük olmasına imkan veren silindirik geometride süper ışıma
incelenmiştir.

Kısım 3’te Bose-Einstein yoğuşması ele alınmıştır. Zayıf etkileşen ultra soğuk Bose-
Einstein yoğuşmasını tarif eden Gross-Pitaevskii denklemi yeniden türetilmiştir.
Ayrıca,yoğuşmanın analojiye kaynaklık eden karakteristik özellikleri incelenmiştir.

Kısım 4’te Gross-Pitaevskii denklemi hidrodinamik yaklaşım ile, çiftlenmiş iki denk-
leme ayrıştırılmıştır. Bu denklemler lineerize edilerek, efektif metrik bulunmuştur.
Su gideri modeli için, faz alanı, radyal ve açısal kısımlarına ayrıştırılarak, elde edi-
len radyal denklemde süper ışımanın varlığı ortaya konmuştur. Asimptotik yaklaşım
altında elde edilen denklem, hipergeometrik denkleme dönüştürülerek, yansıma ve
geçme katsayıları hesaplanmıştır.

Kısım 6’da su gideri modeli için elde edilen Klein-Gordon denkleminin radyal kısmının
kesin çözümleri araştırılmıştır. Elde edilen denklem Heun sınıfı bir denklem olduğun-
dan, Heun denklemi ile saçılma katsayılarının hesaplandığı bir örnek incelenmiştir.
Son olarak, su gideri modelini sağlayan denklemin cHeun denklemi olduğu göste-
rilmiştir. cHeun denklemi iki düzgün ve bir düzgün olmayan tekilliğe sahip ikinci
dereceden linear diferansiyel denklem olduğundan, bu tekil noktalar komşuluğunda,
saçılma katsayılarını hesaplamak üzere, çözümler ve diğer tekil noktalar ile ilişkileri
araştırılmıştır. Düzgün olmayan tekillikte asimptotik yaklaşımın, tekilliğin komşulu-
ğunda çözüm olmadığı görülmüştür. Bunun sebebi sonsuz düzgün olmayan tekilliği
için Stokes çizgilerinin incelenmesi gerekmesidir. Ancak, denklemde yer alan rank-1
düzgün olmayan tekillik için, Stokes çarpanları bulunabilirse, kesin çözümün elde
edilebileceği iddia edilmiştir.
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7 EKLER

7.1 Lineer olmayan Schrödinger dalga denkleminin incelen-
mesi

Herhangi bir hiperbolik denklem, dalga denklemidir. Bunun dışında Schrödinger,
Korteweg-de Vries denklemi gibi dalga denklemleri de vardır. Bu tezde kullanılan
Gross-Pitaevski dalga denklemi, lineer olmayan Schrödinger dalga denklemidir. Bu
tip dalga denklemlerinin çözümleri uzaysal yayılım yapan osilasyonlardan oluşur. u
dalga fonksiyonu için, lineer olmayan up terimleri u’nun büyük olduğu yerlerde u’nun
büyüklüğünü arttırmaya, küçük u’lar için göz ardı edilebilmeye meyillidir.

”Saçılma”, sıfır çözümünün global olarak sabit olduğu anlamına gelir. Global çözüm-
ler, çözümün tüm zamanlarda var olup olmadığı ve özellikleri ile ilgilenir. Bu tip
denklemlerde, küçük genlik çözümleri en kolay analiz edilen çözümlerdir. Bunun
sebebi lineer olmayan terimin u = 0’da p derecesi genellikle çözümün küçük ve
kontrol edilebilir olup olmayacağını yöneten niceliktir. Lineer olmayan Schrödinger
denklemi, her x ∈ Rn olmak üzere, u(x, t) kompleks değerli, f(0) = 0 için,

iut −∆u+ f(u) = 0 (7.1)

g reel bir fonksiyon olmak üzere,
f(u) = g(| u |2)u
varsayılarak temsil edilir. Lineer olmayan Schrödinger denklemi; evrim denklemi ve
daha özel olarak sonsuz boyutlu Hamiltonyen sistemi olarak görülebilir.
t→ u(t), x fonksiyonunun fonksiyon uzayında değerler alan zamanın bir fonksiyonu,
A0 lineer operator ve N lineer olmayan operatör olmak üzere, denklem aşağıdaki
formda yazılabilir.

∂u

∂t
= A0U +N(u) (7.2)

A0 = −i∆ ve N(u) = if(u)
N ≡ 0 lineer denklemin çözümü U0 = exp(tA0) ile gösterilirse, integral denklemi
formu da kullanılabilir.

u(t) = U0(t)u(0) +

∫ t

0

Uo(t− τ)N(u(τ))dτ (7.3)

Hamiltonyen formunda ise; E fonksiyonel(enerji), E’ (Frechet) türevi ve J lineer
antisimetrik operatör(J∗ = −J) olmak üzere,

∂u

∂t
= JE ′(u) (7.4)
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tanımlanır. Enerjinin otomatik olarak sabit olduğu söylenebilir.

∂E(u)

∂t
= 〈E ′(u)i

∂u

∂t
〉 = 〈E ′(u), JE ′(u)〉 = 0 (7.5)

Lineer olmayan Schrödinger denklemi için; F f’in primitifi olmak üzere,

E(u) =

∫
(
1

2
| ∆u |2 +F (u))dx (7.6)

Böylece E ′(u) = −∆u+ f(u) ve Ji =
√
−1 çarpanı olur [50].

7.1.1 Değişmezlik

Dalga denkleminin konformal dönüşümler altında değişmez olması incelenmelidir.
Değişmezlik, korunum yasalarına yol açar. E. Noether’in prensibine göre, eğer bir
varyasyon problemi dönüşüm ailesi altında değişmez kalıyorsa, Euler denklemi koru-
num yasalarını sağlayacaktır. L : X → R , X Banach Uzayı olmak üzere, minimize
edilecek fonksiyonel olsun. Tε ,X’de, düzgün lineer dönüşümler ailesi olsun. Öyle ki;
her ε ve u ∈ X için T0 = 1 ve L(Tεu) = L(u). ε’a göre diferansiyelleme, L′ Frechet
türevi iken,

〈L′(u),Mu〉 = 0 (7.7)

M = dTε/dε |ε=0 Örneğin;
L(u) =

∫
(1

2
| ∆u |2 +F (u))dx fonksiyoneli,

−∆u+ F ′(u) = 0
Euler-Lagrange denklemine sahiptir.
Yukarıdaki özdeşlik, (−∆u+F ′(u))(Mu) çarpımının bir ıraksama olduğunu, böylece
integralinin ortadan kaybolduğunu ifade eder. M operatörü çarpan veya dönüşüm
üreteci olarak isimlendirilir. Lineer olmayan Schrödinger dalga denklemi için, f(u) =
g(| u |2)u varsayımı ile,
G′ = g,G(0) = 0veF (u) = 1

2
g(| u |2) alınırsa, Lagranjyen,

L(u) =

∫ ∫
(
1

2
=utu+

1

2
| ∆u |2 +F (u))dxdt (7.8)

olur. Kompleks ölçekleme u→ exp(iε)u’nun üreteci u→ iu olur. Eğer lineer olmayan
Schrödinger Denklemi iu ile çarpılarak integre edilir ve real kısmı alınırsa, sabit
”yük” bulunmuş olur. ∫

| u |2 dx = sabit (7.9)

Zamanda ötelemede değişmezlik, enerjide değişmezliği beraberinde getirir.

E(u) =

∫
(
1

2
| ∆u |2 +F (u))dx = sabit (7.10)

Uzaysal öteleme ve dönme değişmezliği de gösterilebilir. Dilatasyonların
u(x, t)→ λn/2u(λx, λ2t) üreteci D = 2tut+rur+(n/2)u olur ve dilatasyon özdeşliği,
K(u) = nf(u)u− 2(n+ 2)F (u)
olmak üzere,

d

dt

∫
(Imruru+ t | δ |2 +2tF (u))dx = −1

2
(u)dx (7.11)
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olur. Yarı-konformal değişmezlik incelenirse, temel dönüşüm olarak yarı-inversiyon

u(x, t)→ (it)−n/2eix
2/4tu(x/t, 1/t) (7.12)

L(u)’yu F (u) ≡ 0’da değişmez bırakır. Öteleme ile birleştirildiğinde, yarı-konformal
özdeşlik ortaya çıkar.

d

dt

∫
(
1

2
| xu− 2itu |2 +4t2F (u))dx = −2t

∫
K(u)dx (7.13)

Eğer K ≡ 0 ise, f(u) = c | u |p−1 u p=1+4/n olur. İki duruma da korunum
yasası denilir ve bu iki durum L dilatasyon ve yarı-inversiyon altında değişmezdir
[50].
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