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OZET

Einstein’in Genel Gorelilik kuram1 yercekimsel olaylar1 agiklamada oldukga ba-
saril1 olsa da agiklamada yetersiz kaldigi bazi 6nemli problemler vardir. Kuramsal agi-
dan bakildiginda, Genel Gorelilik kuraminin renormalize edilememesi, 4 temel etki-
lesimden biri olan yercekiminin diger etkilesimlerle birlestirilememesine neden olur.
Gozlemsel ac¢idan ise kayip madde problemi vardir. Spiral gokadalarin donme egrileri
incelendiginde, gokada merkezinden uzaklastik¢a yildizlarin merkez etrafinda donme
hizlarinin azalmasi gerekmektedir, fakat donme hizlarinda sabitlesme goriiliir. Bu et-
kiye sebep olabilecek yeterli miktarda baryonik madde olmadigi icin astrofiziksel ka-
yip madde problemi ortaya ¢ikmistir. Benzeri bir kayip madde problemi kozmik ge-
nisleme gozlemlerini agiklamaya calisirken ortaya c¢ikar. Kozmolojinin standart mo-
delinde kayip maddenin elektromanyetik olarak etkilesmeyen bir tiir karanlik madde
oldugu kabul edilmistir. Karanlik maddeden ayr1 olarak, evrenin ivmelenerek genisle-
mesi olgusunu aciklamak i¢in karanlik enerji bilesenine de ihtiya¢ duyulmaktadir.

Alternatif yercekimi kuramlari, kozmolojinin standart modelinde Genel Gorelilik
kuramiyla agiklamada yetersiz kalinan problemleri aciklamak amaciyla ¢alisilmakta-
dir. Alternatif yergekimi kuramlarindan biri Einstein-Weyl-Eddington yercekimi ku-
ramidir. Kuadratik terimler iceren bu kuram renormalize edilebilir. Bu kuram gokada
donme egrilerini, karanlik maddeye ihtiya¢ duymadan uzay-zamanin geometrisi iize-
rinden aciklayabilmektedir. Kurama gore gokadanin i¢ bolgelerinde Einstein-Hilbert
terimi, dis bolgelerinde ise Weyl-Eddington terimi baskindir. Buna gore, etkili yercge-
kimi kurami 6lgege bagli olarak degisir.
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Bu tez kapsaminda Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuraminda korunan nice-
likleri bulmak icin Noether simetrisi yontemi kullanildi. Ik énce kuramin eyleminden
alan denklemleri belirlendi. Devirli genellestirilmis koordinatlarin varligindan hare-
ketle Lagrange carpanlar1 yontemi kullanilarak noktasal Lagrangian, kanonik Lagran-
gian, Hessian matris ve Hessian determinant hesaplandi. Bu siire¢, bir Noether vektorii
belirleyip, bu vektor yoniinde Lagrangian’in Lie tiirevini sifira esitleyerek Hessian mat-
ris elemanlarindan Noether vektor bilesenlerinin sagladigi tiirevsel denklemlerin be-
lirlenmesiyle devam etti. Sonug olarak Noether simetrileri altinda degismez olan bir
Noether yiikii yazildi. Bu Noether yiikiiyle MOND kurami arasinda iligki kurulursa
Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuraminda yeni bir yercekimsel yaricap belirle-
nebilecektir.

Anahtar Kelimeler: Kuadratik yercekimi, Kanonik Lagrangian, Hessian matris, No-
ether simetrisi

Sayfa Adedi: 96 Sayfa
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Cemsinan DELIDUMAN
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SUMMARY

Einstein’s General Theory of Relativity has been quite successful in explaining
gravitational phenomena, but there are some important problems that it falls short of.
Theoretically, the unrenormalizibility of the General Theory of Relativity causes gra-
vity, which is one of the four fundamental interactions, not to be combined with other
interactions. Observationally, there is the missing matter problem. Examining the ro-
tational curves of spiral galaxies reveals that the stars on the galactic disk move with
constant velocity, contrary to the expectation that the velocities of the stars have to
decrease as they are away from the galactic center. Since there is not enough baryonic
matter to cause this effect, the astrophysical missing matter problem has arisen. Simi-
larly, the problem of missing matter emerges in explanations for the cosmic microwave
background observations. In the standard model of cosmology, the missing matter is
accepted to be the dark matter, which does not interact electromagnetically. Apart from
the dark matter, the dark energy component is also needed to explain the phenomenon
of the accelerating expansion of the universe.

Alternative gravity theories are studied to explain the problems that are insufficient
to explain with the General Theory of Relativity in the standard model of cosmology.
One of the alternative theories of gravity is the Einstein-Weyl-Eddington gravity. This
theory, which includes quadratic terms, can be renormalized. This theory can explain
galaxy rotation curves through the geometry of space-time without the need for dark
matter. According to the theory, the Einstein-Hilbert term is dominant in the inner re-
gions of the galaxy and the Weyl-Eddington term is dominant in the outer regions. In
other words, the effective theory of gravity changes depending on the scale.

il
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In this thesis, the Noether symmetry method is used to find the conserved quantities
in the Einstein-Weyl-Eddington gravity. First, the field equations are determined from
the action of the theory. Then, based on the existence of cyclic generalized coordinates,
pointlike Lagrangian, canonical Lagrangian, Hessian matrix and Hessian determinant
are calculated using the method of Lagrange multipliers. This process is continued
by determining a Noether vector and equating the Lie derivative of the Lagrangian to
zero in the direction of this vector and thereby determining the differential equations
satisfied by the Noether vector components using the Hessian matrix elements. As a
result, a Noether charge was written, which was invariant under Noether symmetries. If
arelationship could be established between this Noether charge and the MOND theory,
a new gravitational radius will be determined in the Einstein-Weyl-Eddington gravity.

Key Words: Quadratic Gravity, Canonical Lagrangian, Hessian Matrix, Noether Sym-
metry
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1 GIRIS

Yer¢ekimi kavraminin tarihi Aristotle’e dayanmakla beraber matematiksel bir alt-
yapiya oturmasinin tarihi Isaac Newton ile baslar. 17. yiizyilda Isaac Newton ”"Doga
Felsefesinin Matematiksel Ilkeleri” kitabiyla beraber yercekimi kavramini matematik-
sel bir temele oturtur. Newton’a gore 2 cisim arasindaki ¢ekim kuvveti kiitleleriyle
dogru orantili ve aralarindaki mesafenin karesiyle ters orantilidir. Newton’un ters kare
yasasi o donem gerceklesebilen gozlemleri aciklayabiliyordu ve yaklagik 300 yil bo-
yunca bagariyla kullanildi. Fakat 20. yiizyila gelindiginde klasik fizik yasalarinin giin-
cel fizigi aciklamada yetersiz kaldig1 anlagilmisti. Elektromanyetik kurami tanimlayan
Maxwell denklemleri Galileo doniisiimleri altinda degismez kalmaz, fakat Lorentz do-
niistimleri altinda degismez kalir. Albert Einstein 151k hizinin sabit olmasi fikrini ve
fizik yasalarimin Lorentz doniisiimleri altinda degismez kalmasin kullanarak 1905 yi1-
linda “Hareketli Cisimlerin Elektrodinamigi Uzerine” isimli makalesini yayinlayarak
ozel gorelilik kuramini tarif etmistir [[1]]. Fakat 6zel gorelilik kurami eylemsiz sistemler

icin gecerlidir.

Einstein 6zel goreliligin ivmeli sistemlere uygulanmasi i¢in uzayin geometrisi iize-
rine ¢alisilmasi gerektigini fark edip tensor hesabr iizerine ¢aligmalara baglamigtir. Eg-
degerlik ilkesine dayanarak 1916 yilinda uzay-zamanin geometrisi ile madde-enerji
dagilimi arasinda bir iligki kurmus ve simdi Einstein alan denklemleri olarak bilinen
denklemleri iceren Genel Gorelilik kuramimi yayinlamistir [2]. Genel gorelilik kura-
minda uzay-zaman metrik tensor ile ifade edilir. Einstein alan denklemleri su sekilde-
dir:
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Bu denklemde denklemin sol tarafi geometri, denklemin sag tarafi ise enerji dagili-
mint temsil eder ve bu ikisi birbirine baglanmis olur. Genel gorelilik kuramina gore

yercekimi, Newton kuraminin aksine cisimler arasinda olusan bir kuvvet degil, madde



dagilimiyla beraber uzay-zamanda olusan egrilikler olarak ele alinmigtir. Cisimler bu
egriler iizerinde serbest diisme hareketi yaparak sanki birbirlerini ¢ekiyormus gibi go-
riiniir. Einstein, Genel Gorelilik kuraminin 3 farkli tahminle test edilebilecegini 6nerdi
ve 3 farkli tahmin bagariyla test edildi. Bu testler sunlardir:

1) Merkiir’iin giindtesinin devinim hareketi,

2) Is1g1n giines tarafindan biikiilmesi,

3) Yercekimsel alanda 15181 kirmiziya kaymasi.

Genel Gorelilik kuraminin gecerliligi tiim bu testlerle beraber basariyla dogrulanmustir.

Genel Gorelilik kuraminin yayinlanmasiyla beraber modern kozmoloji dogmustur
ve denklemlerin ilk ¢6ziimii kiiresel simetri varsayimi kullanilarak 1916 yilinda Karl
Schwarzschild tarafindan gerceklesmistir [3]. 1922 yilinda Alexander Friedmann, ev-
renin homojen ve izotropik olmasi varsayimiyla beraber durgun olmayan bir evren
icin ¢oziim ortaya koydu [4]. 1929 yilinda Georges Lemaitre, Friedmann’in ¢6ziim-
leriyle benzer ¢oziimler buldu ve Hubble’in gdézlemlerinden 2 sene dnce genisleyen
evren fikrini ortaya koydu [5]]. Edwin Hubble yaptig1 gozlemlerle galaksilerden ge-
len 151810 kirmiziya kaydigini ve bunun sebebinin galaksilerin birbirinden uzaklagmasi
oldugunu kesfetti [6]. Bu kesife gore galaksilerin aralarindaki mesafe ile radyal hiz-
lar1 arasinda bir iligki vardir. Hubble yasasi olarak bilinen bu iliski v = Hpd olarak
verilir ve Hy Hubble sabitidir. Hubble’1in kesfinden sonra evrenin durgun olmadigi ve
genigledigi ortaya ¢ikmistir. Daha sonra Howard P. Robertson’1n [[7] ve Arthur Geoff-
rey Walker’in 8] yaptig1 caligmalarla beraber homojen, izotropik ve genisleyen uzay-
zamani temsil eden Robertson-Walker metrigi ortaya ¢ikmistir. Bu ¢alismalarla bera-
ber modern kozmolojik evren modeli Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
genigleyen evren modeli olmustur. Bugiine kadar yapilan gozlemleri agiklamada Ge-
nel Gorelilik kurami basarili olmusgtur. Fakat Genel Goreliligin agiklamakta zorlandig:
problemler vardir. 20. yiizyilin baglarinda kuantum mekaniginin gelistirilmesiyle be-
raber modern fizik olugsmustur. Fizik kanunlarimi yoneten bilinen 4 temel etkilesim
vardir. Bunlar elektromanyetik etkilesim, zayif niikleer etkilesim, giiclii niikleer etki-
lesim ve yergekimsel etkilesimdir. Bu etkilesimlerden ilk ii¢cli Standart Model catisi
altinda toplanabilir ve renormalize edilebilir. 4 temel etkilesimin birlegtirilmesi icin

yercekimi kuraminin renormalize olmas1 gerekmektedir fakat yercekimi renormalize



edilememistir [9]].

1933 yilinda Fritz Zwicky, Coma gokada kiimesindeki gokadalarin hareketlerini
inceledi [10]. Bu ¢alismayla beraber Coma gokada kiimesindeki gokdalarin hizlari-
nin, kiime i¢indeki toplam kiitlenin etkileyebileceginden ¢ok daha hizli oldugu ortaya
cikti. Bunun haricinde toplam kiitleyi belirlemek i¢in yercekimsel mercekleme gibi
yeni metodlar 6nerdi [11]. Zwicky’nin ¢alismasina gore gokadalarin bir arada tutulma-
sin1 saglayan ve gozlenmeyen bir madde olmaliydi. 1932 yilinda Jan Oort, gokadadaki
yildizlarin kiimelenmeleri tizerine ¢alismalar yapt1 ve bu kiimelenmenin sonmiis yil-
dizlarin yogunlugundan kaynaklandigini tahmin etti [[12]] [13]]. 1970 yilinda Vera Rubin
ve diger bilim insanlari, spiral gdkadalarin dig katmanlarindaki yildizlarin donme egri-
lerinde Newton dinamigine uymayan farkliliklar oldugunu gézlemlediler [[14]. Newton
dinamigine gore gokadanin merkezinden uzaklastikca donme hizlarinin artmasi ve ce-
kim etkilerinin azalmasiyla beraber bir noktadan sonra donme hizlarinin da azalmasi
gerekir fakat gozlemlere gore gokada igerisindeki yildizlarin donme hizlari, merkez-
den uzaklastikca azalma gostermiyor ve sabit bir degere ulasiyor. Einstein alan denk-
lemlerinde sag taraf madde dagilimimi temsil ettigi i¢in donme hizlarim etkileyecek
etkinin madde dagilimi oldugu diisiiniilmiistiir. Genel Gorelilik kuramina bagh kali-
narak yapilan hesaplarla bu etkiye sebep olabilecek kadar baryonik madde olmadig:
bilindigi i¢in gokada icerisinde etkisi sadece yercekimsel olarak varolabilen ve elekt-
romanyetik etkilesimlere girmedigi i¢in gdozlemlenemeyen ve baryonik olmayan bir
madde olabilecegi fikri ortaya atildi. Bu kayip maddeye karanlik madde adi verildi.
Karanlik maddeye aday olabilecek bircok parcacik onerilmistir fakat yapilan deneyler
sonucunda heniiz karanlik madde gézlenmemistir. Gokada donme egrilerini agiklamak
amaciyla, Einstein alan denklemlerinde madde dagiliminin degismemesi fakat denk-
lemin sol tarafi olan geometri kisminin degistirilmesi gerektigini savununan bir¢ok

calisma yapilmistir [15] [[16] [[17].

1990’11 yillarda yapilan siipernova gdzlemleri sonucunda evrenin genisleme hizinin
yavaglamadig1 aksine ivmeli bir sekilde arttig1 gozlemlendi [18]. Evrenin genisleme hi-
zim artirdig1 diistiniilen etkiye karanlik enerji adi verildi. Karanlik enerji yer¢ekimine

kars1 olarak itici bir basing olusturur. Bu yiizden evrende gok cisimleri bir araya top-



lanmak yerine birbirinden ivmeli bir sekilde uzaklagir. Tipki karanlik maddede oldugu
gibi karanlik enerji de heniiz gozlenmemistir. Karanlik madde ve karanlik enerji hipo-
tezleri dogruysa, evrenin yaklasik olarak 70% karanlik enerji, 25% karanlik madde ve
5% bilinen maddeden olusmasi gerektigi belirlenmistir. Karanlik maddenin yogunlugu
Olcek parametresine baglidir fakat karanlik enerjinin yogunlugu dlgek parametresine

bagli degildir. Bu ylizden karanlik madde ve karanlik ener;ji birbirine doniisemez.

Einstein’in Genel Gorelilik kuraminin aciklamada yetersiz kaldig1 problemleri agik-
lamak amaciyla bilim insanlar1 alternatif yer¢ekimi kuramlari tizerine caligmaktadirlar.
[k alternatif yercekimi kuramlarindan biri Hermann Weyl tarafindan 1918 tarihinde
yayinlandi. Weyl calismasinda, elektromanyetizma ile yercekimi kuramini birlestirip
daha genel bir kuram olusturmak icin Riemann geometrisine sahip olmayan ve uzun-
luklarin doniisiimler altinda degisebildigi fakat agilarin korundugu konformal geomet-
riyi temel alan Weyl yercekimi kuramim yayinladi [19] [20] [21]]. Bu kuramin eylemi
konformal doniisiimler altinda degismez kalan Weyl tensoriiniin karesi ile olusturulur.
Weyl yercekimi kurami, dogru Newton limiti olmadigi i¢in [22] ve uzunluklarin donii-
stimler altinda degisebilmesini sagladig: icin doneminde fazla ilgi gormedi ama daha
sonra konformal yer¢ekimi bir¢ok yercekimi modelinde kullanildi [23]] [24] [25] [26].
Alternatif yercekimi kuramlarinda, Genel Gorelilik kuraminin eylemi olan Einstein-
Hilbert eylemi degistirilir ve genelde eyleme skaler fonksiyonlar veya yiiksek mer-
tebeden terimler eklenir. Bircok Alternatif yercekimi kurami vardir. Bu kuramlardan
bazilari, skaler alan kuramlar1 [27]], tensor kuramlari, skaler-tensor kuramlari, skaler-
vektor-tensor kuramlari, bimetrik kuramlardir [28]]. Tensor kuramlarina 6rnek olarak
dordiincii mertebe yercekimi, f(R) yergekimi kurami [29], Gauss-Bonnet yercekimi
[30] verilebilir. Skaler-tensér kuramlarina ornek olarak Brans-Dicke kuram [31]] ve
skaler-vektor-tensor kuramlarina ornek olarak Bekenstein’in relativistik MOND ku-

rami TeVeS [|32] verilebilir.

1977 yilinda K.Stelle kuadratik terimler iceren bir eylemin 4 boyutta renormalize
edilebildigini gostermistir [33]. Genel gorelilik kurami renormalize edilemez fakat
tiniterdir. Yiiksek mertebeden tiirevler iceren bu kuram ise renormalize edilebilir fa-

kat iiniter degildir. Uniter olmamasi sebebiyle kuramin hayalet parcaciklara sahip ol-



dugu diisiiniilmektedir. Bu durum kuantum alanlarda negatif enerjiye karsilik gelmek-
tedir [34]]. Egrilik skaleri R’nin karesi ve Ricci tensoriiniin karesinden olugan eyleme
sahip kuramlar kuadratik yercekimi kuramlarina ornektir. Weyl tensoriiniin karesi, to-
polojik degismez olan Gauss-Bonnet terimi kullanilarak R egrilik skalerinin karesi ve
Ricci tensoriiniin karesi cinsinden yazilabilir [35]]. Einstein yercekimi kurami ve Weyl
yercekimi kuramu birlestirilerek olusan Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kurami da
kuadratik bir yergekimi kuramidir. Stelle’nin makalesi morétesi bolgeyi esas alir. Go-
kadalarin dis bolgesinde ivmeler ¢ok diisiik oldugu icin burasi diisiik enerji olan kizil6-
tesi bolge olarak diisiiniilebilir. B. Holdom ve J.Ren’in makalesinde [36] kuantum renk
dinamigi i¢in yazilan kiral Lagrangian, kuadratik terimler icermektedir ve kizilotesi
bolgede gecerlidir. Kizilotesi bolge i¢in yiiksek mertebeden tiirevler iceren kuramlarda
hayalet parcaciklarin olusup olusmadig1 bilinmemektedir. Bu tezde Holdom-Ren’in
makalesi motivasyon olarak alinmistir. Gokadalarin donme egrilerinin, Weyl yerce-
kimi kurami kullanmilarak calisildigr [37] makalesine gore Einstein-Weyl-Eddington
yercekimi kuraminda gokadalarin i¢ bolgelerinde Einstein-Hilbert terimi, gokadalarin
dis bolgelerinde ise Weyl-Eddington terimi baskindir. Gokadanin merkezinden uzak-
lastikca donme hizlarinin Slgekten bagimsiz bir sekilde sabitlesmesi Weyl-Eddington
yercekimi kuraminin sonucudur. Goriildiigii gibi bu kuramda yercekimi 6lgege bagh

olarak degisir. Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuraminda eylem su sekildedir:
1
S=- /d4x\/—g (5( (R—2A) — aR* + BCHYPOCypo + ZM) (1.2)

Eylemdeki .£); madde alani i¢in Lagrangian yogunlugudur. k = 8?—4G Einstein sabiti-
dir. Einstein kuramindan gelen katki ﬁ (R —2A) terimidir. Burada A kozmolojik sabit
olarak adlandirilir. Eddington yercekimi kuramindan gelen katki aR? terimidir. Weyl
yergekimi kuramindan gelen katk1 BCHYP°C,,y 6 terimidir. Eylemdeki terimlerin bir-
birlerine gore baskinligi mesafeye yani dlcege gore degisir. Buna gore 6lgek yani uzak-
lik degistikge yercekimi de degisir. Gokadalarin i¢ bolgelerinde Einstein-Hilbert terimi
baskin oldugu i¢in bu bolgede Genel Gorelilik kurami gecerlidir. Gokadalarin dis bol-
gelerinde Weyl ve Eddington terimi baskin oldugu icin dis bolgelerde donme hizlarinda
sabitlesme goriiliir. Eylemdeki terimlerin birbirlerine gore baskinligi, katsayilar1 olan

%(, o ve B terimlerine bagli olarak degisir.

Noether teoremine gore, fiziksel bir sistemin eylemindeki her siirekli simetriye kar-
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silik bir korunum yasasi vardir [38]]. Bu tez kapsaminda Einstein-Weyl-Eddington yer-
cekimi kuraminda korunan nicelikleri bulmak icin Noether simetrisi kullanildi. Kiire-
sel simetrik bir uzay-zaman i¢in yazilan metrik tensor kullanilarak egrilik skaleri ve
Weyl kare terimi bulundu. Kuramin eylemine Lagrange carpanlar1 eklendi ve buradan
r radyal koordinata bagl noktasal Lagrangian bulundu. Noktasal Lagrangian’in karesi
olan kanonik Lagrangian’dan Hessian matris ve Hessian determinant hesaplandi. Hes-
sian matris elemanlar1 kullanilarak Noether vektorii bilesenlerini verecek diferansiyel
denklemler ve Noether yiikii, genellestirilmis koordinatlar ve egrilik skaleri bilesen-
leri cinsinden hesaplandi. Genel gorelilik kurami, ikinci mertebe tiirevler icerdigi icin
bu kuramda bir tane karakteristik yarigap vardir. Bu yaricapa Schwarzchild yarigapi
denir. Kuadratik yercekimi kuramlar: ise dordiincii mertebe tiirevler icerir ve bunun
sonucu olarak 2 farklh karakteristik yarigap igerir. Bu ikinci yaricapa yeni yer¢ekim-
sel yarigap denir. Hessian matris elemanlarindan elde edilen diferansiyel denklemler
coziilerek bulunan Noether vektor bilesenleri ve Noether yiikii kullanilarak radyal ko-
ordinat ve yeni yercekimsel yaricap hesaplanabilir. Hesaplanan bu yeni yercekimsel
yaricap, Einstein ve Weyl-Eddington terimlerinin merkezden uzakliga gore hangisi-
nin baskin oldugu hakkinda fikir verecektir. oy, o, ve oz Noether vektor bilesenlerini
belirlemek amaciyla eylemdeki katsayilar olan o ve ’nin limit sartlarina bakilabilir.
Kuram o = 0 veya § = 0 limitlerine indirgendiginde diger kuramlarla baglant1 kurula-
bilir. B = 0 durumunda kuram R + &R? durumuna indirgenir ve bu durum icin yapilan

calismalarla kargsilastirilarak bu limit i¢in Noether vektor bilesenleri belirlenebilir.

Tezin 2.boliimiinde f(R) yercekimi kurami hakkinda genel bilgiler verildi. Egrilik
skaleri R’ye bagh genel bir fonksiyon olan f(R) fonksiyonu ve madde dagilimini ige-
ren fonksiyon kuramin eylemini olusturur. Varyasyon ilkesine dayanarak eylemin var-
yasyonu alimip sifira esitlendi ve yapilan hesaplar sonucunda f(R) yercekimi kurami
icin alan denklemleri bulundu. Daha sonra kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in yazilan
metrik tensorii kullanilarak Christoffel sembolleri ve R skaleri metrik elemanlarina
bagli olarak hesaplandi. Bulunan R skaleriyle beraber Lagrange carpanlar1 yontemi
kullanilarak once noktasal Lagrangian daha sonra kanonik Lagrangian hesaplandi.
Euler-Lagrange denklemi kullanilarak ¢evrimsel koordinat diger koordinatlar cinsin-

den bulundu. Daha sonra kanonik Lagrangian’in genellestirilmis hizlara gore tiirevle-



rinden Hessian matris elemanlar1 hesaplandi ve Hessian determinanti bulundu. Noet-
her simetrisi hakkinda genel bilgiler verilip Noether vektorii bilesenlerinin ve Noether
yiikiiniin nasil bulunaca@i hesaplandi. f(R) yer¢ekimi kurami i¢in Noether simetrisi
kullanildiginda Noether vektor bilesenlerini verecek diferansiyel denklemler bulunup

Noether vektor bilesenleri belirlendi.

3.béliimde f(R) yergekimi kuramina 6rnekler verildi. Ik 6rnekte f(R) yergekimi,
0zel durumu olan Genel Gorelilik kuramina indirgendi. Genel Gorelilik i¢in noktasal
Lagrangian, kanonik Lagrangian, Hessian matris ve Hessian determinanti hesaplandi.
Kanonik Lagrangian’a Euler-Lagrange denklemleri uygulandi ve bulunan diferansiyel
denklemler ¢oziilerek metrik elemanlarinin hangi denklemlere uyacagi belirlendi. Ge-
nel gorelilik kurami i¢in Noether vektor bilesenleri ve Noether yiikii hesaplandi. 3.
boliimiin 2. kisminda genel R” durumu i¢in Kanonik Lagrangian, Hessian matris, No-

ether vektor bilesenleri ve Noether yiikii bulundu.

4.bolimde f(R) yercekimi kurami ile Modifiye Newton Dinamigi (MOND) ara-
sindaki iligki arastirildi. MOND hakkinda genel bilgiler verildi. MOND kuramu ile
Newton dinamigi arasinda MOND ivmesi kullanilarak iligki kuruldu ve hangi sart-
larda MOND kurami, hangi sartlarda Newton dinamigi gegerli oldugu belirtildi. f(R)
yercekimi kuraminin 6zel hali olan R3/? durumu icin kanonik Lagrangian ve Noether

yiikii bulundu.

5.boliimde Weyl yercekimi kurami ve konformal doniisiimler hakkinda genel bil-
giler verildi. Weyl tensorii ve 6zellikleri ile konformal dontisiimler arasindaki iligki
verildi. Daha sonra Weyl tensoriiniin karesiyle olusturulan Weyl yercekimi kurami ey-
lemi yazildi ve Gauss-Bonnet topolojik terimi kullanilarak bu eylem, egrilik skalerinin
karesini ve Ricci tensoniin karesini icerecek sekilde yazildi. Bu sekilde yazilan eyle-

min varyasyonu alinarak alan denklemleri ve Bach tensorii bulundu.

6.boliimde tezin esas konusu olan Einstein-Weyl-Eddington kurami hakkinda genel
bilgiler verildi ve kuramin eylemi yazildi. Daha sonra varyasyon prensibi kullanilarak

eylemin varyasyonu alindi ve sifira esitlenerek Einstein-Weyl-Eddington yercekimi ku-



ramt i¢in alan denklemleri hesaplandi.

7.boliimde kiiresel simetrik uzay-zaman icin yazilan metrik tensor kullanilarak Ch-
ristoffel sembolleri, R egrilik skaleri, egrilik skalerinin karesi ve Ricci tensoriiniin ka-
resi metrik elemanlarina bagh sekilde hesaplandi. Hesaplanan R, R? terimi ve Ricci
tensoriiniin karesi Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kurami eyleminde yerine ya-
zild1 ve Lagrange carpanlar1 yontemi kullanildi. Lagrange ¢arpanlar1 egrilik skaleri bi-
lesenleri cinsinden bulundu ve noktasal Lagrangian ve kanonik Lagrangian hesaplandi.
Bulunan noktasal Lagrangian kullanilarak ¢evrimsel koordinat diger koordinatlar cin-
sinden hesaplandi. Hesaplanan c¢evrimsel koordinat noktasal Lagrangian’a eklendi ve
buradan kanonik Lagrangian bulundu. Daha sonra Hessian matris ve Hessian deter-
minant hesaplandi. Hesap sonucunda Hessian determinant sifir bulundu. Buna gore
Lagrangian’da agik¢a goziikmeyen bir cevrimsel koordinat daha oldugu anlagsilip bu
sorunu ¢dzmek i¢in nokta doniistimii yapildi. Yapilan nokta doniisiimiinde belirlenen
koordinatlar noktasal Lagrangian’a yerlestirilip ikinci ¢evrimsel koordinat hesaplandi.
Sonug olarak Einstein-Weyl-Eddington yer¢ekimi kurami i¢in kanonik Lagrangian he-
saplandi. Bu kanonik Lagrangian kullanilarak Hessian matris elemanlar1 ve Hessian
determinant bulundu. Hessian matris elemanlar1 kullanilarak kuram i¢in Noether vek-
tor bilesenlerini verecek diferansiyel denklemler belirlendi. Noether vektor bilesenleri

kullanilarak hesaplanacak olan Noether yiikii yazildi.



2 f(R) Yercekimi Kuram

f(R) kuram1 Genel Gorelilik kuraminin modifiye edilip, yiiksek mertebeden egri-
likler eklenerek Genel Gorelilik ile ¢oziilemeyen problemleri ¢ézmeyi amaglayan yer-
cekimi kuramidir. f(R) yergekimi kuraminda eylem, Lagrange yogunlugu ve R egrilik
skalerine bagli bir fonksiyonla temsil edilir. Bu kuram yiiksek mertebeden tiirevler ice-
rir. Genel gorelilik kuramu giines sistemi gibi sistemlerde iyi ¢aligtig1 igin f(R) kurami
limit sartlarda Genel Gorelilik kuramini saglamalidir. Genel olarak f(R) kuraminda

eylem su sekilde yazilabilir:
S= /d4x\/—g <R + QR* + BRuv R + YRppayRPH®Y + OR + DZR...> (2.1)

Goriildiigti gibi eylem egrilik skaleri R’yi icerecek terimlerden olusabilir. Burada ek-
lenen terimler R? egrilik skalerinin karesi, R uvRM*Y Ricci tensoriiniin karesi olan Ricci
skaleri ve Ry, qvRPH#*Y Riemann tensoriiniin karesi olan Kretschmann skaleridir [39].
Eylemdeki «, B, y katsayilar [L]2 boyutundadir. Kurama bu kuadratik eklemeler yapil-
digindan dolay1 4.mertebe tiirevler ortaya ¢ikar. R egrilik skalerinin karesinin boyutu
1/[L)*dir ve karesi alian terimlerden dolay1 boyut 1/[L]* olur. Ayrica kurama OR te-
rimi ve O?R terimleri eklendiginde ise sirasiyla 6.mertebe ve 8.mertebe tiirevler ortaya

cikar [40].

Herhangi bir alan kuraminda, varyasyon prensibi kullanilarak alan denklemleri bu-
lunabilir ve kuram tanimlanabilir. Buna gére kuramin eyleminin varyasyonu alinir ve
Lagrange yogunlugundan kuramin alan denklemleri bulunabilir. Yer¢ekimi kuraminda
metrik tensor g,y yercekimsel alam tanimlamak i¢in kullamlan dinamik degiskendir.
f(R) yercekimi kuramininda alan denklemlerini elde etmenin iki yolu vardir [41]].
Bunlardan ilki eylemin metrik tensdre gore varyasyonu alinarak alan denklemleri-
nin bulunmasidir. Burada metrik tensor g,y ile r v baglantist birbirine bagli olarak
alinir ve bu baglant1 Levi-Civita baglantist yani diger adiyla Christoffel semboliidiir.

Buna metrik f(R) yercekimi denir. Digeri ise metrik tensor ile r* v baglantisinin ba-
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gimsi1z degiskenler olarak alinip eylemin varyasyonunun alindig1 Palatini formalizmi-
dir [42]. Burada kullanilan baglant1 Levi-Civita baglantis1 degildir. Bu formalizme Pa-
latini f(R) yercekimi denir. f(R) yergekimi kuraminin bir¢ok kozmolojik uygulamasi
vardir [43]] [44] [45] [17].

2.1 Eylem ve Alan Denklemlerinin Cikarilisi

f(R) yergekimi kurami eyleminin varyasyonu alindifinda bu kuramin alan denk-
lemleri bulunabilir. Burada alan denklemleri ¢ikarilirken metrik f(R) yercekimi kulla-

nilmustir. f(R) yercekimi kuraminda eylem su sekilde yazilir:

S= / [% f(R) +$M] V—gd*x 2.2)

Burada d4x\/—_g hacim elemanidir. g¢ metrik tensoriin determinanti, %), Lagrange
yogunlugu ve G Newton yercekimi sabiti olmak iizere kK = 87 G dir. (Ayrica dogal
birimler secilerek ¢ = 1 alinmistir.) Bu eylem, Hilbert eylemi ve madde eylemi olarak
S = Sy + Sy seklinde 2 kisima ayrilir. Hilbert eylemi Sy ve madde eylemi ise Sy

seklinde gosterilir.

Su = [ 5o IRVEds
Sy = / L/ —gd*x (2.3)
Minimum eylem ilkesine dayanarak f(R) yer¢ekimi kurami eyleminin metrigin ter-
sine gore varyasyonu alinarak sifira esitlenir. Buradan da f(R) kurami alan denklemleri
bulunur. Varyasyon alinarak alan denklemleri elde edilmesinde metrik formalizmi kul-

lanilmustir.

5(SH+SM) =0 2.4)
Eyleme varyasyon uygulandiginda,
1 1
55 = / d*x [ﬁéx/—gf (R)+5_v=88f(R)+3 (V=2%u)] 2.5)

olarak bulunur. Amag tiim terimleri metrigin tersinin varyasyonu 6g"" icerecek se-
kilde yazmaktir. Bu varyasyonlarin hesaplanmasi i¢in 6ncelikle metrigin karekokiiniin

varyasyonu hesaplanmalidir. Varyasyonlar1 hesaplamadan once metrik tensoriin bazi
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ozelliklerinin verilmesi faydali olacaktir. Kovaryant ve kontravaryant metrik tensoriin

orthogonal olmasindan gelen 6zellik sudur [46]:
g"%gup = 67 (2.6)
Burada kronecker-delta fonksiyonu sabit oldugu icin varyasyon alindiginda,

6g"%gup = —8"%0gup (2.7)

olur. Bir diger onemli 6zellik ise varyasyonu alinan metrik tensoriin indislerinin de-
gistirilebilmesidir. Varyasyonu alinan kovaryant bir metrik tensor, kontravaryant met-
rik tensor varyasyonuna ve varyasyonu alinan kontravaryant metrik tensor, kovaryant
metrik varyasyonuna doniistiiriilebilir. Bu 6zellik metrik tensor ve metrik tensoriin ter-
sinin orthogonal olmas1 olarak diisiiniilebilir. Metrik tensoriin simetrik olma 6zelligi

de kullanilirsa,

gV 8guy = £"V8(gurgpve™P)
= "V(88u18pv8"P +21208pv8"P +8ur8pv08™F)
= gMvokSgu +8"Y 8L dgpy + 8"V 8urgvpd8™P

= 2g"V8guv +8"Vgu18vp08"P (2.8)

bulunur ve denklemler toparlandiginda ve ayni islemler metrigin tersinin varyasyonu

icin de yapildiginda,

Sguv = —8ur8vpe™P
5gMY = —g"g"P g5 (2.9)

esitlikleri bulunur. Burada A ve 3 serbest indislerdir. Metrik tensoriin varyasyonunu
hesaplamak i¢in matrislerin 6zelligi olan In(detgyy) = Tr(lng,y) ozelligi kullanilir

clinkii metrik tensor kosegenlestirilebilir [47]]. Bu 6zellikle beraber,

S
?g =g"vguy = —guvogh’ (2.10)

esitligi bulunur. Buradan /—g ifadesinin varyasyonu bulunur.

1 og __1 — v
0v/—g= E——_g— 5\/_gguv68 (2.11)
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Egrilik skaleri R = g"VR,y olmak iizere, f(R) fonksiyonu R egrilik skalerine bagh

oldugu i¢in eylem varyasyonundaki 0 f(R) terimi su sekilde yazilir:
Of(R) = fr(R)OR = fr(R)RuvOg"Y + fr(R)g" SR,y (2.12)

Burada fz(R) = %sf) olarak kisaltilmigtir ve Ry, terimi Ricci tensoriidiir. Madde kis-

minin eyleminin varyasyonundan gelen katki ise su sekilde yazilir [48]]:

1
8 (V=8%hn) = —5v/8Tuvds"" (2.13)

T,y enerji-momentum tensoriidiir. Tiim bulunanlar eylem varyasyon denklemine yer-

lestirilir ve denklem 2k ile ¢arpilirsa,

48 = /d4x\/—_g {fR(R)RHVSg“V 3 %g“vf(R)&g“V +fR(R)g“v5Ruv - KTuvag”v
(2.14)
olarak bulunur. Ry, terimi hari¢ diger terimler metrik tensoriin tersinin varyasyonu
parantezine alinabilir. Burada Ricci tensoriiniin varyasyonunun, metrigin tersinin var-
yasyonunu igerecek sekilde yazilmasi gerekir. 6R;, hesaplamak icin ise Kovaryant
tirev, Christoffel semboli ve Riemann tensoriiniin tanimi kullanilarak Riemann tenso-
riiniin varyasyonunun hesaplanmasi gereklidir. Herhangi bir tensoriin kovaryant tiirevi

su sekilde yazilir [49] :
VoTl = 9T —TH,, TH +T% Tt (2.15)
Christoffel sembolii (affine connection) tanimi metrige baglh olarak su sekildedir:
1
Fluv :F/lvu = Egﬁ/l (augﬁv+av8uﬁ —aﬁguv) (2.16)
Riemann tensoriiniin tanimu ise su sekildedir:
A A
RP oy = 06Ty — WP+ 1P, T, —TP T 5 (2.17)
Riemann tensoriiniin varyasyonu alinirsa sonug:

P p P P A P A
5R uov — 50'51—‘ v”—(9v5r #G+5F GZF \ +F 6151—‘ Vi

P A P A
—oI™ T po — I v 0T o (2.18)
Ayrica Riemann tensoriine daraltme islemi uygulanarak Ricci tensorii bulunur.
A A
Ruy = RG#GV = 861“"\,“ — avr“w +1°,,T v~ re,r o (2.19)
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Buradan Ricci tensoriiniin varyasyonu ise,

SRuy = 050T°,, — 900, ;+81° ,T*,  +T°, 8%,
—80°,,I* o —T°,, 6T* (2.20)
olarak bulunur. Christoffel sembolii bir tensor degildir ¢iinkii koordinat doniisiimle-
rinde farkli degerler alabilir. Fakat Christoffel semboliiniin varyasyonu bir tensordiir
clinkii tensor 6zelliklerine gore doniisiir [S0]. Riemann tensoriiniin varyasyonu, farkli

Christoffel sembolii varyasyonlarinin kovaryant tiirevlerinin farki olarak yazilabilir.

Christoffel semboliiniin varyasyonunun kovaryant tiirevi,
A A A
Vo(8IPpy) = 968TPyy +17, 8T, T4, 817,  —T"5,817 ,
A A A
Vv(8lou) = 8T gy +17) 81", —T"5, 817, —T*, 617 , (221)
oldugundan yukarida da goriilebilecegi gibi Riemann tensoriiniin varyasyonu,
SR’ oy = VoI — V817 16 (2.22)

olarak Christoffel semboliiniin varyasyonunu icerecek sekilde yazilir. Bu varyasyonda,

Riemann tensoriine daraltma iglemi uygulanirsa Ricci tensoriiniin varyasyonu bulunur.

SRy, = VoI, — V8T, (2.23)

Bu bulunan esitlige Palatini 6zdegligi denir. Ricci tensoriiniin varyasyonu metrik ten-
sOr varyasyonlarini icerecek sekilde yazilabilir. Bunun i¢in Christoffel semboliiniin
varyasyonunun metrik tensor varyasyonlart seklinde yazilmasi gerekir. Varyasyon ile

kismi tiirev operatoriiniin yer degistirebildigini géz Oniine alarak Christoffel sembolii

varyasyonu,
ST = Lsgbr(y 0 0 2.24
) 8 (ugﬁv‘i‘ v8up — ﬁguv> (2.24)
1
1
= —Egm g’ 5gpy(3uggv +dvgup — aﬁ&w)
1

+§gm (3u5g;3v +0vOgup — I 5guv)

= Pyt 58P (bt AOgup — pSguy )

_ %gw (9ub2py — vy~ 1", 588 + 0 B8pu — TuvS8py
T, 58y — IpSguy + 175, vy + 7, 55 )
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olarak bulunur. Kovaryant tiirevin tantmindan hareketle bu varyasyon su sekilde yazi-
labilir:

1
8Ty = 58" (ViuSepy + Vo dgus — VpSeuv ) (2.25)

Ayrica daralmig Christoffel semboliiniin varyasyonu ise su sekilde bulunur:

1
ST . = ngvusgﬁ Y (2.26)

U

Daha 6nce bulunan (2.23) Palatini 6zdesligi ile (2.25) ve (2.26) Christoffel sembo-
liiniin varyasyonu birlestirilirse Ricci tensorii varyasyonu metrik tensor varyasyonlari

cinsinden su sekilde yazilabilir:

1
SRuy = 5 [V,Lvuagﬁv +VaVy82up — Vv Vubeps — VaVedew|  (227)

(2.T4) varyasyon denklemindeki 3.terim, hesaplanan (2.27) varyasyonu da kullanilarak

ayr1 bir integral olarak yazilabilir.

1
[die/gu®)g" Ry = 5 [ dir/ =g ful®g e [V1V,8e5, 228)

Metrik tensoriin onemli bir 6zelligi de kovaryant tiirevinin sifir olmasidir. Buna metrik
uyumlulugu denir [51]].

Vag”v = ch/.tv =0 (2.29)

Burada dikkat edilmesi gereken konu metrik tensoriin kovaryant tiirevi sifirdir ancak

metrik tensoriin varyasyonunun kovaryant tiirevi sifir degildir.

(2.28) integralindeki metrik varyasyonlar1, daha 6nce hesaplanan (2.9) 6zdesligi

kullanilarak su sekilde doniistiiriilebilir:

58pv = —8py8vyO8™*
88up = —8ur8py 08"
881 = —8py8ay08"*

aguv = —guygvx58yx (2.30)

Bu doniigiimler integraline yerlestirilir ve kovaryant tiirevler 6g"* parantezine
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almir. Ayrica (2.6) 6zelligi kullanilirsa su sonuglar bulunur:

8" Papysvy = 878}
8" P eurepy = 8,8y
pv ,AB
8 8 "8By8ry = g?’%g
P guygvy = g e? (2.31)

Bulunan sonuglar 2.28|integralinin parantez i¢ine yerlestirilir ve gerekli islemler yapi-

Iir.
|€128" Vi + 828 PV Y — 818UV Y, — 8781V, 9, | 8¢
= o8 VoVt gns P VaVpeu — ViV, _vay] 5g™
2 [gmvava — V.V, |87 (2.32)
Bu denklemde simetriden dolayi elde edilen asagidaki esitlikler kullanilmigtir:
V,V, 68" =V, V,0¢"%
g"VV, V=gV, Vg = VeV, (2.33)
Ayrica denkleminde indisler iizerinden toplam alindig1 icin yile ) indisleri yerine
u ve v indisleri secilebilir.
8V Va— V3V | 887 = | g ViV — V| 8¢ (2.34)
Bulunanlarin hepsi (2.28)) integraline yerlestirilirse sonug su sekilde yazilir:
[ die/ = fu(R)g" 6Ruy = [ d'xy/=gfu(R) [guV Ve~ V¥ |82 (239)
Bu integralde, gV iizerine uygulanan kovaryant tiirevlerden kismi integrasyon kulla-

narak kurtulmak miimkiindiir. Bunun i¢in [2.35]integrali ikiye ayrilir ve ayr1 ayri kismi

integrasyon yapilir. Ik kismi integrasyon yapilacak kisim,
[ dtev/ =g fu(Rgu Y Vase"” (2.36)
/d4xVa [\/__ng(R)gqua5guv] - /d4x\/—_gguvvafR(R)Va5g”V
olarak bulunur. Tlk integraldeki terim yiizey terimi olup alan denklemlerine katki yap-

maz, boylece sifira esitlenebilir. Geriye kalan integralde tekrar kismi integrasyon uy-

gulanirsa su sonug bulunur:
~ [ @' =ggu VO fr(R)VaSg"” (237)
— [ d'Va[V=ggunSe V(B + [ dxy=ggun 8t VIV fa(R)
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Burada yine ilk integral yiizey terimi olup stifira esitlenebilir. Boylece[2.35]integralinin

ilk kisimi su sekilde bulunur:

[/ e Ry VOV a8 = [ e/ g8 g VIV afeR)  (238)
[2.35]integralinde ikinci kismi integrasyon yapilacak kisim sudur:
— / d*x/=gfr(R)V,VySgHY (2.39)
= _/d4xvu [\/—_ng(R)VV(Sg“"] +/d4x\/—_gV“fR(R)Vv5g“"

[2.39] denkleminde ilk integraldeki terim yine yiizey terimi olup alan denklemlerine
katki yapmaz, boylece sifira esitlenebilir. [2.39] denkleminde geriye kalan integralde

tekrar kismi integrasyon uygulanirsa su sonu¢ bulunur:
/ d*x/—gVfr(R)VySgHY (2.40)
X / d4xVy [/ =888V fr(R)] - / d*x\/—g8g" Y,V fr(R)

Burada yine ilk integral yiizey terimi olup sifira esitlenebilir. Boylece[2.35]integralinin

ikinci kisimi su sekilde bulunur:

~ [ AR (RIS =~ [die/ g8 VIV fe(R)  (24D)

O = V%V, d’Alembert operatorii kullanilarak ve esitlikleri birlestirilirse
integrali su hale gelir:

[ty fu(Rg" 6Ruy = [ d'xy/=g8g" [gu0~VuVu] ful®)  (242)

Bulunan bu sonug (2.14) denklemine yerlestirilir ve béylece tiim terimler gtV parante-

zine almabilir. Boylelikle eylem varyasyon denklemi,

1
08 = /d4xv —8 {fR(R)R#v - Ef(R)guv — VuVyfR(R) + guvDO fr(R) — KTIJV:| ogh”
(2.43)
olurak bulunur. Béylece tiim terimler §g"" parantezine alinmig olur ve parantez i¢in-

deki terim sifira esittir. Buradan f(R) yergekimi kurami alan denklemleri elde edilir.

1
fe(R)Ruy = 5 F(R)guy = (VuVy = gD falR) = KTuy  (2:44)
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Bulunan bu denklem fz(R)’1n kovaryant tiirevi alindig1 igin 4. mertebe diferansiyel
denklemlerden olugur. Bu yiizden f(R) yercekimi kuramina 4. mertebe yercekimi ku-
ramu denir. Ayrica f(R) yercekimi kurami alan denklemlerinin diverjansi sifirdir. Buna

gore f(R) yer¢ekimi kuraminda enerji korunur.

VE | fr(R)Ruy — % F(R)guy — (V“Vv _ guvD> fR(R)] —KVAT,, =0  (245)

Enerji-Momentum tensériiniin izi g"V7,y = T oldugu goz oniine alinarak, (2.44)

denklemi metrigin tersi ile ¢arpilir ve f(R) kurami i¢in iz denklemi,
30fg(R)+Rfg(R) —2f(R) = kT (2.46)

olarak elde edilir. Burada fz(R) fonksiyonuna uygulanan d’Alembert operatoriiniin

acik hali su sekildedir [52] :

1
fe(R) = =3 (V=88" 0 f(R)) (2.47)
V=g " Y
Einstein tensoriiyle baglanti kurmak amaciyla etkin stres-enerji tensorii tanimlanir.
; 1 1
k
Tﬁi, v — m Eguv[f(R) _RfR(R)] + (Vuvv —guvD)fR(R)} (2.43)

Geometrik terimleri igeren bu denklem egrilik enerji-momentum tensoriidiir ve etkin

Einstein denklemlerinin kaynagidir. Bu denklemle beraber Einstein tensorii ,

K

Guy = 70 Tuy + T (2.49)

olarak yazilabilir [53]].
2.2 Kiiresel Simetride Noktasal Lagrangian

Kiiresel simetride uzay-zaman metrik isareti (—,+,+,+) secilerek genellikle su

metrikle temsil edilir:
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr* + C(r)dQ? (2.50)

Burada agiya bagh kisim dQ? = d6?% + sin? 0d@?dir. Metrik tensor elemanlart ise

strastyla sunlardir:
gn=—A(r) gm=B(r)
860 =C(r) gpp =C(r)sin*0 (2.51)
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Ayrica 6zel durumda A(r) = B~ (r) ve C(r) = r? secilirse standart Schwarzchild met-
rigi elde edilir [3]] [54]]. Metrik tensor ve Christoffel sembolii kullanilarak elde edilen
egrilik skaleri ayr1 bir genellestirilmis koordinat olarak eyleme eklenir ve buradan nok-

tasal Lagrangian elde edilebilir. Noktasal Lagrangian’in bulunacagi eylem,

S = /dr.,i”(A,A',B,B’,C,C’,R,R’) (2.52)

olarak tanimlanir. R egrilik skaleri ve potansiyeller A, B, C metrik tensor elemanlaridir.
Ayrica (A’ B',C',R) sirasiyla (A, B,C, R)’nin radyal koordinat r’ye gore tiirevleridir.
Eylemden noktasal Lagrangian bulmak i¢in Lagrange carpanlar1 yontemi kullanilir.

Bosluk ¢oziimii icin (2.2) ifadesi,

S= [ d'xv=glf(R) - (R~ R) (2.53)

olur. Burada A Lagrange carpani ve R ise metrik terimlerini i¢eren egrilik ska-
leridir. Ayrica burada 8?—4(; = 1 olarak alinmistir.

Egrilik skalerini hesaplamak icin 6nce Riemann tensorii hesaplanip buna daraltma
islemi uygulanir ve Ricci tensorii bulunur, daha sonra bu tensér de metrigin tersi ile

carpilir boylece egrilik skaleri bulunur. Daha 6nce verildigi lizere Riemann tensortl,
A A
RP oy = 06Ty =W IP o + 1P, T, — TP T 5 (2.54)

olarak yazilir. Ricci tensorii Ry = RP upv ve Ricci skaleri R = gVR,y olarak tamimla-
nir. Riemann tensoriinii hesaplamak icin ise Christoffel sembolii kullanilir. Christoffel

semboliiniin metrik cinsindenl ifadesi,

1
Iy = any[avg#7+ Iugyv — Oy8uv] (2.55)

olarak verilir. Christoffel sembolii I'* uv = re, y olarak alt indislerine gore simetriktir.
(2.50) metrigi kullanilarak tiim Christoffel sembolleri hesaplanabilir. Sonucu sifir-

dan farkli olan Christoffel sembolleri sunlardir:
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A/

. =1, =
rt tr 2A
Al B’
rr, = — I =_—
rt 2B7 rr ZB
C’ C'sin’ 0
My = —— rr, —=—
06 2B’ (4 ZB
Y, = r¢ _C I — _sinOcosO
r6  — Or — 2C7 o —
C/
%, = ', = el [, =T7",9=cotf (2.56)

Bulunan Christoffel sembolleri kullanilarak egrilik skaleri hesaplanabilir. (2.50) met-

riginin diyagonal olmasindan faydalanarak egrilik skaleri sdyle yazilabilir:

R = gn [F)Ltt,/l 4 F;Lnl,t +Fattl—‘lal w Famr‘laz]
S R R o L )
+ g% M gen —Th o1 0 +T%0T 05 — %02 o)
+ 8% or T on0 T %0 aa — T 1T 0] (2.57)
Kismi tiirev I'? abe = o.I¢ a» Olarak kisaltilmigtir. Bulunan sifirdan farkli Christoffel

sembolleri ve bunlarin tiirevleri (2.57) denklemine yerlestirilerek egrilik skaleri,

s A C' AC  A*  C*  AB  BC 2

~ TAB “BC ABC 2A’B ' 2BC? "2aB ' BC ' C (8.35)
olarak bulunur. Bundan sonraki amag 2.mertebe tiirevlerden kurtulmaktir. Ciinkii alan
denklemlerinde 1.mertebe tiirevler olmasi gerekir. Bu yiizden egrilik skaleri eyleme
yerlestirildiginde 2.mertebe tiirevler kismi integrasyon kullanilarak 1.mertebe tiirev-
lere indirgenebilir. Kurtulmak istedigimiz 2.mertebe tiirevler ayr1 halde yazilisa egrilik

skaleri su sekilde yazilir:

R=R"——-2— (2.59)

Buradaki denklemde R* terimi 1.mertebe tiirevleri icerir. Lagrange ¢arpanini bulmak

icin ise R icin Euler-Lagrange denklemi ¢oziiliir.

d (dL JdL
— =) = = 2.
i (5%) 5% a0
Lagrangian’de R’ baglilig1 olmadigi igin,
dL
— =0 A= fr(R 2.61
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olarak bulunur. (2.50) Metriginin determinanti ve \/—g terimi ise metrik kosegen ol-

dugu i¢in,

g = —A(r)B(r)C(r)*sin’0
V=g = A'?B'2Csin6 (2.62)

olarak bulunur. Eylemde agiya baglilik ve zamana baglilik olmadig i¢in agisal kisim
ve t’ye bagh kisim Lagrangian’e sadece bir carpan olarak katki saglar. Bu yiizden
d*x yerine dr yazilabilir. Bu sekilde yazilan eyleme kanonik eylem denir ve bulunan
Lagrangian ise noktasal Lagrangian olarak adlandirilir. Tiim bulunanlar eylem
denklemine yerlestirilirse,

1/2 ]/2 A// CI/
S:/drA B C{f fr(R— R+E+2E)] (2.63)

olur. Burada 2.mertebe tiirevlerden kurtulmak icin kismi integrasyon uygulanir ve

kismi integrasyonla gelen yiizey terimleri atilir. Kismi integrasyonla deg8isen terimler

sunlardir:
\/_C<fR—> A, (Aff;ﬁ) (2.64)
x/EC( c> 7Y (2All//22 fR> (2.65)

Bu terimler kanonik eylemde yerine koyulursa kanonik eylem,

S:/dr

olarak bulunur. Boylece noktasal Lagrangian’de 2.mertebe tiirevler bulunmaz.

C \/ A2\
AV2BVAC[f — fr(R—R)] + (ﬁ) A +2(5nfe) €| (266)

S = [dr% oldugu i¢in noktasal Lagrangian,

AI/ZCIZfR A/C/fR CA/R/fRR
2CB!/2 ' Al/2B1/2 ° Al/2B1)/2
24'2R'C frp
B

+A2BY2[Cf 4 (2 CR) fr] (2.67)

2f
oR?

baglilig1 olmadig1 i¢in B cevrimsel koordinattir ve B i¢in Euler-Lagrange denklemi

olur. Burada tamimlanan kisaltma frgr = "dir. Noktasal Lagrangian denkleminde B’

yazildiginda,

JdL
5B~ 0 (2.68)
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olur. B’yi hesaplamayi kolaylastirmak amaciyla noktasal Lagrangian su sekilde yazilir:

1 [AY2C2f  A'C'fx  CA'R frr 1/2 pt
L = 31/2[ 2C Al/2 Al/2 24 RCfRR]
1Bl/2 [Al/z[Cer(z—CR)fRH (269)

Hesaplar1 kolaylastirmak amaciyla su kisaltmalar tanimlanir:

AI/ZCIZJ(‘R A/c/fR CA,R/fRR

1/2 pt
2C Al/2 Az ARG fry
B = AY2[Cf+(2—CR)fz] (2.70)
Bu kisaltmalarla beraber denklemi,
g=2% LBl (2.71)

B1/2
olarak yazilir. Noktasal Lagrangian’1 kullanarak B i¢in Euler-Lagrange denklemi ¢6-
ziildiigiinde sonug su sekildedir:

dL o B o
55 E =0 B=3 =72

Kisaltmalar yerine koyuldugunda B su sekilde bulunur:

B AfrRC"? +2C frA'C' +2C? frrA'R' + 4AC frrC'R’ 2.73)
2AC[Cf+(2—CR) f]

Hessian matrix hesaplanmasi icin kanonik Lagrangian kullanilir. Kanonik Lagran-
gian L = .%? olarak tamimlanir. Buna gore kanonik Lagrangian kisaltmalar cinsinden
su sekilde yazilir:

2
o
L=%?= E+[323+20cﬁ =4of (2.74)
o ile B kisaltmalar1 kanonik Lagrangian’a yerlestirilince sonug su sekilde bulunur:

L 2[Cf+(2—CR)fz]
C

[AC™ fr +2CC'A' fr +2C*A'R frr +4ACC'R frg] (2.75)

Hesaplanan Kanonik Lagrangian denkleminden hareketle, Kanonik Lagrangian’in
genellestirilmis koordinatlarin tiirevlerine gore sirali sekilde alinan ikinci tiirevlerin-
den Hessian matris elemanlar1 ve Hessian determinant hesaplanabilir. Hessian matris
% olarak tanimlanir. Uzay-zamanin boyutu 4 oldugu i¢in ve metrik tensor kose-
gen oldugu icin metrik tensoriin de 4 elemani vardir. Buna gore Hessian matrisinin
16 eleman1 olmasi gerekir. Fakat B metrik elemaninin r tiirevi kanonik Lagrangian’de

bulunmadig1 igin B’ tiirevleri yok olur. Buna gore Hessian matris 9 elemanlidir. Ayrica
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Hessian matris simetrik oldugu icin alinan tiirevlerin siras1 degisebilir. Hessin matri-
sin determinant1 alinarak ¢evrimsel koordinat olup olmadig1 anlasilabilir. Eger Hes-
sian determinant1 sifir olursa genellestirilmis koordonatlardan en az birisi ¢evrimsel
olmalidir [S6]. Kanonik Lagrangian’in genellestirilmis koordinatlarin tiirevlerine gore

hesaplanan Hessian matris elemanlart sunlardir:

% - % =4[Cf +(2—CR)fr] fx
% - % =4[Cf+(2—CR) fr|Cfrr
313/2;0 - aglzaLR/ =8[Cf+(2—CR)fr]Afrr
% _ . [Cf+ (2C— CR) f] Al
% = 2 (2.76)

Bu bulunan sonuglar, Hessian matris simetrik oldugu i¢in ikiye boliiniir. Bulunanlarla

beraber Hessian matris su sekilde yazilir:

527 0 e Cfrr
= =2[Cf+2-CRfR] | fx Ak 24f 2.77)
94,94y ¢
Cfrr 2Afrr O
Bu Hessian matrisin, Hessian determinanti ise su sekilde hesaplanir:

9%L
det <ﬁ> — 24AC[CF+ (2= CR) fr]” frf2 2.78)
94,94y
Burada determinantin sifirdan farkli olmasi i¢in, Cf + (2 — CR) fg # 0 ve frg # 0 ol-
dugu kabul edilmistir. frr # 0 olan yercekimi modellerine 6rnek olarak dordiincii-

mertebe yercekimi verilebilir.

2.3 Noether Simetrisi

Fiziksel sistemin belirli bir doniisiim grubuna gore sahip oldugu degismez 6zellik-
lerine, o sistemin simetrileri denir. Noether teoremine gore, fiziksel bir sistemin ey-
leminin her diferansiyellenebilir simetrisine karsilik bir korunum yasas1 vardir [38].
Buna 6rnek olarak 6teleme simetrisinin sonucu olarak momentum korunumu, zaman

simetrisinin sonucu olarak enerji korunumu ve donme simetrisinin sonucu olarak acisal
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momentum korunumu verilebilir [57] [S8]. Korunan nicelikler ise dinamikteki ¢evrim-

sel degiskenlerle baglantilidir [S9].

Kanonik, dejenere olmayan, Hessian determinanti sifirdan farkli bir noktasal Lag-
rangian’in genellestirilmis koordinatlar1 g; ile sonsuz kiiciik € parametresine bagl ola-
rak Q' = Q'(q,€) nokta doniisiimii yapildiginda bu nokta doniisiimii Q iizerinde bir
vektor alani, affine parametresine gore tiirevleri de hesaba katarak su sekilde ifade edi-

lir [[60]] [61]:

.0 d . d
X = o(g) 5+ (2-0i(9)) 57 2.79
(9) 27 " \az (q) 2 (2.79)
Burada A affine parametresidir ve f(R) yer¢cekimi kuraminda bu radyal koordinat r’dir.

Buna gore %ai(q) = o' olur. Boylece (2.79) ifadesi su sekilde yazilabilir:

X= oc,~8qi + a;&q,i (2.80)

2.3.1 Noether Vektor Bilesenleri

o vektor alani bilesenlerine Noether vektorii bilesenleri denir. Noether vektorii bi-
lesenleri & = o olarak yazilir. (2.80) vektor alan1 boyunca noktasal Lagrangian’in Lie
tiirevi sifira esitlenir. Noether vektor bilesenleri, Lie tiirevinin Lagrangian’e uygulan-
masiyla elde edilen diferansiyel denklemlerden hesaplanabilir. Vektor alaninin Lagra-
nian’e nasil etki ettigini gormek i¢in Lagrangian’in matris formunda yazilmasi gerekir.

Lagrangian’in matris formunda ifadesi,
L=4"Lq (2.81)

olarak yazilir. Burada ¢ = (A,C,R) ve ¢’ = (A’,C',R’) sirasiyla genellestirilmig koor-
dinatlar ve genellestirilmis koordinatlarin affine parametresine gore tiirevlerini igeren

matrislerdir. ¢" ise ¢’ matrisinin transpozudur. Burada L = L ;;, = 8—32, matrisi daha
1

/!
Iqy
once hesaplanan Hessian matrisdir. (2.80)) vektor alanini1 boyunca Lagragian’in Lie tii-

revi sifira esitlenirse,
LxL=(aV,+a'Vy)(¢"Lg)=q"a.ViLg +2a' Lg' + o' 4"V, Lg' =0 (2.82)

olarak bulunur [62]. Hessian matriste, affine parametresine gore tiirev iceren terim-
ler olmadig1 igin V /L = 0 olur. Ayrica Noether vektorii bilegeninin tiirevi su gekilde

yazilir:
da  Jdo dg
o= 3r "9 ar (Vya)'q (2.83)
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Bulunan sonuglar goz oniine alinarak (2.82)) denklemi,

LxL = 4" (a.V,L+2(Vya).L)gd =0

— a.V,L+2(V,a)L=0 (2.84)

olurak bulunur. Bulunan sonug indis gosterimiyle su sekilde yazilir:

oL 20,
o2t 2 %% 0 (2.85)
dq; aql.t

Genellestirilmis koordinatlar g = A , g» = C ve g3 = R olarak tanimlanirsa, Noether

vektor bilesenleri o = (a1, ap, a3) olur ve i indisi iizerinden toplam agilirsa,

&L NTAY aLle

JL da don 003
Yoa T2 ¢ a

2 L 2—— L 2—— L =0 (2.86

+ 03

olarak bulunur. Burada 9 tane diferansiyel denklem vardir fakat Hessian matris L ;;, =
Ly, simetrik oldugu i¢in denklem sayis1 6 olur. @ diferansiyel denklemlerini he-
saplamak i¢in daha 6nce f(R) kuramu i¢in kiiresel simetrik metrikle hesaplanan (2.77)
Hessian matrisi kullanilir. [ek{A]l’da yapilan detayli hesaplar sonucunda bulunan ve

Noether vektor bilesenlerini verecek diferansiyel denklemler sunlardir:

0 0
D et 5 Chie =

A 200 fr a . day  JdmA
2) E[(Z—CR)a3fRR— C }fR—'_Y[(?—’_z%—L—Za_CE)fR

(2 149 fig] =0

8061 8052_
3) Cop+2452=0

4) oofr(f—Rfr)+03(2—CR)frfrr+7[(05+ 2% 1 o4

8063)
aC

JRR

8a1 A&az 8062 .
+(Ga teaa tac Mkl =0

5) [C(2—CR)osfrr— 2a2 fr] frr

doh oy X% doy
—H/[fRW-i—(ZOCz—i—C A +2A A +C )fRR—l—COC_?,fRRR] =0
805 Adap
6) 2A[(2—CR)osfrr+ (f—RfR)Otz]fRR+7[( 3R +Ea—R)f
do do do
(200 +C5 7 + 2452 +2AZ ) far + 2400 frww) = 0 (2.87)

Burada kisaltma amaciyla y = [C f+ (2—CR) fR] olarak alinmistir ve kanonik Lag-

rangian’daki 2 katsayis1 denklemlere herhangi bir katki yapmayacagi icin alinmamugtir.
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Boylece egrilik skaleri R’ye baglh olarak yazilan herhangi bir yer¢ekimi kuramu i¢in il-
gili fr ve fgg tiirevleri hesaplanarak diferansiyel denklem sistemine yerlestirilir
ve bu denklemler ¢oziilerek ilgili yercekimi kuramu i¢in kiiresel simetride Noether vek-

torii bilesenleri hasaplanabilir.

2.3.2 Noether Yiikii

Noether teoremine gore her siirekli simetriye kargilik bir korunum yasast olduguna
gore bir korunumlu nicelik olmalidir. Bu korunumlu nicelige Noether yiikii denir. No-
ether vektorii ile Noether yiikii arasinda bir iligki yazilabilir. Euler-Lagrange denklemi,

Noether vektorii o ile carpilirsa,

rd JL JL
H _—— =
olur ve carpimin tiirevinden,
g 4oL _ ££<aiaL>__daiaL
drdq’ — dr\" 94" dr dq"
d s .dL - dL
_ 3;(a’aqﬁ)-a”aqﬁ (2.89)

olarak bulunur. Bulunan esitlik kullanilirsa,
d <ai JdL ) o JdL o JL
dr\ " dq" aq" o
olarak hesaplanir. Daha 6nce bulundugu gibi (2.80) vektor alan1 boyunca noktasal Lag-

0 (2.90)

rangian’a Lie tiirevinin uygulanmasiyla bulunan,

L L
LxL=0o'=— + 0o/ = 291
X 97 + 97 (2.91)
esitligi, (2.90) denklemine yerlestirerek,
d/ ;0L
(i) = IxL 2.92
dr ( aq" X 2.92)

olarak bulunur. Noktasal Lagrangian’in X vektor alan1 boyunca Lie tiirevi sifira esitle-

nirse su sonu¢ bulunur:

d/ ;0L
4 (o .):0 2.93
dr < aq" (2.93)
Burada korunan nicelik yani hareket sabiti X olarak gosterilir ve
. dL
Yo = a’ﬁ (2.94)

olur. Bu bulunan hareket sabiti £y Noether yiikii olarak adlandirilir.
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3 f(R) Yercekimi Kurami Ornekleri

3.1 f(R) Yercekimi Kuraminin Genel Gorelilik Kuramina
Indirgenmesi

Her yeni fizik kurami, limit sartlarinda kendinden 6nce kullanilan kurami saglama-
lidir. f(R) yergekimi kurami da limit sartlarda Einstein’in Genel Gorelilik kuramina
indirgenmelidir ¢iinkii Genel Gorelilik kurami giines sistemi gibi sistemlerde ¢ok iyi
caligmaktadir. f(R) = R oldugu durumda f(R) yercekimi kurami, Einstein’in Genel
Gorelilik Kuramina indirgenir. f(R) yer¢ekimi kurami eylemi ise Einstein-Hilbert ey-
lemine doniisiir.

S:/d4x\/—_g (%RJF,%M) (3.1)
Eylemin varyasyonu alinarak bulunan (2.44) alan denkleminde f(R) = R ve fgr =1

yerlestirilince Einstein alan denklemleri bulunur.
1
Guv = R'uv — Eg#vR = KT#V (3.2)

Einstein 1916 yilinda Genel Gorelilik kuramini yayinladiginda evrenin genisledi-
gini bilmiyordu ve duragan bir evren fikrine sahipti. Einstein’a gore evrendeki madde-
lerin yercekimi etkileriyle bir araya gelmemesi i¢in itici bir kuvvet olmasi gerekiyordu.
Einstein bu diisiinceye dayanarak denklemlerine kozmolojik sabiti ekledi [|63]]. Fakat
daha sonra Hubble tarafindan yapilan gézlemler sonucu evrenin duragan olmadigi ve
genisledigi anlasildi. Yillar sonra Einstein kozmolojik sabit icin hayatinda yaptig1 en
bilyiik gaf olarak bahseder. Kozmolojik sabitin oldugu durumda f(R) = R — 2A olur

ve Einstein-Hilbert eylemi ise su sekilde yazilir:

= / d%ﬁ[% (R—2A)-|—$M] (3.3)

Buradan yine varyasyon alinarak kozmolojik sabitin oldugu Einstein alan denklemleri
su sekilde bulunur:

1
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(2.67) Lagrangian’de f(R) = R ve fg = 1 yerlestirilir ve kiiresel simetriyi temsil
eden (2.50) metrigi i¢in Genel Gorelilik kuraminda noktasal Lagrangian su sekilde

bulunur:
A1/2C12 A/CI
= 5cp2 T aiagi2

Bu Lagrangian’e uygulanan Euler-Lagrange denklemi, Schwarzchild metrigi i¢in Ge-

Lok +241/2p1/2 (3.5)

nel Goreliligin standart denklemlerini saglar. (3.5)) Lagrangian’de B’ bagimlilig1 yoktur.
Hessian determinant hesaplanirsa sonug sifir olur. Bu yiizden B ¢cevrimsel koordinattir.
B i¢in Euler-Lagrange denklemi,

0L6r
0B

0 (3.6)

olur ve buradan B hesaplanabilir. Hesap kolaylig1 acisindan su kisaltmalar tanimlanir:

AI/ZCIZ A/C/
= ¢ Taz
B = 24'/2 (3.7)

Bunlarla beraber noktasal Lagrangian ve tiirevinden B,

_ G 12
Zer = W+BB
0L
GR _ __® n i —0
JdB 2B3/2 " 2B1/2
o
B = — (3.8)
B
olur ve kisaltamalar yerine koyuldugunda,
C/2 A/c/
_E+ A (3.9

olarak bulunur. Bulunan sonug (3.5)) denkleminde yerine koyulur. Kanonik Lagrangian

Lgr = ,ZGZR oldugundan kisaltmalar yerine koyulunca,

Acl2

Lgr =2A'C' + (3.10)

olarak bulunur. Bu Lagrangian icin hesaplanan Hessian matris elemanlar1 sunlardir:

82LGR - azLGR _

dA'0C'  JC'9A’

’Lor 2A

ac? T C

0%Lgr

e 0 (3.11)
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Buradan Genel Gorelilik kurami1 Hessian matrisi,

9°L 0 1
4,99 1 o
olur ve bu Hessian matristen bulunan Hessian determinant su sekilde hesaplanir:
9%L
det (528 ) = —1 (3.13)
dq;94;

(3.10) kanonik Lagrangian’den Euler-Lagrange denklemi kullanilarak, A ve C i¢in ha-

reket denklemleri hesaplanir.

d <8LGR> _ dLgr —0
dr\ 0A’ 0A
d 8LGR 8LGR
il — =0 3.14
dr< aC’ ) aC (3-14)
A icin Euler-Lagrange denklemden,
9 C/2
C'——=0 3.15
°C (3.15)

diferansiyel denklemi ve C i¢in Euler-Lagrange denkleminden,
Acl/ A/ C/ ACIZ

V- =
C C 2C?

diferansiyel denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemler ¢ozliilerek A ve C i¢in ha-

0 (3.16)

reket denklemleri bulunabilir.

(3.15) denkleminin ¢oziimii:
C// C/
c ~ 2c
dc’ 1 rdcC 1
F = E F — lnClzilnC—l—lnk
dC
¢ = we — [T [kar
Ve
VC = kr+d — C=k(r+k)? (3.17)
(3.15)) ve (3.16) denklemleri birlestirilirse,
C/
A"+A— =0 (3.18)
C
bulunur ve bu denklemin ¢oziimii,
A// B C/
A C
dA’ dC
~ = | — InA’ = —InC+1Ink
k k k
A= - — A:/—d:/—d
C ¢ ) k)2
A= g Ak B (3.19)
 ka(r+kp) Tk .
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olarak bulunur. ) ve (3.19) denklemleri birlestirilerek B bulunabilir. Burada k,d,k; ,k»,k3

ve k4 integral sabitleridir. Buradan bosluk i¢in Genel Gorelilik ¢oziimleri,

k kok
3 g ok

A=ky— =
A A

C=ky(r+k)? (3.20)
olur. k1 =0,ky=ks =1 ve ks = ZGM oldugu durum ig¢in,

2GM 1
ds = = (1= 222 )di? 4+ —dr* + P42 (3.21)
rc (1 _ 2GM)
VCZ
standart Schwarzchild metrigi bulunur. Karl Schwarzchild 1917 tarihinde noktasal bir
M Xkiitlesi i¢in uzay-zamani temsil eden [3.21] metrigini kullanarak Einstein alan denk-

lemlerini hesapladi [3]].

Genel Gorelilik kurami i¢in Noether vektorii bilesenleri bulunabilir. Noether vek-
tor bilesenleri o = (@, @) i¢in g = A ve g = C olarak segilir ve buradan (2.86)

denklemi,
IL v

dA

8L’uv (9061 a
8C +2£LAV+28 'u

olur. Bu denklemleri bulmak igin (3.12)) Hessian matrisi kullanilir.

+ 0 2y, cv=20 (3.22)

u ve v’ye A ve C degerleri verilince, sifirdan farkli denklemler,

8052

oA 0

8061 8062

94 Tac 0

o A 20 Jop A

— 2 —=0 323
c  Pac Tracce (3.23)

olarak bulunur. Bu denklemler ¢oziiliip, k£ integrasyon sabiti olmak iizere, oty = —kA

ve op = kC olarak bulunmustur [55]. Genel gorelilik kurami i¢in hareket sabiti yani

[2.94 Noether yiikii ise (3.10) Lagrangian’den hareketle,

dLgr JLgg JdLgr

Yo =al =R

0= T M oa TR0

OLer ., dLgr .., 2AC'

TR 9 =GR — oA

gar ¢ oC’ ¢

Yo = 2kCA’ (3.24)

olarak bulunur. tb Schwarzchild ¢oziimii i¢in hareket sabiti X = kf—ZM olur.
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3.2 f(R) = R’ Genel Durumu

f(R) = R’ genel durumunda, fg = bR'™! | frr = b(b— I)Rb*2 olacagindan, (2.73))
B denklemi su sekilde yazilir:

. b[ARC"* +2CRC'A' +2(b—1)C?’A’'R' + 4(b— 1)ACR'C’| (3.25)
B 2ACR[2b— (b—1)CR] '

Bu durumda (2.73]) kanonik Lagrangian,

L 2bR**=3[2b— (b—1)CR]

[ARC™ +2CRC'A’ +2(b—1)C*A'R' +4(b— 1)ACC'R']

C
(3.26)
olarak bulunur. Bulunan kanonik Lagrangian’dan Hessian matris elemanlar1 hesapla-
o . . 2
nabilir. Hessian matris aq‘?—an, tantmindan hareketle bulunur.
uoqy

Y% = bR?b—3 [2[9 —(b— 1)CR} olarak tamimlanirsa, Hessian matris elemanlari,

L 9L -
AIC  aCoal b
2L %L
JA9R — omea 2 1CH
2L d2L
JRaC — acer ~ DA
2L AR
acr — rehw
02L
oaz = 0
02L

olarak hesaplanir. Bulunan sonuglar simetriden dolay: ikiye boliiniir. Bulunanlar yerine

yazilinca Hessian matris su sekilde yazilir:

5 0 R (b—1)C
L
aq.0d, =% R ar 2(b—1)A (3.28)

(b—1)C 2(b—1)A 0
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Bu Hessian matris ile belirlenen (2.86)) diferansiyel denklemleri sunlardir:

8062 C(b—l) aOC3

D oSt g, =0 (3.29)

Ar o o s(b—1) 207 50,3
2) C[(z CR)= C}bR
(04] 8061 8a2A A(b—l) (04! 8053
ﬂ’b[(c 250 %%cd Tk (¢ 4%)} =0
eXod] 8a2_
3) €S +2452 =0

4) opb(1—b)R* + a3 (2—CR)b*(b— 1)R*~ 2+Yb[R2(88(z'2+a8ix41 %3;42)

oo (9063
+(as +C%+2Aﬂ)(b—l)R] ~0
5) [Ca3(b—1)(2—CR) 2a2R] P(b— )R> 3 1y, [RZ%OI?
9061 &OCQ 8063 .
+R(b—1) (200 +C 5 +245 2 +CaR)+Ca3(b—1)(b—2)} ~0
da; Adx
_ _p2 2 p2b—3 2 1 2
6) 24|(2—CR)bas — Koo | b(b— 1R 7+ [R (50 + = 57)
+R(b—1)(2a +Ca +2A& +2Aaa3)+2A(b )(b—z)a} =0
"Tac oC IR N
Bu diferansiyel denklemler, metrik isaretinin (+,—,—,—) olarak alindig1 metrik i¢in

coziilmiistiir [55]. Coziilen denklemlerden Noether vektor bilesenleri,

o = (3—2b)kA
Ohp = —kC
03 = kR (3.30)

olarak bulunmustur. Bulunan bu Noether vektorii bilesenlerinin, metrik isaretinin
(—,+,+,+) olarak segilerek bulunan denklemlerini de sagladigi goriilmiistiir. X

hareket sabiti R? durumu i¢in,

. JL JdL JL JdL

Yo=0o! - = — 3.31
0= 0 = Mgy T ogs T ®Bae (3-31)

olur. Bu denklemde ilgili tiirevler hesaplanirsa,

dL  2bR*73[2b—(b—1)CR]

[2(h—1)C*R'+2CRC)

0A! C

dL  2bR**73[2b— (b—1)CR]

o = - [2CRA’ +4(b— 1)ACR’ +2ARC"]
2bR*»3[2b— (b —1)CR

g_II; — [ - (b—1)CR] [2(b—1)C?A"+4(b—1)ACC']  (3.32)
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olarak bulunur ve bulunan (3.30) Noether vektorii bilesenleri yerine koyularak hareket

sabiti su sekilde hesaplanmistir [55]):

Yo = 4kCbR*3[2b — (b—1)CR| [(b—2)RA" — (2b* — 3b+ 1)AR'] (3.33)
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4 f(R) Yercekimi Kurami ve MOND

4.1 Modifiye Edilmis Newton Dinamigi (MOND)

1970’11 yillarda spiral gokadalarin dis bolgelerindeki yildizlarin dénme egrilerinde
hesaplanan degerlerle uyusmayan bazi gariplikler oldugu goézlemlenmisti [14]. Hesap-
lanan degerlere gore gokadanin merkezinden uzaklastik¢a donme hizlarinin artmasi ve
cekim etkilerinin azalmasiyla beraber bir noktadan sonra hizlarin da azalmasi gerekir
fakat yapilan gozlemlere gore spiral gokada icerisindeki yildizlarin hizlari, merkez-
den uzaklastikca azalma gostermiyor ve sabit bir sekilde devam ediyor. Gokadalarin
donme egrilerindeki bu beklemedik farklilig1 aciklamak i¢in iki farkl diisiince vardir.
Bunlardan ilki bilinen maddeyle etkilesmeyen baryonik olmayan maddenin (karanlik
maddenin) varligidir. Buna gore gokada igerisinde yercekimsel etkisi olan fakat elekt-
romanyetik etkilesimde bulunmayan bir madde bu donme egrilerindeki farki yaratir.
Diger diisiince ise Einstein’in Genel Gorelilik kuraminin bazi durumlarda yetersiz kal-
masina dayanir ve ¢ekim yasalarinin modifiye edilmesiyle donme egrilerindeki fark

aciklanabilir.

Gokadalardaki yildizlarin doniis hizlarindaki beklenmeyen gozlem sonucunu agik-
lamak amaciyla 1983 yilinda Mordehai Milgrom, Modifiye Edilmis Newton Dinamigi
olan MOND kuramini ortaya att1 [[64] [65]. Bu kurama gére Newton yasalari ¢ok
kiiciik ivmelerde degistirilirse, gozlemlenen sonuglara ulagilabiliyor. Milgrom, New-

ton’un 2.yasasina su sekilde bir diizeltme getiriyor:
F = uma “4.1)

Burada m kiitle, a ivme ve u = ,u(%) ise ivme ve ag Milgrom ivmesi olarak adlan-
dirilan yeni bir temel sabitin fonksiyonu olan boyutsuz bir fonksiyondur. Gokadalarin
i¢c bolgelerinde yiiksek ivmeli hareket ve dis bolglerinde diisiik ivmeli hareket oldugu

g0z Oniine alinirsa bu fonksiyon:
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Yiiksek ivmeli durumda, u=1 —  F=ma

Diisiik ivmeli durumda, u= % — F= m%
olur. Goriildiigii gibi yiiksek ivmeli durumda MOND kurami Newton’nun 2.yasisina

indirgenir. Diisiik ivmeli hareket durumunu evrensel ¢ekim kanununa esitlersek,
F=G— =m— 4.2)

o 2 y
olur ve merkezcil ivme a = V7 oldugundan,

mM V4
—_— = M—
r2 r2a

V* = GMay (4.3)

G

olarak hesaplanir ve boylece uzaklik »’den bagimsiz hiz elde edilir. Sabit olan M kiitlesi
icin hiz, gozlemlerle uyumlu sekilde sabittir. Milgrom, ag ivmesini gozlemlere daya-
narak ap = 1.2 x 10~ 1%ns~2 olarak hesaplamistir [66] . Bulunan hiz denklemi, kiitle ve
donme hiz1 arasindaki ampirik bir iligki olan Tully-Fisher iligkisi ile uyumludur [67].
Tiim bunlara ragmen MOND kuramu relativistik bir kuram degildir ve biiyiik patlama
kuram1 ve erken evren, yercekimsel mercekleme, kirmiziya kayma gibi kozmolojik
olaylara agiklama getirememistir. Bunlara aciklama getirmek amaciyla MOND’un ge-
nigletilmis kuramlar1 tizerine ¢calismalar devam etmektedir. Bunlardan biri de Bekens-
tein tarafindan 2004 tarihinde gelistirilen Tensor-Vektor-Skaler (TeVeS) yercekimi ku-
ramudir [32]].

4.2 MOND ve Newton Dinamigi Karsilastirmasi

Newton’un yercekimi kurami, Einstein’in Genel Gorelilik Kurami’nin zayif alan
limiti oldugu gibi MOND kurami da ilgili relativistik yercekimi kuraminin zayif alan
limiti oldugu diisiiniilebilir. Hangi durumlarda Newton dinamigi, hangi durumlarda
MOND etkili oldugunu belirlemek i¢in su tanimlama yapilir:

= (G—M) " 4.4)
ao
Burada ry;, MOND yaricapt denilen ve MOND etkilerinin devreye girdigi durumu

anlatmak i¢in tanimlanan karakteristik uzunluktur. Bu karakteristik uzunluk yeni yer-
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cekimsel yaricaptir [68]]. ag ivmesi ise MOND kuraminin temeli olan Milgrom ivme-
sidir. Milgrom ivmesi, 1s1k hiz1 ve Hubble sabiti ile ag ~ cHy seklinde orantilidir [69].
aop Mond ivmesinin 6nemi Modifiye Newton dinamigi ile Newton dinamigi arasindaki
sinir1 vermesidir. Mond ivmesi 151k hiz1 veya Planck sabiti gibi iki rejim arasinda bir
belirleyici faktor olarak diisiiniilebilir. ag’dan biiyiik ivmeli hareket yapan cisimler i¢in
Newton dinamigi, kiiciik ivmelerde hareket yapan cisimler i¢in ise Modifiye Newton
dinamigi kullanilir [70].
MOND kuramina gére merkezdeki bir M kiitlesi, radyal koordinat r olmak iizere,

Relativistik etkilerin olmadig1 durumda:

ry > r durumunda Newton Dinamigi,

ry < r durumunda Modifiye Newton Dinamigi etkisi altindadir [71].

Relativistik etkilerin oldugu durumda:

ry > r durumunda standart Genel Gorelilik,

ry < r durumunda MOND’un relativistik versiyonunun etkisi altinda oldugu
diistiniiliir.
Goriildugt gibi ry; uzunlugu ile r radyal koordinat arasindaki iligki, gokadanin dig
kisimlarindaki diisiik ivmeli hareket durumunda MOND etkilerinin devreye girdigini

gosterir.

4.3 Relativistik Olmayan Durum

Relativistik olmayan durumda pargaciklar 1s1k hizina gore ¢ok diisiik hizlarla hare-
ket ederler. Yercekimi alani zayiftir ve duragandir yani zamanla degismez. Zayif alan
durumunda metrik, Minkowski metrigi ile kiiciik bir pertiirbasyonun toplami olarak

yazilabilir.
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Relativistik olmayan bir durum icin ¢ potansiyelindeki m kiitleli bir par¢a¢igin Lag-

rangian’t ve eylemi,
2, 1 5
L=—mc —|—§mv —ma@
2
s:—mc/(c—v—+9)dt (4.6)

olarak yazilir [72]]. Tanim olarak S = —mc [ ds oldugundan ds = (c — ;—i + 0 )dt olur.

Cc

1/c? terimi ihmal edilirse,

ds* = (c*—V*+2¢)dt?
=(1+ i—‘f)czdﬂ —dX} 4.7)

olur. Buradan metrik eleman1 gog = 1+ 26—? olur.

4.4 f(R) Yercekimi Kuramu ve MOND Arasindaki iliski

MOND’un relativistik kuramini inga etmek amaciyla MOND ile f(R) yercekimi
kuram arasinda iliski kurulabilir. Ricci skalerinin boyutu [L] =2 oldugu igin f(R) fonk-

siyonunda Ricci skaleri yerine boyutsuz bir skaler soyle secilebilir :
X =LyR (4.8)

Burada Ly Ricci skalerini boyutsuzlagtirmak i¢in kullanilir ve boyutu [L]’dir. Boyut
analizi yapilarak Ly, bulunabilir. rg = 2?—2M Schwarzschild yaricap: olmak tizere Ly,
karakteristik uzunluk rj; ve rg “nin fonksiyonudur. y boyutsuz bir orant1 sabiti olmak
uzere,

Ly = yrdrb, (4.9)

olarak tanimlabilir. Denklemde boyutlarin tutmasi igin o + 8 = 1 olmalidir. (2.44) alan

denkleminde Ricci skaleri yerine boyutsuz skaler ¥ koyularak iz alindiginda,

3Ly Of (x) + 25, (X) —2F(x) = kLy, T (4.10)

olarak bulunur. Burada 7' = g"VT},,’dur. Merkezde noktasal bir M kiitlesinin oldugu
bir yer¢ekimi alan1 almirsa, sifirdan farkli enerji-momentum tensorii bileseni Tyy = pc?

olur ve () = x” durumu igin denklem su sekilde bulunur [[73]:
3bLy Oy’ + %P (b—2) = kLy;pc? (4.11)
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Bu denklemde boyut analizi yardimiyla, O ~ —rlz ve p = ]r‘—gl yaklagikliklar1 yapilirsa

denklem su hale gelir :

2 2
KLy Mc
3

h—1
2 X

=3bLy "5+ 1" (b—2) = (4.12)

Bu denklemde ilk terim ikinci terime gore ¢ok biiyiik oldugu i¢in ikinci terim g6z ard

edilebilir [73]]. k = Sf—f yerine yazilirsa denklem,

8nGM
b—1
S — 4.13
X 3bc?r (4.13)
olur. Einstein alan denklemleri metrik ile carpilip daraltilirsa,
d3nG
R=——1T (4.14)
c

olur ve T = pc? yerine koyulur. ¢ yercekimi alan1 ve a ivme olmak iizere Laplace
denklemi V2¢ = 47Gp kullanilirsa,
2 2
R=-SV¢=2Va (4.15)
c c

2

2
olur. Burada V ~ % boyutsal yaklasikligi kullanilirsa y ~ sz X olarak bulunur.

2aLj;\b—1 M
(S52)" =~ 876 (4.16)

c2r 3bctr

Bulunan bu denklemden a ivmesi yaklagiklik hesabiyla su sekilde bulunur:
N c2r <87CGM ) =
- 2L12v1 3bc?r

(2b—4)  (b-2) 1
~ O L2 <GM> &= (4.17)

Bulunan denklemde b’yi belirlemek icin boyut analizi yapilmalidir. Boyut analizi ya-
pilirsa,
) (2b—4) (b=2) ) 3 =2
L] (1] = [/7] 0 (2] (2] (] T[] 7 @.18)
olacagindan boyutlarin tutmast i¢in b = 3/2 olmalidir. Bulunan sonug yerine yerlesti-
rilince, Lzzw = rgry/2 olarak secilirse ve rg ile ry yerine koyulursa,

vagoGM

r

(4.19)

a~ —

olarak bulunur. Bu sonug kiiresel simetride MOND kuraminin tahmin ettigi yercekim-

sel ivme ile uyumludur [70]. Buradan f(R) yerg¢ekimi kuraminin, boyutusuz olarak
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secgilen f(y) = %3/* durumunda relativistik olmayan sartlarda Modifiye Newton Di-
nami8i kuramina indirgendigi sonucu cikarilabilir. Relativistik olmayan durum icin

hesaplanan metrikten yararlanarak kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in metrik eleman-

lari,
2
gtt:1+c_gzb grr:_1
g0 = —r oo = —rsin’0 (4.20)
olur. Bu durumda A =1+ Z’, C = r? olur. Ayrica Newton potansiyeli ¢ = —GTM’dir.
Boyutsuz olan f(y) i¢in (2.67) Lagrangian’1,
JAB [ so TAC A+ CAY fyy +24C K fy
+VAB[Cf+ 2Ly, — CX) fy] (4.21)
olarak bulunur. Metrik isaretinin (+, —, —, —) olarak se¢ildigi durum i¢in, boyutsuz se-

cilen y” durumunda Noether vektorii bilesenleri B = 1 alindigida a = (2(1 — b)kA,0,ky)

olarak ve hareket sabiti,
Lo = Lyb(b— kA V2CxP 2 2(b— DAY —A'Y] (4.22)

olarak bulunmustur [73]. sz‘,[ = ryryr oldugundan dolay1 hareket sabitinin 2 farkl yer-

cekimsel yarigapla orantili oldugu goriiliir.
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5 Weyl Yercekimi Kuram

Einstein, Genel Gorelilik kuramini ortaya attiktan sonra 1918 yilinda Hermann Weyl
elektromanyetizma ile yer¢ekimi kuramini birlestirip daha genel bir kuram olusturmak
icin Riemann geometrisine sahip olmayan farkli bir geometrik model kurdu [19]. Ri-
emann geometrisinde bir vektoriin paralel tasinmasi sonucunda vektoriin yonii degise-
bilir ama boyu ayn1 kalir. Weyl geometrisinde ise paralel tasima altinda bir vektoriin
yOniiniin yan1 sira boyu da degisebilir. Weyl yercekimi kuraminin Newton limiti mev-
cut degildir [22] [[74]]. Weyl kuramina gore baglant1 su sekilde yazilir:

«a

I, = {M} +8°% [8op 0y + 8oyPp — 8ByPs ] (5.1
Burada I'* By baglantis1 simetrik degildir yani daha dnce kullanilan Christoffel sembolii
degildir. {ZY} sembolii ise Christoffel semboliidiir. ¢g ise kovaryant vektor alanmidir.
¢p = 0 secilirse Weyl geometrisi, Riemann geometsine indirgenir [75]. Weyl geometri-
sinde doniigiimler altinda vektorlerin boyu da degisebilir fakat vektorler arasindaki ag1
degismez. Bu sonu¢ Weyl geometrisinin konformal oldugunu gosterir. Bundan sonraki
boliimlerde Weyl geometrisinde doniisiimler sonucunda uzunluklarin degisimine yol
agan ¢p terimi yok sayilip, geometri Lorentzyen olarak alinacaktir. Weyl yercekimi

kurami bir¢ok astrofiziksel ve kozmolojik ¢alismada kullanilmuastir [[76] [[77] [37]

5.1 Konformal Doniisiimler

Konformal doniisiimler vektorlerin arasindaki acilarin korundugu doniisiimlerdir.
Einstein yercekimi ile diger yercekimi kuramlar1 arasindaki iligkileri belirlemek i¢in
konformal doniisiimler kullanilir. M, n boyutlu manifold ve g,y M manifoldu iizerinde
tamml1 Lorentz metrigi olmak iizere (M,g,v) uzay-zamaninda konformal bir donii-
sum,

g;W(X) = Q2(x)guv(x) (5.2)
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olarak tanimlanir [78]. Bu denklemle beraber metrikler arasinda bir iligki kurulmus
olur. 0 < Q < e araliginda olmak iizere Q(x) konformal faktor olarak adlandirilir.

Ayni sekilde metri8in tersi i¢in konformal doniigiim,
¢V () = Q7 (x)g" (v) (5.3)

olarak yazilir.

5.2 Weyl Tensorii

Riemann egrilik tensoriiniin antisimetrik boliimii olan ve izi sifir olan tensér Weyl
tensoriidiir. 4 boyutta Riemann egrilik tensoriiniin 20 birbirinden bagimsiz degiskeni
vardir. Bunlardan 10 bagimsiz degisken Riemann egrilik tensoriiniin izi olan kisimda-
dir. Geriye kalan 10 bagimsiz degisken ise izsiz kismi olan Weyl tensoriinde yer alir. n
boyutta Weyl tensorii,

2

2
Chouv = Rpouv =7 =53 (8puRvis = &ouRv)p) + = 1) (n—2) 8plu8vio 5.4)

olarak verilir [79]. Weyl tensorii antisimetrik ve izsiz oldugu i¢in yine antismetrik ve
izsiz olan ve elektrik alan ile manyetik alan kisimlar1 iceren Maxwell tensoriiyle bir
baglant1 kurulabilir. Weyl tensoriiniin 6zellikleri Riemann tensorii 6zelliklerine ben-

zerdir. Weyl tensoriiniin simetriden gelen 6zellikleri sunlardir:

Coouv = Clpouv;
Cpauv = C,uvpo
Cplonv) = 0
cpupv = 0 (5.5)

Weyl tensoriiniin en 6nemli 6zelligi konformal doniisiimler altinda degismez kalmasi-

dir. Bu yiizden Weyl tensoriine konformal egrilik tensorii de denilir.

g;w = _Qz(x)gﬂv(x) — C%puv = C/lp/,tv (5.6)
5.3 Weyl Yercekimi Alan Denklemleri

Weyl yercekimi kuraminda eylem, Weyl tensoriiniin karesi kullanilarak su sekilde

yazilir [20] [21]:
S= [ d*xy/=g[BCuvpaC""?" + L] (5.7)
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Burada 8 boyutsuz parametredir. Weyl kare terimi, Weyl tensoriiniin tanimindan hare-

ketle acik¢a yazilirsa,

1

olarak bulunur. Riemann kare terimi, topolojik degismez oldugu i¢in alan denklemle-
rine katki yapmayan Gauss-Bonnet terimi kullanilarak yok edilebilir [35].

Gauss-Bonnet terimi
G = RuvpoR*YP® — 4R, R*Y + R (5.9)

olarak yazilir. Weyl kare teriminin alan denklemlerine katki yapacak boliimii,

1
CuvpoCH'PC =2(RyyR*Y — gRz) (5.10)

olarak bulunur. Buradan Weyl yercekimi kurami eylemi,

S= / d*x\/—g [2[3 (RuvR™ — %Rz) +.$M} (5.11)

olarak bulunur. Weyl yercekimi kurami i¢in alan denklemleri varyasyon ilkesiyle bu-

lunur. Weyl eyleminin varyasyonu alindiginda:

3S:/d4x

5\/—_g[2[3 (RuvR"Y — %RZ)] +6 (\/—_g.,zﬂM>

+v—g [2[3 (6RuvR*Y + Ry 6R*Y — §R5R)]] (5.12)

Varyasyon alinarak yapilan detayli hesaplar Einstein-Weyl-Eddington yercekimi ku-

rami1 alan denklemleri hesaplanmasinda yapilmustir.

Ry vR*Y teriminin varyasyonundan gelen katkiya K}, denilirse,

1 1
Kuy = O(Ruy + 58uvR) = Vi VuR*y = ViVuR 2R3 RN, — S guvRopR™
(5.13)

olarak hesaplanir. R? teriminin varyasyonundan gelen katkiya H uv denilirse,
1

olarak hesaplanir. Madde eyleminin varyasyonundan gelen katki Enerji-Momentum

tensoriinii verir.

1
5 (vV=8%1) = —3v/8Tuv8s"" (5.15)
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Buradan Weyl yercekimi kurami alan denklemleri,

1
2B (Kuv - gHuv) =Tuv (5.16)

olur. Alan denklemlerindeki geometrik kisim, izi sifir olan ve 4 boyutta konformal

degismez olan Bach tensoriidiir [80],

1

Bunun neticesinde ifadesi su sekilde yazilir:

Weyl yergekimi kurami alan denklemlerinin, metri8in tersi ile carpilip izi alindifinda

sonug sifirdir ¢linkii Bach tensorii izsiz bir tensordiir.
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6 Einstein-Weyl-Eddington Yercekimi Kurami

Einstein-Weyl-Eddington yer¢ekimi kurami gokadalarin dénme egrilerindeki sorun-
lar1, karanlik maddeye ihtiya¢ duyulmadan uzay-zamanin geometrisi agiklar. Einstein-
Weyl-Eddington yercekimi kuramina gore gokadalarin i¢ bolgelerinde Einstein-Hilbert
terimi, dis bolgelerinde ise Weyl-Eddington terimi baskindir [37]. Gokadalarin dis bol-
gelerindeki hizlarin sabitlesmesi, Weyl-Eddington teriminin etkisidir. Einstein-Weyl-

Eddington yercekimi kuraminda eylem,
1
S=-— /d4x\/—g (5( (R—2A) — aR* + B'C*YPOCyype + XM) 6.1)

olarak yazilir. Burada .%), madde alani i¢in Lagrangian yogunlugudur. k¥ = 8?—4(; Eins-
tein sabitidir. %( (R —2A) terimi, A kozmolojik sabit olmak iizere, Einstein yercekimi
kuramindan, oR? terimi Eddington yercekimi kuramindan ve f8’ CHYPOCyyypo terimi
Weyl yercekimi kuramindan gelen katkilar1 gosterir. Bu terimlerin birbirlerine gore
baskinlif1 mesafeye baglidir. Eylemdeki terimlerin katsayilar1 olan %(, o ve fB te-
rimlerine bagli olarak hangisinin baskin oldugu degisir. Einstein-Weyl kurami i¢in bu
sabitlere gore baskin olma durumu daha 6nce ¢alisilmistir [81] [82] [83]. Daha 6nce
gosterildigi tizere Weyl tensorii, Gauss-Bonnet terimi kullanilarak su sekilde ifade edi-
lir:

1

Bu a¢ilimi da kullanarak Einstein-Weyl-Eddington yer¢cekimi kurami eylemi,

1 2B’

S=— /d4x\/—g (5( (R—2A) — (o + Tﬁ)RZ +2B'RuvRHY +$M> (6.3)
haline gelir. 1977 yilinda K.Stelle 4 boyutta bu sekilde kuadratik terimler iceren bir ey-
lemin A = 0 durumunda renormalize edilebilir oldugunu gostermistir [33]. Stelle’nin
makalesi morotesi bolgeyi esas alir. Gokadalarin dis bolgesinde ivmeler ¢ok diisiik ol-
dugu icin burasi diisiik enerji olan kiziltesi bolge olarak diisiiniilebilir. B. Holdom

ve J.Ren’in makalesinde [[36] kuantum renk dinamigi icin yazilan kiral Lagrangian,
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kuadratik terimler icermektedir ayrica renormalize edilebilir ve kizilotesi bolgede ge-
cerlidir. Bu ¢alismada B. Holdom ve J.Ren’in makalesi motivasyon olarak alinmistir.
Burada karisiklik olmamasi amaciyla 6nemli bir ayrinti vurgulanmalidir. Literatiirde

Eddington yercekimi kurami eylemi, burada kullanilandan farkli olarak,

s=2x [ dx, [der(Ry) (6.4)

seklinde yazilir [[84] [85]. Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuramindaki R? terimi-
nin Eddington terimi olarak adlandirilmasinin sebebi bu terimin Eddington tarafindan

kullanilmasidir.

6.1 Einstein-Weyl-Eddington Yercekimi Kuraminda
Alan Denklemlerinin Cikarihisi

Varyasyon ilkesine dayanarak (6.3) eyleminin metrigin tersine gore varyasyonu ali-

narak sifira esitlenir ve alan denklemleri bulunabilir.
4 2 2[3/ 2 ! uv
68 = —6/d x/—g (R 2A) — aR —TR +2B'RuvR*Y + Ly | =
/
= /d4 {6\/ ( (R—2A) — aR* - 2 R2+2B’R R“")
+6(vV—8Lu) +v— ( 8R—20aRSR
4
—TR6R+2[3'RM8R“V+2B’Ruv5R“V)} (6.5)
Burada daha dnce bulunan metrik tensoriin varyasyonu kullanilir.
1
8v—g=—5v—g8uvdg"" (6.6)

Egrilik skalerinin varyasyonu 6R = 0g"YRyy + g"VORyy olarak denkleme eklenir.

Madde eyleminin varyasyonundan gelen katkidan Enerji-Momentum tensorii bulunur.

|

Ry vR*Y terimi de toplam alindigindan dolay: diger indislerle karismamasi amaciyla

RaﬁR‘w olarak yazilabilir. Tiim bunlar |i denklemine yerlestirilir ve denklem 2k
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ile carpilir.

1
6= — /d4xv —8 {(Ruv - EguvR-i-Aguv — KTuv)Sg’” +g"VORyy

1
_oxa [ — S8uvR* 3" + 2R (Ruy 85" —l—g”v5Ruv)}

4 1
_gKﬁ, [ - Eguszﬁg“V + ZR(R;,LVS(S’NV +guv5Ruv)}

1
+axpB’ [ — 38uvRapR™P 5" + SRy RYY +Ruv5R‘“’H —0 (6.8)

Amag tiim terimleri gH"" parantezinde yazmaktir. Ricci tensoriiniin varyasyonunun
metrik tensoriin tersi ile carpimi daha 6nce (2.42) f(R) yercekimi kurami alan denk-

lemleri hesaplamasinda yapilan hesaplarda bulunmustur.

/d4x\/—_ng(R)g“V3Ruv = /d4x\/—_g5gﬂv(guvﬂ —Vuvv)fR(R) (6.9)

denkleminde, ilk satirdaki g*¥ SR,y teriminde fr(R) = 1 oldugu i¢in integ-
raline gore bu terimden katki gelmez. 2. ve 3.satirdaki g*¥ SR,y teriminde fr(R) =2R

oldugu i¢in (6.9) integrali,

/ d*xy/~g2Rg"V SR,y = / d*xy/ 58842 (guvD — ViV )R (6.10)

olarak bulunur. Boylelikle Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kurami eyleminin var-
yasyonundaki R ve R? terimlerinin varyasyonlari bulunmus olur. Geriye Ricci tensorii-

niin karesinin varyasyonu olan terimler kalir. Ricci tensoriiniin karesinin varyasyonu,

SRuvR" + Ry SRHY = SRuvRMY + Ry 8 (844" Ry )

= SRuvR"Y 4+ Ruv 88" 8V Ry 6 + Ruvg"* 88 Ry + Ruvg"* 8 8R) o

= 5RuvRuv +Ru)L SguvglaRvo ‘|‘Rc7vgcy;L 58VHRML ‘f‘R/lchlgva(SRuv

= 2(8RuvRY + Ry R 8" ) 6.11)
A ve o serbest indisler oldugu icin bu sekilde yazilabilir. Burada Ricci tensoriiniin ve

metrik tensoriin simetrik olmalarindan yararlanilmistir. SR,y R*Y terimini hesaplamak

icin ise daha 6nce (2.23) bulunan Palatini 6zdesligi kullanilmalidur.
SRyy = V8T, — V8T, (6.12)
Christoffel semboliiniin varyasyonu daha dnce su sekilde bulunmustur [2.24}
8T, = 2 B (VS + VoS — V50 6.1
=58 (Vubgpy +Vvogup —Vpoguv) (6.13)

45



Bu esitlik Palatini 6zdesliginde yerine koyuldugunda su 6zdeglik elde edilir:

ORyy = %gw [Vlvu 08y + Vi Vvogup —VvVudgp) —VaVpoguy (6.14)
eylem varyasyon denklemindeki SRy vR*" terimi ayr integral olarak yazilir ve
Palatini 6zdesligi bu integrale yerlestirilir.

2 / d*x\/—gR"" SRy (6.15)
- /d4x\/—_gR”"g’w [Vﬂusgvﬁ +Va V888 — VuVy8eas — Vlvﬁsguv}
— /d4x\/—_gR”" VPVuBgup + VPV g5 — € VY8215 — VAV S50 |

Serbest indisler iizerinden toplam alindig1 i¢in indislerin yerleri degistirilebilir. Tiim

terimleri 6gy,, parantezine alacak sekilde yapilan degisimler sunlardur:

R*YVPV 585, = R* VIV 488,y
R*VVPV, 8,5 = RM*VVV 488,y
R*VPVESg,5 =R DSguy (6.16)
Yapilan bu degisimler [6.15]de yerlerine koyuldugunda su sonu¢ bulunur:
2 / d*x/—gR" SRy (6.17)
_ / d*x/=g [R* VIV 4+ REOVVY o — RgHVV,V, — REVO] Sguy
Metrik tensoriin kovaryant tiirevinin sifir oldugu goz oniine aliarak 8gyy iizerine uy-
gulanan kovaryant tiirevler kismi integrasyon kullanilarak Ricci tensoriine uygulana-
bilir. 2 defa kovaryant tiirev alindig1 icin 2 defa kismi integrasyon yapilmasi gerekir.

Yapilan her kismi integrasyondan gelen yiizey terimleri alan denklemlerine katki yap-

mayacag i¢in sifir secilir. Kismi integrayon sonucu su denklem bulunur:

2 / d*x\/—gR"' SRy (6.18)
_ / d*x/=g8guy [VaVFR®Y + Vo VYRHE — ghVV. Y R*Y — CORHY]
Buradaki metrik varyasyonlarini metriin tersinin varyasyonlarina doniistiirebiliriz.

Kovaryant indislere sahip metrik varyasyonu, kontravaryant indislere sahip olacak se-

kilde yazilabilir.

6guv = _guogvx5gax (6.19)
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Bu indis degisimi (6.18) denklemine eklendiginde sonug su sekildedir:
2 / d*x\/—gR"Y SRy
_ / a0/ =884 (36, V,V aRY* + DRy — VaVoR% — VoV RE] (6.20)

Bu integraldeki ilk terimde Contracted Bianchi 6zdesligi VoR% = %V gR kullanilirsa

bu terim su sekilde yazilabilir [79]:
1 1
ViVaR" = VyVa(gR) = gPVyVaRf = VP (SVpR) = SOR  (621)

Ayrica ¢ ve ) indisleri lizerinden toplam alindig1 icin bunlar yerine sirasiyla u ve v

indisleri yazilabilir. Bununla beraber integrali su hale gelir:
2 / d*xv/—g (R" SRy
= / d*x\/—g5g" [% guvOR+ DRy — Vi VRl — Vi VuRy | (622)
Tiim bulunanlar (6.8)) eylem varyasyonu denklemine yerlestirilirse,
5S= - / dxy/ —g6g"" [R,W 4 %guvR—l—Aguv KTy 6.23)
~2xar| 2R (Ruy - %Rguv> +2 (g0~ VuVy)R]
—gxﬁ’ [2R (R,,W _ %Rguv) +2 (g0 =V, Vy) R]
+axp’ [D (Ruv + %g’uvR) — VYR —V, VR,
+2R R, — %gu\,RaﬁRaﬁH

olarak bulunur. Parantez icindeki terim sifira esittir. Bu denklemde R teriminden gelen

katkilar1 i¢ceren kisim Einstein tensoriidiir.
1
R? ve Ry vR*Y terimlerinden gelen katkilara sirastyla su kisaltmalar yapilir:
1

1 1
Ky = O <R,w + 5guvR> —V,VuRY, =V, V R + 2R RY, — EguvRaﬁRaﬁ

Ayrica K,y tensorliniin, Riemann tensoriinii iceren ve kullanigh olabilen bir diger hali

vardir.
1 1
Kyy =0 (R”V + Eg“vR) ~VuVyR—2R*PRy 5 — EgNVRO‘ﬁR(m (6.26)
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Bu kisaltmalarin olusturdugu izsiz ve 4 boyutta konformal degismez olan tensér Bach

tensoridiir.

1

Bu kisaltmalarla beraber Einstein-Weyl-Eddington yer¢ekimi kurami alan denklemleri,

olarak bulunur [86] [87] [88]] [89] [90]. Alan denklemleri metrik tensoriin tersi ile
carpilarak izi alindiginda iz denklemi bulunur. Iz denklemine Bach tensoriiniin katkist

sifirdir ¢linkii Bach tensorii izsiz bir tensordiir. Buna gore iz denklemi,
—R+4A—12xka0R = kT (6.29)

olarak bulunur. Einstein-Weyl-Edington yer¢ekimi kurami alan denklemlerinin diver-

jans1 alinip enerji-momentumun korundugu gosterilebilir.
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7 Pechlaner-Sexl Parametrizasyonu

Kiiresel simetrik bir uzay-zaman i¢in Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kurami-
nin eylemi kullanilarak bulunan Kanonik Lagrangian’dan Hessian matris, Hessian de-
terminant, Noether vektorii bilesenleri ve Noether yiikii bulunabilir. Kiiresel simerik
bir uzay-zaman, metrik isareti (—, +,4+, +) secilerek su metrikle temsil edilir:

R
B(r)

Gortildiigii gibi metrik elemanlari sadece radyal koordinat 7’ ye baghdir. Kisaltma ama-

ds* = —A(r)dt* + ——dr* +C(r)(d6* + sin® 0d§?). (7.1)

ciyla su gosterimler kullanilir:
t—0, r—1, 6—-2, ¢—3 (7.2)

Bu metrik kullanilarak Christoffel sembolleri hesaplanirsa sifirdan farkli olanlar,

A/
%, = 1¥,==—
01 10 24
A'B B’
ry, = 22 Iy, =——
o _BC . _BC sin® 6
22 2 ’ 33 — 2
2, - ,-% I%; = —sinfcosH
12 — 21 — 2C7 33 —
Cl
3 3 3 3
I 13 = F31:%, F23:F32:COt9 (73)

olarak bulunur. Bulunan Christoffel sembolleri ve bunlarin tiirevlerinden hareketle
(6.3) eylemi icindeki egrilik skaleri R, egrilik skaleri karesi R ve Ricci kare terimi
Ry vR*Y hesaplanabilir. Metrigin diyagonal olmasina dayanarak egrilik skaleri,

R = g"VR,;y tanimindan hareketle bilesenler cinsinden su sekilde yazilabilir:

R = g"Ropo+g""Ri1 + %R+ ¢ R33

= R%+R'|+R% +R, (7.4)
Ricci tensoriiniin karesi ise bilesenler cinsinden su sekilde yazilabilir:
RuvR*"Y = R%R% +R" \R'| + R%,R*, + R R, (7.5)
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Hesaplanan egrilik skaleri bilesenleri sunlardir:

B r A/2 A/B/ A/c/ A//
Ro = —5 |22+ 245 " ac +K} (7.6)
Rl — _E"_A_Q;ﬁ;‘_”gﬁ_c_’ﬁzi”}
! 2| 242 '24B A BC (C? C
2 _ B 'A’C’+B’C’_i+C_”}
2 2 |24C ' 2BC BC C
R, = R

Hesaplanan bilesenler kullanilarak egrilik skaleri,

R _ B [_A_’ZJFA’B’+2A’C’+2A”+ZB’C’_i_C_’2+4_C”
2| A2 AB  AC A BC BC C* C
B[24” 4C" 24'C’ A% C?] B[A 207 2
[A o Tac —E—E]—ﬂﬁﬂ c

] (7.7)

2 +C

olarak ve egrilik skalerinin karesi,

4 lA_"‘ _4ASCT 6ACR 4A'CE c_"‘] L1 [SA’Z _16AC’ 8C’2}
B? A* A3C 0 A2 AC3  C*| B|A2C AC? Cc3
16 P B {_ 2A7 B 4C" y 6A'C"? _leC’ 8A }
B2C2  B| A3 (C3 AC? BC? ABC
+B_’2 [A_’Z N g N 4A’c'] B {4A’A" N 8A"C’ N 8A'C” . 16C’C”}
B2 | A2 (2 AC B | A? AC AC C?
L4Am | leA"cn 16C™ ¢ [_ 8A7 _8C7%  l6A'C’ 32 }
A? AC C? c| A2 (2 AC  BC
A" { 44”7 4C?  8AC 16}

+

(7.8)

YAl a2 T T ac e

olarak hesaplanir. Ricci tensoriiniin karesi ise,

4 A/4 Al3cl SAIZCIZ C/4 4Alcl 8
_RuleiV — _ + 4+ - ——
B? 244 A3C 2A2C2  C* ABC? = B2C?
B/ A/3 2cl3 4C/ B/Z A/2 3cl2 A/C/
B {FJF c3 +W] TE LAZJF 2t AC}
B/ |i2A/A// 2Allcl 2Alcl/ 6C/CH:|

"Bz TTac TTac T

2A//2 4Allcl/ 6cl/2 C// 2A/2 4c/2 2A/C/ 8
a2 T Tac e +F{_A2 “ ¢ " ac _%}
A// 2A/2 2C/2 N ZAICI

A A2 Cc? AC

+

(7.9)

olarak bulunur.
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7.1 Einstein-Weyl-Eddington Yercekimi Kuraminda Noktasal Lag-
rangian

(6.3) eyleminden hareketle, Lagrange ¢arpanlar1 yontemi kullanilarak Noktasal Lag-
rangian ve buradan da kanonik Lagrangian hesaplanabilir. Hesaplanan R, R, RyvRMY
terimleri, metrik elemanlarinin 2.mertebe tiirevlerini icermektedirler. Bu terimler 1.mer-

tebe tiirevler ve 2.mertebe tiirevler olacak sekilde yazilirsa,

_ A" 20"
R=R_B|=— 7.10
{Aqt C} (7.10)
_ R BA// _ R B A// 2c// C//
RO_po_24 RI—RI_Z | R2=R2_——_ 7.11

olur. Burada R terimleri 1.mertebe tiirevler i¢eren terimlerdir. Bu sekilde yazilmasinin
amaci1 eylemde 2.mertebe tiirevlerin kismi integrasyon yapilarak 1.mertebe tiirevlere

doniistiiriilmesidir. Einstein-Weyl-Eddington eylemi Lagrange carpanlar1 kullanilarak,
S = d*x/=¢| 5 R ®+ Bewvooc
1
= /d4x\/ ( —R—oR*+B(R wRMY — §R2))
A 11
- /dr —C[—R - <oc + E)RZ +BRYR

B 2k 3
—o(Ry’ —Ry) =R —R") —lz(Rzz—Rzz)} (7.12)

olarak yazilir. Burada A, A1, A, Lagrange carpanlaridir ve §’ = /2 olarak alinmistir.
Noktasal Lagrangian S = [ .Zdr tanimindan bulunur. Daha 6nce bulunan
R= ROO +R,'+2R? ve RM"RVM = ROORO0 +R,'R,' +2R,?R,? ifadeleri yerlerine koyu-

lur ve Lagrange carpanlari bulunur.

0.L B 0 B 1
0L _ 1 B 1
SRy 0 T M= PR 2a+3)R+ 5 (719
0L _ 2 B 1
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Metrigin determinanti hesaplanarak /—g = \/%C olarak bulunur. Bulunan Lagrange

carpanlari da yerlerine yerlestirilirse Noktasal Lagrangian,

A1 B BA"
_ 4 —R—( —)R RVRM_ (R _R )
Z BC{ZK o+ 3 JRAPRRY = 2o REVY
. BrA" 2C" . BC"
) (R 1_R1 —[— D—)L (RZ—R ——) 7.16
1 1 1 +2 A + C 2 2 2 +2 C ( )

olur. Eylemdeki 2.mertebe tiirevler kismi integrasyon yapilarak 1.mertebe tiirevlere

indirgenir. Yiizey terimlerinden sifir geldigi icin kismi integrasyonla degisen terimler,

_ %C,lo< A” A9, lﬂ\[ (7.17)
\@C’Ll(g[i/*zglb A&(ll\/; C)+C'a,(MVAB) (1.18)
\/Zcxz<§%u)—>c'a,<%x/fﬁ) (7.19)
olurlar. Buradan Noktasal Lagrangian,
2 = Al hr— (s )R pryrs ~ 20 (RO RY) 1 (R - R)))

A C /B A
o <R22 = Rzz)] +A'D, ((AO + 1) \/;) +C'9, ((zl +22) \/AB) }7.20)
olur. Iéoo, Iéll ve Iézz kisaltmalar1 ve gerekli kismi tiirevler alinip Noktasal Lagrangian’a

yerlestirilir ve gerekli sadelestirilmeler yapildiktan sonra Lagrangian,

/A B2 gpvon \/K \/E , v VABC?

¢ = \/;C[<a+§)k BRIRY |42\ T+ ||| 240+ 2=
C /B A
+§\/;(/15+/1{)A’+\/AB(A{+72)C’ (7.21)

olarak bulunur. Goriildiigii gibi bu Lagrangian B’ terimine bagli degildir. Euler-Lagrange
denkleminden hareketle B i¢in hareket denklemi bulunur. Hesaplamalarda kolaylik

saglamasi amaciyla Lagrangian su sekilde kisaltilir:

1
< = —=¥+VBQ 7.22
VB 72
burada W = CVA {(a—i—%)Rz—ﬁRuvRv”} VA (7.23)
A/cl \/an
ve Q = A + +A)A + VAR +
A+ | g+ VAGE+ e
B i¢in yazilan Euler-Lagrange denkleminden,
0L v
—— =0 B=— 7.24
5B - o (729
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esitligi bulunur. Bulunan B, Lagrangian £’ ye yerlestirilirse,
£ =2/¥Q=VL (7.25)
olarak bulunur. Bunlarla beraber yeni kanonik Lagrangian,
L=4¥YQ (7.26)

olur. Bu yeni kanonik Lagrangian 5 genellestirilmis koordinata ve bunlarin tiirevlerine
baghdir.

L=L(A,C,R,R,",R,>A",.C" R,R," R?) (7.27)
RIOO, R/l1 ve R/z2 tiirev terimleri A, A{ ve A) Lagrange carpanlari tiirevlerinin igerisinde

gizlidir.

7.2 Hessian Matris

Kanonik Lagrangian’dan Hessian matrisi ve Hessian determinanti bulunabilir.
Bulunan Hessian matris elemanlar1 yardimiyla hesaplanan diferansiyel denklemlerden

Noether vektorii bilesenleri ve bu bilesenler yardiymiyla da Noether yiikii hesaplanir.

Hessian matris elemanlarn L ;; = %Lq,] denklemiyle hesaplanir. ((7.26) Lagrangian’de

dq
kisaltmalar yerine koyulur ve L ;; bilesenleri hesaplanir. Hesaplanan Hessian matris

L ;; bilesenleri sunlardir:

0 A €5 €5 Cy
” A Mg Ay A8 A(y+96)
Lij= 7 £ Ay 0 0 0 (7.28)
£ A8 0 0 0
| Cy A(y+96) 0 0 0 |

Burada indisler i, j = {A,C ,ROO,Rll,RZZ} ile temsil edilir. Bundan sonraki islemlerde
kisatma amaciyla ROO = Ro,Rll =R ,R22 = Ry olarak tamimlanmugtir. Ayrica L ;; mat-

risinde kisatma amaciyla su tanimlar kullanilmigtir:

r=—4(at) ve s=2p1y (7.29)

Gortildiigii tizere bu Hessian matristen hesaplanan Hessian determinant sifirdir.
det(L;;) =0 (7.30)
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Hessian determinantin sifir olmasi genellestirilmis koordinatlardan en az birinin cev-
rimsel oldugunu ortaya koyar [56]. Bu sonu¢ B’den bagka cevrimsel koordinat oldu-
guna isaret eder. Bu durumu ¢ozmek amaciyla daha onceki genellestirilmis koordi-
natlar nokta doniisiimleri yapilarak yeni genellestirilmis koordinatlara doniistiiriiliir ve

yeni serbestlik dereceleri bulunur.

7.3 Nokta Doniisiimii

Ikinci cevrimsel koordinat1 belirlemek ve Hessian determinantin sifirdan farkli ¢ik-
masini saglamak i¢in nokta doniisiimleri yapilir. Bu nokta doniisiimleri sonucunda yeni
bir ¢evrimsel koordinat bulunmalidir ve bu ¢evrimsel koordinatin elenmesi sonucunda

Hessian determinant sifirdan farkli ¢ikmalidir. Bu sartlar1 saglayacak Nokta doniisiimii:

1
Ao = Ao+ :2B(R0°+R11)—4(0:+§)R+E (7.31)
. — 28R Bypi L
A = A =2BR, 2(a+ 3>R+2K (7.32)
1 1
Ay = Mtk :23(R11+R22)—4<oc+§)le+E (7.33)
olarak belirlenir. Bu doniisiimiin matris formunda ifadesi:
Ao 0 0 2y Ro 1/x
A= Y/2 0—1v/2 Y Ry |+ 1/2x | (7.34)
Ao Y 0 o+vy R> 1/x
Nokta doniisiimiin, ters doniigiimlerini verecek olan matris:
Ry . 0+ ’)//2 -0 -y /N\()
R = m —v/2 o+2y -y /~\1 (7.35)
R> —}’/2 -0 o Ao

Burada /~\0 =Ao—1/x, 1~\1 =A;—1/2Kx ve /~\2 = Ay — 1/ kisaltmalart kullanilmigtir.
Bu nokta doniisiimleri yeni Lagrangian’de yerine koyulursa,

L= afne-nnre((a+B)R—pryrs )]

AC?*\ C
. [Al (A’C’-l— 57) + EA{)A’+AA’2C’] (7.36)
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olarak bulunur. Goriildiigii gibi bulunan yeni Lagrangian A| tiirevine baglh degildir.

Euler-Lagrange denklemi kullanilarak A icin hareket denklemi:

L 9
0 = 8_/\1:{_2+C8_A1(<a+§>R2_ﬁR“VRVH)} 730
IPali AC/Z C ! 7! ! A
: [Al (Ac 5= > + 2 A +AA2C]
B\ 2 Vp U v AC?
+[2(A2—A1)+C<<a+§>R ~BRYRY )| - (a0 + 52

olarak bulunur. Nokta doniisiimii yapildig: icin, (7.37) sonucundaki Weyl-Eddington
terimi Ry, R; ve R, terimleri yerine XO, AL Ao terimleriyle hesaplanmasi gerekir. Ki-

saltma amaciyla su tanimlama yapilir:

W (Ro,R1,R>) = <oc + §>R2 —BRYRY =W (Ag,A1LAs) (7.38)

R? ve R”VRVM icindeki bilesenler icin lb ters doniisiimleri uygulanirsa,

- 1 . A S -
W(ho, AL AY) = 555 [(3+7) (A3 = Aoy — 281 A0 + 20, )

Lo Yofr v 2

(6 +1) (Ro— 241 +22,) ] (7.39)

olarak bulunur. li hareket denklemindeki A; tiirevi, Ko, Kl and Kz terimlerini ice-

recek sekilde bulunmalidir. Zincir kurali yapilarak A tiirevi,
oW d B\ >
— = —((a+5)R*—BR/R}
A am(( +3> PRy V)
dRy W N dR| W L dR, W
dA1dRy JA1 IR, JA IR,
= Ry—R|+2R> (7.40)

olarak bulunur. W’nin A, tiirevi ise || denkleminden hareketle,

oW B 1 S—y
oA, | 8P_ [5/\0 — (46 +2y)A1 +20Ar — T} (7.41)

1 ~ ~ ~
T ey [5/\0 — (45 +27)A1 + 25/\2] (7.42)

olarak bulunur. Bu sonuca gore A; icin hareket denklemi kuadratik bir denklem olur.
Sonug ¢oziilebilir ama ¢6ziim karisik olacaktir. Buraya kadarki yontem cevrimsel ko-
ordinat B i¢in hareket denklemini hesaplayip daha sonra Nokta doniisiimii yaparak A
icin hareket denklemini bulmaktir. Fakat B’yi elemeden 6nce Nokta doniisiimlerini
uygulayip, A icin hareket denklemini ¢6ziip daha sonra B icin hareket denklemini

cozmek Hessian matris hesaplamasi i¢in daha uygun olabilir.
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7.4 Ikinci Cevrimsel Koordinat

(7.21) Noktasal Lagrangian’daki Rg,R1,R, terimlerine (7.35) Nokta doniigiimleri
uygulanarak A, B,C, Ay, A1, A, terimlerine bagh . noktasal Lagrangian bulunur. D6-

B / C/2
—A'C'+

niisiimler sonucunda Lagrangian,
ApA"+VABAYC
A 2 C \/7 A"+ 2

A _~ A
K= \/;CW+2(A2—A1)\/;—|—A1
(7.43)

olur. (7.43) noktasal Lagrangian’1 ., A} tiirevine bagh degildir. Buna gore Euler-

Lagrange denkleminden hareketle A icin hareket denklemi,

12
ag AW \/’[ B i VABC

B 8A1 2 C (7.44)

olarak bulunur. Denklemdeki 5 W terimi ((7.41]) denkleminde hesaplanmisti. Bu sonug

yerine koyulunca, A icin hareket denklemi,

A 1 o0—vy
\/;C 52 {5/\0 (45 + 2)/)/\1 +20A, — T:|

/ CIZ
—2\/7 A 'C’ + =0 (7.45)
olarak bulunur ve bulunan denklem diizenlenirse,
1 82—y BC"? S—vy
A = —AC+==— -2 OAg+20A) — — 7.46
: 45+2y[ C (A 327 >+ 0+ 20 K‘} (7.46)

olarak hesaplanir. Bulunan Aj, denklemine yerlestirilir. Bundan dnce notasyon

kolaylig1 acisindan yeni kisaltmalar tanimlanir:

A =AnB+Ap

52_,}/2 A/cl 1cl2
T L(zz*m) (747
-7r1 5y
Ag = Ao +2A 7.48
10 46+2y( 0F282) = 25+yc (48 +27)x (7.48)

(7.47) A1 denkleminde her iki tarafa (—5-) eklemesi yapildiginda daha once tanimla-

nan /~\1 =AB+ Klo sonucu bulunur. Tanimlanan kisaltmalarla beraber Lagrangian,

gZC\/% {W-F%(Ag—/\l)} -l-C\/E(AlX-I-Y) (7.49)
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olur. Burada Y = <%AX//\6 + %A’Z) olarak tanimlanir. (7.46)) A denklemi (7.49) denk-

lemine yerlestirilirse,

& = C\/% {VT/ + %(Az —AuB- Alo)] +CVAB((AB+Ap)X+Y)  (7.50)

olur. Yeni denklemde B’ bagimliligi olmadi§indan B igin hareket denklemi,

0L B? 1[~ 2
0=27 — — Wt Z(A—AB-A
5B NV 2[ +olhe—An 10)}
B oW 2
+5 | (AnB+A0)X+Y| +B| 55— ZAn | +B*AuX|(751)

olur. Parantez icindeki terim sifira esit oldugu icin bu denklemden B hesaplanabilir.
(7.51) denkleminde B> ve B’ye bagli terimler ve B’den bagimsiz terimler vardir ve
her terim i¢in katsayilar ayr1 ayr1 yazilir. Bunun sonucunda da B denklemi bulunup

coziilebilir. (7.51) denkleminde B>’1i terimler:

—A1BX+B|=——— B°A1 X 7.52
2 Vp TR ANBRTE S T | T AN (7.52)
126+y .5 o 1 2 45+27’ 2 2 2
= A B A1B°X— A B+ A1B°X
25T _p i RN sT_p b A
320+Y .2 .o 3 3 )
— A B A11B2X = A1 XB
Tas_pimt T aAn 40!

Goriildiigii gibi B> nin katsayis1 sifirdan farklidir, buna gére ¢oziilecek denklem B igin

kuadratik denklemdir. (7.51)) denkleminde B’li terimler,

1~ 1 B oW 2
- “AnB —[A X Y] BAy 2% ~ZAuB (.
2WB+C B+ | AwX+Y| + A, T chn (7.53)
B—haric
1
:z[Amxqu}B
(7.51) denkleminde B’den bagimsiz terimler,
1 [~ ~ ~ 2
—5 {W(A] — A]()) +E(A2—A]0):| (7.54)

olarak bulunur. Burada W(/N\l — 7\10) terimi, l) denklemindeki her A, terimi ye-

rine Ao koyuldugunu ifade eder.

Tiim bulunan (7.52)), (7.53) ve (7.54) ifadeleri birlestirilirse B i¢in hareket denklemi

su sekilde elde edilir:

3 ~ o~ - 2
SANXB+ [AloX n Y} B— [W(Al = Ri0) + =(A2—Aw)| =0 (7.55)
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Islemleri kisaltmak amaciyla su sembolik tanimlamalar kullanilir:
~ ~ ~ 2
YA X, O= [AIOX+Y] ve Q= [W(Al = Ri0) + (A2 —Aw0) | (7.56)
Buradan kuadratik B denklemi soyle yazilir:
3 2
ElPB +0B-Q=0 (7.57)

Bu kuadratik denklemin ¢oziimii i¢in diskriminant formiilii kullanilir. Buna gore,

_ —®xvVA

o)
3y burada A= 0“+6¥YQ (7.58)

B

olarak bulunur. Acik halde yazilacak olursa,

2 ~ ~
— [AIOX‘FY} + \/[AwX-i-Y] +6A11X [W(Al — AIO) + %(Az — AIO)]
3A11X

B=

(7.59)

olur. Bulunan denkleminin (7.49) Lagrangian’ine yerlestirilmesi gerekir. Bunu
yapmadan Once kolaylik agisindan denklemi biraz daha sadelestirilebilir. Buna

gore Lagrangian:

Z=C %[~+%(A2—A1)+B(A1X+Y)] (7.60)

olarak yazilir ve (7.51)) denkleminden,

oW 2
=5 — ~A1

55 C +2B°A X (7.6])

[W+%(A2—A1)] zB[A1X+Y] +2B

esitligi alinir ve Lagrangian’e yerlestirilir. Ayrica esitlik i¢indeki terim,

oW oW ow| 2
_—= = —| = =A11—BA1X 7.62
dB OB ToB| ! 1 (7.62)
B—haric B
oW 2
— —=A11| = —BA;1X 7.63
[83 oA 11 (7.63)
olarak yazilabileceginden (7.60) Lagrangian’i,
A oW 2

A
- c\/; [—2B°A11X+2B°A11 X+ 2B (A1 X +Y)]

— 2CVAB [BA11X+ (A10X+Y)}
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olarak bulunur. Ayrica bulunan Lagrangian sembolik kisaltmalarla da gosterilir:
< =2CVAB(YB+0) (7.65)

Daha 6nce bulunan B denklemi Lagrangian’e yerlestirilir:

2CVA

¥ =
V3A X

_ [AIOX +Y] (7.66)

1/2
2 o 7
i\/[/\mx +Y] F6ALX [W(Al — Rio)+ 5 (A2 —Alo)]

2 ~ ~ ~
2 [A10X+Y] + \/|:A10X+Y:| +6A1X |:W(A1 — AIO) + %(Az —Alo)]
' 3

Noktasal Lagrangian ile Kanonik Lagrangian arasinda . = %\/f esitligi kurulursa

Kanonik Lagrangian,

4C%A
27A1;1X

_ [Amx +Y] (7.67)

2 Ny S
:E\/I:A10X+Y:| +6A1X |:W(A1 — AIO) +E(A2—A10):|

2 _ 2
5 [A10X+Y] 1 6A1X {W(Al = Aw0)+ = (A2 —Alo)l

2 _ 2
+4 [AIOX + Y} \/ [AIOX + Y} +6A1X {W(Al — Rio) + = (A2 - Alo)]

olarak bulunur. Daha 6nceki sembolik kisaltmalari1 kullanilirsa Kanonik Lagrangian,

o~ L = A?CZ<—®i\/Z> (5®2+6‘PQi4®\/K>

A 2
_ % [-@3 1 180WQ + @ VA + 6‘PQ\/Z}

AC?
= & [-@3 1 180WQ + AY 2] (7.68)

olarak bulunur. Bulunan bu Lagrangian A, C, Ag, A7 olmak {izere 4 genellestirilmis ko-

ordinata ve bunlarin tiirevlerine baghdir.

L =L(A,C,A¢, Az, A", C Ay, A)) (7.69)
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7.5 Yeni Hessian Matris

Hessian matris hesaplamak icin Lagrangian’t kullanilir. Kiiresel simetrik bir
uzay-zaman icin tanimlanan (7.1) metrigi i¢in C(r) = r* 6zel hali alinirsa metrik,
1
ds® = —A(r)dt* + mdrz +1?(d6?* +sin® 0d9?). (7.70)
r
haline gelir. Boylece C genellestirilmis koordinat olmaktan ¢ikar ve Hessian matris 9
elemanli olur. Ayrica simetrilerden dolay1 eleman sayis1 6’ya diiser. Buna gore daha
once tanimlanan kisatmalarda ve (7.68)) Lagrangian’de C yerine r* koyulur. Buradan

Kanonik Lagrangian,

L= A\; [ ®3+18®\PQiA3/2} 7.71)

olur ve Hessian matris i¢in bu Kanonik Lagrangian kullanilir. Hessian matris eleman-

% denklemiyle hesaplanir. Bunun i¢in (7.71]) Lagrangian’de kisatlama-

lar acilir ve gerekli tiirevler alinir. Bundan sonraki hesaplamalarda denkleminde

lant L ;; =

+ isareti secilmistir.

2 . . s
Lag= % matris elemani i¢in hesaplanan sonug:

() -5 (G0 () w7 (o+58) (53)
o (04598) (0-v8) (37)

2 . ..
Lapng =Laga = %{f% matris elemanlari i¢in hesaplanan sonug:

At 3 [0 (9¥) (90 (00 (96
AN, ¥ VA dA’ ) \ A, dA’ ) \ A,

VAo +f ) (ajfza@Ag,) (0-va)’ (1.73)

%L Art 3

JAIN T W A

0— A) (7.72)

2L Art 3 {

2 . . .
Lap, =Lp,a= 83—86\’2 matris elemanlari i¢in hesaplanan sonug:

9%L Art 3 @ (¥ [ 00 00 00 2
JAIN, ~ ¥ VA [_ﬁ <8A') (aA'z) N (8A’) <8A’2)} (0-va)" @74

2 . . .
L agng = af,ﬁ matris elemani i¢in hesaplanan sonug:
07720

2L A3 (00 2
ININ, W VA (8A6) CRY (7.75)
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2 . . .
L agn, = L ayng = ﬁ matris elemanlari i¢in hesaplanan sonug:

0%L Art 3 (00 00 2
o~ va (ong) () (0=8) 779

2 . ..
Lan, = af,ﬁ matris elemani i¢in hesaplanan sonug:
2 2

L A 3 (00’ 2
TN, W VA (8_1\2) (0-va) a.77)

olarak bulunur. Burada kisaltma amaciyla acilmayan tiirevlerin agik hali su sekildedir:

00  2A A

0A’ Ar 24

00 A

oA, 24

00 2

oN,

O¥  4An

oA —  Ar
0 1
QAN — 24

°¥ 8 829

0A? — AL245+2y (7.78)

Bulunan Hessian matris elemanlarindan bu matrisin determinanti hesaplanabilir. Hes-

sian matrisin determinanti su sekildedir:
det(L,ij) = LaalLaoroLaony = LaoarLaony)
—Lan, [L7/\0AL7/\2A2 - L-,/\o/\zL,/\zA]
FLan [LacaL ayng = LoaoagL mgal (7.79)

L agaoLAsns — L AgA, L AyA, = 0 0ldugu i¢in Hessian determinant,

det (LJJ' ) = _L7AA0 [LJ\OALJ\zAz - L7A0A2L7/\2A]
+Lany (L agaAL Ay ng — L agao L aral
= 2L L aorsLnsa — Loy, Lonons — Lon,Loaono (7.80)

olur. Daha 6nce hesaplanan Hessian matris elemanlari (7.80) determinantina yerlesti-

rilirse sonug,

) = () (Gg) 2Cor®) ) () (-

_ _%%(2®+\/Z)2<®—\/Z)4 (7.81)
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olarak bulunur. Bulunan bu sonug sifirdan farkli oldugu i¢in yeni ¢evrimsel koordinat

yoktur.

Hesaplanan Hessian matris elemanlar1 kullanilarak, Noether vektor bilesenlerinin
bulunabilecegi (2.85) diferansiyel denklemleri hesaplanabilir. Bu diferansiyel denk-
lemler [ek{B]| boliimiinde hesaplanmistir ve bu denklemlerden Noether vektor bilesen-
leri bulunabilir. Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kurami i¢in Noether vektor bile-
senlerinin yani sira hareket sabiti olan X Noether yiikii de bulunabilir. Daha 6nce ya-

pilan hesaplar sonucunda bulunan ve Noether yiikiinii verecek denklem su sekildedir:

s g9k _ 8L+a L)
R A Y U YRCF

Bu denklemde ilgili tiirevler hesaplanirsa su sonuglar bulunur:

55 = —3%(@ VA) (20 VA >{((.)A,)—6 0-va) (25) s

(7.82)

JdL Art
JdL A

Hesaplanan sonuclar Noether yiikiinde yerine koyulursa sonug,

T = —3A—r(® \/_)(2®+\/_){ X(@—\/K)
Ay 2 A 2
+a1(2A+A10A )+oc2ﬂ+oc3 ] (7.86)

olarak bulunur.
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8 SONUC

Bu tez ¢aligmasinda, alternatif yercekimi kuramlarindan biri olan Einstein-Weyl-
Eddington yercekimi kurami ¢alisilmistir. Kuram i¢in hesaplamalara gegmeden Once
literatiir taramasi yapilip altyapi olusturmak i¢in genel durum olan f(R) yerc¢ekimi ku-
rami ¢aligilmigtir. f(R) yercekimi kurami igin alan denklemleri belirlenmigtir. Kuramin
eyleminden hareketle Lagrange carpanlar1 yontemi kullanilarak noktasal Lagrangian,
metrik elemanlar1 ve egrilik skaleri cinsinden hesaplanmistir. Hessian matris eleman-
lar1 ise noktasal Lagrangian’in karesi olan kanonik Lagrangian kullanilarak bulunmusg-
tur. Hessian matrisin determinanti hesaplanmustir. f(R) yercekimi kuraminda korunan
biiyiikliiklerin belirlenmesi i¢cin Noether simetrisi kullanilmistir. Bir Noether vektorii
belirleyip, bu vektor yoniinde Lie tiirevi sifira esitlenmis, Noether vektor bilesenlerinin
belirlenecegi denklemler ve Noether yiikii bulunmustur. Daha sonra f(R) yergekimi
kuramu icin 6rnekler verilmis ve kuram i¢in belirlenen ifadeler 6zel durumlarina indir-
genmistir. Genel Gorelilik kuramina indirgenmis f(R) = R durumu ve f(R) = R” genel
durumu i¢in noktasal Lagrangian, kanonik Lagrangian, Hessian matris elemanlar1 ve
Hessian determinant hesaplanip, ilgili kuramlar icin Noether vektor bilesenleri ve No-
ether yiikii belirlenmistir. Daha 6nce bahsedildigi gibi gokadalarin donme egrilerinde
Newton dinamigine uymayan farkliliklar gozlemlenmistir. Einstein-Weyl-Eddington
yercekimi kurami, gokadalarin donme egrilerini uzay-zamanin geometisi lizerinden
aciklar. Einstein-Weyl-Eddington kuraminin eylemi kuadratik terimler icerdigi icin bu
kuramda dordiincii mertebe tiirevler vardir. Kuramin dordiincii mertebe tiirevler icer-
mesi, 2 farkli yarigapa sahip olmasi gerektirir. Bu yaricaplardan biri Schwarzchild
yaricapidir, digeri ise yeni yercekimsel yaricaptir. Gokadalarin donme egrilerini agikla-
mak iizere Modifiye Newton Dinamigi (MOND) kurami ortaya ¢ikmistir fakat MOND
kuramu relativistik bir kuram degildir. Gokadalarin donme egrilerini agiklamasi ve yeni
yercekimsel yaricapla baglantili olmasi sebebiyle tezin ilerleyen boliimlerinde MOND

kurami1 ¢alisilmistir. MOND kurami hakkinda genel bilgiler verilip, kuramin gecerli-
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lik limitleri belirlenmigtir. MOND kurami ile f(R) yer¢ekimi kurami arasindaki iliski
incelenmistir. Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuraminin anlagilmasi i¢in kuramin
0zel hali olan Weyl yercekimi kuraminin incelenmesi gerektigi anlasilmis ve tezin iler-
leyen boliimlerinde Weyl yercekimi kurami calisilmistir. Weyl yercekimi kurami i¢in
genel bilgiler verilip kuramin alan denklemleri belirlenmistir. Tiim bu altyap: kazanil-
diktan sonra tezin esas konusu olan Einstein-Weyl-Eddington yer¢cekimi kuramina ge-
cilmistir. Kuram hakkinda genel bilgiler verilip kuramin eylemi yazilmistir. Eylemin
varyasyonu alinip sifira esitlenerek alan denklemleri belirlenmistir. Kiiresel simetrik
bir uzay-zaman icin yazilan metrikle beraber kuramin eylemine Lagrange carpanlari
eklenmis ve kuram icin noktasal Lagrangian belirlenmistir. Cevrimsel koordinat diger
koordinatlar cinsinden hesaplanip noktasal Lagrangian’a eklenmis ve kanonik Lag-
rangian belirlenmistir. Kanonik Lagrangian kullanilarak Hessian matris ve Hessian
determinant hesaplanmistir. Hesaplar sonucunda Hessian determinant sifir bulunmus
ve acikca belli olmayan bir cevrimsel koordinatin daha varoldugu ortaya ¢ikmustir.
Bu problemi ¢6zmek amaciyla nokta dontisiimii kullanilarak yeni genellestirilmis ko-
ordinatlar belirlenmistir. Belirlenen koordinatlarla beraber cevrimsel koordinatlar he-
saplanmigtir. Kuram i¢in noktasal Lagrangian, kanonik Lagrangian, Hessian matris
ve Hessian determinant belirlenmistir. Hessian matris elemanlar1 kullanilarak Noet-
her vektor bilesenlerini verecek denklemler belirlenmis ve Noether yiikii yazilmigtir.
Noether vektor bilesenleri heniiz belirlenememistir. Bu bilesenlerin belirlenmesi i¢in
kuramin eylemindeki katsayilar olan & ve ’nin, o = 0 veya § = O limitlerine bakmak
gerekir. B = 0 durumu R 4 oR? durumu oldugu icin f(R) yer¢ekimi kuramu igin belir-
lenen Noether vektor bilesenleri ile karsilagtirma yapilabilir. Bilegenlerin belirlenmesi
amaciyla Schwarzchild limiti de incelenebilir. ilerleyen calismalarda Noether vektor
bilesenleri belirlenip, Noether yiikii hesaplanabilir. Noether yiikiiyle MOND kurami
arasinda iligki kurulursa Einstein-Weyl-Eddington yercekimi kuraminda yeni yerce-

kimsel yaricap belirlenebilecektir.
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f(R) Yercekimi Kuraminda
Noether Vektor Bilesenleri

f(R) yergekimi kuraminda, kiiresel simetrik metrik i¢in yazilan noktasal Lagran-
gian’dan hareketle bulunan Hessian matris ve Lie tiirevinin bu noktasal Lagrangian’a
etki etmesi sonucunda hesaplanan diferansiyel denklemlerden Noether vektorii bile-
senleri bulunabilir. Daha 6nce [2.3.1]boliimiinde yapilan hesaplar sonucu bulunan dife-

ransiyel denklemler sunlardir:

aLuv 8061 8062 3063
: 2 L 2—Lcy+25—
IR g ™ g T34,

JdL oL
BV | g, TV

oA oc %

o Lry=0 (A1)

Bu denklem sisteminde p ve v indislerine sirasiyla A, C, R degerleri verilip 6 tane
diferansiyel denklem bulunur. (2.77) Hessian matrisinde kisaltma amaciyla

¥= [Cf+ (2—CR)fg] olarak tanimlanirsa Hessian matris,

0 R Cfrr
Luyv=v| fr 22 2Af (A.2)
Cfrr 2Afrr O

olarak yazilir. Kanonik Lagrangian’daki 2 katsayisi diferansiyel denklemlere katki

yapmayacagi i¢in alinmamustir. Bu Hessian matris igin (A.I)) denklemleri hesaplanir.

1) u=Ave v=Aigin (A.I) denklemi, L 44 = 0 oldugu igin,

8 8063
2—— L 2——
CAT 9A

- ——Lga=0 (A.3)

olur. L cy = Yfg ve L ga = YC fgg oldugundan ilk diferansiyel denklem,

Jd d
a2 —fet a3 = Clrr = (A4)

olarak bulunur.
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2) u=Cve v =Cigin (A.1) denklemi,

oL cC JL cC JdL cC 8061 8 8
: d ’ 2 2727 2781 o =0 (AS
Nga TG TBHp TigctactiGibact G bre =0 (AS)
olur. Ilgili Hessian matris elemanlari ve tiirevleri,
_ AfR _ _
Lee = [Cf+(2— CR)fR] Lac = Yfr, L rc =2YAfRr
dlcc _ Vir
0A C
dL cc AfR YAfR
9 — R
dL cc YAfRR Afr
: = 2—CR A.
IR C + C (2—CR) frr (A.6)

olur ve bulunan sonuglar yerine yerlestirilince 2.diferansiyel denklem,

A sz 8061 (9062 A 8oc3
—1(2—CR)x — 2—+2—— A 4—
C[( )03 fRR |fr+7y [( t255 255 C)fR+ ( + ) frr] =
(A7)
olarak bulunur.
3) 4 =R ve v =R igin (A.1)) denklemi L g = 0 oldugu i¢in,
Ja o
ally's L cr=0 A8
Sr Lar + Sg Ler= (A.8)
olur. L \g = YCfgrr ve L cr = 27YA frr oldugundan 3. diferansiyel denklem,
8061 80@
C—+2A—=0 A9
or TR (&.9)

olarak bulunur.

4y u=Avev=Clileu=C vev=A durumlar toplanip 2’ye boliinecegi i¢in

(A.T) denklemi,

8L,AC 8L7AC 8L,AC 8061 8 8053
@ e e e TR Sl GlLee+ TiLc

doy 20, 203

—L —L —L Al
+8C AA T 3C CcAT 5¢ Lra = 0 (A.10)
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olur. Ilgili Hessian matris elemanlar1 ve tiirevleri,

Laa = 0, L ar = YC[Rr, Lcc= }’ﬁ L rc =2YAfRrR
Lac = [Cf+(2—CR)fR]/[x
dLac
0A 0
8L7AC
> Jr(f —RfR)
L sc
IR Yfrr + (2 —CR) frfrr (A.11)

olur ve bulunan sonuglar yerine yerlestirilince 4.diferansiyel denklem,

aa3)fRR

o fr(f—Rfr) +03(2—CR) frfrr +7[(3 +Caa—c +2A
aOC1 A8062 8a2)fR} (A.12)

+(8A+(_?8A

olarak bulunur.

5) u=Avev=Rile u =R vev=A durumlari toplanip 2’ye boliinecegi icin

(A.1) denklemi,

8L’AR aLAR 8L7AR Xoq] dop 203

o o L L
1Tga T T T bart Hlert 5

8 oo da
aRLAA+ aRQLcﬁ a;LRA =0 (A.13)

L rr

olur. Ilgili Hessian matris elemanlar: ve tiirevleri,

Liaa = 0, L ac = Y/r, L rc = 2YAfRr Lrr=0
L,AR = [Cf‘f‘(z_CR)fR} CfRR
> — ()

= Yfrr+Cfrr(f —Rfr)
= YCfgrrr +Cfzr(2—CR) (A.14)

olur ve bulunan sonugclar yerine yerlestirilince 5.diferansiyel denklem,

[C(2—CR) s frr — 200 fr] frr

aa do o da,
[fR—2+ (2p+C 8A1 +2A 8A2 +C aRS)fRR-l-C%fRRR] =0(A.15)

olarak bulunur.
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6) y =Cvev=Rile u=Rvev=C durumlan toplanip 2’ye boliinecegi icin

(A.1) denklemi,

dL CR JdL CR oL CR (9061 8062 8063

M54 TR0 TR TR Tachart Go kRt o lrk
8061 &OCQ 8063
8RLAC+ 8RLCC aRLRC_O (A.16)

olur. Ilgili Hessian matris elemanlar1 ve tiirevleri,

A
Lac = Yfr, Lar=7YCfrr, Lcc= }’%, Lrc=2YAfrRr, Lgrr=0
Lck = [(Cf+(2—CR)fr]2Afrr

oL
afR — 2YfRR
AL cr
°c - 2Afrr (f — RfR)
oL
> ’,§R — 2AYfrrr+2Af%(2—CR) (A.17)

olur ve bulunan sonug¢lar yerine yerlestirilince 6.diferansiyel denklem,

8051 AaOCZ

2A[(2—CR) o3 frr+ (f —Rfr) 2] frre + Y[ (5% IR +E‘8_R)f
8051 8062

(9063
+(200 +C5 2 +2A= 2+ 24— frew + 2A05 frrr] =0 (A.18)

olarak bulunur.
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B Einstein-Weyl-Eddington Yercekimi Kuraminda
Noether Vektor Bilesenleri

Einstein-Weyl Eddington yercekimi kuraminda, kiiresel simetrik metrik i¢in yazilan
noktasal Lagrangian’dan hareketle bulunan Hessian matris ve Lie tiirevinin bu noktasal
Lagrangian’a etki etmesi sonucunda hesaplanan diferansiyel denklemlerden Noether

vektorii bilesenleri bulunabilir. & vektor alanmi bileseni olmak iizere Noether vektorii,
N:ai(q)T (B.1)

olarak tanimlanir. Daha once boliimiinde genel durum i¢in bulunan hesaplar so-

nucunda Noether vektor bilesenleri su denklemle bulunur:

kaan,lj +288_§L’kj =0 burada L;;= % (B.2)
q1 =A, q2=No, g3 = Ay olarak tamimlanirsa, Noether vektor bilesenleri
o = (04,0p,03) olur. Burada A genellestirilmis koordinatina kars1 o, Ag genelles-
tirilmis koordinatina kars1 op ve A genellestirilmis koordinatina karsi o3 bilesenleri

karsilik gelmektedir. Ayrica k indisi lizerinden toplam acildiginda,

8Ll~j 8Lij 8L,-j oy dahp 00
o — o) — Oz — 2——LAi+2——LA,i+2—==LA,;=0 B.3

olarak bulunur. Burada 9 tane diferansiyel denklem vardir ama L ;; = L j; simetrisinden
dolay1 denklem sayis1 6 olur. Daha 6nce bulunan Hessian matris elemanlar1 kullanila-

rak bu diferansiyel denklemler bulunabilir. Hesaplanan Hessian matris elemanlarinin
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birlestirilmis hali su sekildedir:

S e (37) (aT) T (®+§“Z) (%)
7 |(5%)

+4\p2( % A) <8A’)

2L 3
0A’0A’

2L 2

ONON, <8A’) @

0L 2

ONLIN, <8A’)

L A 00 (90 (90

AN, — ¥ \/_ 8A’ A}, dA’ ) \ A,
20+

(S f)( )| 0~V8)
s~ s o (o) () () (G (o)

9°L Ar* 3 (00 00 2
NN = ?ﬁ(a_/\;) (B_AO> (0-va) (B.4)

(B.3) denklemleri icin Hessian matris elemanlarinin ¢’ tiirevleri yani A , Ag ve Ay
tiirevleri bulunmalidir. Hessian matris elemanlarinin ortak ¢arpami ayri bir kisaltma

olarak yazilir.

g_A\;\/_(@) \/_) (B.5)

Bu & kisaltmasinin tiirevleri sunlardir:

& 1 (@+VA)®*\ (9ln¥\ ©+2VA (90
- ey 7=
9A A 2A 0A A dA
9 5'(®+\/K)2 dnQ\ ©+2VA @
oAy 2A Ao A Ao
€ 6‘(@+\/K)2 IInQ\ ©+2VA (9 5.6
oAy 2A oA, A 8A2 '
1)i=Ave j=Aigin denklemi,
8L,AA 8LAA 8LAA 8061 &062 (9063 o
o4 T2 gn, THBGn, TEoa bt bt 2 kA =0 (BT
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olur ve ilgili tiirevler yerine koyulursa,
(i (0+vA)") (9P ©+2VA 90
Mla 2A JA A JA
d | /90> 00 1 PR
c e\ (a) o o) (50) s (0+398) (5w

A
1 1 PR
T <®+ 3 > (a_>

L s

(©+vA)? (9@ _0+2VA (00|,
Sl Yy oA A \oag)|™M
P 00\ 1 VA 1 PR
el (5e) —w (5e) () re's (02v8) (5e)
1
h X (@+ f) (0—va) a_)
(0+vA)* (9mQ\ ©+2VA (90 .
+ 2A A, A A, ) | M
P 00\> © /9% /90\ 1 VA 1 o2y
7™ (a?) ‘@(m) (W)WT(@ 2@) (aAQ)
1 PR AN
+4‘P2(®+ \/_><® \/_)<ﬁ>
+ 2aa1LAA+28a2LA0A+2%L,A2AZO (B.8)

JdA JdA

olarak bulunur.

2)i=Ag ve j = A icin (B.3)) denklemi,

JL AoAg oL AoAg oL AoAg aal 8052 8053
. : : 2 L 2—=L 2——L
N oa oA, T ToA, T, At T 2gA Fane T 25 L =0
(B.9)
Buradan ilgili tiirevler yerine koyulursa,
[ (O@+VA)? /9P ©O+2VA (90
al T I— - =Y LA()A()
A 2A 0A A 0A '
oy [(0+VA)’ (9InQ\ ©+2VA (90 'L
| 2A dAo A IAg ) | oMo
Cw [(0+VA)’ (9mQ\ ©+2VA (90 |,
: 2A oA, A OA, ) | oM
day day Jdas
2—L 2——=L 2——L B.1
+ TAg AN + Thg oo + Thg LA = 0 (B.10)
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olarak bulunur.

3)i=Ay ve j=A;igin denklemi,

JL Ay JdL Ay oL Ay (90{1 8 8
: ’ ’ 227 phcy § B L an, =0
gA T2 ToA, THB TN, T lan,lan TAga A T2 L =
(B.11)
olur ve ilgili tiirevler yerine koyulursa,
. (1 1_(®+\/Z)2 ¥\ ©+2VA (90
1A 2A JA A oA || it
[(©+VA)’ [9nQ\ ©-+2VA
+ o - L aons
2A dAg A 8A0 '
Ly (0+VA)’ (9lnQ\ ©+2VA (9 .
3 2A A, A 8A2 A2t
8 8 8
+ 8A LAAZ 8A LA0A2 8A LA2A2 0 (B.12)

olarak bulunur.

4)yi=Ave j=Agilei= Ay ve j = A durumlar toplanip 2’ye boliinecegi icin (B.3)

denklemi,
JL AAg dL AAo JL AAg 8a1 8 8
o ‘ o : o . L L L
1794 T dAg T A, * JA Al * dA Moo ton dA Mo
oy X% 3oc
—L —L tach s =0 B.13
+8A0 ,AA+aAO AoA 8A A (B.13)
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olur ve ilgili tiirevler yerine koyulursa,
L, (©@+VA)? /9m¥P\ ©+2VA (90
A 2A dA A JdA

- aléi l_g (%) (5_/?6) i (%) (5_’3)

(04] L7AA0 (B14)

dA
VA (25’ ) (aiar)

e )
e

o () (5 + (5) (5

—¢1”+“5(ﬁ30
®+\/_ (1A> ®+A2\/_(8A2)

: [ s (5i0) () (50) (5

—¢1”+“5Qﬁid

0 80@ doy e Xoq] 0k 00

il s 73y aslb SV L
oA M T L Ao+ +8A A°A+8A

L an,

L an,

LAZA—O

olarak bulunur.

S)i=Ave j=Ayilei= A, ve j = A durumlar1 toplanip 2’ye boliinecegi i¢in (B.3])

denklemi,
8LAA2 8LAA2 &LAAZ 2oy o X0%)
o . o ’ o 2 L —L —L
a4 %754, 39N, T o mAn T G e R,
20 d0h 0043
L L L =0 B.15
+8A AA+8A A0A+8A ArA ( )
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olur ve ilgili tiirevler yerine koyulursa,
1 <1_ (®+\/Z)2> <81n‘1’) _@+2VA (a_@))
A 2A 0A A 0A
1 (00 (0¥ [ 20 O [J¥) [I¥) [ 00
ot {—@ (a) (aA,) (aAg) iz (%) (W) (a—Aa)
0 [ ¥ 00 0’0 00
29 (aAaA') (8A’2> * (aAaA') <8A’2)}

o () 225 )

-t [ () (57) () (oieor) (52
(@+VA) (9InQ\ ©+2VA (90
2A (8A2> A (aAz)

e[ ()2 (25 (22

20y don doy 8a1 Joh 80@

.y 72y 25 s L
Toga ban g e T s, A, AA+8A Aoa+ A,

(04] L,AAZ (B.16)

L7AA2

L7AA2

LAQA_O

olarak bulunur.
6) i =Ag ve j = Ay ile i = Ay ve j = Ag durumlari toplanip 2’ye boliinecegi icin igin

denklemi,

oL AoAs oL AoAs oL AoAs day dahp 20
: : : L —L —L
0A 2" 9Ao Y R W R Y Wl ey Wt
ooy o0 o
—VL —L —L =0 B.17
+ T, LA + 5 T, oA + T, et = ( )
olur ve ilgili tiirevler yerine koyulursa,
., [ | ©+VA)* [dm¥\ ©O+2VA (90 . B.18)
! 2A 0A A 0A ) | o ‘
L [(@+VA) [9ImQ\ ©+2VA [ 90 'L
2 2A dAo A INg ) | Mo
oy [(@+VA)? [9mQ\ ©+2VA [ 30 'L
3 2A A, A A, ) | oM
8a1 8062 8063 8a1 8062 8063
—L L L —VL L L 0
+ A AA2+(9A A0A2+8A Aahy T oA AA0+(9A A0A0+8A Aahg =
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olarak bulunur. Burada kisaltma amaciyla acilmayan tiirevlerin agik hali su sekildedir:

00
0A
00
dAo
00
oA,
0¥
0A
oQ
dAo
oQ
oAy
PR G
JAOA/
220
0AJA!
%0
dAgOA’
0’0
OA0A’

A (2h19 A
_E( ; *7)

8
—X
46 +2y

)
—X
26 +y

Y UNT

A2r

1 [~ 2642y ~ 3864y 26

A —A -=

46+2y[26—y s —y rz}
45+2y |0 6y Pe—y P

4 A/62_,y2
e (A“*; 26+y>

1 (2A10 A}
P( F T2

2 0
Ardé +2y
2 0
Ar28+y

(B.19)

Bulunan tiim diferansiyel denklemler kullanilarak o, o ve az Noether vektor bile-

senleri bulunabilir.
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