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Kesirli Kuantum Hall etkisinin deneysel olarak kesfedilisi ile Landau faz gegisi teori-
sinin gecerli olmadig1 fazlarin varligi ortaya koyulmustur. Bu fazlar yerel bir diizen
parametresi yerine global olarak topolojik invaryantlar ile karakterize edilirler. Buna
ek olarak bu sistemlerin yiiklii uyarilmig durumlari anyonik istatistige sahip olup yiik-
leri kesirli sekilde ifade edilir. Kesirli Chern Yalitkan sistemleri, stirekli-ortamda olan
kat1 hal Kesirli Kuantum Hall sistemlerinin 6rgii analogu olarak diisiiniiliirler ve to-
polojik fazlar bulundururlar. Bu sebeple Kesirli Chern yalitkanlarinin, kesirli yiik ve
anyonik istatistik gosteren uyarilmis durumlarinin ¢alisilmasi biiyiik 6nem tagsir. Bu
calismalarin kuantum bilgi islemesi ve sistemlerde topolojik diizenin dogrulanmasi
gibi konulara 1s1k tutacagi diistiniilmektedir.

Bu tez calismasinda bir Chern yalitkan1t modeli olan Harper-Hofstadter modelinin kuazi-
desik uyarilmalarini ¢caligtik. Laughlin v = 1/r kuazi-desiklerinin bulundugu dejenere
manifoldun barindirdigi durum sayisini verebilmek icin kapali formda bir formiil tiiret-
tik. Cok-pargacik Chern sayisinin dejenere manifoltta bulunan farkli Laughlin kuazi-
desik durumlarini birbirinden ayirt etmek icin kullanilabilecegini 6nerdik. Yogunluk
hesaplamalar1 yaparak, ¢akili olmayan manyetik aki kuantumu sayisinin, ayni pargacik
sayilt sistemlerin dejenerelik sayisini, lokalize veya delokalize kuazi-desik olmasina
bakmaksizin bulmada yegane parametre oldugunu gosterdik ve ayni zamanda cakili
durumlarda kuazi-desigin yiikiinii belirledigini gosterdik. Sistemin boyutu biiyiidiikce
kuazi-desik uyarilmalar1 diginda ortaya ¢ikan ayrilmalari agiklamak i¢in kombinatorik
bir yap tiiretildi.

Anahtar Kelimeler: Topolojik faz, Topolojik yalitkan, Kuazi-desik uyarilmasi, To-
polojik diizen, Kesirli Kuantum Hall etkisi
Sayfa Adedi: 80 Sayfa

Tez Yoneticisi: Doc. Dr. Rifat Onur UMUCALILAR

iX



GROUND STATE DEGENERACY IN FRACTIONAL CHERN
INSULATORS
(M.Sc. Thesis)
Zeki ZEYBEK

MIMAR SINAN FINE ARTS UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
June 2021

SUMMARY

Discovery of the Fractional Quantum Hall effect indicated that there exist phases
whose physical mechanism cannot be understood by the usual Landau paradigm of
phase transitions and that rather than a local order parameter, a global quantity called
topological invariant must be used for classification. Charged excitations of these pha-
ses exhibit anyonic statistics and carry fractional charges. Fractional Chern Insulators
harbor topological phases and are considered to be the lattice analog of Fractional Qu-
antum Hall systems in continuum. Therefore characterization of their excitations is of
great importance in terms of many aspects such as quantum information processing or
validating topological order in a given system.

In this thesis, we studied quasi-hole excitations of the Harper-Hofstadter model, which
is basically a Chern insulator model. We derived a closed formula to account for the de-
generate manifold of Laughlin v = 1/r quasi-holes. We also proposed that the many-
body Chern number can be used to distinguish among different Laughlin quasi-hole
states in the degenerate manifold. Upon density calculations we have shown that the
degeneracy for systems with identical particle number and the excess charge in the
pinned case are determined by the number of unpinned magnetic flux regardless of
whether these systems has localized or delocalized quasi-holes. A combinatorial struc-
ture is proposed in order to understand the groupings formed in addition to quasi-hole
excitations inside the quasi-hole manifold.
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1 GIRIS

Egitim basamaklarinin en temel adimlarinda karsimiza ¢ikan maddenin halleri kon-
septi fizik biliminin bir alt alan1 olan yogun madde fizigiyle beraber epey sofistike
tekniklerle islenir ve ileri teknolojik gelismeleri miimkiin kilmak yoluyla giinliik ya-
santimiza dogrudan etkisi vardir. Dolayisiyla kati1 ve siv1 fazlan fizikte meydana ge-
len modern gelismeler ile farkli perspektiflerden calismak, daha 6nce esi goriilmemis
zengin konseptleri beraberinde getirir. Ilgilendigimiz sistem bir¢ok atomun bir araya
gelerek olusturdugu ¢ok biiyiik bir yapiya sahip oldugu i¢in, sistemi olusturan par-
caciklarin tekil fizigi ana sistemin fizigini anlatmak icin yeterli degildir. Halbuki ilk
bakista aslinda olay cok basit goziikebilir; sonucta biitiin materyaller elektron, proton
ve notronlardan olusmaktadir. Fakat bircok atomun bir araya nasil geldigini ve bir-
birleri arasindaki iligkilerle ne tiir diizenlerin ortaya c¢iktigini, bu temel parcaciklarin
sahip oldugu fizikle dogrudan anlamak miimkiin degildir. O sebeple sistemin parcala-
rin1 olusturan parcaciklarin kollektif fizigini diisiinmek faydali olacaktir. Nobel odiillii
fizik¢ci P.W. Anderson’un [1] literatiire kattig1 ve elde olan durumu cok giizel aciklayan
s0z Obeginin dedigi gibi “More is different" (Cok, farklidir); cok-parcaciklilik farkli
perspektifleri beraberinde getirmistir.

Faz gecisleriyle ilgili belirli durumlart agiklayabilen Landau faz gecisleri teorisi [2]]
bu ¢ok-pargacikli etkenleri temel alan bir bakis agisiydi. Bu teoride temel alinan an-
lay1s simetrilerdir. Fazlarin birbirlerinden farkinin aslinda sahip olduklar1 simetrilerin
farkli olmasindan kaynaklandigin1 temel alir. Bu acidan faz gecisi sistemin simetrisini
degistiren bir mekanizma olarak diisiiniilebilir. Simetri etkimeleri altinda asikar olma-
yan bir sekilde degisen diizen parametreleri iizerinden, fazlar ve faz gecisleri hakkinda
bir siire boyunca karsilasilan durumlar1 agiklayabilecek standart bir teori kurulmus-
tur [3]]. Bu anlatilanlara bir 6rnek vermek i¢in manyetik faz gecislerini ele alabiliriz.
Diizensiz bir sistem pek ¢ok siirekli simetri doniisiimii altinda invaryant kalir. Mesela

bir gazi ele alalim, gaz icinde diizensiz hareket eden atomlarin olusturdugu sistem sii-



rekli otelemeler altinda ve donme altinda invaryant kalir. Manyetik faz gegisi 6rnegi
icin sistemde belirli bir pozisyona ¢akilmig spinleri diisiinerek, net manyetizasyonu
diizen parametresi olarak belirleyelim. Rastgele yonlere isaret eden spinlerden olusan
bir sistemde manyetik bir diizensizlik vardir ve dolayisiyla manyetizasyon sifirdir. Bu
nedenle sistemde donme simetrisi vardir; hangi yonelimden bakarsak bakalim tercih
edilen bir manyetik moment vektorii yonii olmadigi icin uzayin her noktasinda durum
donme altinda aynidir. Fakat bir ferromanyetik durumu diisiindiigiimiizde net bir man-
yetizasyon olmalidir ve spinler belli bir yone isaret etmelidirler. Dolayisiyla donme
simetrisi kirilir ¢iinkii manyetik moment vektorii belirli bir yonii igaret eder.

Kesirli Kuantum Hall (KKH) etkisinin deneysel olarak gosterilmesiyle [4] faz ge-
cislerini karakterize etmek icin cok farkli yontemlerin kesfedilmesi gerekti. Ciinkii
KKH etkisi barindirdig: fazlari, Landau’nun gelistirdigi faz gecisleri teorisi ile agik-
lanamayacak bir i¢sel diizene bor¢luydu. Bun sdyle agabiliriz; Hall etkisinde sistemin
kitlesel (i¢) kismu yalitkan bir davranig gosterirken kenarlari (diizenegin sinirlar) ilet-
kenlik karakterini benimser. Fakat bu durumdaki kitlesel yalitkanlik bir 6rgii sistemine
dizilmis atomlardan olusan sistemde elektron yogunlugunun her bir atom etrafinda si-
kica bagh oldugu yalitkan fazindan farklidir. Landau’nun teorisinde olmazsa olmaz
nicelik olan diizen parametresi konsepti burada kullanigh deildir. Ciinkii bu iki yalit-
kan faz1 birbirlerinden ayiracak lokal bir diizen parametresi iligkilendiremiyoruz. Ha-
liyle bu cesit i¢sel bir diizeni herhangi bir simetri kirilmasi ile agiklayamiyoruz. Bunun
yerine sistemi biitiinselligiyle karakterize eden lokal diizen parametrisinin bir nevi ro-
liinii tistlenecek, global bir parametre olan topolojik invaryant niceligini kullanacagiz.
Topolojik diizen [5,/6] ile korunan bu fazlar cesitli ilging fiziksel fenomenlerin ortaya
cikmasini saglamigtir. Sistemin bir torus iizerine konuldugunda temel durum dejene-
reliklerinin olmasi, kesirli yiik ve anyonik istatistiksel karakter tagiyan kuazi-desik ve
kuazi-par¢acik uyarilmalar1 bunlara 6rnek verilebilir. Ozellikle KKH etkisinin kesfi
ile, parcaciklarin yalnizca fermiyonik ya da bosonik karaktere sahip oldugu sistemle-
rin ¢alisildig1 bir durumdan, iki boyutta miimkiin olan anyonik pargaciklarin [[7] ge-
tirdigi yeni karakteristiklerle bezenmis sistemlerin ¢alisildigi duruma yonelim oldu.
Ozellikle topolojik kuantum hesaplama konseptinin ortaya atilmasindan sonra, dissal
etkilere dayanikli kuantum durumlarim1 bu sistemler ile gerceklestirmeye yonelik te-

orik ¢aligmalar yapilmaya baglandi.



Simdiye kadar bahsettigimiz topolojik fizik sinyalleri veren sistemler, iki boyutta
dik manyetik alana maruz birakilan elektronik kati hal sistemleriydi. Bu diizenekten
daha farkli ve topolojik konseptleri barindiran modelleri analog sistemlerde caliga-
biliriz. Asiri-soguk atom [_3] ve fotonik sistemler [9] ile yogun madde sistemlerinin
simiilasyonunun (kuantum simiilatér) yapilmasinda kaydedilen ilerlemeler ve bu dii-
zenekleri daha kolay kontrol ve manipiile edebilme becerimiz sayesinde giiclii-ilintili
elektronik yogun madde sistemlerini bu analog sistemlerde calismak cezbedici hale
gelmistir. Dolayisiyla KKH fiziginin 6rgii analogunu bu tarz asiri-soguk atom ve fo-
ton sistemlerinde calismak ve cesitli uygulamalarda nasil karakterize edebilecegimizi
bilmek 6nem arzetmektedir. Ornegin daha 6nce de bahsettigimiz gibi topolojik diizene
sahip fazlar anyon [7,/10] uyarilmalar: barindirirlar [11,|/12]]. Bu fazlarin kuantum bilgi
isleme agisindan digsal etkenlere kars1 dayanikli oldugu da gosterilmistir [[13]. O halde
diizgiin bir sekilde anyonik uyarilmalar1 manipiile edebilirsek kuantum bilgi isleme-
sini etkili bir sekilde gerceklestirebiliriz. Kat1 hal sistemlerinde bu tarz anyonik uyaril-
malar1 ¢alismak icin belirli yontemler onerilmistir [[14-16]; fakat problemin istenilen
sekilde calisilabilmesi epey zordur ve aktif olarak deney onerileri sunulmaktadir [17].
Bu sebeple KKH fazinin orgii analogu olarak diisiiniilen Kesirli Chern Yalitkanlarini
asiri-soguk atom ve foton sistemlerinde ¢alismak biiyiik avantaj dogurur.

Bu tez calismasinda Harper-Hofstadter modeli ile Kesirli Chern Yalitkani sistem-
lerinin kuazi-desik uyarilmalar1 calisilacaktir. Topolojik fazlarin barindirildig: bu du-
rumlarda ortaya ¢ikan temel durum dejenerelikleri karakterize edilip, durum sayilar
kapal1 bir formiille ifade edilecektir. Yogunluk profillerine bakilarak kuazi-degsik uya-
rilmasi sinyalleri aranacaktir ve ¢ok-parcacik Chern sayisi ile durumlarin topolojik
diizeni incelenecektir. Quazi-desik uyarilmalarinin ¢akili ve serbest oldugu durumlarin

karakteristikleri temel durum dejenerelikleri ile iligkilendirilecektir.



2 KUANTUM HALL ETKISI

E. Hall bir iletkeni manyetik ve elektrik alana maruz birakmanin bu iki alana dik yonde
bir akim meydana getirdigini gerceklestirdigi calismayla ortaya koymustur [18]]. Buna
ek olarak, sadece manyetik alana maruz birakilan malzemenin diizlemine paralel yonde
bir I akimi uygulanmasi da diizlemin normaline dik bir yonde Vj voltaj diismesine
sebebiyet verir. Sekil{2.1| bahsi ge¢en durumlarin gézlendigi temel deneysel diizenegi
gostermektedir. Klasik Hall etkisi olarak isimlendirilen bu fiziksel durumun dinamigi
klasik mekanik kullanilarak aciklanabilir; diizenekteki yiik tasinma isleminin klasik
mekaniksel denklemlerle aciklanip, yiik tasiyicilarinin adeta birer kati bilyeymis gibi

varsay1ldig1 modele Drude model [19] denir ve modelin 6ngdrdiigii hareket denklemi
m—=—-e(E—-vxB)—- — (2.1)

seklindedir. Bu denklemde, v parcaciklarin hizini, m kiitleyi, B = BZ manyetik alani,
e elektron yiikiinii ve E elektrik alan1 temsil eder. Lorentz kuvvetine ek olarak dogrusal
bir siirtiinme terimi ile diizenekteki diizensizlikler modellenmeye ¢alisilinir; 7 sagcinim
stiresini temsil eder. Bu denklemin denge ¢oziimleri ile ilgileniyoruz ¢iinkii bu fiziksel
siire¢ boyunca denge durumuna ulagilinca belirli gozlemlenebilirler deneysel olarak

oOlciiliip teorik hesaplarla karsilastirilabilir. Akim yogunlugunu pargaciklarin hizi ile
J = —nev

seklinde iligkilendirebiliriz. Bu tamimda, n parcacik yogunlugudur. Dinamigi barindi-

ran 2.1l denklemi matris formunda

1 WRT J 62TLTE
—WpBT 1 m

seklinde ifade edebiliriz; burada wp = % siklotron frekansidir. Bu ifadede yer alan

matrisin tersini her iki tarafla carpip klasik elektromanyetizmadan bildigimiz Ohm ya-

sasina ula§1r12:



J=0E

Dolayisiyla burada o iletkenlik tensoriinii temsil eder. Bu sekilde Drude modeli ile

ozdiren¢ p hakkinda bilgi alabiliriz:

-1 ( Pza sz)
p = 0 == .
“Pay  Pyy
iligkisi vardir. Yukaridaki denklemleri kullanarak Hall 6zdirenci p,, ve yataydaki di-

reng Pgq

m

Prx = Ve Pgy = —

ne’r ne
ile verilir. Sekil-2.1’de, ifadelerin manyetik alana olan bagliliklar1 goriilebilir.

4

B Py

/ | :
Vi 2=

Sekil 2.1: Hall etkisi diizeneginin temsili. Yatay direncin ve Hall direncinin klasik
olarak manyetik alanin degismesine gore gosterdikleri profil. [20]] kaynagindan tekrar
cizilmigtir.

B

2.1 Tam Sayih Kuantum Hall Etkisi ve Landau Seviyeleri

Kuantum etkilerin baskin oldugu fiziksel rejimlerde, klasik fizik ile yapilan ¢ikarim-
larin sistemin davranigini isabetli bir sekilde temsil etmedigi sayisiz ornek verilebilir.
K. von Klitzing tarafindan 1980 yilinda gerceklestirilen deney [21] sonucu elde edilen
sonuclar bu durumlara yeni bir drnek olusturup ¢ok zengin bir fiziksel alanin kapisini
aralayacakti.

Sekil{2.2] bize 6zdirencin manyetik alanin fonksiyonu olarak nasil degistigini gos-
termektedir. Hem yatay 0zdireng p,, hem de Hall 6zdirenci p,, klasik tahminlerin ak-
sine davraniglar sergilemektedirler. Bu sekilde iki boyutlu elektron gazinin ¢ok diisiik
sicakliklarda, kuvvetli bir manyetik alana maruz kalmasi klasik fizikten uzaklasildig:

bir fenomene isaret etmistir. Hall 6zdirenci belirli manyetik alan aralifinda kuantize



Sekil 2.2: Tam Sayili Kuantum Hall etkisi. Klasik profile kiyasla direngler kuantize
olup, belirli bir manyetik alan araliginda atlama yapmadan once kuantizasyonlarini
stirdiiriirler. [21] kaynagindan alinmistir.

bir deger alip bir platoya oturup yatay olarak bir sabitlik gostermektedir ve degerle-
rinde ani atlamalar goriilmektedir. Bu platolardaki Hall 6zdirenci v bir tamsay1 olmak
tizere,

B 2mh 1

Pay = (2.2)

ez v
seklinde deger alir. p,, ise plato boyunca sifir degerindeyken platolar arasi ziplama-
larda aniden biiyiik degerler alarak atlamalar gosterir. Hall direnclerindeki bu kuantize
degerlerin tam say1 dogasi deneylerle ¢ok yiiksek bir isabetlilikle gosterilmistir; go-
rece hata 10~ mertebesinde seyretmektedir [22-24]. Bir diger énemli husus ise bu
elde edilen sonuglarin hicbir sekilde materyale bagimliliginin olmamasidir: deneyin
gerceklestirildigi diizenek ile gelen diizensizlik ve kirlilik yogunlugu (yeterince diisiik
olma sartiyla) fenomeni belirleyen kriterler degillerdir. Bu sekilde mikroskopik detay-
lara bagl olmayan bir nicelik daha genel yapilar ile anlagilabilir. Matematiksel acidan
bakarsak bu konsept tam anlamiyla matematiksel objelerin global 6zellikleriyle ilgile-
nen topoloji alani ile bir kdprii kurmaktadir. Bunun son zamanlarda alanda ¢ok dikkat
toplamis topolojik invaryant [25] fikrinin bir 6rnegi oldugunu gorecegiz.

Elimizdeki ¢ok-parcacik problemine kuantum mekaniksel agidan yaklagabilmek

i¢in tek bir elektronun manyetik alan altindaki durumunu incelemek faydali olacaktir.
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Bu problem Landau kuantizasyonu olarak bilinir [26]. ki boyutlu (z,%) diizlemine
hareketi kisitl ve dikey bir manyetik B = B2 alanina maruz birakilan rolativistik

olmayan bir elektronun Hamiltonyeni

H= ﬁ(p + eA(r))? (2.3)

ile verilir; m elektron kiitlesini, —e elektron yiikiinii ve A ise B = V x A manyetik
alanini iireten vektor potansiyelini temsil eder. Sistem fiziksel olarak diizlemde her iki
eksende Oteleme simetrisi gosterse de, vektor potansiyelin lokalliginden o6tiirii 6teleme
simetrisi kirilmigtir. Vektor potansiyelin formuna gore belirli eksenlerde bu simetri tek-
rar kazanilabilir, bu ayara bagli bir durumdur. Kanonik momentum p operatoriiniin de
ayara bagl oldugu unutulmamalidir. Pozisyon ve momentum operatorleri her zamanki
kuantum mekaniksel komiitasyon bagintilarini saglarlar: [z;, p;] = ihd;;. Fizik ayardan
bagimsiz olmalidir ve dl¢iilen nicelikler ayar bagimsizlig1 saglamalidirlar. Bu sebeple
klasik mekanikte gordiigiimiiz hiz ile orantili 6l¢iilebilen momentumu, yani mekanik

momentumu
IT = (11, Hy) =p+eA 2.4)

seklinde tanimlayabiliriz. Bu operator ayardan bagimsizdir ve bilesenleri cinsinden[2.3]
denklemi

1
H=—(I1% + I1? 2.5

ile ifade edilir. Mekanik momentum operatoriiniin komiitasyonu

[, 1L,] = e([pe, Ay) = [py, As))
= e(0Ay[ps, x] + 0y Ay P2, y] — O Aupy, x] — 0y Aslpy, ]
— —ieh(9,A, — 0,4,)
= —ieh(V x A),

= —i— (2.6)

sonucunu verir ve bu problemle ilgili karakteristik bir uzunluk birimi olan manyetik

uzunlugu

Ip =1/ — 2.7)



seklinde tanimlariz. Bu tanimu fiziksel agidan daha sezgisel ve motive edilebilir hale
getirmek i¢in klasik resmi aklimiza getirebiliriz. Klasik olarak manyetik alana maruz
kalan bir elektronun yoriingesinde sapmalar meydana gelir ve dairesel hareket yap-
maya baslar. Fakat kuantum mekaniksel resimde Heisenberg Belirsizlik Ilkesi’nden
fiziksel nicelikler iizerine belirli sinirlamalar getirilir. Manyetik alan altinda olugan sik-
lotron yoriingesinin bu belirsizlik ilkesini ihlal etmeden alabilecegi en kiiciik yaricap
manyetik uzunluktur. Hamiltonyeni kanonik olarak birbirine eslenik olan kuadra-
tik operatdrlerin toplami seklinde yazilabildigi icin enerji seviyeleri harmonik salinici

problemini ¢ozerken kullandigimiz cebirsel metot ile bulunabilir. Algaltma, yiikseltme

operatorlerini
a:li(n —m)aT:l—B(H +4ll,) (2.8)
B \/§ x Yy B \/§ x Yy .
seklinde tanimlayip arzu ettigimiz [a, af] = 1 iligkisini saglayabiliriz. Bu operatorler

ile[2.5|Hamiltonyenini tekrardan yazip

B2 1
H=—+|da+=
ml% ( 2)
1
= hwp (aTa + 5) (2.9)

seklinde ifade edebiliriz. Burada wp = m’;@, siklotron frekansini manyetik uzunluk
B

cinsinden elde ettik. Sistemin enerji seviyeleri

1
En:hwg(n—l—§> neN (2.10)

ile verilir. Ayrik seviyeler arasi enerji farki hep ayni olup AE = hwg’dir. Bu ayrik
enerji seviyelerine Landau seviyeleri denir ve n = 0 en diisiikk Landau seviyesi (LLL)
ile adlandirilir. Bu seviyeler dejenere olup, dejenerelik sayis1 Ny = BA/® ile verilir.
B dik manyetik alanin biiytikliigii, A diizenegin toplam alani, ®, ise temel manyetik
aki kuantumudur. Bu tek-parcacik dejenereligi sistemin barindirdigi toplam manyetik
aki kuantumu sayisina esittir [27].

Tam Sayili Kuantum Hall etkisi elektronlar arasi etkilesimi hesaba katmadan agik-
lanabilir. Buna gore tek-parcacik Landau seviyelerine parcaciklar yerlestirilir ve dolu
Landau seviyelerinin say1s1[2.2) denklemindeki » tam sayisina denk gelir. Fiziksel ola-

rak bu sekilde belirli manyetik alan araliklarinda kuantizeligin siirdiiriilebilmesi sis-
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temdeki diizensizlikle aciklanabilir [28]]. Buna ek olarak iletkenligin topolojik bir in-
varyant olan Chern sayisi ile iligkilendirilmesi kuantizeligin orijinini topolojik sebep-

lere baglamis olur [20].

2.2 Kesirli Kuantum Hall Etkisi

Bir onceki boliimde (2.1) Hall platolarimi sistemdeki diizensizlikle iligkili oldugunu
belirtmistik. Bu diizensizlik miktar: belirli bir alt sinirin altina indiginde tam say1 pla-
tolar1 iyice silik bir hale gelip kaybolmaya baslarlar. Fakat ilginc bir sekilde tam sayili

platolarin disinda kesirli platolarin bu rejimlerde ortaya ¢iktig1 gozlemlenmistir [4].

af [ I—Z
iz
25 __/ -
ot ya
¢ [V
@ / Tﬂ . h ] J
x f T’ 1
VL ol

Sekil 2.3: Kesirli Kuantum Hall etkisi. Klasik profile kiyasla direng¢ler kuantize olup,
belirli bir manyetik alan aralifinda atlama yapmadan 6nce kuantizasyonlarini siirdiiriir-
ler. Fakat bu kez kuantizasyonlar kesirli sayilarda olurlar. [4] kaynagindan alinmustir.

[2.3]te Kesirli Kuantum Hall etkisini gorebiliriz ve direngler yine, denlem [2.2] for-
munda olurlar fakat kuantizasyon parametresi v kesirli degerler alir: 1/3,1/5 gibi. Et-
kilesimsiz elektron modeli ile 2.1] bolimiinde Tam Sayili Kuantum Hall etkisini agik-
layabildik fakat bu kez artik elektronlarin birbirleri ile yaptig1 etkilesimi de hesaba
katmak zorundayiz. Landau seviyeleri dejenere oldugu i¢in kismi bir sekilde doldurma
yapmak dejenereligi iyice arttiracaktir, ¢iinkii Pauli ilkesin yok saymadan ¢ok farkl
sekillerde kismi bir sekilde Landau seviyelerini doldurabiliriz. Elektronlar arasi Co-
ulomb etkilesimini pertiirbasyon olarak goriip etkilesim enerjisini uyarilma enerjisiyle
hwp karsilagtirarak sistemi degerlendirebiliriz. Fakat deneylerden diizensizligin getir-

digi bir enerji 6l¢eginin de rol oynadigim farkediyoruz ve diizensizlik azaldikca kesirli
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kuantizasyonlar1 gozlemliyoruz. Dolayisiyla hiwp >> Vigitesin >> Vaiizensizir iliski-
sinin gegerli oldugunu diistinebiliriz. [2.1] boliimiinde en alt Landau seviyesini Pauli
ilkesi kisitlamalariyla doldurdugumuzda dejenere olmayan bir ¢ok-parcacik durumu
elde ediyorduk. Fakat kismi doldurma c¢ok dejenereli bir durum sunuyor ve bu se-
beple dejenere pertiirbasyon teorisini zorunlu kiliyor. Bu kadar fazla dejenerelik olan
durumda dejenere pertiirbasyon teorisi yaparken basvurdugumuz diyagonalizasyon is-
lemleri bas edilemeyecek sekle gelir. Buna ek islerimizi kolaylastirmasi acisindan ve
calisgmamizla dogrudan baglantis1 oldugundan problemimizi en alt seviye Landau se-
viyesindeki kismi dolumlara sinirlayacagiz. Dolayisiyla yine manyetik alani kuvvetli
alip kinetik dinamigi en alt Landau seviyesine kisitlayacagiz. O halde etkilesimi de
bu seviyeye yansitmaliy1z [29]30]. Kinetik terim parcaciklar tizerinden direkt toplam
alinarak bir sabit iiretecegi icin, asil dinamik, yansitilmis etkilesim kisminda olacaktir.

O halde problem boyutsuz olarak

1
H=%rrs Z Prrr (2.11)
= i — 1]

sekline indirgenir. Burada karmasik kismi yansima operatorii P, getirmektedir,
hatta bir nevi Hamiltonyenin kuantum mekaniksel dogasin1 ortaya koyuyor diyebiliriz
clinkii Coulomb etkisinin i¢inde birbirleriyle komiitasyon iligkisi sifir olmayan opera-
torler bulunmuyor. Problemin hem analitik hem de niimerik zorlugundan 6tiirii fiziksel
arglimanlarla tahmini dalga fonksiyonlar: tiretmek yoluna basvurulmustur. % = rtek
say1 formundaki durumlar aciklamak icin Laughlin dalga fonksiyonunu (normalizas-
yonu haric)
V({2 }) = [[ (2 — 2)7e ==/ (2.12)
i<j
seklinde yazmustir [11]. Burada 2 = z + 7y kompleks koordinati belirtmektedir. Bu
dalga fonksiyonu tek say1 r durumlari i¢in antisimetriktir. Daha ilerideki boliimlerde
ayni dalga fonksiyonunun r ¢ift say1 durumlarini bozonik sistemlerde niimerik hesap
yaparken kullanacagiz. Goreli koordinatlari iceren ilk faktor korelasyonlar1 dahil et-
mek i¢in vardir; bir nevi bu terim elektronlar birbirlerine yaklastiklarinda yok olan
bir durum elde etmeye yarar. Ustel faktor de sistemin merkezinden keyfi bir sekilde
uzaklagmalar1 engeller niteliktedir.
v = 1/r sistemlerinin uyarilmig durumlarina gelirsek iki tiirlii yiiklii uyarilma ile

karsilagiriz: kuazi-desik ve kuazi-pargacik uyarilmalari 1 /7 temel durumu iizerinde bu-
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lunan diisiik enerjili uyarilmis durumlardir. Laughlin kuazi-desik uyarilmasi icin dalga
fonksiyonu tahminini

(i) = [T = ) [T — au)re X @13)

i j<k

seklinde yapmustir [11]. Bu 7 pozisyonuna cakilmis bir kuazi-desik durumunu ifade
eder. 7 pozisyonuna dogru gidildik¢e elektron yogunlugu sifira gider, haliyle elektron
yogunlugu yok olur. Dolayisiyla bir desik yaratmis oluruz. Kuazi-desiklerin kesirli yiik
tagidiklar1 bu dalga fonksiyonundan hareketle goriilebilir ve yiikleri +e/r seklindedir,
burada elektron yiikiinii —e olarak aldik. Bunu sezgisel olarak sdyle gorebiliriz; farz
edelimki r tane kuazi-desik 7 konumuna ¢akilsin. O halde dalga fonksiyonu

U ({2} im) = [ [z — )" [ [ (25 — zn)re 2=/ (2.14)

i j<k
halini alir. Eger 7 bir dinamik degisken olsayd1 (yani sistemin bir serbestlik derecesi,
konum ya da momentum gibi), o halde ilk terimi direkt ikinci terimin i¢ine atip ekstra
bir elektronlu, v = 1/r Laughlin fonksiyonu haline getirirdik bunu. Fakat 1 bir para-
metredir ve siirekli aynm1 yerde degismeden c¢akilidir. Dolayisiyla bu dalga fonksiyonu
7 pozisyonunda bir elektron eksik olan durumu temsil eder. O halde r tane kuazi-desik
bir elektron yoksunlugu ile denktir, bu demek oluyor ki bir kuazi-desik bir elektronun
1/r kadar yoklugunu saglar ve yiikii +e/r’dir. Sisteme kuazi-desik cakilmasi ekstra
manyetik aki gerektireceginden v degisir ve sistemin kapladig: alan biiyiir [28]]. Belirli
bir sekilde sistemi bilyiitiip tek-parcacik durumlarinin kapladigi alam arttirmak kuazi-
desik popiile etmek icin gereklidir
Topoloji ve Hall iletkenligi arasinda bir iligki oldugunu daha onceki boliimde (2. 1)

sOylemistik; bu kistmda daha agik bir sekilde bunun temelini olusturmaya calisaca-
g1z. 1leriki boliimlerde 6rgii sistemlerinde topolojik argiimanlar benzer sekillerde ku-
rulacaktir. Chern sayisi olarak bilinen topolojik invaryantin Hall iletkenligi ile di-
rekt iligkili oldugunu Thouless-Kohmoto-Nightingale-Nijs (TKNN) ortaya koymus-
tur [31]]. Bu iligki sayesinde Tam Sayili Kuantum Hall etkisi durumlarinda topolo-
jinin tek-parcacik problemiyle iligkili olan fazlarin nasil daha zengin yapilara ola-
nak verdigini goriiriiz. Fakat bu durumda etkilesimler ihmal edilmistir ve bu 6zel
durum igin topolojik argiimanlar (3)) boliimiinde detayl bir sekilde islenilecektir. Bu
invaryantin ¢ok-parcacik etkilesimlerinin oldugu durumda hesaplanma seklini Niu-

Thouless-Wu (NTW) vermistir [32]]. Dolayisiyla Kesirli Kuantum Hall durumlarini
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topolojik acidan degerlendirmek icin Chern sayisini kullanabiliriz. Sistemimizi bir to-
rus iizerine koyalim. Bu durum periyodik sinir kosullar1 uygulamamiz1 gerektirir ve
en genel durumda (manyetik alandan dolay1) basit bir u¢ uca 6zdeslestirmeden zi-
yade ekstra bir faz s6z konusu olur. Yani 7, ve T}, oteleme operatorleri olmak iizere
To(x,y) = Y(x + Layy) = P(w,y), Ty (v, y) = Y(x,y + Ly) = ¢(z,y) yerine bu
operatorlerin uygun fazlarla carpilmus halleri olan M, ve M, manyetik dteleme opera-
torleri uygulanarak M, (z,y) = €= (z,y), M(z,y) = 1) (x,y) sinr kogullart
elde edilir. Burada 6, ve 0, fiziksel alana ek olarak tanimlanabilecek bagka ayarlardan
gelecek olan biikme agilaridir. Burada goriildiigii gibi torus sinir kosullarindan otiirii
sistemi karakterize etmek icin 2 tane parametreye bir baghlik gerekli hale gelmistir. O
halde (6,,6,) ile bir parametre uzay1 olusturabiliriz. Haliyle bu parametrelerin degi-

simi ile ilgili bir Berry faz1 [33] hesabi diisiiniilebilir. O halde Berry baglantisini

0
i <¢0 a6, ¢0> (2.15)
ile ifade ederiz, burada |t/) temel durumu temsil eder. Buradan hareketle iligkili alan
siddetini
OA, OA 1 0 Oy 0 0y
Ty = — Y= —j|— — — 2.16
V< o0, 00, [aey <1/)° 00, > 20, <¢° 09, (2-16)
seklinde yazariz ve bu (NTW) [32]’de dogrusal tepki teorisi ile gosterildigi gibi Hall
iletkenligine
o2
Oy = —%S‘;y (2.17)

sekilinde denktir. Biitiin sinir kosulu a¢1 degerleri iizerinden ortalama alinirsa

e? d*0
oy = — 0 — % 2.18
oo =% |y (2.18)
elde edilir. Bu sayede Chern sayisini
1 2
C=— d 04y (2.19)
27 Tg

olarak yazariz ve her zaman i¢in C' bir tam sayidir.
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3 ORGUMODELI: HARPER-HOFSTADTER HAMIL-
TONYENI

Kat1 hal fiziginden bildigimiz gibi periyodik bir potansiyel iceren elektron sistemleri-
nin enerji spektrumlart kuantize olmus ayrik seviyelerin aralikli bantlar olusturmasin-
dan meydana gelmektedir [34,35]]. Manyetik alan varlifinda ise spektrum tekrar bir
ayrilma yasayarak cok dejenere Landau seviyelerini olusturur. Manyetik alan ile 6rgii
sisteminin periyodik yapisi birlikte enerji spektrumunda Hofstadter Kelebegi [36,37]
yapisini gosterirler. Bu boliimiin ilk kisminda bu tek-parcacik durumu incelenip ilerle-
yen boliimler i¢in taban olusturulacaktir ve ayrica sistem topolojik agidan degerlendi-
rilip Orgii yapilardaki etkilesimsiz durumlar icin topolojik invaryant konsepti aciklana-
caktir. Ikinci boliimde ise giiglii ilintili topolojik fazlarin optik 6rgiilerde incelenmesi
yapilacaktir ve etkilesimli durumlar icin topolojik invaryant konsepti genellestirilecek-

tir.
3.1 Orgiide Tek-Parcacik Problemi

Siki-baglanma sartlar1 altinda elektronlarin periyodik potansiyele maruz birakildig et-
kilesim iceren sistemlerin dinamigi Hubbard [38] modeli ile ¢aligilanabilir. Diisiik s1-
cakliklarda biitiin parcaciklar oncelikli olarak en alt enerji bandin1 popiile ederler ve
Hubbard modelinin temel durumlar1 (7" = 0K) bu rejimleri iyi bir isabetlilikle tasvir
edebilir. Etkilesimler yok sayildiginda Hubbard modeli siki-baglanma modeline indir-

genir ve iki boyutta:
Hy=—tY (c}cj + h.c.) , G.1)
(ig)
Hamiltonyeni ile ifade edilir. Burada cZT ve ¢; oOrgiideki ¢ ve j noktalarindaki yaratma
ve yok etme operatorleridir, burada i = (i, 7,); j = (Ju, J,) Orgii lizerindeki noktalarin
orgii sabiti a cinsinden koordinatlaridir. Toplam sadece en yakin komsulu 6rgii nokta-

lar1 arasinda atlama yapilmasina olanak tanir. Burada denklem sadece Orgii nokta-
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lar1 arasinda atlamaya karsilik gelen kinetik terimi igermektedir. Elektron bant teorisi
ile analoji kurmaya calisirsak bu Hamiltonyen soyle diisiiniilebilir. Siki-baglanma sar-
tin1 kosalim ve elektronlar 6rgiiyii olusturan atomlarin orbitallerini doldursunlar. Orgii
yapisin1 korumak ve siirekli-ortam durumundan uzaklagmak i¢in atomik orbitallerin
dalga fonksiyonlarinin birbirleriyle sifira yakin bir i¢ ¢arpim verdiklerini varsayalim.
Bu durumda ¢ parametresi ise orgii iizerinde bir noktadan bagka bir noktaya tiinelle-

meyi temsil eden bir Ortiisme integrali ile verilir.

Yy Yy
Cbi'l“/iy @ ¢i:l:+17/ill

¢4
¢
O
G S B

Sekil 3.1: Kare orgii tizerinde kinetik atlamalar verilmistir. Manyetik alan altinda bir
plaket etrafinda parcacigin tur atmasi ile alinan Aharonov-Bohm fazi Peierls fazi ile
ifade edilir.

Manyetik alan varliginda (B = V x A), parcaciklarin sahip olduklar1 Aharonov-
Bohm fazim [39]] kinetik terime ekleyebilmek i¢in Orgii noktalar arasindaki atlamayi
temsil eden yaratma ve yok etme operatorlerinin yanina Peierls faz1 [40] gelir ve ki-
netik terimin matris elemanlarinin karmasik say1 degerleri almasina olanak saglanir.
Temsili olarak sekil{3.1[de bu siiregleri gorebiliriz. Buradaki Peierls fazi eklentisi bir
elektronun kapali bir yol etrafinda dikey manyetik alan altindayken kaptig1 Aharonov-

Bohm fazini iiretebilmesi i¢indir. Bu eklenti sonrasinda Hamiltonyen

H=-tY (em%cjcj + h.c.) , (3.2)
@)
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formunu alir. Burada ¢;; iki Orgii noktasi arasinda ziplama yaparken alinacak faz ile
ilgili bilgiyi tagir ve bu ayar bagiml bir niceliktir: ¢;; = 7 f;j A - dr. Aharonov-Bohm
fazi1 ile analoji kurarak birim hiicre basina diisen akiy1

€ (I)B
Prp== ¢ A -dr =27r—= 3.3
AB hﬁ r W@Q? ( )

p=> ¢ (34)
O

birim hiicredeki manyetik aki kuantumu seklinde tanimlayabiliriz. Sekil{3.1[de oldugu
gibi, burada verilen toplama iglemi bir birim hiicre iizerinden yapilir ve sonucu o birim

hiicrenin barmdirdig1 manyetik kuantum akisi sayidir. Dolayisiyla ¢ niceligi aslinda
h

boyutsuz manyetik alan siddetinin rejimini belirleyen faktordiir. & = ¢ manyetik aki
kuantumudur. Manyetik aki kuantumunu en temel aki kuantumu olarak diisiinebiliriz
belirsizlik ilkesi ¢ercevesinde; bu nicelik 271% alamin i¢indeki manyetik aki olarak ad-
landirilabilir.

Elimizdeki Hamiltonyen kesikli 6teleme simetrisini kirdig1 i¢in direkt Ha-
miltonyenindeki gibi momentum bazina gecip durum karismasi yasamadan diyago-
nal forma getirebilmemiz s6z konusu degildir. Ciinkii kristal 6rgii momentumunun va-
rolma sebebi direkt ayrik 6teleme simetrisinin bulunmasiydi. Manyetik alanin varligi
bizi vektor potansiyeli i¢in bir ayar segcmeye zorladigindan acik bir sekilde simetri ki-
rilacaktir (Fiziksel olarak dik ve homojen manyetik alan varlig1 hem rotasyonel hem
oteleme simetrisini korusa bile Hamiltonyene bu alanlar vektor potansiyel cinsinden
sokulur). Dolayisiyla burada her bir dtelemede (ayara bagli) parcacik belirli bir faz
aldig1 i¢in 6teleme operatorleri ve Hamiltonyen maksimum ortak 6zduruma sahip ope-
rator kiimesi olusturmaz. Bu nedenle manyetik alan varliginda Brillouin bolgesini uy-
gun sekilde degerlendirmeliyiz ve bu bizi manyetik Oteleme operatorleri tanimlayip
manyetik 6teleme grubu olusturmaya sevk eder [41,42]. Hamiltonyenini acik se-

kilde yazarsak kinetik terim aslinda diizlemde x ve y yoniinde parcacik Stelemelerini

simgeler:
Hy=T)+T) +hec.

ZE:QﬁMf%%+§:dmwp%%+no (3.5)

Dolayiswyla [T, H] = [T,,, H| = [T};,T,,] = 0 ve Brillouin bélgesi iyi tanimlanmigtir

ve Hamiltonyeni Bloch formuna getirip diyagonalize edebiliriz. Ayn1 sekilde manyetik
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alan varligindaki [3.2] Hamiltonyenini bir dnceki durumla analoji kurarak daha agik

yazarsak, naif bir sekilde

H=T,+T,+hc

@ ipY .
= el G € Yl i, +he (3.6)

h ty+1
Tg,ly iz,ly

tanimlayabiliriz. Bu durumda Hamiltonyenin &teleme simetrisini koruyamadigim [, T, | #
0 komiitasyon iligkisinden gorebiliriz. Bunu agikca gosterebilmek igin 7, ve T}, ope-
ratorlerinin 6rgii noktasindaki [, ) (i, = m,i, = n) deneme durumuna nasil etki

ettigine bakalim:

Ty [Womn) = Tychp [0)
t i9Y

Ty ZU+1CZCEva€ ey Cm,n |O>

iz,ly

_§ : i} {
izyiy ¢ ’Lx7ly+1 5sz5nzy + cmmci”y |O>

iz,ly
_ 2{: iy ¢ Zzﬂy+15nnm5nly\0>

ix,ly
_ T ig%,,
- Cm,n-‘,—le - |O> (37)

Buradan hareketle T, ve T}, operatorlerinin sirasiyla ayni duruma etkiyerek komiitas-

yonlarinin

T, Ty [mn) = Tuch, g €mm |0) = emmirti@mnct o 010)
T, Ty [hmn) = Tych 1 n€mn |0) = ePmernTmnct 0 10)

T T — €l¢m+1 n+7‘¢m n- ¢m n+1 Z¢m nT T (38)

seklinde oldugu goriiliir. Komiitasyonu bozan faz faktoriinii ¢;; nin tanimini kul-
lanarak anlayabiliriz. [3.8]denkleminden de anlagilacag: iizere toplam bir duruma birim
hiicreyi tur attiracak sekilde 6teleme uygulandiginda belirli bir faz birikir, tistel fonksi-
yonda goriilecegi gibi. Bu tam olarak fazlarin 6rgii iizerindeki rotasyoneline denk gelir.

Siirekli ortamda olmadigimiz i¢in rotasyonel operatoriinii buna gore tanimlamaliyiz:
Am¢m,n = ¢m+1,n - ¢m,’n; Ay¢m,n = ¢m,n+1 - ¢m,n

an¢ - Am¢%~b, - Ay(b - m+1 n (ﬁ?jn,n - i@,n-i—l - fn,n

3.4 yi kullanip esitligin iki tarafina karsilik gelecek sekilde yazarsak
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e
_ AY Y _ AT — AT —— .
an¢ - ¢m+1,n ¢m7n m,n+1 mn h/ A - dr
birim hiicre

= 27TE / Bda = 27 ¢n
h
Buradan hareketle denklem [3.8§]
T,T, = ™= T,T, (3.9)

seklini alir. Dolayisiyla Hamiltonyenle komiitasyon iligkisinin sifir olmasini istedigi-
miz yeni 6teleme operatorleri tammmlamaliyiz [42]. Belli bir homojen manyetik alan al-
tinda bu operatorlerin alacagi sekli yazalim. Landau ayarinda (A, = —By = —2m¢i,)

¢ her plaket i¢in homojen aki olsun, bunu kullanarak operatorler
T.T, = e”™T,T, (3.10)

iliskisini saglarlar. O halde bu operatérler ¢ = p/q igin, p ve ¢ kargilikli asal oldugu
stirece komiitasyonu saglarlar. Dolayisiyla manyetik 6teleme operatorleri M, = T ve

M, = (T,)? seklinde tanimlanirsa
MM, = M,M, (3.11)

oldugu goriiliir. Fazlar1 bu sekilde ayarlayip Landau ayarii kullandiktan sonra Hamil-

tonyenimizin son hali

H=—t ( > el e, + Y c e, +he > (3.12)

izyly igyly
ile verilir. Bu sekilde orgii diizleminde = yoniinde atlamalar fazdan 6tiirii y koordina-
tina baglh olarak karmagik say1 de8eri alabilir, y yoniindeki atlamalarda faz birikmez.
Ayari nasil sectigimize gore degisebilir bu resim. Fakat plaket bagina biriken toplam
fazdan otiirii ortaya ¢ikan birim hiicre basina diisen manyetik kuantum akisi ayar de-
gismezdir. Harper-Hofstadter Hamiltonyenidir. Oteleme operatériiniin bu ayarda
y yoniinde ¢ kadar hiicre taradiktan sonra fazin birim deger almasi saglandigindan yeni
bir hiicre tanimlamasi gerekiyor. Bu tanimlamalara manyetik hiicre denip yeni bolgeye
manyetik Brillouin bolgesi denir ve k, € [—7/a,7/a), k, € [—7/(qa),7/(qa)) ile
tanimlanir, a Orgii sabitidir. Bloch teoremi kullanilarak olusturulan bir deneme fonk-
siyonu yazilip Schrodinger denkleminde yerine yazildiginda bir fark denklemi ortaya
cikar ve bunu matris formuna sokup problemi ¢ X ¢ boyutundaki bir matrisin 6zdeger

problemine doniistiirmiis oluruz.
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i ki B
U, 4, = et b 4o = (3.13)
Yy Yy Yy Yy

ile verilen deneme fonksiyonu manyetik birim hiicre boyunca olan tek-parcacik dalga
fonksiyonu tizerinden yazilmistir. Bunun sebebi 6teleme operatorlerinin 6zvektorii ola-

bilmeleridir. ¥;_, fonksiyonunu m Hamiltonyeni i¢in Schrédinger denklemine sok-

ig,ly

tugumuzda

EV;, ;= —t(e W, 1y, + €0 g+ W+ U ) (3.14)

elde ederiz. [3.13]deki tanimi kullanip denklem [3.14] i tekrar yazdigimizda
By, = —t(Zcos(kxa — 2w biy )i, + €O 1 + e*l’kyawirl) (3.15)

bulunur. Elimizde sadece ¢ tane biricik ¢6ziim oldugu i¢in (¢iinkii 7 + ¢ = n manyetik
birim hiicrede bizi basa dondiiriir), bu ¢oklu fark denklemini matris formuna getirip

ozdeger ve ozvektorleri hesaplayabiliriz. Matris formunda

Yo Yo
H(ko k) | 0, | = Elhaiky) | (3.16)
Qﬂqfl wqfl
CO eikya 0 . efikya
e_ikiua Cl eikya e 0
H(ky k) =—t| 0 ehe Cy .. 0 (3.17)
eikya 0 0 Ce qul

ile ifade edilir ve C;, = 2cos(k,a — i,2m¢) seklindedir. Verilen bir ¢ = p/q icin ¢ x ¢
boyutunda bir matris elde edildigi i¢in spektrum ¢ tane banda ayrilir ve bu spektrum
¢ ’nin fonksiyonu olarak karsilikli asal p ve ¢ i¢in ¢izilirse Sekil{3.2]de oldugu gibi
Hofstadter Kelebegi elde ederiz. Burada biz niimerik hesabimizi yaparken daha efektif
olmak i¢in sadece bantlarin sinirlarini hesaplayarak grafigi ¢izdirdik [43].

Daha 6nce bahsettigimiz orgii sistemlerde Chern sayis1 ve topolojik invaryant ko-
nusunu tek-pargacik Hofstadter-Hubbard modeli tizerinden isleyecegiz. Temel anlamda

topoloji kavraminin orgii yapilarinda énemli bir yere sahip olmasinin altinda, kristal
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Sekil 3.2: Hofstadter Kelebegi. Enerji spektrumu p ve ¢ karsilikli asal olmak iizere,
¢ = p/q degiskenine baglh sekilde ¢izilmistir. Enerjinin maksimum ve minimum nok-
talarindan itibaren bantlar ¢izilmisgtir.

momentum niceliginin torus T2 topolojisine sahip Brillouin b6lgesinde yasamas: ya-
tar. Brillouin bolgesinin T2 rolu ayni sistemleri icin topolojik bakislar1 konusurken
karsimiza ¢ikan T% parametre uzayina benzerdir. Bu sekilde Brillouin bolgesi tanim-
lanabilen etkilesimsiz, bantlar aras1 ayrik sistemlerde ve Fermi enerjisinin bu yasak
enerji araliginda bulunmasi: durumunda her bir banda tam say1 degerli bir topolojik
C € Z invaryant atayabiliriz [20]. Bu topolojik invaryantlarin fiziksel olarak Kuan-
tum Hall diizeneklerinde elde edilen kuantize olmus iletkenlik ile direkt iligkisi oldugu

gosterilmigtir [31]. Bu iligki
e
on=—7 Y.V (3.18)

ile verilir. v;, E; enerjili « bandinin Chern sayisidir ve bu toplam E» Fermi enerjisine
kadar devam ettirilir. Kuantum Hall diizeneginin Fermi enerjisi yukarida bahsettigi-
miz bantlar aras1 bir ayrikliktaysa diizenek materyalin i¢ kisminda yalitkandir. Hall
iletkenligine katki diizenegin kenarlarinda yasayan kiral ve ayrik olmayan kenar du-
rumlarindan gelir. Bu kenar durumlarinin varligi, diizenegin i¢c kisminin sahip oldugu

topolojik yapinin roliinii ortaya koyar. Bu baglanti Thouless, Kohmoto, Nightingale ve
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den Nijs tarafindan belirtilmistir [31]] ve TKNN invaryant: olarak literatiire ge¢cmistir.
Bir n bandina bu sekilde atfedilen Chern sayisi o bandin 6z durumlart |u, (k)) tarafin-

u,,(k)) B-17] matrisinin 6zvektorleridir):

dan verilir,(

. (<8221k) ‘ 81;7;€<yk>> . <azé22k> ‘ agzik)>)- (3.19)

Bu hesap aslinda Berry egriliginin parametre uzay1 iizerinden degil de birinci Brillouin

bolgesi (BBB) iizerinden integralidir. Bu durumda momentumlar parametre ve BBB
konfigiirasyon uzayi, Hofstadter-Harper bant 6zvektorleri de anlik 6zdurumlar olarak

diisiiniilmelidir.
3.2 Optik Orgiilerde Kesirli Kuantum Hall Faz

Bu boliimde kati hal orgii sistemlerinde gozlemlenmesi deneysel olarak ¢ok zor olan
Kuantum Hall etkisinin alternatif olarak optik orgii sistemlerinde ¢alisilabilecegini ve
belirli niimerik caligmalarla 6rgii sistemlerine has hangi rejimlerde Kuantum Hall etkisi
durumlarinin erisilebilir oldugunu gorecegiz.

Atomlarin olusturdugu asiri-soguk gazlar, kuantum mekaniksel etkilerin termal et-
kilere nazaran daha baskin oldugu rejimlerde gerceklesen cok-parcacik fenomenle-
rini incelemek icin ¢ok kullanigh bir diizenek haline gelmistir [8]. Giiclii ilintili elekt-
ron durumlarinin geleneksel olarak ¢alisildig1 yogun madde sistemleri deneysel olarak
daha zorlayict ve kontrol edilmesi zahmetli oldugu i¢in bu platformlar egzotik ku-
antum c¢ok-parcacik fenomenlerini ¢alismak i¢in idealdir [44]. Bu baglamda Kesirli
Kuantum Hall gibi gii¢lii ilintili durumlarin donmeye maruz birakilan agiri-soguk gaz
sistemlerinde calisilmasi 6ne siiriilmiistiir. Tezimin bu kisminda Kesirli Kuantum Hall
durumunu optik orgii sistemlerinde [45,46] inceleyecegim. Literatiirde Kuantum Hall
etkilerinin orgii sistemlerinde caligilmasi Chern yalitkanlar1 [47] baslig: altinda ince-
lendigi icin bu boliim ilerideki kisimlarda karsilagacagimiz orgii sistemlerinde uya-
rilma durumlart i¢in bir taban olusturacaktir.

Kesirli Kuantum Hall etkisi uzayda pozisyon serbestlik dereceleri iki boyuta sinir-
landirilmig ve giiclii dik manyetik alana maruz birakilan elektron sistemlerinde mey-
dana gelir. Bu sistemi karakterize eden degiskenleri, N parcacik sayisi, N, manyetik
aki sayist (manyetik aki kuantumu @, cinsinden) ve v = N/N,, doluluk faktorii (Lan-

dau seviyesinin dolulugu) seklinde siralayabiliriz. Doluluk faktorii 2’ye baglh olarak
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bu sistemin temel durumu giiclii ilintili olup sikistirilamazlik, anyon uyarilmalari, ke-
sirli istatistik gibi zengin fiziksel davraniglar1 gosterebilir [[12]]. Bu boliimdeki ¢alisma-
mizda biz v = 1/r,r € Z* doluluk faktoriiniin temel durumlarini inceleyecegiz. Bu
temel durumlar sikistirilamaz bir kuantum sivisi olusturup diger yiiksek enerjili uya-
rilmis durumlardan bir enerji aralif1 ile ayrilmiglardir ve Landau ayarinda daha once
de bahsettigimiz Laughlin dalga fonksiyonu [11]:
() = [ - = [T (320)
j<k j=1
bu v = 1/r durumlarini gayet iyi tarif edebilen bir tahmini dalga fonksiyonudur. r fer-
miyonik durumlarda gerekli olan antisimetri sartin1 saglayabilmek acgisindan tek say1
degerleri almalidir. Bu boliimdeki calismada 6rgii tizerinde bozonik sistemleri incele-
cegiz ve simetrik dalga fonksiyonuna sahip olmak icin 7 ¢ift say1 degerleri almalidir.
Bir onceki boliimde bahsettigimiz gibi manyetik alana maruz kalmig orgii sistemini
Harper-Hofstadter(HH) Hamiltonyeni Landau ayarinda

H = _t<z TR Gy D O Gy h.c> (3.21)

gty Tx,ly

ile ifade edecegiz. Bozonik durumlarla ilgilendigimiz i¢in operatorler bozonik komii-
tasyon iligkileini saglamalidirlar. Orgii iizerinde pargaciklar arasi sonlu etkilesim du-
rumlarini incelemek i¢in bir etkilesim Hamiltonyeni H; eklenebilir, bu etkilesimli mo-
del Harper-Hofstadter-Hubbard modeli olarak adlandirilir. Bu boliimde sert bozon yak-
lagimini kullanarak bozonik ve fermiyonik sistem arasinda bire bir iligkiyi kurmaya ca-
lisacagiz. Dolayisiyla ilk etapta sonlu etkilesim terimi koymadan islemlerimize devam
edecegiz. Bu zamana kadar iizerinde durdugumuz sistemlerde elektronlar1 diisiinerek
hareket ettik. Fakat simdi atomik sistemlerden soz ettigimiz i¢in manyetik alanin notr
parcaciklar i¢in nasil olusturup analog etkiyi elde edecegimiz sorunu ortaya ¢ikiyor.
Olayin 0zii bir sekilde plaket etrafinda tur atilinca bir faz elde edilmesidir. Bunu sagla-
yabilmek icin lazer yardimiyla 6rgii noktalar1 arasinda atlanma saglanmasi gibi cesitli
Oneriler sunulup belirli bagarilar elde edilmistir [48].

Fiziksel olarak gercekei biiyiik bir sistemin i¢ kismindaki durumlari isabetli calisa-
bilmek icin, kenar durumlarint goz ardi eden periyodik sinir kosullarini sisteme dahil
etmeliyiz. Bu sekilde olusturulan sinir kogullar1 sonsuz sistemleri efektif sekilde simiile
edebilmek icin gereken etkenlerdir [49]. Gergekte hicbir sistem elbette sonsuz degil-

dir fakat bu yaklagimi kullanarak sistemin kitlesel dinamigini gayet isabetli bir sekilde
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tarif edebiliriz. Sistemi bir torusun iizerinde diisiiniip ona uygun eklemeler yapacagiz.
Bunun bir 6nemli getirisi de sistemin topolojik 6zelliklerini inceleyebilecegimiz bir
ortam hazirlamis olmasidir. boliimiinde yaptigimiz, Hall sistemini torus iizerine
koyma durumunun alternatif halini orgii iizerinde yapacagiz. Torus iizerinde genelles-
tirilmis sinir kogullarint siirekli-ortam tek-pargacik 6teleme prensiplerinden ¢ikarabili-
riz [45]. 2.1 Hamiltonyeni a¢ik formunda genel bir ¢ yiikii i¢in

1 , .
H= 3 (—ih0, — qA,)? + (—ihd, — qu)Q] (3.22)

ile verilir ve ayar bagiml bir potansiyel 6teleme simetrisini kirdig1 i¢in bu Hamilton-
yen uygun manyetik dteleme altinda invaryanttir. Manyetik 6teleme operatorii psodo-

momentum operatorii k ile
t(a) = e>k/N (3.23)
tanimlanir ve psddo-momentum operatorii

= —ih0; — qA; — qBy

ks
k, = —ihd, — qA, — qBx (3.24)

seklindedir. Landau ayarina gore psddo-momentum operatoriinii diizenleyip genelles-

tirilmis sinir kosullari

H(Lox)th(z,y) = e 1p(x, y)
HLyy)o(z,y) = e™ip(z,y) (3.25)

ile ifade edilir. Burada genellestirme bir ekstra faz faktorii ile saglanir. Sonugta bek-
lenen degerler ayni ¢iktigr icin durumlar hala 6zdeslerdir. Torus yiizeyine dik olan
manyetik aki sistemin yiizeyine etkiyen dik manyetik alandan otiiriidiir. Fakat burada
olusan fiziksel akiya ek olarak torusun kati kisminin icinde (z-dongiisii) ve torusun
deliginin i¢inden (y-dongiisii) akilar1 da olabilir. Bu ekstra akilar sinirlardaki 6, ve 0,
biikme agilarini getirdigini farz edelim. [3.25te verilen bu sinir kosullar1 [3.21}in i¢ine
ek atlama terimleri gelmesine sebep olur. Sekil{3.3[te oldugu gibi bu ug uca 6zdesles-
tirme ile sinir kosullar sisteme dahil edilmis olunur. Sekil{3.3[te orgii konfigiirasyonu,
L, = 4, L, = 4 seklinde verilen bir sistemde temsili olarak sinir kogullarinin bir ¢ifti
gosterilmigtir. Burada 7 degiskeni hem manyetik alandan 6tiirii olan faz1 hem de sinir-

larda gelen bilkkme fazim igerir. Bu sekilde sinir kogsullar1 da sisteme dahil edildikten
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Sekil 3.3: Kare orgii iizerinde torus sinir kosullar1 verilmistir. Sadece birer yatay ve
dikey kisim temsil edilmistir. Bu ugtan uca atlamalar biitiin orgiiyli kapsayacak sekilde
modele ilave edilir.
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sonra siradaki islem enerji 6zdurumlarini bulmaktir.

Giiglii-ilintili cok-pargacik sistemlerinin analitik ¢alisilmasi biiyiik zorluklar teskil
ettigi icin niimerik hesaplar biiyiik bir onem arz etmektedirler. Bizim problemimizde
de bu sebeple simiilasyonlar yoluyla elimizdeki Hamiltonyen’in spektrumunu elde et-
meye c¢alisacagiz, ¢iinkii ileride gerceklestirecegimiz dalga fonksiyonu ortiisme hesabi
icin sistemin 6zvektorleri elimizde olmalidirlar. Niimerik metot olarak problemimize
uygun Tam Diyagonalizasyon protokoliinii uygulayacagiz. Bu metot temelde uygulan-

masi acisindan gayet basittir ve birka¢ temel madde ile 6zetlenebilir:

1. Sistemi tanimlayan /N ve N, parametrelerine 6zelliklerine baglh sekilde uygun
S(N, Ny) bir Hilbert uzay1 kurulmalidir. Bu adimda say1 bazi ya da eldeki sis-
temle maksimum ortak 6zduruma sahip kiimenin i¢indeki operatorlerin 6zvek-

torleri kullanilabilir.

2. Hamiltonyenin igerisindeki terimlerin kullanilan bazdaki matris elemanlar1 bu-

lunur ve bu sayede Hamiltonyen matris formunda ifade edilmis olur.

3. Uygun bir diyagonalizasyon prosediirii (Lanczos algoritmasi [50]) ile 6zdurum

ve 0zvektorler bulunur.

Bu maddelere 6zel durumlarda daha efektif hesaplar yapmak i¢in degisiklikler uygula-
nabilir. Matrisin seyrek olmas1 durumunda farkli prosediirler ve simetriler ile blok di-
yagonel formlara getirme de diisiiniilebilir. Biz spektrum hesaplamalarinda sert bozon
durumlari igin pargacik sayisint N = 2,3 olarak tuttuk ve v = 1/2 Laughlin durum-
lar1 lizerine sistemleri yapilandirdik. Niimerik simiilasyon ile periyodik sinir kosuluna
maruz kalan sistemimizin spektrumlarindan siirekli-ortam durumlarinda elde edilen
izole olmug ve aralikli temel durumlar [45] sekil{3.4] ve [3.5]te goriildiigu gibi tekrar
tiretilip dogrulanmugtir. Sekil{3.4] ve [3.5te goriilen bu izole dejenere durumlart eger
Kesirli Kuantum Hall etkisinde oldugu gibi yerel tedirgemelere kars1 dayaniklilarsa ve
topolojik bir sebeple temel durum dejenereligi olustuysa [5]] hicbir yerel dl¢iim ile bu
dejenere durumlari birbirinden ayrramayiz. Orgii sisteminin durumlarinin v = 1/7 du-
rumlart i¢in isabetli olan Laughlin varyasyonel dalga fonksiyonu ile ne kadar uyumlu
oldugunu anlamak icin ortiisme hesab1 gerceklestirecegiz.

Bu hesap i¢in oncelikle Laughlin dalga fonksiyonunu torus sinir kosullar1 ¢erceve-

sinde tekrar ifade edip orgii sistemine uygun bir sekilde yapilandirmaliy1z. Landau aya-
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Sekil 3.4: L, = 4, L, = 8 orgii iizerinde, N = 2 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/8
olan sistemin enerji spektrumu. Ozdegerler kiigiikten biiyiige dogru siralanmistir. Torus
tizerinde manyetik periyodik smir kogullart uygulanmistir. Kinetik atlama biiyiikligii
t = 1 alinmigtir.
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Sekil 3.5: L, = 6, L, = 10 orgii tizerinde, N = 3 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/10
olan sistemin enerji spektrumu. Ozdegerler kiiciikten biiyiige dogru siralanmistir. Torus
tizerinde manyetik periyodik sinir kosullart uygulanmistir. Kinetik atlama biiytikliigii
t = 1 alinmistur.
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rinda, A = — ByX, siirekli-ortam i¢in torus iizerinde Laughlin dalga fonksiyonu [51]]

\Ij(l)(zla T 7ZN) = frel(zla T >ZN)Fg])\/[(Z)€_W¢ij? (326)
il L — 2 L ?
pat o= (0[] Z2214) e
j<k B} T T
12+ (Ny—2)/4] (25 2| L
FO(2) = i Llifilg 2y 3.8
on(Z) —(N; —2)/2 ]( L, ZLI) (3:28)

seklinde verilir. Burada z;, = x, + iy, kompleks diizlemde k parcaciinin orgii birimi
a cinsinden koordinatidir, Z = ), z;, ¢ plaket bagina diisen manyetik aki kuantasidir.
dalga fonksiyonunun goreli kismini temsil eder ve [3.28|kiitle merkezi hareketinin
dahil edilmesi i¢in gerekli olan terimdir. Haldane’in 6teleme simetrisi argiimanlarina
gere [52] torus iizerinde v = 1/2 halinde, Fi-),(Z) iki kez dejeneredir ve [ = 0,1
iki dejenere temel durumu temsil ederler. fonskiyonunun barindirdig: ifadeler o

fonksiyonlari ile yazilir ve

9 [Z] < z‘ T) _ Z pinT(k+a)>+2mi(k+a) (z+) (3.29)
k

seklindedir [53], toplam biitiin tamsayilar tizerinden alinir. Fakat orgii iizerinde oldu-
gumuz i¢in niimerik sonuclarimiz bize sonlu bilesene sahip vektorler ¢ikaracaklar. Do-
layistyla Laughlin fonksiyonunu orgii iizerinde yazabilmeliyiz. Orgii iizerindeki nok-
talar1 kompleks diizlem iizerine koydugumuzu diisiinelim bu durumda her bir 6rgii
noktasi (x,y) ile ifade edilebilir. Niimerik sonug¢larimizi say1 bazinda elde ettigimiz
icin Orgil noktast tizerindeki doluluk durumlari cinsinden 6zvektorlerimizi elde ederiz

ve bu say1 bazlari, {|ng) } cinsinden niimerik enerji 6z vektoriimiizii
H|W,) = B, [Ua): (V) =Y ghIna)s Ins) = [nanans - nar)®  (3.30)
g

seklinde diigtinebiliriz ve burada gj, |¥,,) 6zvektoriiniin 3 bilesenidir. Laughlin du-
rumlarini orgii iizerindeki doluluk durumlar1 bazinda actig§imizi diisiiniirsek; pozisyon
dalga fonksiyonunun 6rgii noktalarindaki degerleri, olusturulacak vektoriin bilesenle-

rini verir:

W) = eslng)s cs=Vilz,---,2n) = Yrlng({z}))) (3.31)
8
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Burada doldurma |ng) konfigiirasyonundan yola ¢ikilarak {2z} koordinatlarinin
orgii izerindeki degerleri bulunur ve argiiman olarak Laughlin dalga fonksiyonuna ve-
rilir. Bunu bir drnekle aciklamak gerekirse, 3 tane orgii noktasi olan dogrusal bir 6rgii
izerinde 2 parcacik diislinelim; bu durumda bizim sert bozon say1 bazi setimiz
{|]110) ,|101) , |011) } seklindedir. Burada |110) bir par¢acigin rgiiniin (z = 0) nok-
tasinda ve diger parcacigin orgiiniin (z = 1) noktasinda oldugu pozisyon durumunu
belirtir. Dolayisiyla koordinat bilgilerini elimizde bulundurarak icine argiiman
olarak verip |110) baz vektoriiniin Laughlin dalga fonksiyonu igindeki agirligini bul-
mus oluruz. Bir diger nokta ise Laughlin durumu dejenere oldugu i¢in dejenere durum-
lar iki boyutlu bir 6zuzay olustururlar. Bu sebeple bu iki dejenere durumunun keyfi bir
dogrusal siiperpozisyonu yine gecerli bir 6zvektor olacaktir. Buradaki serbestligi or-
tisme hesab1 yaparken Ortiismeyi maksimum hale getirecek sekilde gerceklestiririz.
Ortiismeyi

[(Ugs|WL) 12 (3.32)

ile ifade ederiz. v = 1/2 doluluk orani i¢in yapilan hesaplarimizda ortiismeyi

| (Tas|Pr) > & 0.99 olarak gdzlemledik ve bu sekilde sert-bozon durumlarinda torus
tizerindeki Laughlin dalga fonksiyonunun bozonik Kesirli Kuantum Hall durumlari
icin isabetli bir tahmini durum [45,/46]] oldugu sonucuna variririz.

[2.2]boliimiinde tistiinde durdugumuz Chern sayisinin ¢ok-parcacikli sistemlere ge-
nellestirilmesi [32] ile topolojik invaryansi sistemimizi siniflandirmak icin kullanabi-
liriz. Topolojik diizen sistemlerin sahip olabilecegi bir 6zellik konumunda oldugu i¢in
ortugsme hesabindan daha kesin bilgi barindirir. Niimerik olarak, [ek{C]]’de belirtildigi
gibi [54,55], elde edilen dejenere temel durumlarin ¢cok-parcacik Chern sayisi hesabini
gerceklestirdik. Beklenildigi gibi degerleri C' = 1 olarak elde ettik [45] ve topolojik
diizenin bu sistemde Kesirli Kuantum Hall durumlarininkiyle benzer oldugunu goste-
rebilmis olduk. Dejenere durumlarin iletkenlige esit katki verdigini varsayarak durum

bagina diisen Chern sayisinin 1/2 oldugunu soyleyebiliriz.
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4 KESIRLI CHERN YALITKANLARINDA KUAZIDE-
SIK UYARILMASI

Fiziksel sistemlerde topolojik fazlarin arastirilmasina olan ilgi, Kuantum Hall etkisinin
ve genel anlamda topolojik yalitkanlarin kesfedilisinden beri inanilmaz bir artig gos-
termistir [4,47]. Bu denli yogun ilgi iletkenlik kuantizasyonu, kesirli istatistik gdsteren
anyon fizigi [12] gibi daha 6nce benzeri goriilmemis fenomenlerin agiklanmasina ve
cesitli potansiyel uygulamalarinin kesfedilmesine yol agcmistir. Bu baglamda kaydedi-
len son gelismelerin teknolojik acidan da ilerlemeye sebebiyet verecegi diisiiniilmek-
tedir. Bu gelismeler 6zellikle kuantum bilgisayar/hesaplama [13,56] teknolojisi i¢in
gelecek vaadetmektedir.

Asiri-soguk atom [8]] ve foton [57]] sistemlerinde meydana gelen gelismeler ile Ke-
sirli Kuantum Hall (KKH) faz1 ve Kesirli Chern Yalitkan1 gibi gii¢lii-ilintili topolojik
fazlar barindiran elektron sistemlerinin alternatif sistemlerde ¢alisilabilmesi miimkiin
olmustur. Buna ek olarak, agiri-soguk atom ve foton sistemlerinde sahip olunan deney-
sel kontrol edilebilirlik ve daha esnek sekilde degisiklikler yapmanin miimkiin olma-
sindan otiirli bu sistemler ¢ok etkili birer kuantum simiilatorii [44]] konumundadirlar.
Son zamanlarda topolojik kuantum fazlar1 6rgii modellerinde de ¢alisilmaktadir. Fakat
bu tiir analog sistemlerde calisirken sistemdeki fazin topolojik faz olup olmadigini an-
lama problemi ile kargilagiriz. Bu durumun iistesinden gelebilmek icin sistemin ortaya
koydugu belirli karakteristikleri incelemek gerekir. Bunlara 6rnek olarak kesirli yiiklii
uyarilma durumlarinin olmasi, uyarilma durumlarimin benzerligi ve temel durumlar-
dan yola cikilarak hesaplanan dolaniklilik spektrumu analizlerinin eslesmesi verilebi-
lir [58,59]]. Torus iizerine yerlestirilen KKH sistemlerinde kuazi-desik durumlarinin
sayilmasi, uyarilmalar1 ¢calisabilmek acisindan 6nemlidir. Ciinkii elimizde olan analog
sistemin uyarilmalarinin sayisiyla, Laughlin tipi » = 1/r KKH sistemlerinin uyarilma-
larimin sayisinin denk olmasi, analog sistemin fazinin topolojik agidan i¢sel bir diizene

sahip oldugunun kuvvetli bir gostergesidir. Bu sayede analog sistemin barindirdig: du-
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rumun aslinda bir KKH durumu oldugu ¢ikarsanir [60]. Belirli ¢alismalarda bazi La-
ughlin tipi kuazi-desiklerin saymalarinin ince-torus limiti ya da genellestirilmis Pauli
ilkesi ile yapilabilecegi gosterilmistir [[61},62].

Bu béliimde torus periyodik sinir kosullarina maruz birakilmis, dik manyetik alan
altinda orgii tizerindeki bozonlar1 ¢alisacagiz ve bu sistemde ortaya cikacak uyarilma
durumlarinin sayisini en genel Laughlin doldurma orani 1/r igin verecegiz. Laugh-
lin tipi uyarilmalarin ¢esitli doluluk oranlarinda 6zelliklerini anlamak icin dikkatimizi
dejenere kuazi-desik manifolduna verecegiz. Cok-parcacik Chern saysini belirli du-
rum gruplanmalart i¢in hesaplayarak farkli durumlarin hangi Laughlin uyarilmalarina
karsilik gelebilecegini gosterecegiz. Buna ek olarak ¢akili Laughlin kuazi-desiklerinin
sahip oldugu kesirli yiiklerin sadece ¢akili olmayan kuantum akisi ile ilgili oldugunu

yiik seyrelmesi hesabi ile gosterecegiz.

4.1 Dejenere Kuazi-Desik Manifoldu

Bu boliimde bozonik Harper-Hofstadter modelini kullanarak Laughlin kuazi-desik uya-
rilmalarini ¢aligmak igin giris yapacagiz. Orgii sistemimizde kuazi-desikler olusturmak
icin yapmamuz gerekenleri belirleyecegiz. Niimerik hesaplarla kuazi-desik uyarilma-
lari belirlemeye calisacagiz ve enerji spektrumlarini inceleyip dejenere kuazi-desik
manifoldunu tanimlayacagiz.

(Ly, L,) boyutlu kare orgii tizerinde dik bir manyetik alana ve torus periyodik
(manyetik{3.2)) sinir kosullarina maruz birakilan, N tane bozonik pargacikli sistem dii-
siinelim. Manyetik aki yogunlu, p ve ¢ kargilikli asal sayilar olmak iizere ¢ = p/q
olsun. Orgii iizerindeki toplam manyetik aki Ny = L, L,¢ ile verilir. Bu sistemin do-
luluk oran1 v = N/Njy ile verilir ve ayn1 6rgii noktasindaki etkilesimleri de katarsak

model

H=—t % (ei%d’ijcjcj + h.c.) + % Z ni(n; — 1) (4.1)
Harper-Hofstadter-Hubbard (HHH) Hamiltonyeni ile ifade edilir [45]]. Kare orgii iize-
rinde sadece en yakin komsular arasinda kinetik atlamalar hesaba katilir. czT orgii lize-
rinde ¢ noktasinda parcacik yaratma ve j noktasinda c; yok etme operatorleridir, ve
bozonik komiitasyon iligkilerini saglarlar. Say1 operatorii n; = c}ci ile ifade edilir.

t ve U sirastyla kinetik atlama siddetini ve etkilesim potansiyelinin siddetini temsil
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ederler. Bizim sistemimizdeki itici etkilesim i¢in U > 0 olarak alinacaktir. Laugh-
lin v = 1/r kuazi-desiklerini diisiiniirsek sisteme Vi, tane ekstra manyetik kuantum
akisi ekledigimizde Ny = v N + Nyq haline gelir. Bu gekilde sistemde NVj4 tane kuazi-
desik olusturulur. Sisteme ekstra aki eklemek demek tek-parcacik problemi agisindan
ekstra orbital demektir, tek-pargacik probleminde orgiiniin alanim biiyiiterek parcacik
sayis1 sabitken ekstra aki elde edebiliriz. Niimerik hesaplarimizda bu yolu izleyecegiz.
Bu olusturulan kuazi-desikler delokalize kuazi-desikler olarak adlandirilirlar ve spekt-
rumda dejenere sifir enerjili manifoldu olustururlar [63]. Hamiltonyenimiz [@.1e bir
safsizlik potansiyeli ekleyerek serbest delokalize kuazi-desikleri istenilen pozisyona
cakili hale getirebiliriz. Bu sekilde

Nka

, U
H=—t Z (eﬂw“czcj + h.c.> + o) Z ni(n;—1)+V Z n; 4.2)
(ig) ‘ =1

formuna gelir. V' burada safsizlik potansiyelinin siddetini belli eder. Sistemde delo-
kalize ve lokalize kuazi-desikler beraber bulunabilecegi i¢in N; = N, + N, olarak
ifade edebiliriz. N4 ¢akili olmayan manyetik kuantum akilar sayesinde olusan delo-
kalize kuazi-desik sayis1 ve N; c¢akili olan manyetik kuantum akilar sayesinde olu-
san lokalize kuazi-desik sayisidir. Etkilesimlerden otiirii sistemimizi ifade etmek i¢in
kullanacagimiz baz setinin boyutu ¢ok biiyiliyecegi icin modeli tam diyagonalizasyon
metodu ile ¢alismak yiiksek parcacikli durumlarda ¢ok zorlasacak ve hatta miimkiin
olmayacaktir. Bu sebepten otiirii projeksiyon (yansitma) metodu ile etkilesim ve saf-
sizlik potansiyellerini, etkilesimsiz Hamiltonyenin tek-parcacik problemini ¢oziip en
alt seviye k-bandinin olusturdugu uzayda temsil edecegiz. Metodun detayli sekilde
gosterimi momentum uzayinda [|63], 64 [ek, gercek uzayda [54]] ise [ek kisim-
larinda verilmistir. Bu sayede niimerik yiikii hafifletip sistemimizi daha biiyiik 6rgii ve
parcacik sayilariyla calisabiliriz. Kuazi-desiklerin belirli bir fiziksel yer kaplamasin-
dan otiirii ve etkilesim etkilerini daha iyi isleyebilmek i¢in bilyiik sistemler kullanmak
gerekir. SekilH.1]de enerji spektrumuna bakarak safsizlik potansiyeline kuazi-desigin
baglanmas1 nedeniyle temel durum dejenereliginin azaldigim goriiyoruz. Delokalize
kuazi-desik durumlar1 ¢akili sistemlerde yiiksek enerjilere kayar. Sisteme ekstra man-
yetik aki kuantumu ekledigimizde yogunluk profillerinin nasil degistigini gozlemle-
mek kuazi-desik uyarilmalar1 hakkinda bize bilgi verir. Ozellikle Laughlin sikistirila-

maz akiskan durumlarinda yogunluk profilleri diiz bir trendi izlerler. Kuazi-desik du-
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Sekil 4.1: L, = 11, L, = 10 orgii iizerinde, N = 5 parcacikli, aki yogunlugu ¢ =
1/10 olan sistemin safsizlik potansiyeli varliginda ve yoklugundaki enerji spektrumu.
Ozdegerler kiiciikten biiyiige dogru siralanmustir. Torus iizerinde manyetik periyodik
sinir kosullart uygulanmustir. Kinetik atlama biiyiikliigii ¢ = 1 alinmistir. Etkilesim ve
safsizlik siddeti U = 2t ve V' = 2t olarak alinmistir.

rumlari da bu diiz trendden sapmalar meydana gelir. Cakili durumlarda, kuazi-desigin
lokalize oldugu yerde yogunluk azalmasi olur. Sekil4.2]de lokalize ve delokalize du-
rumlarin yogunluk karsilagtirmalart verilmistir. Lokalize durumlarda yerel bir radyal
yogunluk azalmasi gozlenirken, delokalize durumlarda seritler yada keyfi bir yayilma
halinde uzayda uzanmis durumlar gozlenir [64]]. Niimerik olarak yerel yogunlugu say1
operatoriiniin istedigimiz durumlar iizerinden beklenen degerini hesaplayarak buluruz
ve (n;) = (Yra|ni|¥rq) ile ifade ederiz. Cakili kuazi-desik durumlarinda da dejenere
bir temel durum uzay1 elde ediyoruz. Bu iki durumun keyfi dogrusal kombinasyon-
lar1 da sistemin bir 6zdurumudur. Yogunluk hesabinin durumlar iizerinden keyfiyetini
azaltmak i¢in bir de iki durum iizerinden ortalama bir yogunluk hesaplayabiliriz. Sekil-
4.3te yogunlugun sekil{4.2fde oldugu gibi ¢akilma merkezine dogru radyal azalma
trendini izledigini goriiyoruz. Bu ¢akilma sonrasinda o noktanin etrafinda bir elekton
yogunlugu azalmasi olur. Ciinkii 2.2 kisminda da belirttigimiz gibi kuazi-desikler ke-
sirli yliklii pargaciklara sebebiyet verirler ve elektron yogunlugu kuazi-desigin cakili
oldugu noktada yok olur. Dejenere manifoldu olusturan durumlar iizerinden ortalama

uzamsal yogunlugu ve yogunluk seyrelmesini ¢akilma noktasindan itibaren bir yari-

31



x/a x/a

Sekil4.2: L, = 11, L,, = 10 6rgii iizerinde, N = 5 parcacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/10
olan sistemin safsizlik potansiyeli varliginda (c ve d iki lokalize dejenere durum) ve
yoklugundaki (a ve b iki delokalize durum) yogunluk profilleri. Kinetik atlama biiyiik-
liigii t = 1 alinmagtir. Etkilesim ve safsizlik siddeti U = 2t ve V' = 2t olarak alinmugtir.
Cakili durumlarda safsizlik potansiyeli merkezde olacak sekilde konulmustur.
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cap belirleyerek hesapladik. Bu seyrelme hesab1 bize biriken yiik yogunlugunu yani
kuazi-desik yiikiinii verir. Siirekli ortamlarda yapilan hesab1 orgii sistemleri gibi ayrik

durumlara uyarlay1p [65]]:

Qr = Z An; = Z[(ni>v¢0 - <”i>V:0] (4.3)

ile cakilma noktasindan verilen bir yarigcap icerisinde kalan yiik seyrelmesini ifade et-
tik. Sekil{4.3[te seyrelmeyi ve yiikiin yarigap arttik¢a nereye dogru yaklastigini gore-
biliriz. Belirli bir yaricapa vardiktan sonra seyrelme doygunluga ulasilir ve dolayisiyla
kuazi-desik yiikiinii ortaya ¢ikarmig oluruz. Sekil{4.3[te yiikiin kesikli ¢izgi ile goste-

rilen 1/2’ye dogru yakinsamasini gozlemleyebiliriz.
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Sekil4.3: L, = 11, L,, = 10 6rgii iizerinde, N = 5 parcacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/10
olan sistemin safsizlik potansiyeli varlifindaki yogunluk profili ve yogunluk seyrel-
mesi. Kinetik atlama biiytikliigii £ = 1 alinmistir. Etkilesim ve safsizlik siddeti U = 2¢
ve V' = 2t olarak alinmistir. Cakili durumlarda safsizlik potansiyeli merkezde olacak
sekilde konulmustur. Seyrelme 1/2 noktasinda doygunluga ulagmugtir.
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4.2 Genellestirilmis Kuazi-Desik Sayma Prensibi

Bu boliimde genellestirilmis Pauli diglama ilkesi kullanilarak v = 1/r Laughlin kuazi-
desik durumlarinin sayisin1 verecek genel sayma formiilii tiiretilecektir. Sistem N par-
caciktan meydana gelip bu parcaciklarin N, orbitale (toplam manyetik aki sayis1) ko-
nuldugu torus tizerindeki Laughlin durumunuun kuazi-desik uyarilmalarinin sayimai iki

adimla tarif edilebilir:

* N tane pargacigin N, tane orbitale genellestirilmis Pauli ilkesini ((1,7) uygun-
boliisiim) saglayarak [66,/67] ka¢ farkli sekilde yerlestirildigi kiire yiizeyi iize-

rinde bulunur.

* Torus yiizeyiyle beraber gelen sinir kosullarini ihlal eden uygun-boliisiim dizi-

limleri kiire saymasiyla elde edilen dizilimlerin i¢inden ¢ikarilir.

Bu nedenle sayma problemi aslinda iki problemden meydana gelmistir: Kiire {izerinde
saymanin genellestirilip v = 1/r i¢in ifadenin bulunmasi ve sinir kogullarini ihlal eden

dizilimlerin hesaplanip kiire dizilimlerinden ¢ikartilmasz.

4.2.1 Genellestirilmis Pauli Dislama Ilkesi

Bu boliimde daha sonra kuazi-desik saymalarinda kullanacagimiz bir yontemin ana te-
malarini isleyecegiz. Ilerleyen boliimlerde bu ilke ile kuazi-desik saymalarini en genel
v = 1/r uyarilmalarina genellestirebilecegiz.

En temel kuantum mekanigi derslerinden de bildigimiz gibi fermiyonlar ayni ku-
antum durumunu isgal edemezler. Ornegin spinlerin ihmal edildigi bir sistemde te-
mel enerji durumunda yalnizca bir parcacik bulunabilir ve diger parcaciklar adim adim
uyarilmis durumlara yerlestirilirler. Dolayisiyla bu tek-parcacik orbitallerini isgal etme
acisindan fermiyonik pargaciklar iizerine Pauli ilkesi araciligiyla bir kisitlama getiril-
migstir ki bu ilke modern kimyanin mekanizmalarinin bir nevi temel sebebi konumun-
dadir. Bu sekilde bir kisitlama elbette probleme iligkin cok-parcacik Hilbert uzayinin
boyutunu belirlemede kilit rol oynayacaktir. Nasil ki bu sekilde tek-parcacik orbital-
lerinin iggali iizerine gelen kisitlamalar problemle iligkili Hilbert uzaymin boyutunu
tamimliyorsa ayni sekilde anyonik parcaciklara da 6zel bir Hilbert uzay: boyutu var-

dir. Haliyle bu boyutda uyarilmalarin anyonik karakteristigine baglidir. Yani anyonik
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parcaciklarin iggal edecegi durumlarin yer aldig1 Hilbert uzayinin boyutunu belirleyen
belli basglh kisitlarin var olmasi gerekir. Sonugta farkli istatistiklere sahip parcaciklardan
s0z ediyoruz ve bu da tek-pargacik orbitallerinin isgali hususunda farkl kisitlamalarin
olabilecegini motive eder niteliktedir. Haldane anyonik istatistik gosteren parcaciklar
icin genellestirilmis diglama ilkesini tiretti [67]. Elimizde N par¢acikli bir sistem ol-
sun ve tek-parcacik orbitalleri bir kuantum sayisi tarafindan etiketlenebilsin (6rnek:
acisal momentum tek-parcacik orbitalleri). Haldane’in getirdigi bu dislama ilkesi tek-
parcacik orbitallerinin isgaline yonelik kisitlamalar getirerek anyonik uyarilmalarin
sayisint bulmay1 amaclar. Dolayisiyla uyarilmalarin Hilbert uzayinin boyutunu fer-
miyonik durumlarda oldugu gibi kisitlamalara bagh sekilde bulabiliriz. (k, r)-uygun-
boliistim kosulu (bizim durumumuzda (k = 1, 7)) Fock uzayinda yasayan durumlarin
orbital isgal sayilar iizerine bir kisitlama getirerek o Fock uzay1 durumlarini etiketler.
Bu kisit sdyledir: Fock uzayinda yasayan durumlarin pespese r tek-parcacik orbitalle-
rinde bulunan toplam pargacik sayisi k taneden fazla olamaz. Ornegin (k = 1,7 = 1)
durumu fermiyonik istatistigi temsil eder ciinkii bu durumda her bir orbital en fazla
bir tane fermiyon icerebilir. Dolayisiyla buna genellesirilmis Pauli prensibi diyoruz.

Laughlin kuazi-desikleri i¢in asagidaki drnegi verebiliriz:

Ornek: v = % Laughlin kuazi-desik uyarilmalarinin (k = 1,7 = 3) uygun-
boliisiim ile gosterimi: N = 4 parcacik N, = 14 sisteminin bazi v = % uya-
rilmalart (Daha once de 2.1 de gordiigiimiiz gibi, aki sayisi tek-pargacik orbital
sayisidir)

10010010010000

00001001001001
00010001001001

4.2.2 Kiire Uzerinde Kuazi-Desik Saymasi

Genellestirilmis Pauli ilkesi ile uygun-boliisiim dizilimlerini bulmak icin pespese r or-
bital boyunca bir parcaciktan fazla parcacik bulunmayan biitiin dizilimleri tiiretmeliyiz.
Bu sekilde (1, 7) uygun-dizilim kriterine uygun dizilimlere sahip olmusg oluruz.

Isgal (doldurulmus) edilmis (birler) orbitaller arasinda kalan isgal edilmemis (stfir-
lar) orbitallerin sayisin1 xg, x1, . .., zy ile ifade edelim. Ornegin x birinci isgal edil-

mis orbitalin sol tarafindaki sifir sayisin1 ve x; birinci ve ikinci orbital arasindaki sifir
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sayisini temsil edilsin:

0 1.0001000100001...1000
N =~ ~—~
x0o T T2 T3 TN
Isgal edilmemis orbitallerin sayis1 N, — N ile verilir, bu toplam sahip oldugumuz sifir

sayisidir:

xo+x1+--F+any=Ny—N 4.4)

Buna ek olarak, r tane pegpese orbital boyunca olan parcacik sayist birden fazla ol-
mamal kisiti, 7 € {1,2,..., N — 1} seklinde oldugu i¢in, x; > r — 1 formunun
saglanmasini zorunlu kilar. Bu sayede problemimiz [4.4] denkleminin x; > r — 1
i€{l,2,...,N — 1} sartin1 saglayan tam say1 ¢oziimlerini bulmaya indirgenir.

$0+I’1+"'+$N:N¢—N\

{E()ZO
T, >r—1
To>r—1 > 4.5)

Ty_1 21 —1

IN Z 0 J
Tam say1 denkleminin igerisine kisitlar1 dahil edebilmek i¢in degisken degistirme ya-

pariz: ay = xg,ay = Ty, a; = T; + 1 — r. Bu degisimle tam say1 denklemi:

ap+a;+---+ay =Ny —Nr+r—1)
CLOZO
a120

az > 0 > (4.6)

an-1 >0

CLNZO J

formunu alir ve ¢oziimii

e . (N + n)
Tam say1 ¢oziimlerinin sayis1 =

n

ile verilir. Burada n := N4 — N7 + r — 1 seklinde tanimlanmugtir.
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4.2.3 Torus Uzerinde Kuazi-Desik Saymasi

Bu kisimda torus periyodik sinir kogullarini ihlal eden konfigiirasyonlar kiire iizerinde
tiirettigimiz kilmeden atacagiz. Verilen bir 1/r dolulugu i¢in bunu sistematik hale geti-
recegiz. Torus sinir kosullar1 orbital uzayinda (tek-parcacik durumlari) bir boyutta olan
zincir smir kosulu seklinde kendini gosterir. Yani orbital uzayinda ¢ numarali orbital
ile 7 + N, numaral1 orbital eslesmistir, dolayisiyla bu orbitalleri pespese orbital olarak

goriiriiz.

Ornek: v = % kuazi-desik uyarilmasi icin torus sinir kosullarini ihlal eden kii-
rede uygun-boliisiim olarak alinan dizilimler

100 (1,3) uygun-boliisiim 001 : 1
I T
100 (1,3) uygun-bolisim 0010 : 10
l T
0100 (1,3) uygun-boliisiim 001 501
l T

Yukaridaki konfigiirasyonlar kiire iizerinde gecerli olsalar da, torus sinir kosul-
lar1 etki ettiginde gecerliliklerini yitirirler. Ciinkii uclardaki dizilimler torus sinir
kosulu altinda pespese orbitaller haline gelmislerdir. Dolayisiyla uclar1 bozuk
durumda olan konfigiirasyonlar atilmalidirlar.

Yukarida verilen ornekte bahsettigimiz gibi, sinir kosullarin1 uygulamak dejene-
relifin azalmasina sebep olur. Dolayisiyla gecerli dizilimleri bulmak i¢in biitiin sinir
kosulu ihlal eden dizilimleri atmaliy1z. Hesabimizi1 genellestirmeden once emsal olug-
turmast agisindan v = 1/3 i¢in sayma islemini gosterecegiz [66]. Daha sonra bu so-

nucu v = 1/r’ye genelleyecegiz. Sinir kogullarini ihlal eden dizilimler:

a) 100 (1,3) uygun-boliisim 001 Isgal edilmemis = Ny — N —4

Isgal edilmis = N — 2

Kiire iizerinde yaptigimiz hesaplamalara benzer bir yol takip ettigimizde uglarin i¢inde
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kalan (1,3) uygun-bdéliisiimlerin sayimi1 bizi asagidaki ifadeye vardirtir:
To+x1+--F+rny2=Ny—N—4
To >0
T, > 2

Ty > 2 4.7

TN_3 =2

Ty_2 >0 ),

Kisitlar1 tam say1 denkleminin icine yerlestirebilmek i¢in degisken doniisiimii yapariz;

ay = Tg,ay = TN, a; = xr; — 2. Bu sayede tam say1 denklemi asagidaki formu alir:

ao—i—a1+---+aN,2:N¢—3N+2‘
CL()ZO
0/120

az > 0 (4.8)

an—3 >0

an—2 >0 )

ve ¢oziimii n = Ny — 3N + 2 olmak iizere

1 (N +n— 2)
Tam say1 ¢coziimlerinin sayist =
n
ile verilir.
b) 100 (1,3) uygun-boliisiim 0010 Isgal edilmemis = N, — N —5

Isgal edilmis = N — 2

a)’daki hesabin aynis1 yapilir, sadece isgal edilmemis orbital sayist degisir:

-~ . N+n-3
Tam say1 ¢coziimlerinin sayist = ]
n p—
Tersinim simetrisi sayesinde, 0100 (1,3) uygun-boliisiim 001 yukarida bul-

dugumuz kadar konfigiirasyon tiretir. Buradan hareketle » = 1/3 Laughlin kuazi-desik
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uyarilmalarinin dejenereligi:

N N -2 N -3
o ()AL

ile verilir. Bu sayma prosediirii ¥ = 1/r i¢in biitiin sinir kogullari ihlal eden terimleri
¢ikarmamizi zorunlu kilar. Dolayisiyla 6nce en genel sekilde » = 1/r igin biitiin si-
nir kogullarini ihmal eden dizilimleri tiretebilmeliyiz. Verilen bir doluluk v = 1/r i¢in
r —1 tane sinir kogulu teriminden katki geldigini farkederiz, ki bunlardan bazilar tersi-
nim simetrisi yiiziindendir. O halde sistematik sekilde saymay1 yapabiliriz. Bu sekilde

devam ederek ulastigimiz formiil

N +n N+n-2 N+n—-3 N+n—r
@1/T:( n )_( n )_2< n—1 >_.”_(T_1)(n—r—|-2)
(N+n—r)!

Nl(n—r+1)! (4.10)

=(rN+n—-r+1)

ile ifade edilir ve n := Ny — N7+ —1°dir. Son esitlikte goriilen kombinatorik formiil,

niimerik hesap sonuglarini inceleyerek ulastiimiz tahmindir.

Ispat: Tiimevarim yontemi ile formiiliimiiziin dogru oldugunu kanitlayacagiz. Tii-
mevarim yonteminde bir deneme durumunu dogru varsayip, bu varsayimin genel du-
rumu nasil etkileyecegini formiilize eder ve bir sonraki ek adim icinde elde etmek
istedigimiz ifadeye ulasip ulagsmayacagimizi kontrol ederiz. Farz edelim » = k dogru

olsun,

(N+n)_(N+”_2)_..._(k—1)(N+n_k) = (kN+n—k+1)

n n n—k+2
" (N +n—k)!
Nl(n —k+1)!

Eger bu » = k£ 4 1 i¢in de dogruysa,

P Y G EE Gy Y Gy
(N+n—Fk—1)!
Nl(n —k)!

(kN + N +n —k)
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ifadesinin de dogru oldugunu gostermeliyiz. Denklemin esitligin sol tarafindaki kis-

min1 acarsak,

(N +n— k) (N+n—k—1)1

N0 =kt )y s Fmkr v =2

(N+n—k)(N+n—Fk—1)! (N+n—-k-1)!

(kN+”_k+1)N(N_1)(N_2)!(n—k;+1)!_k(n—k:+1)!(N—2)! B

(Ntn—k=1) [(N+n—kt)N+n—k) ] _

(n—k+ (N —2) | N(N -1 N

N(N=1) (N+n—k=1! [(\N+n—k+)(N+n—k) | _

NN 1) (n—k+ DIV —2)! | N(N - 1) e
(Ndtn—k—1)[(EN+n—k+1)(N+n—Fk) —kN(N —1)]

n—k+1

Nl(n —k)!

(N+n—k—1[N—Fk+n+Nn—2kn— Nk2+k*+n2+ Nkn |
Ni(n — k) n—k+1

(N+n—k—U1@;%ﬂﬁﬂN—k+n+MW B

Nl(n — k)! n— I
(N+n—Fk—-1)!
EN + N —k
A ]
[
ifadesini elde ederiz. O halde verilen bir doluluk oran1 v = 1/r i¢in kuazi-desik

uyarilmalarinin sayisint denklem [A.10] ile bulabiliriz. Ayrica ifadeyi sadece sistemin
fiziksel parametrelerine dayali forma da sokabiliriz. Daha Onceden tanimladigimiz

n = Ng — Nr +r — 1 degerini yerine koyarsak,

(N+n—r)!
Nl(n—r+1)!
(N+Ny—Nr—1)!

NI(N, — N7)
Ns+ N —1)I'N,
NJ(N -1 N

Dijfp = (rN+n—r+1)

=N,

D(N, Ny, Ny) = (

elde ederiz; burada Ny = Nr + N, olup Ny sistemdeki delokalize olmus kuazi-desik

sayisidir.

4.3 Sert Bozon Durumu

Bu boliimde sert bozon kosulu (bir 6rgii noktasinda en fazla bir bozon bulunabilmesi

kosulu, etkilesimlerin siddetinin U — oo oldugu cok-par¢acik durumu) altinda tam di-
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yagonalizasyon metodunu kullanarak Harper-Hofstadter modeli ile Kesirli Chern yalit-
kan1 durumlarinin enerji spektrumunu, dejenereliklerini ve Laughlin kuazi-degiklerinin
cok-parcacik Chern sayisi ile kategorize edilmesini gostereceg8iz. Cakili olmayan man-
yetik aki sayilari esit oldugu siirece, ¢cakili olan kuazi-desik durumlariin dejenereligi
ile cakili olmayanlarin sayisinin esit oldugunu gosterecegiz.

Tam diyagonalizasyon ile elde ettigimiz temel enerji durumlarini barindiran kuazi-
desik dejenere manifoldunun kendi i¢inde belirli durum gruplanmalar1 ve ayrilmalar
gozlemledik. Yiiksek enerjili ve topolojik acidan manali olmayan durumlar ile kuazi-
desik manifoldu arasindaki ayrilmadan ziyade bu i¢ ayrilmalan sekil-{4.4] izerinde go-

rebiliriz. Goreceli olarak sekil{4.4]e bakarak ayrilma noktalarinda enerji farkliliklari-

-7.20536 ]
-6.4
-7.20537 | 6.6 N L
-6.8
-7.20538 ]
7 o]
. -7.20539  -7.2 | e i
s 0 50 100
2 .7.2054 ]
L "N R R T Rl
-7.20541 r ]
-7.20542 ]
720543 s s s s e EEEEEEEE i
5 10 15 20 25 30 35

6zdeger sayisi

Sekil4.4: L, = 10, L,, = 20 o6rgii iizerinde, N = 2 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/20
olan sistemin enerji spektrumu. Ozdegerler kiiciikten biiyiige dogru siralanmistir. Torus
tizerinde manyetik periyodik sinir kosullart uygulanmistir. Kinetik atlama biiytikliigii
t = 1 alinmigtir. Gomiilii figiirde ise kuazi-desik manifoldunun tiimiiniin iist enerji
seviyelerden ayrilmasi verilmistir.

nin az olmasinmi tam anlamiyla bir bantlagsma olarak diisiinemesek bile boliimiinde
elde ettigimiz dejenere durum sayis1 formiiliinii kullanarak, spektrumda farkli Laugh-
lin kuazi-desik durumlarina tekabiil eden gruplanma noktalarinda ayrilmalar oldugunu
goriiyoruz. Bunu daha iyi anlamak i¢in[3.2]kisminda kullandigimiz ¢ok-parcacik Chern

say1si [[32] hesab1 yapacagiz. Buradaki amag bu ufak enerjli farkli ayrilmalar ile ortaya
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cikan belli durumlarin olusturdugu gruplar: birbirinden topolojik diizen 6zelliklerine
bakarak ayirmaya caligmak. Niimerik olarak kullandigimiz prosediir Hatsugai [54,55]
tarafindan gelistirilmistir ve ¢ok-parcacik durumlarinin Chern sayisini gercek uzay-
daki 6zvektorlerini kullanarak bulmamiza olanak saglar; niimerik protokol [ek{C]’de
bulunabilir. $ekil{4.5/te gruplanmalari olusturan durumlarin Chern sayis1 kullanilarak
ayirt edilebilecegini gorityoruz. Burada ana doluluk oran1t N/N, = 1/5 olsa bile farkli
serbest kuazi-desik uyarilmalari ile ayn1 doluluk orani temsil edilebilir. Ornegin kuazi-

2

desik uyarimi olmayan v = % durumu ile, 2 serbest akili v = 71; kuazi-desik

10+0
uyarilmasi 35 ile, 4 serbest akili v = 3§ kuazi-desik uyarilmasi 5% ile, 6 serbest
akili v = % kuazi-desik uyarilmasi ﬁ ile temsil edilebilir. Biitiin ana kuazi-desik

manifoldu biitiin bu katkilardan gelen toplam dejenere durumlarinin tiimii olarak dii-
stintilebilir. Verilen bir ana doluluk oraninin dejenereligi, o doluluk oraninin barindi-
rabilecegi doluluk orani en biiyiik kuazi-desik uyarilmalarinin dejenereligi ile verilir.
Ozellikle biitiin gruplandirmalarin iginde durum bagia diisen Chern sayis1 1/5 ola-
rak verilir; bunun bir 6rnegini kuazi-desik yoklugunda [3.2fde gosterdigimiz Laughlin
dejenere temel durum bagina diisen Chern sayis1 hesabinda gérmustiik; v = 1/2 igin
elde edilen 2 dejenere durum icin Chern sayis1 C' = 1 ve durum basina Chern sayisi
1/2 oluyordu. O sistemde durum bagina Chern sayisini 2 dejenere durum tarafindan
iletkenlige verilen katki olarak yorumlamistik.

Tablof4.1Jde N = 2 parcacik durumlar igin belirli sistem konfigiirasyonlart i¢in
Chern sayilar1 ve grup dejenerelikleri verilmistir. Buradan da anliyoruz ki[d.2|kisminda
tiirettigimiz formiiliin i¢indeki kombinatorik kisim aslinda verilen gruplanmanin Chern
sayisin veriyor. Bu sekilde verilen bir bandin cok-parcacik Chern sayisini da kapali bir

formda verebilmis olduk.

Buna ek olarak tiirettigimiz formiilden yola cikarak dejenerelik sayisini belirleyen
temel parametrenin ¢akili-olmayan delokalize aki sayis1 oldugunu gorebiliriz. Sekil-
4.6/da gordugumiiz gibi sistemler birbirinden farkli olsa da toplam ¢akili-olmayan de-
lokalize aki sayisi esittir. Ikisinde de bu say1 6; ¢iinkii N, = 7 konfigiirasyonunda
bir tanesini 4.1fde Hamiltonyene ekledigimiz ek safsizlik terimi ile orgii noktasinda
belirli bir noktaya ¢akip lokalize ediyoruz. Iki sistemde de kuazi-desik manifoldunun

dejenereliginin ayni oldugunu @ = 9 gozlemliyoruz.
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Tablo 4.1: N = 2 parcacikli sert-bozon sistemi icin ¢ok-parcacik Chern sayis1 he-
sab1 sunulmustur. N, burada delokalize olan aki sayisini belirtir. Ayn1 ana doluluk
oranina karsilik gelen farkli Laughlin kuazi-desik uyarilmalarini olusturan durumlarin
Chern sayis1 ve dejenerelikleri verilmsltir. C'/® ile grubu olugturan durum basina dii-
sen Chern sayilar1 verilmistir

v Ny L¢ Ly ¢ Gruplanma C Dejenerelik C' /D
/2 1 5 12 1/12 1, 5] 2 5 2/5
1/3 0 6 12 1/12  [1,3] 1 3 1/3
1/2 2 6 12 1/12  [1,9] 3 9 1/3
1/3 1 7 12 112 [1,7] 2 7 2/7
1/2 3 7 12 1/12 1,14 4 14 2/7
1/4 0 8 12 1/12  [1,4] 1 4 1/4
1/3 2 8 12 1/12  [1,12] 3 12 1/4
1/2 4 8 12 1/12  [1,20] 5 20 1/4
/4 1 9 12 1/12  [1,9] 2 9 2/9
1/3 3 9 12 1/12  [1,18] 4 18 2/9
1/2 5 9 12 1/12  [1,27] 6 27 2/9
1/5 0 10 15 1/20  [1,5] 1 5 1/5
1/4 2 10 15 1/20  [1,15] 3 15 1/5
1/3 4 10 15 1/20  [1,25] 5 25 1/5
1/2 6 10 15 1/20 1, 35] 7 35 1/5
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6zdeger sayisi

Sekil 4.5: L, = 10, L,, = 20 orgii iizerinde, N = 2 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/20
olan sistemin enerji spektrumu. Ozdegerler kiiciikten biiyiige dogru siralanmustir. Torus
tizerinde manyetik periyodik sinir kosullart uygulanmistir. Kinetik atlama biiytikliigii
t = 1 alinmigtir. Sistemin doluluk oram farkli tip Laughlin kuazi-desik uyarilmalari
olarak diisiiniiliip, bunlara denk gelen durumlar Chern sayis1 C' ile birbirinden ayrilir.
Tiim durumlar i¢in durum bagina diigen Chern say1s1 1/5tir.

4.4 Sonlu Etkilesim Durumu

Bu boliimde Hofstadter-Harper modeli i¢inde sonlu etkilesimlere yer verecegiz ve bu
sekildeki bozonik parcaciklarin Laughlin kuazi-desik uyarilmalarini inceleyecegiz.
kisminda etkilesimli sistemlerde yogunluk profillerine ve kesirli yiiklerin yogunlukta
yaratt1g1 degismelere bakmistik. Orgii iizerinde bir noktaya kuazi-desik caktiktan sonra
enerji spektrumunda olan degismeleri incelemistik. Bu kisimda ise tiirettigimiz dejene-
relik formiiliiniin kuazi-desiklerin ¢akili oldugu sistemlerde ufak degisiklikler yaparak
dogru sonug elde ettigimizi gorecegiz. Sistemdeki yiik seyrelmelerine bakip kuazi-
desiklerin sahip oldugu yiikleri gosterecegiz. Bu yiikler ile Chern sayilar1 arasindaki
iligkiyi gosterecegiz ve yiiklerin sistemdeki toplam aki yerine cakilmamis serbest man-
yetik aki sayisina baglh oldugunu gosterecegiz.

Oncelikle sonlu ve itici etkilesimli durumlarda enerji spektrumunun genel yapisi-
nin ve dolayisiyla dejenerelik sayisinin ¢akili olmayan serbest manyetik aki sayisina
bagli oldugunu gosterelim. Sekil4.77de gordiigiimiiz gibi manyetik aki sayisi, N, te-

melde farkl olsa bile ¢akili olmayan manyetik aki sayilari esit oldugu i¢in dejenerelik
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6zdeger sayisi

Sekil 4.6: L, = 6, L, = 12 orgii tizerinde, N = 2 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/12
sistemin V' = 0 safsizlik potansiyeli olmadigindaki enerji spektrumu ve L, = 7, L, =
12 orgii tizerinde, N = 2 parcacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/12 olan sistemin V' = 5¢
safsizlik potansiyeline maruz birakilan durumdaki enerji spektrumu. Torus iizerinde
manyetik periyodik sinir kosullar1 uygulanmigtir. Kinetik atlama biiyiikligi ¢ = 1
alinmustir.
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ayni c¢ikar. Cakili sistemde enerjiler yumusak bir sekilde keskin bant dizilimlerinden
sapmaya baslayip daha siirekli bir yap1 izlerler. Yani cakili kuazi-desik durumlarinda
dejenereligi, tiirettigimiz formiilde Ny — Ny — N; (IV; cakilmug aki sayisidir) degisken

degismesini yaparak bulabiliriz.
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Sekil 4.7: L, = 13,L, = 18 orgii iizerinde, N = 4 pargacikli, aki yogunlugu
¢ = 1/18 olan sistemin V' = 0 safsizlik potansiyeli olmadigindaki enerji spektrumu ve
L, =14, L, = 18 orgii iizerinde, N = 4 pargacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/18 sistemin
V' = bt safsizlik potansiyeline maruz birakilan durumdaki enerji spektrumu. Etkile-
sim siddeti U = ¢ olarak alinmigtir. Torus {izerinde manyetik periyodik sinir kosullar
uygulanmustir. Kinetik atlama bilyiikliigii ¢ = 1 alinmigtir. Ny manyetik aki sayisini
temsil eder.

boliimiinde gordiigiimiiz gibi etkilesim terimi eklenmis Harper-Hofstadter Ha-
miltonyenine n; say1 operatorii olmak iizere safsizlik potansiyeli > _, V'n; eklendiginde,
sisteme pompalanan ekstra manyetik akilar orgiide bu potansiyellerin kuruldugu nok-
talara cakilirlar. Sekil{4.8/de seyrelmeyi ve yiikiin yarigap arttik¢a nereye dogru yak-
lastigim1 gorebiliriz. Belirli bir yaricapa vardiktan sonra doygunluga ulasilir ve yiik
seyrelmesi artik olmaz, dolayistyla kuazi-desik yiikiinii ortaya ¢ikarmig oluruz. Sekil-
[.8[de yiikiin 4/13’e dogru yakinsamasin (kesik ¢izgili dogru) gozlemleyebiliriz. Bu
noktada, yiik seyrelmesini hesapladigimiz kuazi-desigin yiikiiniin, ana (biitiin mani-
fold) kuazi-desik manifoldunda durum bagina diisen Chern sayisiyla ayni oldugunu ve

yiikiin illaki Laughlin v = 1/r kesri seklinde olmadigini1 gostermis olduk.
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Sekil 4.8: L, = 14, L,, = 18 6rgii iizerinde, N = 4 parcacikli, aki yogunlugu ¢ = 1/18
olan sistemin safsizlik potansiyeli varligindaki yogunluk profili ve yogunluk seyrel-
mesi. Kinetik atlama biiyiikliigii ¢ = 1 alinmistir. Etkilesim ve safsizlik siddeti U = ¢
ve V = b5t olarak alinmistir. Cakili durumlarda safsizlik potansiyeli merkez olacak
sekilde konulmustur. Seyrelme 4/13 noktasinda doygunluga ulagmustir.
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Niimerik hesaplarimizda gozlemledigimiz bir diger husus ise, sistemler biiyiidiikce
kuazi-desik manifoldunun spektrumunda Lauhglin v = 1/r kuazi-desiklerine kargilik
gelen durumlardaki ayrilmalara ek olarak bagka noktalarda da ufak ayrilmalar oldu-
gudur. Ornegin ve sekillerindeki spektrumlarda farkli Laughlin kuazi-desik
uyarilmalarina kargilik gelen durumlarda olan ayrilmalara ek olarak pek ¢ok ekstra
ayrilma goriilir, fakat sekilf4.4]te sadece belirli Laughlin kuazi-desiklerine kargilik
gelecek durumlar1 olusturan gruplanma noktalarinda bu ayrilmalari goriiriiz. Bu ekstra
ayrilmalarin model sistemin (daha 6nce de bahsettigimiz gibi 6rnegin sekil{4.77de mo-
del sistem v = 4/13 iken bunu Laughlin kuazi-desikleri v = ;5 ekstra aki ve v = ;1
ekstra aki seklinde diisiinebiliriz) doluluk orani olan v = k/r’de bulunan r’nin kat-
lar1 olacak kadar durum sayisi1 gruplanmalarinda oldugunu fark ettik. Bu ayrilmalart
aciklayabilmek i¢in kombinatorik bir yap1 olusturduk; buna gore ekstra ayrilmala nok-
talar1i, manifoldda farkli Laughlin kuazi-desiklerini olusturmak icin eklenen manyetik
akilarin belirli kisitlamalara maruz kalacak sekilde NV tane parcaciga kag farkli sekilde
paylastirilabilicegi probleminin ¢6ziimii ile ortaya konulabilir. Burada yapinin 6zii, bu
problemin ¢oziimiiniin tam o ayrilma noktalarini olusturan gruplanmalarin Chern sayi-
sin1 vermesidir. kisminda tiirettigimiz formiiliin kombinatorik kisminin, durumla-
rin olusturdugu gruplanmalarin Chern sayisini verdigini @.3] boliim