























































































































































































































kismi tiirevlerinin sifirdan farkli oldugu, bes degigskenin her birine gore birinci
ve ikinci basamaktan kismi tiirevlerinin bulundugu ve (2) nin gergeklendigi bir
bolgesi g6z oniine alinmalidir. Bu durumda (2) denklemine (1) denkleminin tam

integrali denir.

@ = 0 olsun. %5 =0, %‘f = 0 oluyorsa,
Oy dp
-0, L =0 b
=Y ’ ob

bagdagirdir denir ve bu ii¢ denklem arasinda parametreler yok edilebilirse,

z = I'(z,y) agik fonksiyonuna (1) in tekil integrali denir.

6.2 Lagrange-Charpit Yontemi

Birinci basamaktan lineer olmayan,

f(x,y,2,p,q) =0 (1)

denklemini ¢ozmek demek ayni tipten bir,

9(z,y,2,p,q,a) =0 (2)

yardimer denklemini belirlemek demektir. Oyle ki,
Birinci Kogul: (1) ve (2) denklemleri p ve ¢ ya gore x,y, 2z ye bagh olarak

¢oziilebilmelidir. (oziilebilmeleri i¢in (1) ve (2) nin bagimsiz olmasi yani,

J=—r == . = 0
dp,q) Op 9q 9dq Op 7
olmas1 gerekir.
Ikinci Kosul: Elde edilen p ve g,
dZ:p(xvy)zua)dx+Q(I7yazaa>dy (3)

tam diferansiyel ifadesinde yerine yazildiginda (3) denklemi de integre edilebil-
melidir.

Bu kogullari saglayan bir g(x,y, z, p, ¢, a) = 0 fonksiyonu bulunursa (3) denk-
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leminin ¢6ziimii, @ ve b parametre olmak tizere, ¥ (z,y, z,a,b) = 0 denklemiyle
kapali olarak belirlenen bir z=z(x,y) fonksiyonu olup bu fonksiyon (1) denklemi-
nin bir ¢oziimiidir.

O halde birinci basamaktan lineer olmayan (1) denkleminin bir tam integ-

ralini bulmak i¢in,

dr dy dz dp dq

L fo phhtafs —(fetpf) —(f, +af)

Lagrange Yardimc1 denklem sisteminin, f ile bagimsiz olan (2) de verilen birinci

integrali aranir. Bunun igin (1) ve (2) denklemleri p ve ¢ ya gore ¢oziiliip,

dz = p(x,y, 2, a)de + q(,y, z,a)dy (4)

denkleminde yerine yazilip ve integre edilerek,

w(x7 y7 27 a? b) = 0

tam integrali bulunur.
Tam integralde, eger varsa, a ve b integral sabitlerine gore tiirevler ., 1
alinir. Bu tiirevler ile ¢(x,y, z,a,b) = 0 arasinda a ve b yok edilerek (1) denkle-

minin tekil integrali bulunur.

6.3 Ornekler

Ornek 1.
pg+ 2y + p+ W +y)g— 2y +1)z=0

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.
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Coziim 1.

pg+z2y+p+ (WP +y)g— 2y +1)z=0

denklemini,

f=pg+z2y+Dp+ (> +y)g— (2y+1)z2=0 (1)

ile gosterip, Lagrange Yardimci denklem sisteminde,,

dv dy dz dp dgq

fo fo photdafs —(fetpf)  —(fy+af)

fy=2xp+ 2y +1)g — 22

fz=—(2y+1)

fo=q+2(2y+1)

fo=p+y +y

yerlerine yazilirsa,

dx B dy B dz
g+x2y+1) p+y:+y  pg+pr2y+1)+pg+q(y?+vy)

dp dq

T Ryt ptQytlp  —[2ap+ (y+ 1)g— 22— q(2y + 1)]

ve diizenlenirse,
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dx dy B dz

g+zy+1) p+y +y  pg+pr2y+ 1)+ pg+q(y®+ )

dp dq

0 —2xp + 2z

olup, bu denklem sisteminde,

alinirsa,

dp =

integre edilirse,

b=a

olur. (1) denkleminde p = a yazilirsa,

2y +1)(2 —ax)
v’+yta

olur. p ve ¢ tam diferansiyel ifadesinde

dz = pdx + qdy

yerine yazilirsa,

2 1(z —
dz:adx+(y+ (= a:z:)d
y*+y+a

dz —adr  (2y+1)
2z —ax _y2+y+ay

olup integrali alinirsa,

In(z — ax) = In(y* + y + a) + In(b)
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z=azx+by* +y+a)
tam integrali elde edilir.
Tekil integral icin tam integralin a ve b keyfi sabitlerine gore sirasiyla kismi
tiirevleri alinirsa,

O=x+0b 0=¢y*+y+a

olur. Bulunan kismi tiirevler ve tam integral arasinda a ve b yok edilirse,

2= —x(y’ +y)

tekil integrali bulunur.

Ornek 2.
ap® +yq® =z

denkleminin tam integralini bulunuz.
Cozim 2.
p® +ygt = =z

denklemini,

f=pz+¢y—2=0 (1)

ile gosterip, Lagrange Yardimci denklem sisteminde,

de  dy dz dp dq

fo f phtafs —(fetpf) —(fy+af)
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fy = q2
fz =-1
fp = 2xp
Je=2yq
yerlerine yazilirsa,
dv  dy dz B dp _ dg
2ap - 2yq 20?2y (PP -p) —(#—q)
olup,
dp  dx
p(l—p) 2azp

almip ilk denklem (2pz) ikinci denklem (p?) ile garpilirsa ve toplanirsa,

2pzdp + p*dx _ 2pxdp + p?dw (1)
2p2x(1 — p) +2p3z 2p2x
olup ve
dy dq
2qy  q(1—q)

almip ilk denklem (¢?) ikinci denklem (2qy) ile carpilirsa ve toplanirsa,

¢y +2qydq  ¢*dy + 2qydyg @)
2¢3y +2¢°y(1 — q) 2¢%y

69



(1) ve (2) denklemleri esitlenirse,

2pxdp + p*dr  ¢*dy + 2qydq
2% 2¢%y

d(p*z) _ d(¢’y)
p*x 7%y

olup integral alinirsa,

Inp*r = Ing*y + Ina

p’r = aq’y (3)

elde edilir.

Sorudaki denklem p?z +¢*y = z olduguna gére (3) denklemi yerine yazilirsa,

a’y + ¢ty ="z

y(1+a) =z
. z

1= y(1+a)

olur. Bu ifade (3) denkleminde yerine yazilirsa,

b y(1 +a)y
s az
P= z(1+a)
B az
P= z(1+a)

elde edilir.
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Bulunan p ve g,

dz = pdx + qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,

1 1
az 2 z 2

dz=|——) d — | d

: <:c<1+a>> “(y<1+a>) !
—1

\/7dz— x d:c—l— 1 y2dy

2V/z =2 L\/E—l—i\/_jLQb

" Vea+1 Jita¥

[l v () ]

elde edilir.

6.4 Aligtirmalar

1. p>—qg—2 =0 denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

2. ¢*=p+y denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.
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6.5 Birinci Basamaktan Lineer Olmayan Denklemlerin Ozel
tipleri
6.5.1 Yalmiz p ve ¢ yu igeren Denklemler :

Birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin yalniz p

ve ¢ yu igeren Ozel hali,

f(p,q) =0

bi¢gimindedir. Bu denklemde, f, = f, = f. = 0 olacag: i¢in f, + pf. = 0 ve
fy +qf. = 0 olur ki Lagrange yardimci denklem sisteminde,

dr dy dz dp dq

f_p B fq B pfp+qu B _(fa: +pfz> _(fy+sz)

dz  ~dy dz _dp dq
Joo Sg oopfpt+afy 00
olup,
d
Hp — dp=0 = p=a
bulunur ve

f(p.q) =

da yerine yazilirsa,

f(a7Q) =0 = q:fl(a’)

bulunur. Bulunan p ve ¢ degerleri,

dz = pdx + qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,
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dz = adz + fi(a)dy

integre edilirse,

z=ax+ fi(a)y+b

tam integrali elde edilir. Ya da

d
Hq:ds = dg=0 = qg=a

bulunur ve

f(p.q) =

da yerine yazilirsa,

f(p,a)=0 = p= fi(a)

bulunur. Bulunan p ve ¢ degerleri,

dz = pdx + qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa

dz = fy(a)dx + ady

integre edilirse,

z = fola)r +ay+0b

tam integrali bulunur.
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6.5.2 Bagimsiz Degiskenleri z, y Bulunmayan Denklemler :

Birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin (z, y)

bagimsiz degiskenlerini icermeyen yalniz p, ¢ ve z yi igeren 6zel hali,

f(z,p,q) =0

bi¢imindedir. Bu denklemde, f, = 0 ve f, = 0 olur ki Lagrange yardimci denklem

sisteminde,
d_:c B @ B dz B dp B dq
fp fq pfp"‘qu _(fx +pfz) _<fy+sz)
d_x B @ B dz B dp B dq
o fo phtafy —0+pf) —(0+yf)
olup,
dp  dq
—pf- —qf-
dp _ dq
p q

olup integre edilirse,

Inp = Inqg + lna

dan,
p=aq
olup,
f(zp.q) =
de yerine yazilip,
f(z,aq,q) =0
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dan,

q=F(z,a)

bulunur. p = agq da yerine yazilirsa, p = aF(z,a) olacagindan, bulunan p ve ¢

degerleri,

dz = pdx + qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,

dz = aF(z,a)dx 4+ F(z,a)dy

integre edilirse,

Fle.a) = adzr + dy
/ 3 =ar+y+>b
F(z,a) Y

ya da

z=VY(ax+y+Db)

tam integrali elde edilir. Ya da

dan,

Inp + Ina = Ing

bi¢iminde integre edilirse,
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olup,

f(z.p,q) =
de yerine yazilip,
dan,

p=F(za)

bulunur. ¢ = ap de yerine yazilirsa ¢ = aF'(z,a) olacagindan, bulunan p ve ¢
degerleri,

dz = pdx + qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa,

dz = F(z,a)dz + aF(z,a)dy

integre edilirse,

=d d
F o) z + ady
/ dz =r+ay+b
F(z,a) Y

ya da

tam integrali elde edilir.
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6.5.3 Ayrilabilir Degiskenli Denklemler :

Ayrilabilir degigkenli denklemler,

f(x7y7 Z, Ds Q) = h([[’,p) - g(y,Q) =0
formunda yazlabilir. Denklem bu halde ise f, = h, , fy = =g, , - =0, fp,=h,

, fq¢ = —gq olarak ifade edilebilir. Lagrange yardimci denklem sistemi,

dr dy dz dp dq

f fo whhtafy —(fotpf) —(f,+af)

dx dy dz _dp @
hy —9¢ Phy—q9, —hs gy

bi¢iminde olur. Buradan

d d
%: _}]; = hydp+ h,de =0 = h(z,p)=a
p=H(r,a)
olur ve
d d
_y:_q - quQ+gydy:0 = g(y,q):a
_gq gy

q = G(y7 CL)

olur. Bulunan p ve g degerleri,

dz = pdx + qdy

denkleminde yazilip integre edilirse,

z:/H(x,a)dx+/G(y,a)dy+b

tam integral elde edilir. Ya da
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f(x,y,2,p,q) = h(z,p) — 9(y,q) =0

formunda yazilan ayrilabilir tipten kismi tiirevli diferansiyel denklem,

h(x,p) = 9(y, q)

bi¢iminde ele alinip,

h(z,p) =a = g(y,q) =a

denilirse,

p=H(z,a)
ve

q=G(y,a)
olur.

Bulunan p ve ¢q degerleri,

dz = pdx + qdy

denkleminde yazilip integre edilirse,

. / H(z, a)dz + / Gly, a)dy + b

tam integral elde edilir.
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6.5.4 Clairaut Denklemi:
z=ap+yq+ ([, q)

formuna sahip denklemlere Clairaut Denklemi denir.

f=zp+yq+e(p,q) —2=0

denkleminin z, ¥, z, p, ¢ ya gore tiirevleri,

fx =p, fy =q, fz = —1 y fp :$+S0p ) fq :y+§0q dir. Lagrange
yardimci denklem sisteminde,

dv dy dz dp dq

fo fo photdafs —(fetpf)  —(fy+afs)

yerlerine yazilirlarsa,

dx dy dz dp dq d
= = = —= — = 8
T+, Y+, Tp+Yq+tpp,+ap, 0 0

olur. Buradan,
—=ds = dp=0 = p=a

d
Hq:ds = dg=0 = g=0

olup, p ve q

f=zp+yq+e(p,q) —2=0

denkleminde yerlerine yazilirsa, denklemin,

z=xa+yb+ ¢(a,b)

tam integrali elde edilir.
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6.5.5 Ornekler

Ornek 1.

pg=1

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Cozim 1.

pqg=1

denklemi, birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

yalniz p ve ¢ yu igeren 6zel halidir. O halde,

fp,q) =pg—1=0

olup, f, = f, = f. = 0ve f, = q, f; = p oldugundan Lagrange yardimci denklem

sisteminde,

dv —dy dz dp dq

T fi phhtdafs —(fetpf)  —(f,+af)

olur. Buradan,

d
Hp:ds — dp=0 = p=a

bulunup,

f(p,q) =pg—1=0

denkleminde p = a yazilirsa,

1
qa:l = qg= -
a

olur.
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dz = pdx + qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazilirsa,

1
dz = adx + —dy
a

adz = a*dz + dy

integre edilirse,

az=a*r+y—+b

tam integrali elde edilir.
Tam integralin a ya gore tiirevi,

z = 2ax

ve b ye gore tiirevi,

0=1
olur ki bu da olamayacagina gore bu sebeple tekil integral yoktur.
Ornek 2.
p2q3 -1

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Cozim 2.

23:1

denklemi, birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

yalniz p ve ¢ yu igeren 6zel halidir. O halde,
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fp,g) =p’¢ —1=0
olup, fo, =0=f,=0=f, =0, f, =2pg® , f, = 3p*¢* oldugundan Lagrange
Yardimci denklem sisteminde,

dr dy dz dp dq

fo fo whhtaly —(fotpf) —(fy+af)

=ds

de  dy dz _dp dq
20 3P 2%+ 3% 0 0

olur. Buradan,
—=ds = dp=0 = p=a

bulunup,

fp,q)=p’¢®—1=0

denkleminde p = a yazilirsa,

olur.

dz = pdx + qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazilirsa,

1
dz = adx + —dy
a3

integre edilirse,

v=ar+ % +b

2
a3

tam integrali elde edilir.
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Tam integralin a ya gore tiirevi,

ve b ye gore tiirevi,

olur ki bu da olamayacagina gore bu sebeple tekil integral yoktur.

Ornek 3.

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Cozim 3.

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

yalnizp,q ve z yi iceren 6zel halidir. O halde,

flz,pq) =22 —p=0
olup f, = f, =0, f. = 22¢*, f, = —1, f, = 22°q oldugundan Lagrange yardimci
denklem sisteminde,

dr dy dz dp dq

f_p B Jq - pfo+afq N —(fa +pfz> _(fy+sz)

dx dy dz dp dq

-1 2022 —p+2¢222 —2z2p® —2z¢3

olur. Buradan,
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bulunup,

f(zpyq) =2 —p=0

denkleminde p = ga yazilirsa,

2°q° = qa
_a
157
ve p = qa dan,
2
p:;
olur.
dz = pdx + qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazilirsa,

2
dz = Lde + Zdy
z z

22dz = a*dx + ady

integre edilirse,
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2’3
= =adr+ay+b
3
3_ o2
2% = 3a"x + 3ay + 3D

tam integrali elde edilir.
Tam integralin a ya gore tiirevi,

0 = 6ax + 3y

ve b ye gore tiirevi,

0=3

olur ki bu da olamayacagina gore bu sebeple tekil integral yoktur.

Ornek 4.
PP +q* =27z

denkleminin tam integralini bulunuz.
Coziim 4.
PP+ ¢ =27z

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

yalniz p,q ve z yi iceren 6zel halidir. O halde,

fpq) =1’ +¢° =272 =0
olup f, = f, =0, f. = =27, f, = 3p*, f, = 3¢* oldugundan Lagrange yardimci
denklem sisteminde,

dr  dy dz dp dq

f_p_Tq:pfp"i‘qu N —(fx +pf2) _<fy+QfZ)
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dr  dy dz dp dq

38 3¢ 303 —(0-27p)  —(0-27g)

diizenlenirse,

dr  dy dz dp _ dq

3_392_3_q?:3p3+3q3:2_7p_27q

olur. Buradan,

dp _ dq
2Tp  27q
dp _ dg
P q

Inp =Inqg +Ilna

p=qa

bulunup,

f(z,p,q) =p*+¢*—272=0

denkleminde p = ga yazilirsa,

ve p = ga dan,



olur.

dz = pdx + qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazilirsa,

3az3 323
dz = —dx + =dy
(a®+1)3 (a®+1)s
3 3
2 3dz = a4 —dr + -dy
(a®+1)3 (a®+1)3
integre edilirse,
3 3 3
2.5 = ar - + Y -+
2T @)} @
2 2
z% = ar -+ y -+ b
(@ +1)3  (a®+1)3
o (2ax + 2y +b(a®+ 1))?
z° =
a’+ 1
bulunur.
Ornek 5.
PHy=q+a
denkleminin tam integralini bulunuz.
Cozim 5.
Pry=q+uz

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

ayrilabilir tipten 6zel halidir. O halde,

f(@,y,2,p,9) = h(z,p) — g(y,q) =0

dan,
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h(z,p) = g(y,q) = a

denilirse,
h(z,p)=p*—z=a
ve
9y, q) =q—y=a
olur.
pPP—xr=ua
den,
p=+vxr+a
olup,
qg—y=a
dan,
q=a+ty
olur.
dz = pdx + qdy

denkleminde p ve ¢ yerlerine yazilirsa,

dz=+vzr+a de+(a+vy) dy

integre edilirse,
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N|w

2
222(35-;&) +(aJ;y) L

62 = 4(z + a)? + 3(a+y)* + 6b

tam integrali elde edilir.
Tam integralin sirasiyla a ve b ye gore tiirevleri,

Oz(a:+a)%+(a+y)

ve

0=6

olur ki bu da olamayacagina gore bu sebeple tekil integral yoktur.

Ornek 6.
z = xp+yq+ In(pq)

denkleminin tam integralini bulunuz.

Coziim 6.

z = xp+yq+ In(pq)

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin

Clairaut denklemi tipinde 6zel halidir. O halde tam integral,

z = ax + by + In(ab)

olur.
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6.5.6 Alistirmalar

1. pg =p+q denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

2. pq =4z denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

3. p> — 2 =q+¢eY denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

4. z=xp+yq+ cos(pe?) denkleminin tam integralini bulunuz.
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7 KARAKTERISTIK SERITLER

7.1 Karakteristik Seritlere Giris
F(z,y,2,p,) =0

kismi tiirevli diferansiyel denklemi saglayan (zo, vo, 20, Po, qo) diizlem elemanla-

rina denkleminin (g, yo, 20) noktasindaki integral elemani denir.

Denklemi

&z = g(x,y)

olan bir S integral yiizeyi gozoniine alinirsa g(z, y) ve onun g,(z,y), g,(z, y) kismi
tiirevleri zy diizlemi nin bir R bolgesinde siirekli iseler, S'nin her noktasindaki

teget diizlemi,

{:UOJ Yo, g(.To, Z/O)a gx(‘r()’ y0)7 gy($0> 3/0)}

seklinde bir diizlem elemani tanumlar.Buna S yiizeyinin {xo, 3o, g(x0, o)} nokta-

sindaki teget elemani denir.

Parametrik Denklemleri,

sartini saglayan (serit sart1) her {x(t),y(t), 2(t), p(t), q(t)} say1 beslisine, C' egri-

sinin (z,y, z) noktasinda bir gerit tanimliyor denir. Boyle bir gerit ayni zamanda,

F(xz,y,2,p,q) =0
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kismi tiirevli diferansiyel denklemin bir integral elemani ise buna denklemin in-

tegral seridi denir. Diger bir deyisle, {z(t), y(t), z(t), p(t), q(t)} say1 beslisi,

kogulunu ve Vt € [ igin

sartini saglarsa,

F(z,y,2,p,q) =0

denkleminin integral seridi denir.

egrisi her noktasinda elemanter koninin bir doguranina degerse bu egri i¢in elde

edilen geride karakteristik gerit denir.

7.2 Karakteristik Seritler
F(z,y,2,p,q) =0

lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleminin bir C' egrisinden gegen in-

tegral yiizeyini belirlemek i¢in egrinin parametrik denklemleri,

olmak fizere,

serit sartindan ve

F(xz,y,2,p,q) =0
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kismi tiirevli diferansiyel denklemin ortak ¢oziimiinden p ve ¢ elde edilir.
C egrisinin parametrelenmig hali ile p ve ¢ nun da oldugu bir

Baglangi¢ Varyetesi :

zo=0(t), yo=0(), 20=w(t), po=po(t), q = qolt)

yazilir.
Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleminin yardimci denklem sis-
temi ya da karakteristik geritlerin diferansiyel denkleminden,
de dy dz dp dq

— _< —= :dS

v fa vhhtafs —(fetpf)  —(f,+af)

tiim denklemler ds ile igleme konularak,

r=ux(s,t), y=uy(s,t) z=z(s,t)

elde edilir. x,y, 2z arasinda s, t yok edilerek,

w(x7 y7 Z) = 0

bagmtisi elde edilir. Oyle ki bu bagmt,

F(xz,y,2,p,q) =0

denkleminin, C' egrisinden gecen integral yiizeyinin denklemidir.

7.3  Ornekler

Ornek 1.
0z 0z
Z = ——
Oz Oy

denkleminin C' : x = 0, z = y? paraboliinden gecen integral yiizeyini bulunuz?
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Coziim 1.

0z 0z
2= ——
Oz Oy
denklemi,
Z=Dpq
bi¢iminde yazilip,
f=pg—2=0

denirse ve C' egrisi parametrelenirse,

10=0, yo=t, 2=t

olur. Serit garti’'ndan,

de | dr | dy
a Par Ty

2t =q

ve f = pg— z =0 da q ve z yerlerine yazilirsa,

t
Ap —t* =0 = P=73

bulunur. Bulunan xg, yo, 20, p, ¢ dan,

Baslangic varyetesi:
2 t
To=0, 90 =1, 2 =17, po =75, qo =2t

yazilir. Karakteristik geritlerin diferansiyel denklemi:

dv dy dz dp dq

v fa vhhtafs —(ftpf)  —(f,+af)
olup,
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dr _dy _dz _dp _dg _
q p  2pg p q

yazilirsa integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile isleme konulur.

Sirasiyla,
d
1°) P _ s = Inp=s+ilna = Inp—lna=s = m? = s =
P «
p = ae’

elde edilir. Burada « y1 bulmak icin baglangigta,
ot
s =0 i¢in 5204 = p= e
bulunur.
oy 4 L _ _ q¢ _ _ s
2°) = =ds = Ing=s+inf = Ing=Inf=s = lnB—s = q=pfe
q
elde edilir. Burada 5 y1 bulmak icin baglangicta,
s=0icin 2t=0 = q=2te’
bulunur.
dx
3°) —=ds = dr=qds = dr=2e’ds = x=2e"+a
q
elde edilir. Burada a y1 bulmak i¢in baglangicta,

s=0i¢in 0=2te’ +a= —2t=a = x=2c®—2t

bulunur.

95



t t
4")?:ds = dy=pds = dyziesds = yzaes—l—b

elde edilir. Burada b yi bulmak i¢in baglangicta,

t t t t
=0icin t=—-+D b= — =-e’+ -
s =0 i¢in 2—|— = 5 = vy 2@+2
bulunur.
d d d
50)—Z:ds = ZCogs = B oods = lnr=2stc =
2pq 2z z

elde edilir. Burada ¢ yi bulmak i¢in baglangicta,

s=0icin t? =e° = 2z = *t?

bulunur. Veya kismi tiirevli diferansiyel denklem,

< =Drq

olduguna gore bulunan p ve q degerleri yerlerine yazilirsa da,

t
z = 56521565 = 2 ={%e*

ayni sonu¢ bulunur.
Bulunan biitiin degerler bir gerit varyetesi olusturur.

Serit Varyetesi:
s l s 2 2s l s s
x =2t(e® — 1), yzi(e +1), z=1t%€, p=5¢, q=2te

Buradan x,y, z arasinda s ve t yok edilirse,

2t(e® — 1)
—=—
Yy 5(68 + 1)
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_ 4(e® — 1)

x
Y es+1

xe® +x =4efy — 4y

T+ 4y = de’y — e’x

T+ 4y
4y —z

S

ve bulunan bu deger,

x=2t(e®—1)

de yerine yazilirsa,

T+ 4y
=2t —1

Y=z
x:2t<x+4y—4y+x>
dy —x
4at
xr =
dy —x
Ay —
p= Y7
4
bulunur. e® ve ¢
Z:t2623

de yerlerine yazilirsa,

L dy —x 2 T+ 4y 2
N 4 dy —x
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integral yiizeyi bulunur.

Ornek 2.
0z 0z

dxdy

denkleminin I": g = g = % dogrusundan gegen integral yilizeylerini bulunuz?

Cozim 2.
0z0z
oxdy
denklemi,
pg=1
yazilip,
f=pg—1=0

denirse ve I' egrisi parametrelenirse,

o = 2t, Yo = 2t, 20 = 5t

olur gerit sarti'ndan,

dz _ dv dy
a Par Ty

5 5)

ve f =pq— 1 dan
5 5
“_qgl=1 = ¢#-= 1=0
Q(2 C]) q QQ"‘
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olup kokleri,

1
Q1=2,Q2=§

bulunur. O halde,

1
Q=2 = p1:§

= p2=2

1
Q2=§

elde edilir. Bulunan xq, 4o, 20, P1, ¢1, P2, g2 den iki tane,

Basglangic Varyetesi:

1
12l‘0:2t, 90:2157 20:5t7 p0:§7 QO:2
1
2120 =2t, Yyo=2t, 2 =05t po =2, Do =73
yazilir. Karakteristik seritlerin diferansiyel denklemi:

dr dy dz dp dq d
A p— = = S

v fa vhtafs —(ftpf) —(,+af)

olup,

dx_@_dz

dp dq
q p  2pqg O 0

yazilirsa integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile igsleme konulur. Her iki

Baglangi¢ Varyetesi ile ayr1 ayr1 ¢oziim yapilir.

Baglangi¢ Varyetesi 1:

d
10)Hq:ds = dg=0 = qg=a

elde edilir. Burada a y1 bulmak i¢in baglangicta,
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s=0i¢cin 2=a=q=2

bulunur.

2) —=ds = dp=0 = p=0b

elde edilir. Burada b yi bulmak i¢in baglangicta,

1 1
=0i¢gin —=b=p=-=
s icin 5 p=3
bulunur.
dz
3")2—:ds = dz=2pqds = dz=2ds = z=2s+«
Pq

elde edilir. Burada « y1 bulmak icin basglangigta,
s=0igin bt =a = z2=25+05¢t

bulunur.

d 1
40)?y:ds = dy=pds = dyzids = y=5+p

elde edilir. Burada 5 y1 bulmak i¢in baglangicta,

s=0icin 2t =43 = y:§+2t

bulunur.

d
5")—1;:013 = dr=gqds = dr=2ds = x=2s+7
q

elde edilir. Burada v y1 bulmak i¢in baslangicta,
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s=0igin 2t =~ = x=25+42t

bulunur.
Bulunan biitiin degerler bir serit varyetesi olusturur.
Serit Varyetesi:

1
x=2(t+s), y:§+2t, z = 2s + bt, P=3; q=2

Buradan x,y, z arasinda s ve t yok edilirse.

s
=95 — 2
T —y s 3
35
— = —
9 Y
2
§= 5(33 )
olup,
s
=—-+42t
de yerine yazilirsa,
Y= ey ; y) +2¢

tzl 4y —x
2 3

bulunur. s ve t,

z =25+ bt
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de yerlerine yazilirsa,

62z = 3r + 12y
z2=—42y
integral yiizeyi bulunur.
Baslangi¢ varyetesi 2:

1°) dg:ds = dr=gqds = dx:%ds = xz%—ka
elde edilir. Burada a y1 bulmak i¢in baglangicta,

s =0 i¢in 2t:a:>x:§+2t
bulunur.

2°) = =ds = dy=pds = dy=2ds = y=2s+b
elde edilir. Burada b yi bulmak i¢in baglangicta,

s =0i¢in 2t = b =y=2s+2¢%

bulunur.

d
Z—ds = dz=2pqds =dz=2ds = z2=2s+c

30) = =
)2pq
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elde edilir. Burada ¢ yi bulmak i¢in baglangicta,
s=0icin bt=c¢c = z=2s+5t

bulunur.
4°) —=ds = dp=0 = p=a

elde edilir. Burada o y1 bulmak i¢in baslangigta,
s=0igin 2=a = p=2

bulunur.
5) —=ds = dg=0 = ¢=p

elde edilir. Burada 5 y1 bulmak i¢in baglangicta,
s =0 i¢in %:6 = q:%

bulunur.
Bulunan biitiin degerler bir gerit varyetesi olusturur.

Serit Varyetesi:

1
x:§+2t, Yy=25+2t, 2=2s5+5t, p=2, q:§

Buradan x,y, z arasinda s ve t yok edilirse,

T = % + 2t ve y = 2s + 2t ortak ¢oziimden,
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elde edilir. y de yerine yazilirsa,

y:2(—§(:p—y)+2t)

olup,

14
=——y+-x
6/ "6

elde edilir. s ve t, z = 2s + 5t de yerlerine yazilirsa,

z= <—§(:c—y))+5<—éy+%x)

olup,
2z + L
P& 2 4 =
2y
integral yiizeyi elde edilir.
Ornek 3.
pg=1x+Yy
denkleminin I' : y = —z, z = 1 diizlemlerinin arakesiti olan dogrudan gecen
integral yiizeyini bulunuz.
Cozim 3.
pg=1x+Yy
denklemi,
f=prg—2—-y=0
yazilirsa ve I : y = —x, 2z = 1 egrisi parametrelenirse,
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To=1, yo=—t, 20=1

olur. Serit sart’indan,

de_ do dy
at P Ty
O=p—q = p=gq

ve f =pqg—x—y=0dap, xvey yerlerine yazilirsa,

q2:0 = q=0

bulunur. Bulunan xy, o, 20, p, ¢ dan,

Baslangic varyetesi:
g =1, yoz—tzozla pozoa QOZO

yazilir. Karakteristik geritlerin differansiyel denklemi:

de _dy _ dx dp _ dq _ds
fo fao phtafy —(fotpfs) —(fy+af)

olup,

d_:z: dy dz dp @
q p  2x+vy) 1 1

=ds
yazilirsa, integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile isleme konulur.
Sirasiyla,
dp

10)T:d8 = dp=ds = p=s+a

elde edilir. Burada a y1 bulmak i¢in baglangicta,
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s=0i¢cin a=0 = p=s
bulunur.

2) —=ds = dg=ds = qg=s+b
elde edilir. Burada b yi bulmak i¢in baglangicta,

s=0icin b=0 = g=s

bulunur.

d 2
30)—x:ds = dr=gqds = dr=sds = xz%—i—c
q

elde edilir. Burada ¢ yi bulmak i¢in baglangicta,

52
s=0icint=c = a::E—l—t

bulunur.

dy 52
4°) = =ds = dy=pds = dy=sds = yz;—i—d
p

elde edilir. Burada d yi bulmak i¢in basglangicta,

2
s =0i¢in d=-t yz;—t

bulunur.
dz 52 52
5) ——— =ds = dz=2 ds = de=2(—+t+——-1) =
)2(x+y) s 2 (x +y)ds z (2—1— +2 )
dz =25 = z:§s3+e

elde edilir. Burada e yi bulmak i¢in baglangicta,
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. 2,
s=0i¢cin e=1 = z:gs +1

bulunur.
Bulunan biitiin degerler bir gerit varyetesi olugturur.

Serit Varyetesi:

S <y 2641
Xr = — s = — — ’Z:—S s 257 =
2 Y75 3 b =
Buradan x,y, z arasinda s ve t yok edilirse,
TV S
x = — — —
Y70 2
x+y:52
(@+y)° =s°
ve
2 3
z=-s5"+1
3
den
3(z—1) =25

9(z —1)* = 4(s%)*

olup, burada s = z + y yazilirsa,

9(z — 1)° = 4(z + y)’

integral yiizeyi elde edilir.
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7.4 Aligtirmalar

1
1. —e? — ¢ —y = 0 denkleminin x ekseninden gegen integral yiizeyini bulunuz?
x

2. p?+¢* = 1 denkleminin 22 +y? = 4, 2 = 0 ¢gemberinden gegen integral yiizeyini

bulunuz?

3. pq =z +y denkleminin y = —x, z = 1 diizlemlerinin arakesiti olan dogrudan

gecen integral yiizeyini bulunuz.

4. p = sin(xq) denkleminin x = 0, z = 2y diizlemlerinin arakesiti olan dogrudan
gecen integral ylizeyini bulunuz.
2

5. pq = 2* denkleminin z = 0, z = ¢ % egrisinden gegen integral yiizeyini

bulunuz.
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8 JACOBI

8.1 Bir Tek Denklem Bulunmasi Ozel Hali

Lineer olmayan kismi tiirevli bir diferansiyel denklem ikiden fazla bagimsiz de-
gigsken igeriyorsa bu tiir diferansiyel denklemleri ¢dzmek i¢in Lagrange-Charpit
metodu yerine Jacobi yontemi kullanilir.

x1, ....., Tp bagimsiz degiskenler, z bagimh degisken ve p; = g—; 1=1,...,n

olmak fizere,

bagiml degigkenin agik¢a bulunmadigl (z bilinmeyen fonksiyonunun kapali ol-

mast) kismi tiirevli diferansiyel denklem olsun. Eger;

kismi tiirevli diferansiyel denklemin bir ¢oziimii ise

Ju
7627 Jr; .
pi—ﬁ_xi__% (t=1,...,n)
z

yazilip,

Z:anr]_,qi:% (Z:L,n+1)

denilirse,

olur. Buradan

kismi tiirevli diferansiyel denklemi,
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F(Il, ...,.Cl]n+1,P1, ceey Pn7Pn+1) =0

haline gelir. Bu denklem n + 1 degiskenli bir denklemdir.

denklemi bagiml degisken icerirken yukarida yapilan doniigiimle,

F(.I'l, "'axn-‘rl?Pl) sy Pn7 Pn—H) =0

denklemi bagimlh degigken icermez fakat buna karsilik bagimsiz degiskenlerin sa-
yist bir artar. F' = 0 denkleminin u = ¢ geklinde bir ¢6ziimii bulunabilirse, bu

¢oziimde x,1 yerine z yazilip G = 0 denkleminin,

¢OzUmii bulunur.

Jacobi yontemi li¢ veya daha fazla bagimsiz degisken, bir bagiml degisken
iceren denklemlere ve ayni zamanda Lagrange-Charpit yonteminin uygulandigi
denklemlere de uygulalanabilir.

Jacobi yontemi,

f(mb <oy Ty P1, 7pn) =0

denklemine uygulanirsa f ile bagdasir olan yani,

denklemini saglayan,

So(xla <oy Ty P1, Jpn) =0

fonksiyonu bulunur.
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f(xlv <y Ty P1, 7p'n) =0

denkleminin Lagrange Yardimci Diferansiyel Denklemi,

dry dry dr, dpr  dps  dp,
of — of T T of — _of — _of — T _of
op1 Op2 Opn, Ox1 Oxa Oxn

olup, bu denklem sisteminin ¢oziilmesi ile bulunan p; degiskenlerinden en az birini

iceren n — 1 bagimsiz integrali,

fj(xvp):aj ]=1,,n—1

olsun. f=0, f; =aq; (j=1,..,n—1) denklemlerinden elde edilen,

ler

dz =py dxy + py drog + ... + p, dx,

de yerine yazilip integre edilirse,

f('rly -y Ty P1, 7pn) =0

denkleminin,

2= (T1,y ey Ty A1y eeep1) + Ay

tam integrali bulunur.
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8.2 Ornekler

Ornek 1.

T7p} — Topy + T3p3 — T4ps = 0

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Cozim 1.

TIp] — Topy + T3p3 — T4ps = 0

denklemi,

f=a%p? — xops + 23ps — w4y = 0

yazilip, z bagimli degiskeni bulunmadigi i¢in doniigiim yapmaya gerek yoktur.

Lagrange yardimci diferansiyel denklem sistemi,

dry _ dry  dxg. drvy dpy  dps  dps  dps

of — of T of T af T _of T _af — _af — _af
Op1 Opa op3 Opy ox1 Oxo Oxs3 Oxg
dl’l . dIQ . d.T3 . dﬂf4 . dpl . dpg dp3 . dp4
2eipy —xy w3 —x4  —2wpl P2 P34

Buradan integre edilebilecek denklemleri alip py, p2, p3, ps4 bulunursa,

1°) 2. ile 6. denklemden,

dva _ dps

—T2 D2

—Inzy =Inpy —Inay

Inps +Inxzy =Inay

D22 = 1
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P2 = —
X2
bulunur ve
a
fi=pp——=0
T2
yazilir.
2°) 3. ile 7. denklemden,
d!L‘g o dpg
T3 —DP3
Inrs = —Inps + Inas

Inzs + Inps = Inas

T3p3z = G2
a2
pP3s = —
T3
bulunur ve
a
fo=ps——==0
xs3
yazilir.
3°) 4. ile 8. denklemden,
dl’4 . dp4
—Ty4 y2

—Inzy =Inpy —Inas
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Inzy +Inps =1Inag

Pax4 = a3
a3
Pas = —
Ty
bulunur ve
a3
fa=ps——=0
Ty
yazilir.
4°) 1. ile 5. denklemden,
dx; dp:

203y —2x1p}

dxy . dp:
X —P1
Inzy =—Inp; +1Inay
T1P1 = Gy
Qy
b= —
€
bulunur ve
Ay
fa=p1——
T
yazilir.

Bulunan pq, ps, p3, ps tam diferansiyel denklemde,
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n
dz = Zpi dx; = prdxy + podzs + ..... + pndx,
i=1

ya da
4

dz = sz' dzr; = prdxy + padxs + psdxs + padxy

=1

yerlerine yazilirsa,

Qg a1 a2 a3
dz = —dx1 + —dxy + —dxs + —dxy
T X2 X3 Xyq

ve integre edilirse,

z=aslnz; +a;lnxy +aslnzrs +aslnzy + as

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrica fi, fo, f3, f4' iin kendi aralarinda ve f = 0 ile bagdagir oldugu

gosterilebilir.

4
(fi,fj>=zg<ﬁ—’fj)=o; i,j=1,2,3,4 ;i#]

Bunun i¢in bir érnek olmasi amaciyla,

(fis f2) = Za Unh) _

ﬁimPk

olmalidir.

I(f1, f2) . O(f1, f2) . Of1.f2) | Olh 2

=0
5(I17P1) 8(I2, Pz) 3($37P3) a($4,p4)
9f Oh 9fi Oh ofi 9f ofi Of
dr1  Op1 + Oxa  Opa2 + Oxr3  Ops + Ory  Opsa| _ 0
Afr  Of Afr  Of Afr  Of Afr  Of
Ox1  Op1 Ox2  Op2 Ox3  Ops Oxy  Opa
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0f10fs 0f10f n 0f10f, 0f0fs +8f1 dfs 0f10fs +3f1 Ofs 0h0f _

Ox10py Op1 Ox1 Oxa0py Opg Oxy  Ox30ps Ops Oxs Ox4 Ops  Ops Oy B

ai

0-0—0-0+ ~0—1-o+0'1—0.%+o-0—0'o:o

2
Lo 3

Benzer bicimde,

(1, f3) = (f1, fa) = (fo, f3) = (fo, o) = (f3, f4) =0

dir.

Ornek 2.
DP1T1 + PaXo = pg

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Cozim 2.

f=npr +p2$2—p§ =0

denkleminde z bagiml degiskeni bulunmadigi i¢in doniigiim yapmaya gerek yok-

tur.

Lagrange yardimci diferansiyel denklem sistemi,

dx, dxs dxs dxy dp: . dp2 . dps . dp4

of — of — of — of — _of  _of — _of — _Oof
Op1 Op2 Ops Opa oz Oxo Oxs3 Ox4

dl‘l dl’z dl‘g dpl de dp3

- = —— = e = :—:)\

T1 X2 —2p3 B —D1 —P2 0

Buradan integre edilebilecek denklemleri alip pq, po, p3, p4 bulunursa,

1°) 6. denklemden,
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dp3:0

p3 = asz

bulunur ve

fs=p3—a3=0

yazilir.

2°) 1. ile 4. denklemden,

d!El o dp1
I -
Inxy=—Inp; +Ina,
I1p1 = aq
ay
P1= —
x
bulunur ve
a
Ji=p1— —
I
yazilir.
3°) 2. ile 5. denklemden,
dZL’Q . dpz
T2 —D2
Inze = —Inpy + Inas
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ToPo = Q2

bulunur ve

yazilir.

Bulunan pq, p9, p3 tam diferansiyel denklemde,

i=1

ya da

3
dz = sz' dz; = prdzy + padxs + psdas
A

yerine yazilirsa,

a a
dz = 2dxy + 2day + asdrs
I )

ve integre edilirse,

z=a1Inz; +aslnxy + azxs + ag

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrica fi, fo, f3 in kendi aralarinda ve f = 0 ile bagdasir oldugu

gosterilebilir.
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Ornek 3.

(z9 + 23)(p2 +p3)* + 2p1 =0

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Cozim 3.

(29 + 23)(p2 + p3)? + 2p1 =0

denkleminde z bilinmeyen fonksiyonu kapali olarak verildigi i¢in doniigiim yapil-

malidir.
qi
2 = Tn+1 pi = —
Q’n—l—l
dan
Z = X4
denilirse,
q1
pr=——
qa
q2
D2 = ——
qa
g3
P = ——
qa
alinip,

(z9 4+ 23)(p2 +p3)* + 2p1 =0

denkleminde yerine yazilirsa,

e [(f )] e () -0
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42 +¢q ? q
(SEQ+.T3)< 2 3) —334—1:0
qa da

q3 ile denklem garpilirsa,

f=@+x)+q) —24-¢ - q=0

denklemi bulunur.Bu, dort bagimsiz degiskeni bulunan bir denklemdir. Buna gore

Lagrange yardimci diferansiyel denklem sistemi,

dx; dxy dxs dxy dq . dqo . dqs . dqy

of T of T af T of — _of — _af — _af — _of
oq1 9q2 0q3 0q4 O o O3 x4
dx, dzo dxs dxy dq,

—r4qs 20+ x3) (@2 + @) 22+ a3) (2 + @) —aq 0

o dq2 N dqg dQ4

pr— p— A
—(p+a3)*>  —(2+a3)*> Qg

Buradan integre edilebilecek denklemleri alip ¢, g2, q3, g4 bulunursa,

1°) 5. denklemden,

d
%:A —dpy=0 = q=a

bulunur ve

fi=q—a1=0

yazilir .

2°) 6. ile 7. denklemden,

dqs dgs
= =dp=dgz = ¢@p=qg+a
—(2e+aq3)%2 —(q2+ q3)* ? ’ ? ’ ?
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bulunur ve

fo=q¢—q—a=0
yazilir.
3°) 4. ile 8. denklemden,

dxy . dqy
—T4q1 qaq1

= —lnzy=Ing —Ina; = 2494 = a3

bulunur ve

f3 = x4qs — a3

yazilir.

¢2 yi bulmak icin ¢, g3, g4 kismi tiirevli diferansiyel denklemde

f=(z2+23) (g2 + q3)* — 24q1qa = 0

yerlerine yazilirsa,

a
(29 + 23)(q2 + q2 — a2)* — 33466196—3 =0
4

(fEQ + $3)(2Q2 — CZQ)Q — a1a3 = 0

olup,

1 1 a1as

Q2:§a2:|:§ $2+ZL‘3

ve gs = q3 + as den

1 1 aias

= ——Q —
4 22:F2 Ty + I3

elde edilir.
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Bulunan ¢, g2, g3, g4 tam diferansiyel denklemde,

dz = Z q; dx; = q1dxy + qodrs + ..... + qndz,
i=1

ya da

4
du = Z gidx; = qdxy + qedzs + q3drs + qudxy
i=1

yerlerine yazilirsa,

1 1 a;as 1 1 ajas as
du = ad s F - d ——ay F - das + —2d
U aq $1+<2CL2:F2 :L’2+I3> $2+< 2@2:F2 ZEQ—I—J}3> 3?34—1‘4 T4

diizenlenirse,

1 1
il (Y 217 (dy = duy) F 2 :Ezafgxg (dzy + dxs) + z_idm
d dzr, + L d( ) L/ aag d(ws + 73) + @
u=adzr; + -a To — T - o4 s 0.
14T 7 52 2 3) F 2\ 79 + 75 2 3 o 4

olup integre edilirse,

1 1
U= a7, + 5&2(1’2 —x3) F 3 / \/ xjf“;gd(xg +a3) +azlnx, + ¢

1 1
U= a1T; + 5@2(372 —x3) F 5 2/a1a3\/xs + x3 +aslnzy +c

1
u=ar + §CL2<SU2 —x3) Fyaraz/xe + 23+ aglnzy + ¢

1
U= a,r; + §a2(x2 —13) F \/(CL1G3)<I‘2 +x3) +azlnzy+c
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u = ¢ ¢Ozim oldugundan,

1

a1 + Qag(xg —13) F \/(alag)(xg +x3) +azlnzy =c

olur veya ag ile boliiniip,

a la aiaz)(Te +x
— a1+ = —(2y — 73) F Vo) (@ + 3) +Inzy = —
a3 2as a3 3
aq 1&2
— =4a1 ; z— =Q3 ; — =—03 ; T4=Z%
as 2@3 as

denirse,

a121 + ag(ry — x3) F v/ ar(xe +23) +Inz+a3 =0

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrica fi, fo, f3 iin kendi aralarinda ve f = 0 ile bagdasir oldugu

gosterilebilir.

O fy) - .
(fz,fj):;:mzo Z,j:1,2,3 3 ’L7éj

8.3 Aligtirmalar

1. piz? + per3 = 2 denkleminin bir tam integralini bulunuz.

2. 22+ 2ps = p? +p5 denkleminin bir tam integralini bulunuz.
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9 YUKSEK BASAMAKTAN DEGISKEN KAT-
SAYILI LINEER KISMI TUREVLI DIFERAN-
SIYEL DENKLEMLER

D Cc R", X = (x1,23,...,x,) € D olmak iizere yiiksek basamaktan degisken

katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem,

Z P, M+ = G(x1, ..., 2p)

1.nin i1 in
i Oxt...0xk

bigimindedir ve P;, ; degisken katsayilar olup D de X = (x4, x5, ...,x,) e bagl,
tanmimli, siirekli kismi tiiretilebilir ve hepsi birden sifir olmayan fonksiyonlardir.
G(z1,...,z,) = 0 ise denkleme ikinci yansiz ya da homojen, G(zy, ..., z,) # 0 ise

denkleme ikinci yanh ya da homojen olmayan denklem denir.

D C R", yiiksek basamaktan degisken katsayili iki bagimsiz degiskenli

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem,

T 0"z (x,y) L
R,J (‘)xlayj G(J?,y), Z+] >N

i,j=0

bi¢gimindedir. Yiiksek basamaktan degisken katsayili lineer kismi tiirevli diferan-
siyel denklemlere 6rnek olarak,
Pz Pz Dz 0z

9z 03z %

TYod + 3x38—y3 + Qxay ="t
0%z 9z 0z
38_y2 — (2y + ) g0y 0y cos(zy)

denklemleri verilebilir.
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10 YUKSEK BASAMAKTAN SABIT KATSA-
YILI LINEER KISMI TUREVLI DIFERAN-
SIYEL DENKLEMLER

D C R", X = (x1,29,...,7,) € D olmak iizere yiiksek basamaktan sabit kat-

sayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem,

Z ail...inM—F... = G(x1, ..., Ty)

i1 in
i Oxt...0xk

bigimindedir ve a;, ;, sabit katsayilar olup sag taraf fonksiyonu G(z1,...,x,) =0
ise denkleme ikinci yansiz ya da homojen, G(x1,...,x,) # 0 ise denkleme ikinci
yanli ya da homojen olmayan denklem denir. Yiiksek basamaktan sabit katsayil
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlere érnek olarak,

&z D P11 g22 1199,

Sow V2op  awoy Tox WY

0Pz 49 0z
Oy?0x dy

= em—y

0tz 0%z 0%z 0%z

2 _— =
0x20y? + 0y? + Sﬁzay + 0y? 0

denklemleri verilebilir.
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11 R?DE YUKSEK BASAMAKTAN SABIT KAT-
SAYILI LINEER KISMI TUREVLI DIFERAN-
SIYEL DENKLEMLER

D C R? yiiksek basamaktan sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel

denklem,

~ 9"z(a,y) L
ZCLMW:G(%Q), i+j<n

i,j=0
bigimindedir ve a;; sabit katsayilar olup sag taraf fonksiyonu G(z,y) = 0 ise
denkleme ikinci yansiz ya da homojen, G(x,y) # 0 ise denkleme ikinci yanlh ya
da homojen olmayan denklem denir.

Denklemde sembolik olarak,

~ =D,=D
ox
0
= D, =D
0 2 2
o2 = D= =D
0 2 2
ap =P
2
ve genel olarak,
o4 ,
- =D! =D"
ox’ v
ﬁ —DI=D7
oy’ Y
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iti

oxt Oyl

NN i o
=D,D)=D'D"7, 1,j=1,2,..

yazilir.

DY =D"=1yada Dg = D' % =1 kabul edilir. Dolayisiyla Dz = 2 ya da
D)z = D"" =z dir. O halde,

~ 02,y o
Zai’j Gr0y =G(z,y), i+j<n

1,7=0

denklemi sembolik denklem olarak,

P(Dy, Dy)z = (@D, 11DV Dytan 5, DI D D2 4. )z = Y ayDiDiz = G(,y)
i+j<n
yazilir.
R? yiiksek basamaktan sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denk-

lem,

~ 0z
Lz = Z ai’jaxi—ayj == G(l‘,y)

i,j=0
L operatorii ile gosterilirse denklem kisaca,
Lz = G(z,y)

olarak yazilabilir. Bu L operatorii, her cq, co reel sabitler ve 2, zo en az ikinci

basamaktan siirekli tiiretilebilir fonksiyonlar olmak iizere,

L(0121 + CQZQ) = Clel + CQLZQ

ozelligini saglayan lineer bir operatérdiir. Bir 2 = o(x,y) € C?[D] fonksiyonu

Ly = G bagintisini saglarsa bu fonksiyona,

N, OMa(ay)
Lz = Z ai’jax‘i—ayj = G(Ql,y)

i,j=0
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denkleminin bir integral yiizeyi denir.

—~ 92,y
Lz = Z ai’jW = G(l’,y)

i,j=0
denkleminin ¢oziimii i¢in ilk olarak, Lz = 0 homogen kisminin ¢éziimleri bulunur

ki bunlar zq, 29, ..., z, fonksiyonlar: ise ¢y, ¢s, ..., ¢, reel sabitler olmak tizere,

Zp = C121 + Coz9 + ... + Crzn

elde edilir. G(x,y) = 0 ise denklemin homojen ¢6ziimii denklemin genel ¢oziimii-
dir. Yani z, = z dir. Eger G(x,y) # 0 ise zz fonksiyonu Lz = G(x,y) homogen

olmayan denklemin bir 6zel ¢oziimii olup denklemin genel ¢oziimii,
Z=1zp+ %

formundadar.

Denklemler ¢arpanlarina ayrilabiliyorsa indirgenebilir denklem ve ayrilami-

yorsa indirgenemez denklem olarak adlandirilir.
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12 SABIT KATSAYILI IKINCI YANSIZ LINEER
KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DENK-
LEMLER

12.1 Indirgenebilir Denklemler
12.1.1 Indirgenebilir Denklemler Yalin Carpanl

L operatoriiniin,
L= P(Dm, Dy) = L1L2 = (ale -+ ley -+ Cl)<&2Dm -+ b2Dy -+ C2)

seklinde ¢arpanlara ayrilabilir oldugu kabul edilirse, a;, b;,c; € R, ¢ = 1,2 dir. L

operatoriiniin katsayilar sabit ve D, D, = D, D, oldugundan

Ly Ly =1Ly In

degisme ozelligi gerceklenir. Carpanlarda siranin 6nemi yoktur.
Eger z = p(z,y) fonksiyonu L;z = 0 denkleminin bir ¢oziimii ise

Lz = (Ll LQ)Z = (LQ Ll)Z = Lg (L1>Z = L20 =0
oldugundan L,z = 0 ve Loz = 0 denklemlerinin her bir ¢éziimi ayni zamanda
Lz = 0 denkleminin de ¢oziimleridir.

Liz=(a1Dy; + 1Dy +c1)z=ap+big+ciz=0
ya da

e
alax 18y as=

0z 0z
a1~ +bi— = —c12

ox dy
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denklemi g6z 6ntine alimirsa, birinci basamaktan lineer (ayn1 zamanda yari-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardimci denklem sistemi,

d_x L dy  dz
aq N bl N —C1Z
olup, 1. ve 2. denklemden,
dr  dy
aq n b1

integre edilirse,

a1y — bxr =«

ilk integral egrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx dz
aq —C1z
a; # 0 olmak tizere,
dz 1
— = ——dx
z aq

integre edilirse,

e” = B denirse,



ikinci integral egrisi bulunur. Bulunan integral egrilerinden,

0z 0z
a,— + bl— = —C1Z

ox dy
denkleminin genel ¢éziimi,
ey,
a #0 = z1=e¢ a1 filamy — bix)

olarak yazilir. Eger, by # 0 ise

0z 0z
a— +b— = —c1z

ox dy

denkleminin genel ¢6ziimii,

by #0 = 2z = ef%yfl*(aly — bix)

olarak yazilir. Eger ayn1 anda a; # 0 ve by # 0 ise
el
a#£0 = z=e a1 filay —bix)
bi A0 = 2z = e_%yfl*(aly — by1)
genel ¢ozlimlerden sadece bir tanesi alinir.

Benzer bi¢cimde

f1 € C'D]

fi e C'D]

fie C'D]

fi € C'[D]

Loz = (ang + bQDy + CQ)Z = AP + baq + oz =0

ya da
0z 0z
a28_$+b28_y + oz =0
25, 283/ = —C
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denklemi g6z 6ntine alimirsa, birinci basamaktan lineer (ayn1 zamanda yari-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardimci denklem sistemi,

dr dy  dz
(05} N bg N —C2Z
olup, 1. ve 2. denklemden,
dr  dy
a9 n bg

integre edilirse,

asy — box = «

ilk integral egrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx dz
(05} —CoZ
as # 0 olmak {izere,
dz Cy
— = ——dx
z a9

integre edilirse,

Inz = —C—zx—i-ﬂ

c1
——lg
zZ=€ 2 66

e? = B denirse,
ze%x =7

ikinci integral egrisi bulunur. Bulunan integral egrilerinden,
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0z 0z

aga—x + bga—y = —C2Z2

denkleminin genel ¢6ziimii,

Q9 7£ 0 = 2o = 67%xf2(a2y - bg!L’) fg € CI[D]

olarak yazilir. Eger, by # 0 ise

%4_[) % —
azﬁx 28y_ 2%

denkleminin genel ¢éziimii,

by 20 = zm=e BV fay —box) fi € CV[D]

olarak yazilir. Eger ayn1 anda ay # 0 ve by # 0 ise

a9 75 0 = 2o = e'%xfg(agy — bg!L’) fg € CI[D]

by 0 = 2z = ef%yfg(agy —byxr) fy € CI[D]

genel ¢ozlimlerden sadece bir tanesi alinir.

Eger fi ve fy aym zamanda C?[D] simifina ait iseler bu durumda,

_f, — 224 2
Z=2Z1+t2y=€ % fl(aly — b1$> +e 92 fz(agy — bgﬂ?) fl, fg eC [D]

ifadesi Lz = 0 denkleminin genel ¢oziimiidiir. Eger z; , Lz = G nin bir 6zel ¢6-

zimi ise bu takdirde z = zj,+ 25 homojen olmayan denkleminin genel ¢oziimiidiir.

Indirgenebilir yalin carpanl denklemlerin genellestirilmesi yapilirsa, L ope-

ratorii m. basamaktan olup ve L = LyL,...L,, seklinde ¢arpanlara ayrilabildigi
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varsayilsin. O zaman sabit katsayili L operatorii,
L= (a1D;+b:Dy+ c1)(aeDy + b2 Dy + ¢2)...(a Dy + by Dy + €1y

seklinde yazilabilir. Burada a;, b;, ¢; (i = 1,2,...,m) reel sabitlerdir. 1 < i < m

olmak fizere,

Liz= (a;Dy +b;Dy+¢;)z=0

denkleminin genel ¢6ziimii,
a)a; 0 = z = 6_‘%xfi(aiy — biz)
D) i £0 = z=c n'fi(ay — b)
c)a; #0,b; #0 = z = e_‘%zfi(aiy — bix) veya z; = e_%yfi(aiy — b;x)

den herhangi biri alinir. Boylece,

Lz = (a1Dy + b1Dy + c1)(aeDy + b2 Dy + ¢2)...(a Dy + by Dy + 1)z = 0

denkleminin genel ¢éziimii,

Z2=21+z29+ ...+ 2Zm

olur.

12.1.2 indirgenebilir Denklemler Kathh Carpanh
P(D,, D)z = (a;D, + b, D, + ci)?z =0

denkleminin ¢6ziimi i¢in,

(a; Dy +b,Dy + ¢;)z =u
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denirse,

(ati + bZDy + Ci)QZ = (CLID:L« + szy + Ci> (ale + ley + Cz)% =0

dan

(ali + szy + cl-)u =0

olur. Bu denklemin ¢6ziimii, indirgenebilir denklemlerde yalin ¢carpanli denklem-

lerin ¢Oziimiinden,
a)a; 20 = wu; = e_%xfm(aiy — bix)
b) bl 7& 0 = U; = ef%:yfig(aiy — bzx)

c)a; #0,b; 0 = ;= 6_‘%xfi2(aiy —bix) veya u; = e_%yfﬂ(aiy —bx)

den herhangi biri alinir. z ye ait fonksiyonu bulmak igin,

(a;Dy +b;Dy+c;)z=u

de a; # 0 ise
(a;Dy 4 b;Dy + ¢;)z = 6_%xfi2(aiy — biz)
yazilip,
0 0 _Cig
@ia—; + bia_; +ez=e i [p(ay—bi)

denklemi g6z 6niine alinirsa, birinci basamaktan lineer (ayni zamanda yari-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardimci denklem sistemi,

d_z_dy dz

Q. b, —lig
1 1 e % fi2(aiy — b,x) — G2
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olup, 1. ve 2. denklemden,

integre edilirse,

a;y — bz =«
ilk integral egrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx dz

=
G e fo(ay — bix) — ¢z

veya

d_$ dz

@i 6_%Ifi2(&) - Gi%

diizenlenirse birinci basamaktan lineer denklem elde edilir.

dz = ¢ 1S 3°n
dr a_iz = a_ie i fia(@)

integre edilirse,

T o
2= e W fn(a) + fe "
a/'

(2

fiz(@)

)

olur. Burada, yerine, fi2(a) denilirse ve « yerine esiti yazilirsa,

z = Ie—‘%xfiz(aiy —bix) + 56_%96

olup,

B = ze‘%‘m — x fio(a;y — bx)

ikinci integral egrisi bulunur. Bulunan integral egrilerinden,

% + big_; + iz = 6_%Ifi2(az'y —bix)

a;
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denkleminin genel ¢oziimii, 8 = fio(«) dan,

40 = z= $6_‘%xfi2(aiy — bw) + e_%xfu(aiy — biw)

olarak ya da

2
a; #0 = z = e " ij_lfij(aiy — b;x)
j=1
yazilir.Eger, b; # 0 ise

aig—; + bz‘g—; teiz = 6_‘%Ifi2(az‘y — biz)

denkleminin genel ¢6ziimii,

b #0 = 2z = ?/ei%yfiz(aiy —bix) + ei%yfﬂ(aiy — bix)

ya da

2
b; 7é 0 = zZ; = e_”fy Z yj_lfij(aiy — blﬂf)

J=1

olarak yazilir. Eger ayn1 anda a; # 0 ve b; # 0 ise
a#0 = z= xe_?izfiz(aiy —bix) + e_iwfil(aiy — biz)
c; 2
@ #0 = z=e u" Z /7 fij(ay — biw)
j=1
veya

b #0 = z = ?/ei%yfiz(aiy —bix) + ei%yfﬂ(aiy —bix)

bi 20 = z=e uY Zyjflfij(aiy — biz)

j=1

genel ¢ozlimlerden sadece bir tanesi alinir.
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Genellegtirme yapilirsa,

(CLZ'DC,; + szy + Ci)mZ =0

denkleminin genel ¢éziimi,

a#0 = z= fm_le_%xfim(az‘y—bﬂ)‘F---+95€_‘%xfi2(aiy—bﬂ)+€_‘%’ajfﬂ(@z‘y—bﬂ)

ya da

a#0 = z= e n” ijflfij(aiy —bix)

Jj=1

yazilir.Eger, b; # 0 ise

bi 7é 0 = Z; = ym_lef‘%yfim(aiy—bix)%-...+y67%yfi2(aiy—bﬂ)%—e*%yfil (azy—bw)

ya da

bi#0 = z = e Y Zyjflfz’j(az'y — bix)

j=1

olarak yazilir. Eger ayn1 anda a; # 0 ve b; # 0 ise
a; 0 = z = xm_lefizfim(aiy—biw)—i-...+:1:e*‘7i'zfi2(aiy—bix)+ef‘7§mfi1(aiy—bi:c)

a#0 = z= e ui® Zl’jilfij(aiy —bix)

j=1

veya

bi#0 =z =yl w f(ay—ba)tye W fio(aiy—bix)te Y fin(aiy—bi)
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m

A0 = zm—e 0! Zyjflfij(az’y — bix)
j=1

genel ¢ozlimlerden sadece bir tanesi alinir.

12.1.3 Indirgenebilir Denklemler Kompleks Carpanh
P(Dx, Dy)Z = (ale -+ szy -+ CZ')Z =0

denklemi,

(o +1iB)Dy + b; Dy + ¢i][(a — i) Dy + b;Dy + ;]2 =0

bi¢iminde carpanlara ayriliyorsa, indirgenebilir yalin ¢arpanl denklemlerin ¢o-

ziimlerinde oldugu gibi,

s= e 0l (0 i)y~ bix) + ¢ WY fa((a — iB)y — bix)

yazilir.

la;D, + (a+18)Dy + ¢;][a; Dy + (v — iB) Dy + ¢;]z = 0

bi¢iminde carpanlara ayriliyorsa, indirgenebilir yalin ¢arpanl denklemlerin ¢o-

ziimlerinde oldugu gibi,

z = eiiﬁimfl(aiy —(a+if)x) + ef%xfg(aiy — (a—1if)x)

yazilir.

12.2 Indirgenemez Denklemler
P(D,,D,)z=0

sembolik denklemi indirgenemez ise, a ve b iki sabit say1 olmak iizere,
ax+by
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bi¢iminde ¢6zlimi aranir. Bu durumda ¢,7 = 0,1, 2, ... igin

P(Dy,D,)z = D.Diz

de z = e®*% yerine yazilirsa,

P(D,,Dy)z = P(D,, D,)e**"
= D, Dje" %
_ i j azx+b
= Dw(Dze Y)
= D! (Ve )
— aibjeax—i-by
= P(a, b)e“”by

o halde,

P(D,,D,)z = P(a,b)e™ " =0

olur. Bu ise ancak,

P(a,b) =0
olmasiyla miimkiindiir. O halde,
P(D,,D,)z=0
indirgenemeyen denkleminde,
P(a,b) =
olacak bicimde,
» = eaerby
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bir ¢oziimdiir. Genellestirilirse, ¢, € R, k = 1,2,...,m, P(ag,br) = 0, olacak

bi¢imde

Z = MY | pet2tthoy Ly o e@mTtbmy

ya da

m
z= E Cpe TRy
k=1

bir ¢oziimdyiir.

12.3  Ornekler

Ornek 1.
P(Dy,Dy)z = (4D2 +4D,D, 4+ D} — 1)z =0

denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Cozim 1.

P(Dy,Dy)z = (4D2 +4D,D, 4+ D2 — 1)z =0

denkleminin sembolik polinomu,

P(Dy,D,) = 4D} +4D,Dy+ D; —1 =0

olup sembolik polinom ¢arpanlarina,

P(D,,D,)=2D,+D,+1)2D,+D,—1)=0

bi¢iminde ayrilir.

pPD,,D,)=2D,+D,+1)2D,+D,—1)=0

TV TV
a1=2,b1=1,c1=1 a2=2,ba=1,co=—1

katsayilar1 dikkate alinirsa birinci ¢arpanda a; # 0 ve by # 0 oldugundan birinci

carpanin ¢Oziimii olarak,
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a0 = 2z = e_ﬁxfl(aly — )

den
2] = e’%“fl(Qy —x)
veya
by 20 = 2z, = ef%yfl(aly — bx)
den

2z =e Yfi(2y — x)

den herhangi biri alinir.

Ikinci carpanda da as # 0 ve by # 0 oldugundan ikinci carpanm ¢oziimii

olarak,
e,

as 0 = zp=e 2" fy(agy — bax)

den
29 = e%xfg(Zy —x)

veya

by 0 = 29 = ef%yfg(agy — bo)
den

2o = €Y fo(2y — )

herhangi biri alinir. O halde

P(D,,Dy,)z = (4D? + 4D, D, + D§ —1)z=0
denkleminin ¢6ziimi, herhangi z; ve herhangi 2z, nin toplami olarak
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Z2=2z1+ 2

almabilir. Ornegin bir ¢oziim,

2= e A2y — o) e o2y — o)
dir.
Ornek 2.
P(D,,D,)z =(D,D,+2D, — D, —2)z=0
denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.
Cozim 2.
P(D,,D,)z =(D,D,+ 2D, — D, —2)z=0

denkleminin sembolik polinomu,

P(D,,D,) = D,D,+2D, — D, —2 =0

olup sembolik polinom ¢arpanlarina,

P(Dy, Dy) = (Dy — 1)(Dy 4 2) =0

bi¢iminde ayrilir.

P(Dy,Dy) = (Dy —1) (Dy+2) =0

a1=1,b1=0,c1=—1 a9=0,bo=1,co=2
katsayilar1 dikkate alinirsa birinci ¢arpanda a; # 0 ve b; = 0 oldugundan birinci

garpanin ¢ozimi olarak,

a1 #0 =2 =€ " filay — bix)

den

21 = e" fi(y)
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olur.

Ikinci carpanda as = 0 ve by # 0 oldugundan ikinci carpanim ¢oziimii olarak,

bg 7é 0 = 2o = 6_%yf2(a2y — bQI‘)

den

= e Yfy(—1)

olur. O halde

P(D,,D,)z = (DD, + 2D, — D, — 2)z = 0

denkleminin ¢6zimii,

2 =21+ 29
den
z=e"fily) +e ¥ fo(—x)
dir.
Ornek 3.

P(Dy,D,)z = (D2 —2D,D, + D} —2D? + D, + 1)z =0
denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim 3.
P(D,,Dy)z = (D2 —2D,D, + D} —2D> + D, + 1)z = 0

denkleminin sembolik polinomu,
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P(D,,D,) = D? = 2D,D, + D} —2D? + D, + 1 =0

olup sembolik polinom ¢arpanlarina,

P(Dwv Dy) = (Dz - Dy)Q(Dy - 1>3 =0

bi¢iminde ayrilir.
P(vaDy) = (D, — Dy)2 (Dy - 1)3 =0

TV TV
a1=1,b1=—1,c1=0 a2=0,b2=1,c0=—1

katsayilar1 dikkate alinirsa birinci ¢arpanda a; # 0 ve b; # 0 oldugundan birinci

carpanin ¢Oziimii olarak,

aq 7é O = 21 = 67‘%1 Z{L‘j_lfij(aly — bll’)
7j=1

den

2= fily + ) + xfoly + 2)
ya da

by #0 = 2z = e Y Zyj_lfij(aly —bi7)
j=1

den

2= fily+x)+yfoly+2)
olur.

Ikinci carpanda as = 0 ve by # 0 oldugundan ikinci carpanimm ¢oziimii olarak,

by #0 = 2z = e Y Zyj_lfij(GZy — byx)

J=1

den
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2 = €Y fo(—x) + ye' fo(—x) + y’e? fo( —2)

olur. O halde

P(Dy,Dy)z = (D2 — 2D, D, + D} —2D? + D, + 1)z =0

denkleminin ¢6zliimi i¢in z; ¢oziimlerinden herhangi biri ve z, alinir ve

2 =21+ 2

den ¢oziim,

z=fily+z)+afoly+z)+ e fol—x) + ye fo(—z) + y2e¥ fo —2)

ya da

2= fily+2) +yfo(y + 2) + €¥ fo(—x) + ye¥ fo(—z) + y’e? fo(—2)
dir.
Ornek 4.
P(D,, D))z = (D2+ D} —2D, + 1)z =0

denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozim 4.

P(Dy,Dy)z = (D2+ D2 —2D, + 1)z =0

denkleminin sembolik polinomu,

P(D,,D,) = Di—i—D; —-2D,+1=0
olup sembolik polinom ¢arpanlarina,
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P(D,,D,) = (iD, — D, + 1)(=iD, — D, + 1) =0

bi¢iminde ayrilir.

P(D,,D,) = (iDy — D, + 1) (—iDy — D, + 1) = 0

VvV Vv
a1=i,bj=—1,c1=1 ag=—1,bo=—1,c0=1

olup,

(a+iB8)D, + b;Dy + ci][(a — i) Dy + b;Dy + ¢;]z = 0

bi¢iminde ¢arpanlara ayrildigindan,

=V fi((a+iB)y —biz) + e BYfo((a— iB)y — box)

den ¢oziim

z=¢e"fi(iy + ) + e’ fo(—iy + x)

elde edilir.

Ornek 5.

P(D,,D,)z = (D, + (1 +4)D,)(Ds + (1 —i)D,)D.(D2 — D,)z =0
denklemini ¢oziiniiz.
Coziim 5.

P(D,,D,)z = (D, + (1+4)D,) (D, + (1 —i)D,)D, (D2 — D,)z =0

carpanlarina ayrilmig bi¢imde verilen denklemin sembolik polinomu,

P(D,,D,) = (D, + (1+i)D,)(D, + (1 —i)D,)D,(D? - D,) =0
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olup,

P(D,,Dy) = (D + (1 +19)D,) (D, + (1 =49)D,) D,  (D;—D,) =0
~ — 7/ \\ - 7/ —~ N— —
a1=1,by=1+1i,c1=0 as=1,ba=1—4,c0=0 a3=1,b3=0,c3=0 indirgenemez

olup ilk iki ¢arpan,

la;D, + (a+18)Dy + ¢;][a; Dy + (v — iB) Dy + ¢;]z =0

bi¢iminde ¢arpanlara ayrildigindan,

a=e a"fil(a+ i)y —biz) +e " fol(a —iB)y — ba)

den ¢oziim

z1= fily — (L +i)z) + foly + (1 —i)z)

yazilir.

Uciincii carpanda as # 0 ve by = 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_eay
a3 #0 =z =€ = fi(asy — bsx)

den ¢bziim,

2 = f3(y)

yazilir.
Doérdiincii carpan indirgenemez oldugundan,

P(ag, by) =0 =z = chea’“”bky c € RE=1,2,....m
k=1

den

P(ak,bk):ai—bk:()
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olup,

yazilir. O halde,

P(D,,D,)z = (D, + (1 +4)D,) (D, + (1 —i)D,)D.(D2 — D,)z =0

x
denkleminin ¢6ziimii,

Z2=211+ 22+ 23

den,

z=fily— (1 +i)x)+ foly+ (1 = d)z) + f3(y +cheakx+aky

elde edilir.
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12.4 Alstirmalar

1. P(D,,Dy)z = D3+ 6D3D, + 12D, D + 8D3)z = 0 denkleminin genel ¢ozii-

miini bulunuz.

(yol gosterme:P(D,, D,) = (D, + 2D,)? bi¢iminde garpanlarina ayrilir. Carpan-

larina ayirmay1 kendiniz deneyiniz.)

2. P(D.,Dy)z = (4D} —9D? — 6D, — 1)z = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii

bulunuz.

(yol gosterme: P(D,,D,) = (2D, — 3D, — 1)(2D, + 3D, + 1) = 0 biciminde

carpanlarina ayrilir. Carpanlarina ayirmay: kendiniz deneyiniz.)

3. P(D.,Dy)z = (5D3 + 2D,D, + D;)z = 0 denkleminin denkleminin genel

¢OzUmiinii bulunuz.

(yol gosterme: P(D,,D,) = ((1 — 2i)D, + D,)((1 + 2¢)D, + D,) = 0 biciminde

carpanlarina ayrilir. Carpanlarina ayirmay: kendiniz deneyiniz.)

4. P(D.,Dy)z = (3D; 4 2D;)z = 0 denkleminin denkleminin genel ¢oziimiinii

bulunuz.

(yol gosterme: Carpanlarina ayrilamaz. Indirgenemez denklem oldugunu gorii-

niiz. )

5. P(D.,D,)z = (2D, + 3)*(=D, + 1)(—3D, + 6D, — 2)?z = 0 bigiminde gar-

panlarina ayrilarak verilmis denklemin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
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13 SABIT KATSAYILI IKINCI YANLI LINEER
KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DENK-
LEMLER

13.1 Ozel Coziimiin Belirsiz Katsayilar Yontemi ile Belir-

lenmesi

Sabit katsayil,
P(D,,D,)z = Z aijD;,Diz = G(z,y)

i+j<n

ya da

P(Dam Dy)z = (an,ODQ + an—l,lD(n_l)Dy + a'n—2,2D§;n_2)D; + )Z = G(ZL‘, y)

xT

bi¢iminde verilen denklemin ikinei yan1 G(z,y) # 0 ve polinom, iistel, trigono-
merik ya da bunlarm kombinasyonu bi¢iminde olabilir. G'(z,y) # 0 olan sabit

katsayili denklemlerde ilk olarak ikinci yan sifir alinip,
P(D,,D,)z =0

dan gy, homojen ¢6ztim bulunur daha sonra G(z,y) nin hangi tiirde fonksiyon
olduguna gore (agagida anlatilacagi tizere) zs 6zel ¢oziim bulunur. Sabit katsayili

ikinci yanl lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimii,

Z=7zn+t 2

biciminde elde edilir.
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G(z,y) # 0 oldugu durumlar;

1. Ikinci Yanda Polinom Bulunmas: Hali:
1=r,j=§

G(z,y) = Z aijxiyj

i,j=0
2. Ikinci Yanda P(a,b) = 0 Olmak Uzere Ustel Fonksiyon Bulunmasi Hali:

az+by

G(z,y) = ae a,a,b: sabit

3. Ikinci Yanda P(a,b) # 0 Olmak Uzere Ustel Fonksiyon Bulunmasi Hali :

az+by

G(z,y) = ae a,a,b: sabit

4. Tkinci Yanda Trigonometrik Fonksiyon Bulunmas: Hali:

P(ia,iB) #0 (yada P(—ia,—ip) # 0)

olmak tizere,

G(z,y) = e ™™[q(z, y)cos(ax+By)+r(z, y)sin(az+B8y)] q(z,y),r(x,y) : polinom

G(z,y) nin bu durumlarmma goére P(D,, D,)z = G(z,y) denkleminin ¢oziim-

lerinin bulunmas igin yontemler incelenecek olursa,

13.1.1 1Ikinci Yanda Polinom Bulunmas: Hali
i=r,j=s

G(z,y) = Z aij$iyj

i,j=0
Ikinei yanda polinom bulunmasi durumunda, belirsiz katsayili dyle bir z; 6zel
¢Ozlim segilmelidir ki P(D,, D)z = G(z,y) de yerine yazildiginda G(z,y) ye

ozdes olmahdir. Boylece secilen zs 6zel ¢oztimiin belirsiz katsayilar ile G(z,y)
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ozdes olarak esitlenerek, segilen z; 6zel ¢oziimiin belirsiz katsayilar: bulunur ve z;
0zel ¢oziim elde edilir.
13.1.2  Ornekler

Ornek 1.

Pz 0%z Oz
A A P P
ox?  Oy? + dy 2=da(l—y)

denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim 1.
0%z 0%z %

@—a—y?'f‘ ay—4Z:4ZL’(1—y)

denklemi,

P(Dy,Dy)z = (D2 — D2 44D, — 4)z = 4z — 4zy

sembolik denklem olarak yazilirsa z, bulmak i¢in,

P(Dy,D,) = D —D;+4D, —4=0

alinir ve carpanlarina ayrilirsa,

P(D,,D,)=(D,—-D,+2)(D,+D,—2)=0

(. S

vV vV
a1=1,b1=—1,c1=2 as=1,bo=1,c0=—2

olur. Burada ilk ¢arpan a; # 0 ve b; # 0 oldugundan ¢ozlimii olarak,

_ey,
a1 0 =z, =e 1 fi(ay — bx)

den

o =e iy + o)

veya

by #0 = zp,, = ef%yfl(aly — byx)
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den

Zhy = 62yf1(y + l‘)

yazilir. Tkinci carpan as # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_c2,
ay #0 = zp, =€ 22 fo(agy — bax)

den
Rhy = eQfo(y - Zf)
veya
by 0 = 2z, = € 2 fy(agy — box)
den

Zhy = €2yf2(y - 93)

yazilir. O halde,

P(D,,D,)z = (D2 — D; +4D, — 4)z = 4o — 4y

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

Zh = Zhy t Zny

den

= fi(y+ )+ e foly — 1)

yazilabilir.

P(Dy,Dy)z = (D2 — D2+ 4D, —4)z = 4z — 4
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denkleminin 6zel ¢dziimii i¢in ikinci yanin polinom oldugu dikkate alinirsa, zz 6zel

¢OzUm,

25 = Az? + By> + Coy+ Dz + Ey + F

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z =2Az+Cy+ D D2z =2A

Dyz=2By+Cx+ E Diz:2B

denklemde yerlerine yazilirsa,

2A — 2B +4(2By + Cz + E) — 4(A2® + By?> + Cay + Dz + Ey + F) = 4z — 4ay

—4A=0=A=0

4B=0= B =0

—4C=-4=C=1

AC—4D =4=D =0

8B—-4FE=0=E=0

2A—2B+4+4FE —-4F =0=F =0

elde edilen katsayilar,
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2= Ax® + By* + Cay + Dx + By + F

de yerlerine yazilirsa,

bulunur. O halde

P(Dy,Dy)z = (D2 — D2+ 4D, — 4)z = 4z — 4zy

denkleminin ¢6ziimii,

z=1zp+ %
den
z=e"fily+a)+ e foly — ) + 2y

olur.
Ornek 2.

0z 0%z N

—_— —— =

02 01 Y
denklemini ¢oziiniiz.
Cozim 2.

Pz 0%z N

—_—— —— =

oxr?  Oy? Y
denklemi,

P(Dy, Dy)z = (D — D)z =x+y

sembolik denklem olarak yazilirsa z; bulmak igin,
P(D,,D,) = D — D2 =0
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alinir ve carpanlarina ayrilirsa,

P(D:wDy): (D$+Dy) (Dz_Dy) =0

~
a1=1,b1=1,c1=0 a2=1,ba=—1,c2=0

olur. Burada ilk ¢arpan a; # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_cl,
a1 #0 =z, =e 4 fi(ary — bx)

den
Rhy = fl(y - .T)
veya
by #0 = 2z, = eiﬁyfl(aly — bx)
den

Zhy = fl(y_x)

yazilir. Ikinci carpan as # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_c2,
as #0 = zp, = € 22 fo(agy — box)

den
Zhy = fa(y + )
veya
by 0 = zp, = 6_%yf2(a2?/ — byx)
den

Rhy = fg(y+$l?)
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yazilir. O halde,

P(Dy,Dy)z= (D2 —D2)z=z+y

denkleminin z; homojen ¢éziimi,

Zh = Zh; t Zhs

den

zn = fily —z) + foly + )

yazilabilir.

P(Dy, Dy)z = (D; = Dy)z =z +y

denkleminin 6zel ¢6ziimii i¢in ikinci yanin polinom oldugu dikkate alinirsa, z; 6zel

¢Ozum,

25 = Ax® + By + O’y + Doy + Ex*> + Fy? + Goy + Hr + Ty + J

ya da x ve y ye gore iki kez tiirev alinacagindan kaybolan terimler alinmayabilir

yani

25 = Ax® + By® + Ca®y + Dxy? + Ex® + Fy?

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z = 3Ax* + 2Cxy + Dy* + 2Ex D2z = 6Ax +2Cy + 2E

Dyz = 3By* + Cx? + 2Dxy + 2Fy Dzz =6By+ 2Dz + 2F
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denklemde yerlerine yazilirsa,

6Ax +2Cy+2FE — 6By —2Dx —2F =x+vy

6A—2D=1= A=0almwsa D = —
20—6B:1:B:0ahnlrsa02%
2F —2F =0 = FE =0 ve ' =0 alinsin.

N =

Elde edilen katsayilar,

25 = Az® + By® + Ca®y + Dxy? + Ex® + Fy?

de yerlerine yazilirsa,

1 1
Z5 — 51}2@/ — 5]7:92

bulunur. O halde

P(Dq, Dy)z = (D= Dy)z=a+y

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zp+ 2

den,

1 1
z=fily—z)+ foly + ) + §x2y — §xy2

olur.
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13.1.3 Ikinci Yanda P(a,b)=0 olmak iizere ¢**** Ustel Fonksiyon Bu-

lunmasi1 Hali

Gla,y) = ae™t®

olmasi durumunda

_ az+by
P(D,,D,)z = ae
denkleminin 6zel ¢6ziimii igin,
eax—l—by

25 — U

alinip denklemde yerine yazilirsa,

P(D,, D,)(ue® ™) = aet*+

olup,
( Teorem : a ile b iki sabit say1 (z,y) — ¥ (x,y) her basamaktan kismi tiiretilebilen

bir fonksiyon olmak iizere,
P(D,, D,)e“ e (x,y) = e P(D, + a, D, + b)i(x,y)

dir.) teoremine gore,

et P(D, + a, Dy + b)u = et

P(Dy+a,Dy+bu =«

olur. Bu denklem Belirsiz Katsayilar Yontemi ile ¢oziiliip v bulunur ve .

ax+by

yerine yazilir.
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13.1.4 Ornekler

Ornek 1.
Pz 0z L,
ox2 Oy
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 1.
2
Tz 0z oy
ox? Oy
denklemi,

P(D,,Dy)z = (D} — D)z = "

sembolik denklem olarak yazilirsa z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,)=D>-D, =0

alinir. Bu indirgenemez polinom oldugundan,

P(ak,bk):ai—bkzo

dan,

olup ¢oziim,

den,

elde edilir.
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P(D,, Dy)z = (D; — Dy)z ="

denkleminin 6zel ¢ozlimii i¢in ikinci yanin iistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

P(a,b) = P(1,1)=1*-1=0

oldugundan,z; 6zel ¢oziim,

Zs = ue

bi¢iminde secilirse ve

P(D17Dy)z = eIer

de yerine yazilirsa,

P(D;, D,)ue*™ = e"*¥

olup teoremden,

e"P(D, + 1, Dy + L)u = ™Y

yazilir ve

P(D,+1,D,+Nu=1

elde edilir. O halde denklem,

(D, + 1) = (D, +Du=1

(D2+2D,+1-D,—1u=1

(D2 +2D, — D,)u =1
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bu sabit katsayili ve ikinci yani polinom olan denklemi ¢ézmek icin

u=Axr+ By+C

¢Oziim olarak alinirsa kismi tiirevler,

olup,

(D2 +2D, — D,)u=1

denkleminde yerlerine yazilirsa,

2A—-B =1

den A = 0 secilirse B = —1 olur. Buradan

u=Azx+ By+C

de yerine yazilirsa,

olup,

olarak bulunur.

P(D,,D,)z = (D? - D,)z = "tV

denkleminin ¢6ziimii,

zZ=1zp+ %
den
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m
2
5 = 2 Ckeakz+aky _ y€x+y

k=1

elde edilir.

Ornek 2.

P(D,,D,)z = (D, + 2D, +1)*z = 2¢"Y
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 2.

P(D,,D,)z = (D, +2D, + 1)*z = 2¢" ¥

sembolik denkleminin, z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D.,D,) = (D, +2D,+1)* =0

~
a1=1,b1=2,c1=1

katsayilar1 dikkate alimirsa a; # 0 ve b; # 0 oldugundan ¢6ziim olarak,

an#0 = z= e m” Zﬂﬁj*lfij(%y — by)

j=1
den
zan=e " fily — 2z) + e foy — 2x)

ya da

by 20 = 2z, = e_%y Zyjilfij(aly — bix)

j=1
den
o= e 3V fi(y — 2x) + ye 2 fo(y — 2u)

olur.
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P(D,,D,)z = (D, + 2D, + 1)*z = 2¢" 7Y

denkleminin 6zel ¢ozlimii i¢in ikinci yanin iistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

Pla,b) =P(1,-1)=1-2+1=0

oldugundan,z; 6zel ¢oziim,

bi¢iminde secilirse ve

P(D,,Dy)z =e""

de yerine yazilirsa,

P(Dy, Dy)ue® ¥ = e

olup teoremden,

e YP(D,+1,D,— NHu=¢e"""

yazilir ve

P(D,+1,D, — u=1

elde edilir. O halde denklem,

(D, +1+2D,—2+1)u=1

(D2 +4D,D, +4D2)u =1

bu sabit katsayili ve ikinci yani polinom olan denklemi ¢ézmek icin

u= Az’ + Bx +C
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¢OzUm olarak alinirsa kismi tiirevler,

D,u=2Ar+ B, Du=2A

olup,

(D2 +4D,D, +4D2)u =1

1
denkleminde yerlerine yazilirsa, 2A =1 = A = 5 olur ve

u= Az’ + Bx +C

de yerine yazilirsa,

olup,

olarak bulunur.

P(D.,D,)z = (D, + 2D, + 1)*z = 2¢" 7Y

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zp+ 2

den

1
z=e "fi(y —2x) +xze “foly — 22) + §x2€”_y

elde edilir.
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13.1.5 1Ikinci Yanda P(a,b) # 0 olmak Uzere Ustel Fonksiyon Bulun-

mas1 Hali

Gla,y) = ae™t®

olmasi durumunda

P(D,, D,)z = ae™

denkleminin 6zel ¢6zlimii igin,

25 = ﬁeam—&—by

alinip denklemde yerine yazilirsa,

P(D,D")z = ae™*t¥

P(D,D,)(ﬁeaaH_by) — aeax—i—by

5P(D, D/)eam+by — aeax—f—by

«
= Plab)
olup,
. — Q ax+by
%= Pa,0)¢
bulunur.
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13.1.6 Ornekler

Ornek 1.

denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim 1.

0%z 0%z 0z
et 4_ 2_ — r—2y
972 0 + B + 2 =28e

denkleminin sembolik denklemi,

P(Dy,Dy)z = (D2 — 4D + 2D, + 1)z = 8¢*~ %

sembolik denkleminin, z;, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = (D} —4D2 42D, +1) =0

sembolik polinomu ¢arpanlarina ayrilirsa,

P(D,,D,) = (D, — 2D, + 1) (D, + 2D, + 1) =0

~
a1=1,bj=—2,c1=1 a1=1,b1=2,c1=1

katsayilar: dikkate alinirsa burada ilk ¢arpan a; # 0 ve b; # 0 oldugundan ¢oziimii

olarak,
i,

a1 0 =z, =e 0 fi(a1y — bx)

den
Rhy = eixfl(y + JI)

veya

by #0 = 2, = e_%yfl(aly — byx)
den
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Rhy = eéyf1<y + I)

yazilir. Tkinci carpan as # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_e,
ag 0 =z, =€ 2" fo(agy — box)

den
zn, = € “foly — 27)
veya
by 0 = zp, = e_’%yfg(agy — by)
den

Rhy = e%lny(y - 2I)

yazilir. O halde,

P(Dy,Dy)z = (D2 — 4D + 2D, + 1)z = 8¢~

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

Zh = Zn; t Zhy

den

o= eV fily + )+ e foly — 2x)

yazilabilir.

P(Dy,Dy)z = (D2 — 4D + 2D, + 1)z = 8¢*~%

denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in ikinci yanin tistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,
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P(a,b) = P(1,-2) =12 —4(=2)* +2(1) + 1 = —12 # 0

oldugundan,zs 0zel ¢oziim,

25 = B

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z = 5650_23/ Diz = Bex_Qy

Dyz = 28" D2z =d4fe" %

P(Dy,Dy)z = (D2 — 4D + 2D, + 1)z = 8¢*™%

denkleminde yerlerine yazilirsa,

e (B — 168+ 2B + B) = 8

olup buradan,

bulunur ve

2= B

de yerine yazilirsa,
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_ x—2y
25 = ——€
—12
2
_ z—2y
5 — ——=€
3

elde edilir.

P(Dy,Dy)z = (D2 — 4D} + 2D, + 1)z = 8¢*~%

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zp+ 2

den

1 1 2
z=efily+a)+e W foly —20) — g

elde edilir.

Ornek 2.

0%z 0%z 0%z 0z 0z
_ _ 9= 9% y
50~ 3ay0n T 2y~ 9.t 25, = @+ e

denklemini ¢oziiniiz.

Coziim 2.

0%z 0%z 0%z 0z 0z
_ _Z= Yo _ y
5~ Sayos t 2o " as T2y, ~ @ Ve

denkleminin sembolik denklemi,

P(Dy,D,)z = (D2 — 3D, Dy + 2D. — Dy 4 2D,)z = (x + 1)€!
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sembolik denkleminin, z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = D3 —3D,D, +2D; — D, +2D, =0

sembolik polinomu ¢arpanlarina ayrilirsa,

pD,,D,)= (D,—-2D,) (D,—D,—1)=0

RN J

TV TV
a1=1,b1=—2,c1=0a1=1,b1=—1,c1=—1

katsayilar1 dikkate alinirsa burada ilk ¢arpan a; # 0 ve by # 0 oldugundan ¢6ziimii

olarak,
a1 #0 = 2z, =e a” filay — bix)
den
Rfhy = fl(y + 2'17)
veya
bi 20 = 2z, = e " fi(ay — biz)
den

Zhy = fl(y+ 2%)

yazilir. Tkinci carpan ay # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_c2,
as #0 = zp, =€ 2 folagy — box)

den

Rhy = eimf2(y + ZL’)

veya

by 0 = zp, = eiiny(agy — bo)
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den

Rhy = eny(y + SL’)

yazilir. O halde,

P(Dy,Dy)z = (D2 — 3D, Dy + 2D — Dy 4 2Dy)z = (x + 1)€!

denkleminin z;, homojen ¢oziimii,

Zh = Zn; t Zhs

den

zn = fily + 22) + e fo(y + )

yazilabilir.

P(Dy,Dy)z = (D2 — 3D, Dy + 2D. — Dy 4 2D,)z = (x + 1)€!
denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in ikinci yanin tistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

P(a,b) = P(0,1) =2+2=4#0

oldugundan,z;z 6zel ¢oziim,

25 = (Ax + B)e?

bigiminde segilir (kismi tiirevleri alinip denklemde yerine yazildiginda esitligin
sol tarafinda, esitligin sag tarafindaki polinomun derecesi ile ayni1 dereceden bir
polinom olmasi i¢in birinci dereceden belirsiz katsayili bir polinom alimmigtir.) ve

kismi tiirevleri alinirsa,
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D,z = AeY D2 =0
D,z = (Az + B)eY D2z = (Az + B)eY

D,Dyz = Ae?

olup,

P(Dy,Dy)z = (D2 — 3D, Dy + 2D. — Dy 4 2D,)z = (x + 1)€"
denkleminde yerlerine yazilirsa,

eV[-3A+2(Ax+B) — A+ 2(Ax+ B)]| = (z + 1)¢Y

olup buradan,

eY(4Ax +4A+4B) = (v + 1)e”

4Ar —4A+4B = (x + 1)

olup buradan

1
AA =1 A==
= 1

1

bulunur ve

25 = (Az + B)e?

de yerine yazilirsa,
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olarak bulunur.

P(D,, Dy)z = (D? = 3D, D, +2D? — D, +2D,)z = (z + 1)¢"

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zn+ %

den

z=fily+2z) +e'foly+x)+ (;lSC—i— %)ey

elde edilir.

13.1.7 1Ikinci Yanda Trigonometrik Fonksiyon Bulunmasi1 Hali

P(ia,if) #0 yada P(—ia,—if) #0 veq(z,y),r(z,y) : polinom olmak iizere,

G(z,y) = e W[q(x,y)cos(ax + By) + r(z,y)sin(ax + Fy)]

olmasi1 durumunda

P(D,, D,)z = e““™[q(x,y)cos(az + By) + r(z,y)sin(az + By)]

denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in, s(x,y) ve t(x,y) polinomlarimin derecesi ¢(x,y) ve

r(z,y) den biiyiik olanin derecesine gore belirlenmek {izere,

25 = " T[s(z,y) cos(ax + By) + t(x, y) sin(az + By)]

yazilir.
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NOT: Hiperbolik fonksiyonlar i¢in de ayni kural gecerlidir.
G(x,y) = e Wg(z,y) chlaz + By) +r(z,y) shlaz + By)]
ise

2 = eaa:—i-by[s(x’ y) Ch(OéZL’ —+ ﬁy) + t(l’, y) Sh(OéCC + By)]

yazilir.

13.1.8 Ornekler

Ornek 1.

0z 0%z

% — 9a—y2 = 4COS(.§C + y)
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 1.

0z 0%z

% — 98—:’42 = 4COS(QZ' + y)

denkleminin sembolik denklemi,

P(Dy,Dy)z = (Dy — 9D3)z = 4 cos(z + y)

sembolik denkleminin, z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = D, — 9D} =0

sembolik polinomu g¢arpanlarina ayrilamaz yani indirgenemez denklem oldugun-

dan , z;, ¢Oziim i¢in,

P(ak,bk):ak—%zzo - ak:9bi

olup
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m
2n = E ek TRy
k=1

den

m

2
2 = § Ckegbkx—l-bky

k=1

olur.

P(D,,Dy,)z = (D, — 9D§)z = 4cos(z +y)

denkleminin 6zel ¢éziimii i¢in ikinci yanin trigonometrik fonksiyon oldugu dikkate

alinirsa,

P(ic, i) = P(i,i) =i —9* =i +9#0

oldugundan,z; 6zel ¢oziim,

25 = Acos(z +y) + Bsin(x + y)

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z = —Asin(z +y) + Bcos(x + y)
Dyz = —Asin(z +y) + Bcos(x + y)
D3z = —Acos(x + y) — Bsin(z + )

P(Dy, Dy)z = (D, —9D2)z = 4 cos(z + y)

denkleminde yerine yazilirsa,

—Asin(z +y) + Bcos(x +y) + 9Acos(x + y) + 9B sin(z + y) = 4 cos(z + y)
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dan,

—A+9B=0
9A+ B =14
1 A—18 B = 2 bul Bu katsayil
olup A = = ve 5 = -— bulunur. Bu katsaylar,

25 = Acos(z +y) + Bsin(z + y)

de yerlerine yazilirsa,

6__ _1
Z—41COS$+y +4lsnx+y

bulunur.

P(Dy,Dy)z = (Dy — 9D)z = 4 cos(z + )

denkleminin ¢oziimii,

Z=2zp+ 2

den

- 18 2
z= Z R 4 2 cos(x 4 ) + — sin(z + y)

—~ 41 41

elde edilir.
Ornek 2.

9%z 0%z

o2 o = 2ch(x — 2y)
denklemini ¢oziiniiz.
Cozim 2.

9%z 0%z

@—a—yzl:ch(x—Qy)
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denkleminin sembolik denklemi,

P(Dy,Dy)z = (D2 — D)z = 2ch(z — 2y)

sembolik denkleminin, z; homojen ¢oziimiini bulmak i¢in,

P(D,,D,) = D2 — D, =0

P(Dany) = (Dw + D;)(Dx - D;) =0

sembolik polinomu bundan daha fazla ¢arpanlarina ayrilamaz yani indirgenemez

denklem oldugundan, birinci ¢arpan i¢in,

P(ak,bk):ak—}-bz:@ _— ak:_bz

olup

m
B2 MR nas
k=1

den

m
_K2
oy = Y cpe T
k=1

olup ikinci ¢arpan igin,

P(ak,bk>:ak—bz:0 - ak:bz
olup

m

Zhy = E Cpe TRy

k=1

den
m
2
Ty = Y el
k=1
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olur.

Zh = Zhy t Zny

den

m m
z : _p2 2
k=1 k=1

elde edilir.

P(D,,D,)z = (D2 — D)z = 2ch(z — 2y)

denkleminin 6zel ¢6ziimii i¢in ikinci yanin trigonometrik fonksiyon oldugu dikkate

aliirsa,

P(ia,if) = P(i,—2i) = (i)* — (=2i)* = =17 # 0

oldugundan,zs 6zel ¢oziim,

z5 = A ch(x — 2y) + B sh(x — 2y)

bigiminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z = A sh(zx —2y) + B ch(x — 2y)

D2z = A ch(x — 2y) + B sh(z — 2y)

D,z = —2A sh(x — 2y) — 2B ch(z — 2y)

2
D,z = 4A ch(z — 2y) + 4B sh(x — 2y)

3
Dz = —8A sh(x — 2y) — 8B ch(z — 2y)
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4, _
D,z =16A ch(r —y) + 16 B sh(z — y)

P(Dy,Dy)z = (D2 — D)z = 2ch(x — 2y)

denkleminde yerine yazilirsa,

A ch(z —2y) + B sh(x — 2y) — 16 A ch(z — 2y) — 16B sh(x — 2y) = 2ch(x — 2y)

dan
A—-16A=2
B—-16B =0
2
olup A = —T5 ve B = 0 bulunur: Bu katsayilar,

25 = A ch(z — 2y) + B sh(x — 2y)

de yerlerine yazilirsa,

bulunur.

P(D,,Dy)z = (D2 — D)z = 2ch(z — 2y)

denkleminin ¢6ziimii,

Z:Zh+25

den
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m m 2
z = Z cke*bz“bky + Z ckeb%“b’“y BT ch(x — 2y)
k=1 k=1

elde edilir.

Ornek 3.

P(D,,D,)z = (6D,D, + 6D, — 2D, — 2)z = ®*~ %) sin(2x — y)
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 3.

P(D,,D,)z = (6D,D, + 6D, — 2D, — 2)z = %) sin(2x — y)
sembolik denkleminin, z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = 6D,D, +6D, —2D, =2=0

sembolik polinomu ¢arpanlarina ayrilirsa,

P(D,,D,)= (3D,—1) (2D, +2) =0

. . J/

TV
a1=3,b1=0,c1=—1 a2=0,b2=2,c0=2

olup birinci ¢arpanin ¢oziimii,

_ey,
a1 0 =z, =e 0 fi(ay — bix)

den

Rhy = @%‘Tfl(?)y)

olup ikinci ¢arpanin ¢oéziimii,

by #0 = zp,, = e_%yfl(agy — by)
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den

Zp, = € Y fo(—2x)

olur.

Zh = Zh; t Zhs

den

2 = e%’”fl(By) + eV fo(—21)

elde edilir.

P(D,,D,)z = (6D,D, + 6D, — 2D, — 2)z = ®*=%) sin(2x — y)
denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in ikinci yanda hem tistel hem trigonometrik fonksiyon

bulundugundan trigonometrik fonksiyon olmasi haline gore ¢oziilecegi dikkate

aliirsa,

P(ia,if8) = P(2i,—i) = 6(2i)(—1) +6(2i) —2(—i) —2=10—-10i # 0
oldugundan,z; 6zel ¢oziim,

25 = €2 (Asin(2z — y) + B cos(2x — y))

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip diizenlenirse,

D,z = e®*=2)[(2A — 2B) sin(2z — y) + (24 + 2B) cos(2z — y)]
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DD,z = ®*[(—2A + 6B) sin(2x — y) + (=64 — 2B) cos(2x — y)]

D,z = e [(—2A + B)sin(2x — y) + (—A — 2B) cos(2z — y)]

ve

P(D,,D,)z = (6D,D, + 6D, — 2D, — 2)z = ®*~ %) sin(2x — y)

denkleminde yerlerine yazilirsa ve diizenlenirse,

eFT ) [(—6 A4 26B) sin (22 — 1) + (=224 +2B) cos(2z — )] = @) sin(22 — 1))

[(—6A + 26B)sin(2x — y) + (—22A + 2B) cos(2x — y)] = sin(2z — y)

—6A+26B=1
—22A+2B=0
olup A= — ve B = — bulunur. Bu katsayilar,

280 280

2 = 2= (Asin(2z — y) + B cos(2z — )

de yerlerine yazilirsa,

1 11
2z = €27 ) (2_80 sin(2z —y) + 280 cos(x — 2y)>

bulunur.

184



P(D,,D,) = (6D,D, + 6D, — 2D, — 2)z = ¢** 2 sin(2z — y)

denkleminin ¢6zimi,

Z=1zp+ %

den

1 11
2= e f1(3y) + eV fo(—2) + @) (% sin(2z — y) + 5o cos(z — 2y)>

elde edilir.

Ornek 4.

P(D,, D))z = (D; = 3D,)3z=2¢"12/(32? + 2) cos(z — 3y)
denklemini ¢oziiniiz.
Cozim 4.

P(D,,D,)z = (D, — 3D,)*z = 2¢**(32* + 2) cos(x — 3y)
sembolik denkleminin, z, homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = (D, —3D,)* =0
=1,b1=—3,c1=0

katsayilar1 dikkate alinirsa a; # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziim olarak,

a#F0 = z= e m” Z$j_1fz‘j<a1y —by)

i=1

den

185



zn = fily + 3z) + xfo(y + 32) + 2° f3(y + 32)

ya da
b1 7& O = Zp = 67%?” Zyj_lfij(aiy — bll’)
j=1
den
2= fily +32) + yfoly + 32) + v* fs(y + 3x)
olur.

P(D,,D,)z = (D, — 3D,)*z = 2¢*"2¥(32? + 2) cos(z — 3y)

denkleminin 6zel ¢oziimii i¢in ikinci yanda hem iistels,polinom ve trigonometrik
fonksiyon bulundugundan trigonometrik fonksiyon olmasi haline gore ¢oziilecegi

dikkate alinirsa,

P(a,b) = P(i,—3i) = (i — 3i)> = 8 # 0

oldugundan,z; 6zel ¢oziim,

25 = e T[(A2z® + Bx + C) cos(z — 3y) + (Da* + Ex + F)sin(x — 3y)]

bi¢iminde segilir ve kismi tiirevleri alinir. Burada kismi tiirev alma iglemleri ol-
dukca uzun oldugundan sadece zz niin nasil secilecegi verilmistir. Devam edilecek

olursa kismi tiirevler D, ve D, almip,

P(D,,D,)z = (D, — 3D,)*z = 2¢"*%(32* + 2) cos(x — 3y)

de yerine yazilir ve belirsiz katsayilar bulunur. Bulunan A, B, C, D, E, F belirsz

katsayilar,
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zs = e T[(A2® + Bx + C) cos(z — 3y) + (Da* + Ex + F)sin(x — 3y)]

de yerine yazilarak z; elde edilir.

P(D,,D,)z = (D, — 3D,)*z = 2¢*"2¥(32? + 2) cos(z — 3y)

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zp+ %

den elde edilir.
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13.2 Alstirmalar

0?2z 0%z 924 - N

1. — —4— =3e"2*"Wsin(z + y) denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
0x? Oy?
otz 0%z

B + 95 = 15ch(z — 2y) denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

3. P(D,,D,)z= (4D,D,—2D,+2D, —1)z = 2(z+2) sh(x+ 3y) denkleminin

genel ¢ozlimiini bulunuz.

4. P(D,,D,)z = (D, + D,)(D, + 1)z = =% (z + 1) sin(x + y) denkleminin

genel ¢ozlimiini bulunuz.
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14 EULER DENKLEMI

14.1 Euler Denklemi Tanimi

ai, as, as, ay, as, ag reel sabitler olmak tizere ikinci basamaktan bir Euler denklemi,

(a122D? + ayzyD, D, + a3y2D§ + agx D, + asyDy, + ag)z = G(z,y)

degisken katsayili bir denklemdir. Bu denkleme,

doniisiimii ve denklemdeki kismi tiirevler yerine de u ve v ye bagh egitleri yazilirsa,

0z 0z du 1
—_— Y = . = D D = D
v Oor Ou dx =z wf = Ll u®

0zh ~0z [dv ;1
=—=—-—==-Dyz2 = yDyz=D,
v* dy Ov dy =« - Y= :

0 [10z 10z 1[d%2du 1 [0*: 02
D>=—|-Z|=—="4 2 | — = = |2 -2 D22 = (D2-D
== Oz {x@u} 220u  x {Ozﬂdaz] x? {8112 &J = whpz=(D,-D)z

o0 [1 1 [ 0%z du 1 0%
D,D,z=— |-Dyz| = — — ) =— D,D,z=D,D,
v = B {y Z} Y (au&) daz) xy Quo, - ve ‘

D2 - =
y2ov  yovidy y

0 [10z 10z 10%dv 1, 5 o 9
y:a—y|: :| __Q(DU_DU)Z = yDyz:(Dv_DU)Z

you] ~

olur. Degigken doniigiimii ve kismi tiirevlerin egitleri,

(@ 2°D? + asxyD, D, + a3y2D§ + ayx Dy + asyDy, + ag)z = G(z,y)
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Euler denkleminde yerlerine yazilirsa,

[a1(D2 — D,) + ayD,D, + a3(D? — D,)) + a,D,, + asD, + ag)z = F(u,v)

sabit katsayili denkleme dontsiir.

Genel olarak n. basamaktan

n n—~k

Z Z OémkﬂﬁmykD;nD’qu = G(,y)

k=0 m=0

Euler denklemine u ve v ye bagh doniigiimler uygulanirsa,

™y DI DYz = Dy(Dy — 1)..(Dy = m + 1)Dy(Dy — 1)...(Dy — k + 1)z

de olmak fizere,

3
i
B

5mkD;”D1’fz = F(u,v)

3
I

k=0
bi¢iminde n. basamaktan sabit katsayili denkleme elde edilir. Euler denklemi do6-
niisiimler ile sabit katsayil lineer denkleme doniistiiriildiikten sonra sabit katsayili

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziim yontemiyle ¢oziiliir.

14.2  Ornekler

Ornek 1.
(z*D? — 3zyD, D, + 2y2D§ +aD, +2yD,)z = 62y

denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.
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Cozim 1.
(2>D2 — 3xyDy Dy + 2y* D2 + 2D, + 2yD,)z = 6z’

Euler denklemini sabit katsayili denklem haline getirmek igin,

ve

2’D?z = (D2 - D,)z

xyDy D, = D, D,z

y’D2 = (D — D,)z

doniigiimleri denklemde yerlerine yazilirsa,

(D2 — D, —3D,D, +2D? — 2D, + D, +2D,)z = 6e"e*

diizenlenirse,

(D2 —3D,D, +2D?)z = 6"

olup Euler denklemi sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme do6-

niismiis olur.

P(D,, D))z = (D2 —3D,D, +2D?)z = 6e*“""
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sembolik denklemi, z; homojen ¢oziimiinii bulmak i¢in,

P(D,, D,) = D2 —3D,D, +2D? =0

sembolik polinomu,

P(Dua Dv) = (Du - Dv) (Du - 2Dv) =0

7 . J

Vo vV
a1=1,b1=—1,c1=0 a2=1,bs=—2,c2=0

katsayilar: dikkate alinirsa a; # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziim olarak,

ag #0 =z, = e_iufl(alv — biu)

den
zn, = fi(v+u)
veya
by #0 = 2z, = ef%vfl(alv — biu)
den

Zhy = fl(U+U)

yazilir. Ikinci carpan as # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_e2,
as #0 = zp, =€ 2 foagv — byu)

den

Zhy = fo(v + 2u)

veya

by 0 = zp, = 6_%Uf2(a2'll — byu)
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den

Zhy = fo(v + 2u)

yazilir. O halde,

P(Dy, D)z = (D? —3D,D, + 2D?)z = 6"

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

Zh = Zn; t Zhs

den

zn = filv 4+ u) + fo(v + 2u)

yazilabilir. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,

zn = fi(lny+Inx) + fo(lny + 2lnx)

dilizenlenirse

zn = filln(zy)) + fa(lnay)

veya

zn = Y1 (zy) + a(2%y)

elde edilir.

P(Dy, D,) = (D? —3D,D, +2D?)z = 6" *%

denkleminin 6zel ¢ozlimii i¢in ikinci yanin tistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

P(a,b) = P(1,2) = (1) = 3(1)(2) + 2(2)* =3 # 0
oldugundan,z; 6zel ¢oziim,
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2g = Aeu+2v

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

D,z = Ae"™?

D2z = Ae"t?

D,z = 2Ae"T%

D2z = 4Ae"+?

D,D,z = 2Ae"+?

P(Dy, D,)z = (D? —3D,D, + 2D?)z = 6"

de yerlerine yazilirsa,

e“t?(A — 6A + 8A) = 6e"

3A=6 = A=2

olup,

25 = Ae" T
5=

de yerine yazilirsa,,

zg = 2"t
olarak bulunur. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,
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25 = 2zy

olur.

(z*D? — 3zyD,D, + 2y2D§ + 2D, +2yD,)z = 62y

denkleminin ¢6zimii,

Z=2zZn+ 2

den

z = (zy) + Po(2%y) + 22y°

elde edilir.

Ornek 2.
(z¥P2LE yQDz +aD,; —yD,)z2=0

denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Cozim 2.

(2?D} —y* D2 + xDy —yDy)z = 0

Euler denklemini sabit katsayili denklem haline getirmek igin,

ve
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yDy, = D,z

doniigiimleri denklemde yerlerine yazilirsa,

(D2 -~ D, — D>+ D, + D, —D,)z=0

diizenlenirse,

(D2 DY =0

olup Euler denklemi sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme do-

niigmiis olur.

P(D,,Dy)z = (D?> — D*)z =0

sembolik denklemi, z; homojen ¢oziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = D>—-D?=0

sembolik polinomu,

P(DuaDv) = (Du_Dv> (Du+Dv) =0

N J (.

VvV VvV
a1=1,b1=—1,c1=0 a2=1,bo=1,c2=0

katsayilar1 dikkate alinirsa a; # 0 ve b; # 0 oldugundan ¢6ziim olarak,

_eiy,
a1 0 =z, =e v fi(av — bu)

den

2 = fi(v +u)

veya
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by #0 =z, = 6_%Uf1(a1v — byu)

den

o = fiv +u)

yazilir. Tkinci carpan ay # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

_c2y,
as #0 = zp, =€ 2 foagv — byu)

den
Zhy, = fa(v — )
veya
by #0 = 2, = ef%vfg(agv — bou)
den

2y = fo(v —u)

yazilir. O halde,

P(Dy, D)z = (D? — D?)z =0

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

Zn = Zhy t Zny

den

zn = fi(v +u) + folv —u)

yazilabilir. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,
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zn = fi(lny + Inz) + fo(lny — Inx)

diizenlenirse,

2= filln(zy) + foln (g)

veya

zn = P1(zy) + o (%)

elde edilir.

P(Dy,D,)z = (D2 — D?)z =0

denkleminin ikinci tarafinda fonksiyon olmadig i¢in 6zel ¢6ziim bulunmaz. Denk-

lemin ¢oziimii,

Z = Zp
den,
. Y
z = P1(zy) + Yo <5>
olur.
Ornek 3.

(z*D? — 22yD, D, + yQDz +aD, +yD,)z = Inx

denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

Cozim 3.

(2?D2 — 22yDy Dy + y*D. 4+ xD, + yDy)z = Inx

Euler denklemini sabit katsayili denklem haline getirmek igin,
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ve

dontigiimleri denklemde yerlerine yazilirsa,

(D? -~ D, —2D,D, + D? — D, + D, + D,)z = In(e")

u

diizenlenirse,

(D, — D)’z =u

olup Euler denklemi sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme do-

niismiis olur.

P(Dy,D,)z = (D, — D,)?z =u

sembolik denklemi, z; homojen ¢éziimiinii bulmak igin,

P(D,,D,) = (D, — D,)* =0

sembolik polinomu,
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P(D,,D,) = (D,—D,)? =0
N’

a,1:1,b1:—1,01:0

katsayilar1 dikkate alinirsa a; # 0 ve b; # 0 oldugundan ¢6ziim olarak,

m
an#0 = 2= e " Zujflfij(alv — biu)

j=1
den
zn = fi(v+u) +ufa(v+u)
ya da
bh #0 = 2z = e " Zvjflfij(alv — biu)
j=1
den

= f1lv +w) Fvfolv+u)

olur. O halde,

P(Dy,D,)z = (D, — D,)?2=0

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

zn = fi(v+u) +vfo(v+u)

yazilabilir. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,

zn = fillny + Inx) + Iny  fa(lny + Inx)

diizenlenirse,
zn = filln(zy)) + Iny fo(In(zy))
veya
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zp = P1(wy) + Iny Pa(zy)

elde edilir.

P(Dy,D,)z = (D, — D,)?z = u

denkleminin 6zel ¢dziimii i¢in ikinci yanin polinom oldugu dikkate alinirsa, zs 6zel

¢Ozum,

25 = Au® + Bu? + Cu+ D

bi¢iminde segilirse ve kismi tiirevleri alinip,

Dyz = 3Au* + 2Bu + C D2z = 6Au + 2B

D,D,z=0

denklemde yerlerine yazilirsa,

6Au+2B =u

6A=1=>A=—

2B=0=B=0

elde edilen katsayilar,

25 = Au® + Bu> + Cu+ D

de yerlerine yazilirsa,
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25 — U

olarak bulunur. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,
3

1
25 = g(lnx)

olur.

(#>D2 — 22yDyDy + y* D> + xD, + yDy)z = Inx

denkleminin ¢6ziimii,

2 =2zp+ 2

den

 Lbs(y) Iy v(ey) + 5 (i)’

elde edilir.
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14.3 Alstirmalar

1. (2°D2 —3zyD,Dy + 2y*D} 4+ 2D, + 2yD,)z = 4cos(Iny®) denkleminin genel

¢Oziimiinii bulunuz.
2. (2#*D?+ 2D, — xyD,D,)z = sh(lnx) denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

3. (y’D;+yD, +4xyD,.D,)z = 2 ch(lny) 4 (z*y*) denkleminin genel ¢oziimiinii

bulunuz.
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15 LAPLACE DONUSUMU

15.1 Laplace Doniistimii Tanimi

o _ Oz __ 0z _ 8%z _ Op
R, S, T, P, Q, Z degisken katsayilar ve p= %, ¢q= & r=0s=2
_ 0% _ 9%z __ 9p _ 9q 9%z _ dq .
s = axay - 8y8x - ay — 9z’ t_ ayz — ay Olmak uzere7

Rr+Ss+Tt+ Pp+Qq+ Zz= F(x,y)

ikinci basamaktan degisken katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkle-

min ¢oziimii i¢in Laplace Doniigiim yontemi kullanilir. Bu yontemde,

oz , 0z , 0*= , 0% . 0%z

/ —

P=50 o "T o T awee ' o

olmak fizere, p,q,r, s,t yerine, u ve v cinsinden esitleri yazilirsa,

ox_osou osow
il O Ou'dr v ox P YT q s

_(‘92_8z8u 0z Ov

W, /
1= dy 8u'8y+8v'8y =Pyt Qi

9%z @

re=—-—— = = r'u? + 25" ugvy + 02 4 Ptgs + ¢ Vg
ox? Oz v e !

0%z 0%z _@_@

= = = = = 1" Uz, + 5 (Upv, + UyVy) + V0, + DUy + Vs
Oxdy Oydx 0OJy Ox Y (12 yVe) y TP tay TG Cay

S

0%z _Oq

"= T oy

= 'l + 25" uyvy + 'V + pluyy + q'vyy

elde edilir. Bunlar,

Rr+Ss+Tt+ Pp+Qq+ Zz= F(x,y)

lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa denklem,
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Ry + S8 +TH +Pp+Qqd +7'z2=G(u,v)

bi¢imine gelir ki burada R/, S’, T’, P’, Q' degisken katsayilarin ifadeleri
agsagidaki gibidir.

ou ou Ou T %

I ZN\2 et
s R(ax) + (9x8y+ (83;

)? = Ru? + Sugu, + Tu;

, Ou v Oudv  OJu v Ou Qv
S = 2R——+S(%a—y+a—y£)+2Ta—ya—y = 2Ru, v, +S (upvy+uyv, ) +2Tuyv,

9, ov o 0
- +S—U—U+T(—U)2:RU§+SUIUy+TU§

T/ — _ 2
R(ax) ox Jy oy

0*u 0*u 0*u ou
P = T P
R@ﬁ 1 S&L’(’?y ) oy? * ox +

ou
Qa—y = Rugy + Stgy + Tuy, + Puy, + Qu,

, 0?v 0% 0% v v
Q = R@+Sﬁx8y +T8_y2+P%+Q8_y = Rvzy + Svgy + Ty + Poy + Quy

Laplace denkleminin tipini,

Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+ Zz = F(x,y)
—_—

EsasKisim

esas kisim belirler. Esas kisimdaki katsayilar ile

RN+ SA+T=0

karakteristik denklemi yazilir. Denklemin kokleri A (z, y) ve As(z, y) olmak iizere,

u_ o
or oy’ or oy

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin en yalin ¢oziimleri olsunlar. Bunun
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i¢in ii¢ durum so6z konusudur;

a)S? —4RT > 0 hali (Hiperbolik Tip)

AL # A
dir.
oo
or oy’ or oy

kismi tiirevli lineer diferansiyel denklemlerden u ve v bulunur. R' = 0,7’ =
olmak tizere S’, P’, Q' katsayilan elde edilir ve
R+ 88 +Tt +Pp +Qq + 7Z'z=G(u,v)

yerlerine yazilirsa,

S's' + P'p'+Q'qd + 7'z = G(u,v)
S’ # 0 ile boliintirse,

PN ()
gP T gl T grT T

s+ Kp +L¢ +Mz=1(u,v)

0%z 0z 0z
K—+L—+Mz=
Oudv + ou + ov + Mz =7(u,v)

denklem hiperbolik bi¢cime gelmis olur.

b)S? — 4RT = 0 hali (Parabolik Tip)

dir.
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u_ u o
or oy’ or oy

u lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ilkinden belirlenir. v ise u ile ayni
olmayan yani u ya baglh olmayan ve z ile y nin herhangi bir fonksiyonu olarak

bulunur. En basit olarak v=y veya v=x secilir. Iki durum s6z konusudur.

1°)T = 0 = S = 0 olmahdir. Clinkii kokler egit olmasi gerektiginden ve
T = 0 iken bir kok sifir olacaginda S = 0 olmalidir ki diger kok de sifir olsun.

2T #0= R =5 =0,T7"=T,v =y olmak {izere,
o o
ox "oy’ or oy

denklemi,
T+ Pp+Qd¢d +7z2=G(u,v)

0z ,0z ,02 .
Tw—l—P%—l—Q%—i-Zz—G(u,v)

denklem parabolik bigime gelmig olur.
¢) S? —4RT < 0 hali (Eliptik Tip)
M =a+if ve Xy =«a—1f eslenik sanaldir.

oo
or oy’ or oy

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinden u ve v degiskenleri eslenik sanal
olarak bulunur. Dolayisiyla R = 0,7 = 0 olmak tizere S, P, @’ katsayilar

elde edilir ve

207



Ry + S8 +TH +Pp+Qqd +7'z2=G(u,v)

yerlerine yazilirsa, tipki hiperbolik tipte oldugu gibi

S's + P+ Q¢+ 7'2=G(u,v)

olup,
S’ #£ 0 ile boliintirse,
Q' G(u,v)

3+S,p+S,q+§z— I

s+ Kp +Lg +Mz=1(u,v)

0%z 0z 0z
5ude Kau +L%—|—Mz 7(u,v)

denklem eliptik bigime gelmis olur.
Eger eslenik sanal olan u ve v yerine reel doniisiim ve degiskenler de kulla-
nilabilir.Bunun i¢in u ve v yerine,
1

m=u+v, n=-(u—"0v)
1

reel doniigtimleri yapilir ve kismi tiirevler,

0: _ 0:0m  0:on_ 0 10:
ou Omou Ondu Om  i0n

0: _ 0:0m  0:0n_0: 10:
v Omov Ondv Om i0n

0%z - 0%z 1 0%z 1 0%z 0%z 0%z 0%z

oudv  Om?2 + i0mon i Omon + on2  Om?2 + on?

olup,
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0%z 0z 0z
Sud —|—Ka—u —|—L% + Mz = 7(u,v)

eliptik bi¢imindeki denklemde yerlerine yazilirlarsa,

2z 0%z L 02 L0z §
oz g2 T K g LTy T ME =T (mom)

eliptik bi¢imine gelmis olur.

15.2 Ornekler

Ornek 1.

z*r + 2zys + y*t = xy

denkleminin tipini belirleyip ¢oziiniiz.

Cozim 1.

&%r + 2zys + Pt = zy

ikinci basamaktan degigken katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleminin,

Rr+Ss+Tt+ Pp+Qq+ Zz= F(x,y)

genel haline gore katsayilari,

R=2a* S=2xy, T=y* P=0, Q=0, Z=0, F=uay

olup esas kisimdan,

RN+ SA+T =0

22\ 4 2zy\+ 12 =0
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yazilip,

A = 8% —4RT = 4x*y* — 42°y* = 0

dan denklemin parabolik tiptendir.

_ =STVA

Az 2R
—2xy
M2 = 212
olup,
/\1 — )\2 — —g
x
olur. )\1, )\2,
ou_y o oo o
ox dy ox y

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin en yalin ¢éziimleri olmak iizere, u

ve v sirasiyla belirlenecek olursa, u igin,

ou_, ou
or lé’y
dan,
Ou_ _you
oxr  x0y
x% + @ =0
ox yay N
olup denklem ¢oziiliirse,
dr _dy _ du
r y 0

birinci ve {i¢lincii denklemden,
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integral alinirsa,

du=0=u=«

birinci integral egrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

integral alinirsa,

Iny — Inx = Inp

SHES

=0

ikinci integral egrisi bulunur. Genel ¢6ziim,

a:so(ﬂ)#u:so(g)

X

olmak iizere ¢ (%) en basit olarak p(%) = £ yazlabilir. O halde,
u =

y
x

olur.

v yi belirlemek i¢in,

ov_ o
or 283/

denkleminde
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)\2 _ —
x
yazilirsa,
ov Y ov
ox  x0y

olup u ile ayni sonucun bulunacag1 asikar oldugundan, parabolik denklemlerin

¢Oziimiinde, v nin wu ile ayni olmayan yani u ya bagli olmayan ve x ile y nin her-

hangi bir fonksiyonu olarak en basit bicimde v=y veya v=x secilmesi gerektigi

hatirlanirsa, bu soruda v = y segilsin.
O halde katsayilar bulunursa,

R' = Ru? + Suyu, + Tu

2 1 1 ZL‘2 2 2
R'z%ﬁ—l—%:y;(—%) +yQP:—2x—f+2%:o

S" = 2Ru, v, + S(ugvy + uyve) + 2T uyv,

T' = Rv} + Svyv, + T}
T/ — yQ — U2

P" = Rugy + Stugy + Tuyy + Pu, + Quy,
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Q" = Rugy + Svgy + Tvy, + Pu, + Quy

Q' = 2*(0) + 22y(0) + y*(0) +0+0=0

2

v v
(z,y) = zy (u,0) = —v = —
olup
Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+ Z'z=G(u,v)
den,

T't = G(u,v)
0% _ v
o wu
o _1
on?
integre edilirse,
0z 1
50 = ot T W
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Fenll) oy

elde edilir.

Ornek 2.
2 2 3.2
x°r — 3zxys + 2y°t + 2xp 4+ yq = 627y

denkleminin tipini belirleyip ¢oziiniiz.

Cozim 2.

x*r — 3zys + 2y%t + 2xp + yq = 62°y?

ikinci basamaktan degigsken katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemi-
nin Euler denklemi oldugu asikardir. Ancak Laplace doniigiimii ile de ¢Oziimii

gosterilecek olursa,

Rr+ Ss+Tt+ Pp+Qq+ Zz= F(x,y)

genel haline gore katsayilari,
R=a* S=-3zy, T=2* P=2, Q=vy, Z=0, F=06a>

olup esas kisimdan,

RN+ SA+T =0

22N? = 3axyd + 202 =0

yazilip,

A = S? —4ART = 92%y* — 82%y°* = 2%°

A = 2%y? > 0 ya da A = 2%y? = 0 den denklemin sirasiyla hiperbolik tipten
ya da parabolik tipten oldugu soylenebilir. Hangi tipten oldugunu netlegtirmek
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igin A1, Ay yi bulmak gerekir.

\ _=STVA
L2777 oR

) 3xy + /x%y?
1= 5

2x

_ Bxy+ay

ve

3ry — \/x?y?

Ao =
2 212

- Bxy —uwy

olur.

AL # A

oldugundan A = z%y? > 0 olup denklem hiperbolik tiptendir. O halde \;, Ao,
ou_y ou o o
ox dy or oy

lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin en yalin ¢éziimleri olmak tizere, u

ve v sirasiyla belirlenecek olursa, u igin,

ou ou
o~ Moy

dan,
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Ju _Qy@

or =z dy
x Ou ou
20x y@y B
olup denklem c¢oziiliirse,
de dy du
: v 0
ikinci ve tigiincii denklemden,
dy  du
—y 0

integral alinirsa,

du=0=u=«

birinci integral egrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

de  dy
3 Y
d d
Q_x_|__y:()
z Y

integral alinirsa,

2lnx + Iny = Inp

2’y =p

ikinci integral egrisi bulunur. Genel ¢6ziim,

a=p(B) = u= (%)

olmak iizere p(z%y) en basit olarak p(x?y) = 2%y yazlabilir. O halde,
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olur. v yi belirlemek igin,

v v
= Ay
ox dy
denkleminde
N =1
x
yazilirsa,
ov _yov
or  x0y
olup
m@ — @ =0
ox y@y N
denklem c¢oziiliirse,
de _dy _do
r -y 0
ikinci ve tigiincii denklemden,
by _dv
—y 0

integral alinirsa,

dv=0=v=a«

birinci integral egrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

dx_@

T -y
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d d
JZ+ y

integral alinirsa,

Inx + Iny = Inp

vy =3

ikinci integral egrisi bulunur. Genel ¢6ziim,

a=p(B) =v=p(ry)

olmak iizere p(zy) en basit olarak ¢(xy) = xy yazilabilir. O halde,

olur.

O halde katsayilar bulunursa,

R' = Ru? + Suzu, + T

R = 2*(2xy)’ — 3zy(2wy)(2*) + 2% (2*)* = 0

S" = 2Ru,v, + S(ugvy + uyvy) + 2T uyv,

S =227 (2xy)y — 3xy(22%y + 2°y) + 4y’ = —2® = —wv
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T’ = Rv: + Svgv, + T}

T = 2%y — 3vy(y)(z) + 2y°2* = 0

P = Ru,, + Sttgy + Ty, + Pu, + Qu,

P’ = 2%(2y) — 3zy(22) + 24°(0) + 22(22y) + y(2?) = 2°y = u

Q' = Rugy + Svgy + Tvy, + Pu, + Qu,

Q' = 2%(0) — 3ay(1) + 24%(0) + 22(y) + y(z) = 0

F(v,y) = 62%y* = “G(u,v) = 6uv

olup

Rr+S's+Tt+Pp+Qq+Z'z=Glu,v)

den,

—uvs' 4+ up’ = 6uv
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denklem Euler denklemi olup sabit katsayili denklem haline getirmek igin,

ve

wD,D, = D;Dypz

UDU = DtZ

dontisiimleri denklemde yerlerine yazilirsa,
(DyDy — Dy)z = —6e"F

olup Euler denklemi sabit katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleme do6-

niigmiis olur.

P(Dy, D) = (D,Dy, — D)z = —6e™™"

sembolik denkleminin, z; homojen ¢oziimiinii bulmak i¢in,

P(Dt,Dk) - DtDk‘ — Dt - O

sembolik polinomu ¢arpanlarina ayrilirsa,

a1=1,b1=0,c1=0 ag=0,ba=1,c0=—1

katsayilar: dikkate alinirsa birinci ¢arpan igin a; # 0 ve by = 0 oldugundan ¢6ziim

olarak,

_fl¢
a 7A 0 = Zp, =€ fl(alk — blt)

den
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Zhy = f1<k)

olur. Tkinci carpan icin as = 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

bg 7é 0 = Zhy = 67%16‘]02(&2]{7 — bgt)

den

Zhy = ¥ fo(—1)

yazilir. O halde,

P(Dy, Dy) = (DD}, — D;)z = —6e'**

denkleminin z, homojen ¢oziimii,

Zn= Zn; t Zn,

den

zn = f1(k) + €* fa( 1)

yazilabilir. Buradan doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,

zp = fi(lnv) + v fo(—=Ilnu)

diizenlenirse,

zn = filln(zy)) + zy fo(—In(z?y))

veya

zn = Y1(vy) + 5534@/12( ! )

a2y

elde edilir.
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P(Dy, Dy) = (DD}, — D;)z = —6e'*F

denkleminin 6zel ¢ozlimii i¢in ikinci yanin iistel fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

P(a,b) = P(1,1) = (1)(1) = (1) = 0

oldugundan, z; 6zel ¢oziim,

bi¢iminde segilirse,

P(Dy, Dy) = (DD}, — D;)z = —6e'**

da yerine yazilirsa,

P(Dy,; Dy)se'™* = —6e'F

( Teorem : a ile b iki sabit say1 (z,y) — ©(x,y) her basamaktan kismi tiiretilebilen

bir fonksiyon olmak iizere,
P(Dy, D)™™ p(x,y) = e P(D; + a, Dy + b)i(z, y)

dir.) teoremine gore,

e"*P(D; + 1, Dy + 1)s = —6e' "

dan,

P(Dy+1,D +1)s = —6

olup denklem,

[(Dy+1)(Dy+1) = (D, + )]s = —6
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(DtDk‘ + Dk)S =—0

bigimine gelir. Sag taraf polinom olarak g6z 6niine alinirsa,

s=Ak+ B

secilip kismi tiirevleri alinirsa,

DkS:A

D,Dys =0

olup,

(DtDk + Dk)S = -6

de yerlerine yazilirsa,

A=-6
bulunur ve
s=Ak+ B
dan
s = —6k
elde edilir ve
25 = setTF
de yerine yazilirsa,
25 = —6ke! ™"
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ve doniigiimler tekrar geri yerlerine yazilirsa,

25 = —6(Inv)uv

ve

25 = —6(Inxy)r?y

olur.

x*r — 3zys + 2y*t + 2xp + yq = 62°y?

denkleminin ¢6zimi,

Z=2zp+ 2

den

z=w1<xy>+xyw2( d )—6<Znazy>x2y

a2y

elde edilir.

Ornek 3.

o+ %t +ap+yqg =0
denkleminin tipini belirleyip ¢oziiniiz.
Cozim 3.

o2+ y*t 4 ap +yqg =0

ikinci basamaktan degisken katsayili lineer kismi tiirevli diferansiyel denkleminin,

Rr+Ss+Tt+ Pp+Qq+ Zz= F(x,y)

genel haline gore katsayilari,
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R=2a? S=0 T=1vy* P=-—z, =—y,

olup esas kisimdan,

RN+ SA+T=0

x2/\2+y2:0

yazilip,

A =8%—4RT = —42%y* < 0

olup denklem eliptik tiptendir.

 =SFVA

A1 2R

— 42y
212

)\1:

ve
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olur. O halde,
ou_,ou o0\ o
ox Jy ox oy
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin en yalin ¢oziimleri olmak iizere, u

ve v sirasiyla,

ou ou
9r = Moy
dan,
Ou _ ,y0u
ox  x0y
ou . Ou
T zya—y 0 (%)
olup,
v v
9z~ oy
den de
v _ _yov
Ox x y
:cg—z + zyg—z =0 (k)

olup, (x)ve(xx) taraf tarafa toplanirsa,
ou n ov _(Ou Ov 0
|\ —t |-yl — | =
or O 4 oy 0Oy
olur ve burada,
m=u-+v —in=u—"v

doniistimii yapilirsa,
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Om  Ou

o9r oz T

olur. Bunlar yerlerine yazilirsa,

elde edilir.

olsun.

olmalhdir. £ = 1 alinirsa,

integral alinirsa,

ve

o on o
ox dy Oy

dm dn
dx dy
dm

— =1

xdm
dm _ 1
der  «x
dm:d—flj
x
m = lnx
dn_l
dnil
dy vy
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dn = —

integral alinirsa,

n =Iny

olur.

m=Inx n=Iny

olmak fiizere katsayilar bulunursa,

R' = Rm + Smym, + Tm.,
1\ 2
R = 2? <—) +42(0) =1
x
S" = 2Rmyn, + S(myn, + myny) + 2Tmyn,

S = 2x? G) (0) + 24%(0) G) =0

T' = Rn2 + Sngn, + Tn;,

Q" = Rngy + Sngy + Ty, + P, + Qny
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Q’:x2(0)+y2(—y—12) +x(0)+y<$> =0

F(z,y)=0 = G(m,n)=0

olup,

R'r+ Ss+Tt+Pp+Qq+ Z'z2=G(m,n)

den,
r+t=20

0%z 0%z

omz " amz 0

olup kanonik bigime gelmis olur. Denklemin ¢ziimii igin sembolik denklem yazi-

lip,
P(Dy,, D)z = (D2, + D2)z =0

sembolik polinom c¢arpanlarina ayrilirsa,

P(Du, Dy) = (D + iDy) (Dyy —iD,) =0

TV
a1=1,b1=1,c1=0 a1=1,b1=—4,c1=0

[a; Dy, + (a4 iB) Dy, + ¢i)[a; Dy + (. — iB) Dy + ¢i]2 = 0

bi¢iminde ¢arpanlara ayrildigindan,

z=zp = eiiﬁimfl(am — (a+1iB)m) + eiiﬁimfz(ain — (a—1ifB)m)

den ¢oziim
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z = fi(n —im) + fo(n +im)

olur. Geri doniigiim yapilirsa,

o+ %t +ap+yqg =0

denkleminin ¢6zimii,

z = fi(lny —ilnz) + fo(lny + ilnx)

bulunur.
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15.3 Alistirmalar

1. xs+ q = 4x + 2y denkleminin tipini belirleyerek ¢oziiniiz.

2. xys —xp —yq + z = 0 denkleminin tipini belirleyerek ¢oziiniiz.

3. s+ q = 4x + 2y + 2 denkleminin tipini belirleyerek ¢oziiniiz.
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15.4 Ozel Tipler

Ikinci basamaktan degisken katsayili ikinci yanh

Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+7Z2=G

denklemi agagidaki hallerde ise Laplace Doniigtimii yerine farkli yontemlerle in-

tegre edilebilir.

1)BIRINCI YANDA YALNIZ iKINCi BASAMAKTAN TURE-
VIN BIRININ KATSAYISININ SIFIRDAN FARKLI OLMASI
0%z 0%z 0%z

T:@:F(]},Q), Szamay:F(I7y)a t:a_yQ

= F(z,y)

bi¢imindedirler. Bu denklemler sabit katsayili lineer denklemlerin ¢oziim yonte-

miyle ¢oziilebildigi gibi ard arda iki kez integre edilerek de ¢oziilebilir.

% = /F(x,y)dx +¢(y)

z= /dx/F(x,y)dvarw(y) +(y)

0%z
P— p— F
= Swdy (z,y)
0z
= _ | F
9 / (z,y)dz + o(y)

- { [a [ F(say)dxw(y)] o)
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0z

oy /F(m,y)dy + ¢(x)

o= [y [ Plady+ yoto) + 0

2)IKINCI BASAMAKTAN TUREVLERDEN BiRININ (r,s,¢) VE
BIRINCi BASAMAKTAN AYNI DEGISKENE GORE TUREVIN (r
i¢in p, t igin ¢, s igin p veya ¢) KATSAYISININ SIFIRDAN FARKLI
OLMASI

Rr+Pp=F
Ss+ Pp=F
Ss+Qq=F
Tt+Qq=F

bi¢imindedirler. Bu denklemlerden ilki ele alinirsa,

Rr+ Pp=F
0%z

— +Pp=F
R8x2+ D
R@—i-Pp:F
ox

bi¢imine getirilen denklem ii¢ yol ile ¢oziilebilir.

233



1°) p bilinmeyen fonksiyonu (bagimli degisken) olarak bakilip, Lagrange

denklemi olarak g6z oniine alinirsa,

R@:F—Pp
ox

d_x dy dp

burada birinci ve ikinci denklemden,

dy=0=y=a«

olup bu birinci integraldir. Birinci ve ikinci denklemden,

dx dp

R F-—Pp

burada y = « yazlarak integre edilir ve p = p(z,y) = f(y) elde edilip, a = y
yazilir ve p = p(x,y) = % = f(y) tekrar integre edilerek,

z = 2(,y)
bulunur.
2°)
R@ +Pp=F
ox

denkleminin her iki yan1 R ile (R # 0) boliintirse,

olup,
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denilirse,

9

Kp=1L
8x+ p

olup bu denklem, y ye sabit olarak bakilirsa, p bagimh degiskenine gore lineer

bayag: diferansiyel denklemdir.

dp

Kp=1L
dx+ p

olup ayag: diferansiyel denklemlerde, lineer diferansiyel denklem ¢ozme yontemi

ile ¢oziiliirse,
_ —[Kdz Kdz — [ Kdx
p=e He " dx + o(y).e
p=as =M )+ ply) e T
olup z’e gore integre edilirse,

2= 2(2,y) = N(z,y) + ¢(y).e’Y +9(y)

elde edilir.

3)
0
REL v pp=F
ox
her iki tarafin integrali alinip,
7= z(z,y)

bulunur.
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3) s’'NIN ve p ILE ¢'DAN ANCAK BIRININ KATSAYISININ
SIFIR OLMASI

Rr+ Pp+ Zz=F
Tt+Qq+ Zz=F

bicimindedirler. Ilk denklem ele alinirsa,
Rr+ Pp+Zz=F

9%z 0z
RE- 4P 4 2= F
0x? + ox taz

y sabit olarak gozoniine alinir. Ayni bicimde ikinci denklem igin,
Tt+Qq+Zz=F

0%z 0z
T—+P—+72z=F
B + oy + Zz

x sabit olarak gozoniine alinir. ikinci basamaktan bayagi lineer denklem elde edilir.

4)z ILE vYE GORE IKINCi TUREVLERDEN ANCAK BIiRi-
NIN VE : Li TERIMIN KATSAYISININ SIFIR OLMASI

Rr+Ss+Pp=F
Ss+Tt+Qq=F

bi¢imindedirler. Bu denklemlerden birincisi alinirsa,

Rr+Ss+Pp=F

(z,y) = p=p(r,y)
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bilinmeyen fonksiyon olmak iizere kuazi lineer denklemlerdir. Langrange yardimci

denklemi,

dr _dy __dp
R S F-—Pp

olmak tizere denklem sistemi ¢oziiliirse, birinci ve ikinci integraller sirasiyla,

a= f(z,y)
B =g(zy)
olsun. O halde genel ¢6ziim, p = i o(a, B) = ¥(x,y) olup x’e gore integre
x

edilirse,
0z

z=mn(v,y)

elde edilir.

15.5 Ornekler

2

Ornek 1. s= 520y olmak iizere,

s = 6xy® + 2xy
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 1.

82

z
— — 6y’ + 2
S 020y Ty~ + 22y

denklemi birinci tipe uygundur. Once y ye gore integre edilirse,
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0z
5 =P =22y +ay’ + ()

simdi x e gore integre edilirse,

$2

2=+ Ty () +U(y)
elde edilir.
. 0?
Ornek 2. t= 7= olmak iizere,
Jy?

t =2zy — Inx
denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 2.

(92

t= 8_3; =2xy — Ilnx

denklemi birinci tipe uygundur. Iki kez y ye gore integre edilirse,

0z
q= o =xy° — ylnz + f(x)

vy
z=0 - glnx +yf(z) + g(x)

elde edilir.

0%z 0z .
ve ¢ = — olmak iizere,

Ornek 3. =
rne S 920y ay

rs+q=e*Y

denklemini ¢oziiniiz.
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Coziim 3.

rs+q=e*Y

denklemi ikinci tipe uygundur.

0%z )
T +qg=e""Y
0xdy 1
dq 9
T— +qg=¢e"""Y
ox 1

Bu denklem fii¢ yol ile ¢oziilebilir;

1°) ¢ bilinmeyen fonksiyonu olmak tizere Lagrange denklemi olarak,

Jq 2
T =Y -
ox 4
dr dy dg
r 0 exv—_gq
birinci ve ikinciden,
dr  dy
r 0
Yy=a
birinci integral egrisi ve birinci ve ii¢iinciiden,
dr dq
r  eXy—gq
y=«a

yazilirsa,
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(¥~ — q)dx = 2dq
e?*dy = qdr + xdq

X dx = d(xq)

integral alinirsa,

1 -«

S+ f(y) = aq
S f(y) =

5 y)=2q

1oy, 1
q=5-¢ +xf(y)

_82 1 20—y 1
N oy N Qwe * wf(y)

1oy, 1
= —_—— T —_ h
2 3¢ +xg(y)+ (7)

olur.

2°)

denklemi x # 0 ile boliintirse,

0 1 1
_q+_q:_€2x
or =« x

-y

olup y sabit olarak géz oniine alinip ¢ bilinmeyen olarak alinirsa bayag: diferan-
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siyel denklem olarak ¢oziilebilir.

d 1 1
aq + g = ey
de = x
lineer denklemde,
q=uv

doniistimii yapilirsa,

d d d
dg _dv . du

dx dx U%

olup, lineer denklemde yerlerine yazilirsa,

_ R — 2z—y
ud$ de—i-muv xe
dv du 1 20—y
I
I sifir olacak bi¢imde u bulunursa,
du 1
I=—+-u=0
dz xu
du 1
— = ——Uu
dx x
du  dz
w o ox
integral alinirsa,
Ilnu = —Inx
1
u=—
x
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bulunur. Bu I da yerine yazilirsa,

l @ — _62~T—y
rdr x
olup,
dv 9
2
dx c
buradan,

dv = > Ydx

integral alinirsa,

__1 22—y
v=ge + 0

olur. Doniigiimde yerine yazilirsa,

q = uv
1/1
1= (hev )
z\2
1 1
4= 5+ p
2 T
1 2x—y
B=uq— e

ikinci integral egrisidir. Birinci ve ikinci integral egrilerinden,



S0z 1,1

olur. Integral alinirsa,

IR T
2= =5+ —g(y) + h(z)

olur.

3°) Direkt integral alinirsa,

8(] _ 2z—y
l’% +qg=¢e€
0?2z 0z 20y
oyor Oy

denkleminin integrali alinirsa,

‘-~ AP 2x—y
/ oy 8xd 2 / dx = / e dx

I i¢in kismi integrasyon uygulanirsa,

olup yerine yazilirsa,

0%z 0z 0%z

_ _1 22—y
x@x@y Jz—l—xay Iax(‘?ydx_Ze + f(y)



Lo
rg= 3¢+ f(y)

1

1
— 2x—y -
=5+ —f(y)

0z 1 5., 1
Fy_ﬁe +;f(y)

1 1
5=V —g(y) + h(2)

2x
olur.
.. 0z 02z .
Ornek 4. z=z(z,y), p= 9 "= o olmak tizere,
x x

2 + (1 —y?)ap — 2y*2 = 2(1 — y)2°

denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim 4.

2 + (1 —y?)ap — 2y'2 = 2(1 — y)2°

denklemi figiincii tipe uygundur. Denklem,

0z Dz
2 — Pz — 22 = 2(1 — y)a?
T s +(1—y )xax 2%z =2(1 —y)x

yazilirsa, x e gore tiirevler oldugundan y sabit olarak diisiiniiliirse denklem,

d?z dz
2 (1 —yP)r— — 22 = 2(1 — y)2?
:vdw2+( y)mdx yz=21-yw

bayag1 diferansiyel denklem olup Euler denklemidir. Degisken katsayili Euler

denklemi’'nde doniigiim yapilirsa,
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,d’z  d*z  dz

XrT — =

da? — de? dt
dz dz
r— = —
dr dt
denklemde yerlerine yazilirsa,
>z dz dz
- = 1 - 2 o 2 4 — 2 1 - 2t
g Ty ) e =2(1—y)e
dQZ 2dZ 2 4 2(1 ) 2t
— =y — =2y z = —y)e
az~ Var Y Y

olup denklem sabit katsayili ikinci yam iistel fonksiyon olan bayagi diferansiyel

denklem haline gelir. Denklemin z;, homojen ¢6ziimii i¢in,

>z ,dz

4,

yazilip,

A — A =2yt =0

A = b —dac = y* + 8yt = 9y

M =27 A=y

2n = Ci(y)e™™ + Caly)e ™"
olur. NOT: (C4(y) ve Cy(y) yazldi. Clinkii y sabit idi.)

d?z  ,dz
- ~Z _9 4 —9(1 — 2t
e o 22 =2(1-y)e

denkleminin zz ¢6ziimii i¢in sag tarafin iistel oldugu dikkate alinirsa,
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HATIRLATMA: Bayag: diferansiyel denklemlerde sag taraf tistel ise;

Q(t) =e* = a'mn koklere esit olup olmadigina bakilir.

1°) Koklere esit degilse,

25 = Ae™
2°) Basit koke esit ise,
25 = Ate™
3°) n kath koke esit ise
2y = At"e™
secilir.
A1, Ag # 2 oldugundan,
25 = Ae*
secilir. Tiirevleri alinip,
dz
— =2Ae*
at ~ ¢
d*z ot
w =4Ae

denklemde yerlerine yazilirsa,

e*(4A — 2 A — 2% A) = 2(1 — y)e*

4A —y*A - 2* A =2(1 — y)

Ad—y? —2y") =21 —y)
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o 2(1-y)

A=
4 —y? — 2*
zs de yerine yazilirsa,
2(1 —
o ( y) o2t
4 — 2 — 2%
olur.
d?z  ,dz 2yt = 91 — e
— Y= —2yz = —ye
az Va7 Y
denkleminin ¢6ziimii,
z=1zp+ %

den,

20 —y) o

_ 293t —y2t
Z = C’l(y)e Yy e Cg(y)e Yy + me

elde edilir. Euler denklemi icin yapilan x = e! doniisiimiinden ¢ = Inx olup geri

doniigiim denklemde yerine yazilirsa,

2 a2 2(1 - y)
_ 2y“lnx Inx 2
Z = Cl(y)e Y + Cg(y)e Y + ml‘
elde edilir.
Ornek 5. 2= z(z,7) 02 t 0 Imak i
. = , = —,l = —= ollmak uzere,

t — 3wq + 212 = 22%y? — 6wy + 22° + 2

denklemini ¢oziiniiz.
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Cozim 5.

t — 3wq + 202 = 22%y? — 6wy + 22° + 2

denklemi ii¢linci tipe uygundur. Denklem,

02 0
8_3; — 3:Ba—; + 22?22 = 2%y — 6oy + 207 + 2

yazilirsa, y e gore tiirevler oldugundan x sabit olarak diisiiniiliirse denklem,

d? d
d_yz — Bxd—; + 22?2 = 22%y? — 6y + 22° + 2

sabit katsayili, ikinci yan1 y ye baglh polinom olan bayagi diferansiyel denklemdir.

Denklemin z, homojen ¢ozimii i¢in,

d*z dz )
d_y2_3x%+2$220

yazilip,

A —3zA+222=0

A = b? — dac = 9x% — 8% = 2

2, = Cy(z)e™ + Co(z)e*™

olur. NOT: (Cy(z) ve Cy(z) yazildi. Clinkii x sabit idi.)

d? d
d_yz - Sxd—; + 2222 = 22%y? — 6ay + 22 + 2

denkleminin zz ¢6ziimii i¢in sag tarafin polinom oldugu dikkate alinirsa,

zs = Ay’ + By + C
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secilir. Tiirevleri alinip,

%:2/@—1—3

d*z

ap A

denklemde yerlerine yazilirsa,

2A — 32(2Ay + B) + 22%(Ay* + By + O) = 22%y* — 62y + 227 + 2

2A — 6xAy — 328 + 22° Ay? + 22° By + 22°C = 22%y* — 6ay + 222 + 2
202 Ay® + (—61A + 20°B)y + (2A — 32B + 22°C) = 22%y* — 6ay + 22 + 2
20°A =21 = A=1

—62A +22°B =6 = —6x+22°B=-6x = B=0

24 —32B+222C =222 +2 = 2+422°C=222+2 = (C=1

olup, z; de yerine yazilirsa,

Zy = 2 +1
olur.
d’z dz 9 2 2 2
— —3x— + 22z = 22°y" — 6y + 22" + 2
dy2 dx
denkleminin ¢6zimi,
2= Zp+ 2

den,
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z=Cy(z)e™ + Cg(q:)e2’”y +y? 41

elde edilir.

0z 0%z 0%z

Ornek 6. p:%7 T:@7 S = ajjay

olmak tizere,

xr—ys+p:y2

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim 6.
rr—ys+p= y2

denklemi dordiincii iigiincii tipe uygundur.Denklem 2 yol ile ¢oziilebilir.

1°) Denklem,
R N 0z
Yo yaxﬁy BT 2

ya da,

dp Jp _ .2

bi¢iminde yazilirsa, p bilinmeyen fonksiyonu olmak iizere Lagrange denklemi ola-

rak,

P S
ox dy

g6z Oniine alinip,

dx_%_ dp

-y yE—p

denklem sisteminin birinci ve ikinci denkleminden,

da:_@

x Y
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olup integre edilirse,

Inx + Iny = lna

TY =«

birinci integral egrisi elde edilir. Tkinci ve iiciincii denklemden,

dy  dp
-y Yy -p
dp _y*—p
dy -y
b _r_,
dy y

dp 1

— = —p=—y
dy 'y

bayagi lineer diferansiyel denklemdir.

doniistimii yapilirsa,

@_ dv du

a1y ey

olup denklemde yerlerine yazilirsa,

dy " Vd -y
dy dy y

olup, I = 0 olacak bi¢cimde u bulunursa,
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—_— — —u =
dy 'y
du  dy
u oy
integre edilirse,
Inu = Iny
u=y

olup,

ud—v—l—v(d—u—lu) =—y
dy dy y

de yerine yazilirsa,

dv o
dv = —dy
v=—y+p
olur. O halde
P = uv
den
p=y(-y+p)
9
p=-y +ys

olur buradan
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B =1(a)
dan,
p+y
L= y(ay)
Yy
olur. Buradan,
p=yo(ay) —y°

olup,

den x e gore integre edilirse,

z = yh(zy) — 2y + g(y)

ya da

z=—zy’ + fzy) + 9(y)

elde edilir.

2°) Bu denklem Euler denklemine déniigtiiriilerek de ¢oziilebilir,
rxr —ys+p= y2

denklemi,

Pz Pz 0z _ o
Y or? y@x(‘?y o 7
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bi¢iminde yazilip, z ile garpilirsa,

, 0%z 0z 0z )
3 1Y I
Ox 0x0y Ox

T

ya da

xzDgz —axyDyDyz + xDxz = zy?

Euler denklemi olup doniigiim yapilirsa,

xDxz = Dz
2yD,Dyz = DDy

*D?z = (D? — Dy)z

olup denklemde yerlerine yazilirsa,

(D? — Dt — DDy + D)z = e

(D? — D;Dy)z = et

sabit katsayili denklem haline gelir ve bu sembolik denklem,

P(Dy,Dy) = D? — DDy, = "2

sembolik polinom olarak yazilip z; homojen ¢6ziimii bulmak i¢in carpanlarina

ayrilip ikinci yansiz olarak yazilirsa,

P(Dt, Dk) - Dt (-Dt - Dk) - 0

a1=1,b1=0,c1=0 a2=1,bo=—1,c0=0
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katsayilar1 dikkate alinirsa burada ik ¢arpan a; # 0 ve b; = 0 oldugundan ¢6ziim

olarak,

ag 0 = zp, = e_‘%tgp(alk — byt)

den,

zn, = p(k)

yazilir. Tkinci carpan as # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziimii olarak,

as #0 = zp, = eff%tg/)(an — bot)

den,
Zhy = ’QD(/C + t)
veya
by £0 = 2, = e 5 Y(agk — bot)
den,

Rhy = 1/}<k + t)

yazilir. O halde

P(Dy, D) = D? — D, Dy, = '™

denkleminin homojen ¢ozimii,

Zh = Zn; t Zhs

den

zn = (k) +¥(k + 1)
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olur ve

r=¢ = t=Inx ve y=¢e* = k=Iny geri doniisiimler

yapilirsa,

zn = p(lny) + Y (Iny + Inx)

ya da

zn = g(y) + f(xy)

bulunur. z; igin,

(D? — D,Dy,)z = e+

ikinci yanda iistel fonksiyon oldugundan,

P(1,2)=1-2=-1#0

oldugundan,

2 = A.€t+2k

secilir ve tiirevleri alinirsa,

D2y = A.etT2k

D,Dyzs = 2A.e!H%

D?z5 = At

denklemde yerlerine yazilirsa,

(A 9 A) = et

—-A=1 = A=-1
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olup z; de yerine yazilirsa,

25 = —et 2k
olup, r=¢e¢ = t=Inx ve y=¢e* = k=Iny geri doniisiimler
yapilirsa,
25 = —xy’

bulunur. O halde

?D?z — xyDyDyz + xDxz = zy?

denklemin genel ¢oziimii

Z=2zZp+ %

den,

z=gly) + flxy) =z’
elde edilir.
0z 0%z 0%z

t = — olmak iizere,

Ornek 7. =~ s=——, t=
rhe a oy’ ° 0xdy’ Oy?

zs + yt + ¢ = 122>

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim 7.

zs +yt + q = 12xy°

denklemi dordiincii tipe uygundur. Denklemin ¢éziimii 2 yol ile yapilabilir.
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1°) Denklem,

22 0z
— + — = 12z
ozoy Vo2 T 9 Y
ya da,
Jdq Jq 2
— — =12
xax + y@y +q Yy

bi¢iminde yazilirsa, ¢ bilinmeyen fonksiyonu olmak iizere Lagrange denklemi ola-

rak,

g6z Oniine alinip,

de  dy dq

x Yy B 12xy? — q

denklem sisteminin birinci ve ikinei denkleminden,

olup integre edilirse,

Inx — Iny = Ina

— =
Y

birinci integral egrisi elde edilir. Ikinci ve iiiincii denklemden,

dy  dq
y  12zy2 — ¢

olup integre edebilmek i¢in birinci integral egrisinden,

yazilirsa,
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dy Yy
d
H4__1 + 12y
dy y
d
& + —q = 12ay2
dy

doniisiimii yapilirsa,

dg _ dv  du

ay ~ ay T Vay

olup denklemde yerlerine yazilirsa,

d d 1
uZl + P + ~uv = 1209°
dy dy vy

dv+ <du+1> 1202
U— +v — + —-u | =12ay
dy dy y

I

olup, I = 0 olacak bi¢cimde u bulunursa,

d 1
& Cu=0
dy
du dy
u Y
integre edilirse,
Ilnu = —Iny
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olup,

de yerine yazilirsa,

y4
v = 120&2 +ﬁ

x
olur. Birinci inregralden, — = « yazilirsa,
Y
v =3xy® + f3

olur. O halde,

den

- i(sxy?’ 1 )

1
q =3y’ + P
Y
olur buradan,

B =yq — 3zy®

ikinci integral egrisi elde edilir. Birinci ve ikinci integral egrilerinden genel ¢oziim,
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dan,

olur. Buradan,
ya da

olup,

den y e gore integre edilirse,

c=ay+ f(g) + g(x)

elde edilir.
2°) Bu denklem Euler denklemine déniigtiiriillerek de ¢oziilebilir,

rs+yt+q= 12:By2

denklemi

. 0%z N 9%z 0z )
0xdy N

bigiminde yazilip y ile ¢arpilirsa,

. 0z N 282z+ 0z
y@x@y 4 0y? yay_

12zy3
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ya da

xyD,Dyz + yQDf/z + yDyz = 122y

Euler denklemi olup dontigiim yapilirsa,

yDyz = Dyz
2yDyDyz = DiDyz

YDz = (D} — Dy)z

olup denklemde yerlerine yazilirsa,

(DtDk + DZ — Dk + Dk)Z = 12€t+3k

(D} + D,Dy,)z = 12¢"3*

sabit katsayili denklem haline gelir ve bu sembolik denklem,

P(Dy, D) = D} + D, Dy, = 12¢"3*

sembolik polinom olarak yazilip z; homojen ¢oziimii bulmak i¢in ¢arpanlarina

ayrilip ikinci yansiz olarak yazilirsa,

P(D,Dy)= Dy (Dy+ Dy) =0

a1=0,b1=1,c1=0  go=1,ba=1,c0=0
katsayilar1 dikkate alimirsa burada ilk ¢arpanda a; = 0 ve by # 0 oldugundan

¢Oziim olarak,
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by #0= 2z, = e_’%k@(alk — bot)

den,

Zhy = ¥ (t)

yazilir. Tkinci carpan ag # 0 ve by # 0 oldugundan ¢oziim olarak,

as 7& 0= Zhy = 6_‘%t¢((l2k' — th)

den,
Rhy = w(k - t)
veya
by £ 0= 2y = ef%kz/z(agk — bt)
den,

Rhy = l/f(k - t)

yazilir. O halde,

P(Dy, D) = D} + D, Dy, = 123

denkleminin homojen ¢ozimii,

Z = Zp, + 2n,

den,

2 = p(t) + (k= 1)

olup, r=¢e = t=Inx ve y=¢e" = k=Iny geri doniisiimler
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yapilirsa,

2, = @(lnx) + Y (Iny — Inx)

ya da

bulunur. z; igin,

(D} 4 DyDy)z = 12¢"3

ikinci yanda iistel fonksiyon oldugundan,

P(1,3) =9+3=12#0

oldugundan,

o A. €t+3k

secilir ve tiirevleri alinirsa,

Dng, = 3A.€t+3k

D;Dyzs = DyDyzg = 3A.eH3F

Dizs = 9A.e! T3

denklemde yerlerine yazilirsa,

e TR(9A + 3A) = 12T

12A=12 = A=1

olup z; de yerine yazilirsa,
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t+3k

Z5 — €
olup, r=¢ = t=Inx ve y=¢e" = k=Iny geri doniisiimler
yapilirsa,

25 = 53?/3

bulunur. O halde

xyD,Dyz + yzDzz + yDyz = 12xy°

denklemin genel ¢oziimi

zZ=2zp+ 2

den,

2= g(z) +f(%) +ry’

bulunur.
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15.6 Alistirmalar

1. t = ze Y denklemini ¢oziiniiz.

2. r = axy denklemini ¢oziiniiz.

3. r—3yp+2y?z = 2(y — 2)e** ¥ denklemini ¢oziiniiz.

4. r + p = xy denklemini ¢oziiniiz.

5. zyr + a%s — yp = y? denklemini ¢oziiniiz.
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