
















































































































































kısmi türevlerinin sıfırdan farklı olduğu, beş değişkenin her birine göre birinci

ve ikinci basamaktan kısmi türevlerinin bulunduğu ve (2) nin gerçeklendiği bir

bölgesi göz önüne alınmalıdır. Bu durumda (2) denklemine (1) denkleminin tam

integrali denir.

φ = 0 olsun. ∂φ
∂a

= 0, ∂φ
∂b

= 0 oluyorsa,

φ = 0,
∂φ

∂a
= 0,

∂φ

∂b
= 0

bağdaşırdır denir ve bu üç denklem arasında parametreler yok edilebilirse,

z = Γ(x, y) açık fonksiyonuna (1) in tekil integrali denir.

6.2 Lagrange-Charpit Yöntemi

Birinci basamaktan lineer olmayan,

f(x, y, z, p, q) = 0 (1)

denklemini çözmek demek aynı tipten bir,

g(x, y, z, p, q, a) = 0 (2)

yardımcı denklemini belirlemek demektir. Öyle ki,

Birinci Koşul: (1) ve (2) denklemleri p ve q ya göre x, y, z ye bağlı olarak

çözülebilmelidir. Çözülebilmeleri için (1) ve (2) nin bağımsız olması yani,

J =
∂(f, g)

∂(p, q)
=
∂f

∂p
· ∂g
∂q

− ∂f

∂q
· ∂g
∂p

̸= 0

olması gerekir.

İkinci Koşul: Elde edilen p ve q,

dz = p(x, y, z, a)dx+ q(x, y, z, a)dy (3)

tam diferansiyel ifadesinde yerine yazıldığında (3) denklemi de integre edilebil-

melidir.

Bu koşulları sağlayan bir g(x, y, z, p, q, a) = 0 fonksiyonu bulunursa (3) denk-
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leminin çözümü, a ve b parametre olmak üzere, ψ(x, y, z, a, b) = 0 denklemiyle

kapalı olarak belirlenen bir z=z(x,y) fonksiyonu olup bu fonksiyon (1) denklemi-

nin bir çözümüdür.

O halde birinci basamaktan lineer olmayan (1) denkleminin bir tam integ-

ralini bulmak için,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

Lagrange Yardımcı denklem sisteminin, f ile bağımsız olan (2) de verilen birinci

integrali aranır. Bunun için (1) ve (2) denklemleri p ve q ya göre çözülüp,

dz = p(x, y, z, a)dx+ q(x, y, z, a)dy (4)

denkleminde yerine yazılıp ve integre edilerek,

ψ(x, y, z, a, b) = 0

tam integrali bulunur.

Tam integralde, eğer varsa, a ve b integral sabitlerine göre türevler ψa, ψb

alınır. Bu türevler ile ψ(x, y, z, a, b) = 0 arasında a ve b yok edilerek (1) denkle-

minin tekil integrali bulunur.

6.3 Örnekler

Örnek 1.

pq + x(2y + 1)p+ (y2 + y)q − (2y + 1)z = 0

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.
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Çözüm 1.

pq + x(2y + 1)p+ (y2 + y)q − (2y + 1)z = 0

denklemini,

f = pq + x(2y + 1)p+ (y2 + y)q − (2y + 1)z = 0 (1)

ile gösterip, Lagrange Yardımcı denklem sisteminde„

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

fx = (2y + 1)p

fy = 2xp+ (2y + 1)q − 2z

fz = −(2y + 1)

fp = q + x(2y + 1)

fq = p+ y2 + y

yerlerine yazılırsa,

dx

q + x(2y + 1)
=

dy

p+ y2 + y
=

dz

pq + px(2y + 1) + pq + q(y2 + y)

=
dp

−(2y + 1)p+ (2y + 1)p
=

dq

−[2xp+ (2y + 1)q − 2z − q(2y + 1)]

ve düzenlenirse,
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dx

q + x(2y + 1)
=

dy

p+ y2 + y
=

dz

pq + px(2y + 1) + pq + q(y2 + y)

=
dp

0
=

dq

−2xp+ 2z

olup, bu denklem sisteminde,

dp

0
=

dq

−2xp+ 2z

alınırsa,

dp = 0

integre edilirse,

p = a

olur. (1) denkleminde p = a yazılırsa,

q =
(2y + 1)(z − ax)

y2 + y + a

olur. p ve q tam diferansiyel ifadesinde

dz = pdx+ qdy

yerine yazılırsa,

dz = adx+
(2y + 1)(z − ax)

y2 + y + a
dy

dz − adx

z − ax
=

(2y + 1)

y2 + y + a
dy

olup integrali alınırsa,

ln(z − ax) = ln(y2 + y + a) + ln(b)
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z = ax+ b(y2 + y + a)

tam integrali elde edilir.

Tekil integral için tam integralin a ve b keyfi sabitlerine göre sırasıyla kısmi

türevleri alınırsa,

0 = x+ b, 0 = y2 + y + a

olur. Bulunan kısmi türevler ve tam integral arasında a ve b yok edilirse,

z = −x(y2 + y)

tekil integrali bulunur.

Örnek 2.

xp2 + yq2 = z

denkleminin tam integralini bulunuz.

Çözüm 2.

xp2 + yq2 = z

denklemini,

f = p2x+ q2y − z = 0 (1)

ile gösterip, Lagrange Yardımcı denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
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fx = p2

fy = q2

fz = −1

fp = 2xp

fq = 2yq

yerlerine yazılırsa,

dx

2xp
=

dy

2yq
=

dz

2xp2 + 2yq2
=

dp

−(p2 − p)
=

dq

−(q2 − q)

olup,

dp

p(1− p)
=

dx

2xp

alınıp ilk denklem (2px) ikinci denklem (p2) ile çarpılırsa ve toplanırsa,

2pxdp+ p2dx

2p2x(1− p) + 2p3x
=

2pxdp+ p2dx

2p2x
(1)

olup ve

dy

2qy
=

dq

q(1− q)

alınıp ilk denklem (q2) ikinci denklem (2qy) ile çarpılırsa ve toplanırsa,

q2dy + 2qydq

2q3y + 2q2y(1− q)
=
q2dy + 2qydq

2q2y
(2)
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(1) ve (2) denklemleri eşitlenirse,

2pxdp+ p2dx

2p2x
=
q2dy + 2qydq

2q2y

d(p2x)

p2x
=
d(q2y)

q2y

olup integral alınırsa,

lnp2x = lnq2y + lna

p2x = aq2y (3)

elde edilir.

Sorudaki denklem p2x+q2y = z olduğuna göre (3) denklemi yerine yazılırsa,

aq2y + q2y = z

q2y(1 + a) = z

q =

√
z

y(1 + a)

olur. Bu ifade (3) denkleminde yerine yazılırsa,

p2x = a
z

y(1 + a)
y

p2 =
az

x(1 + a)

p =

√
az

x(1 + a)

elde edilir.
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Bulunan p ve q,

dz = pdx+ qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa,

dz =

(
az

x(1 + a)

) 1
2

dx+

(
z

y(1 + a)

) 1
2

dy

√
1

z
dz =

√
a

a+ 1
x

−1
2 dx+

1√
a+ 1

y
−1
2 dy

2
√
z = 2

√
a

a+ 1

√
x+

2√
1 + a

√
y + 2b

z =

[(
a

a+ 1

) 1
2 √

x+

(
1

1 + a

) 1
2 √

y + b

]2
elde edilir.

6.4 Alıştırmalar

1. p2 − q − x = 0 denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

2. q2 = p+ y denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.
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6.5 Birinci Basamaktan Lineer Olmayan Denklemlerin Özel

tipleri

6.5.1 Yalnız p ve q yu İçeren Denklemler :

Birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin yalnız p

ve q yu içeren özel hali,

f(p, q) = 0

biçimindedir. Bu denklemde, fx = fy = fz = 0 olacağı için fx + pfz = 0 ve

fy + qfz = 0 olur ki Lagrange yardımcı denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=
dp

0
=
dq

0

olup,

dp

0
=⇒ dp = 0 =⇒ p = a

bulunur ve

f(p, q) = 0

da yerine yazılırsa,

f(a, q) = 0 =⇒ q = f1(a)

bulunur. Bulunan p ve q değerleri,

dz = pdx+ qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa,
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dz = adx+ f1(a)dy

integre edilirse,

z = ax+ f1(a)y + b

tam integrali elde edilir. Ya da

dq

0
= ds =⇒ dq = 0 =⇒ q = a

bulunur ve

f(p, q) = 0

da yerine yazılırsa,

f(p, a) = 0 =⇒ p = f2(a)

bulunur. Bulunan p ve q değerleri,

dz = pdx+ qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa

dz = f2(a)dx+ ady

integre edilirse,

z = f2(a)x+ ay + b

tam integrali bulunur.
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6.5.2 Bağımsız Değişkenleri x, y Bulunmayan Denklemler :

Birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemlerin (x, y)

bagımsız değişkenlerini içermeyen yalnız p, q ve z yi içeren özel hali,

f(z, p, q) = 0

biçimindedir. Bu denklemde, fx = 0 ve fy = 0 olur ki Lagrange yardımcı denklem

sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(0 + pfz)
=

dq

−(0 + yfz)

olup,

dp

−pfz
=

dq

−qfz

dp

p
=
dq

q

olup integre edilirse,

lnp = lnq + lna

dan,

p = aq

olup,

f(z, p, q) = 0

de yerine yazılıp,

f(z, aq, q) = 0
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dan,

q = F (z, a)

bulunur. p = aq da yerine yazılırsa, p = aF (z, a) olacağından, bulunan p ve q

değerleri,

dz = pdx+ qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa,

dz = aF (z, a)dx+ F (z, a)dy

integre edilirse,

dz

F (z, a)
= adx+ dy

∫
dz

F (z, a)
= ax+ y + b

ϕ(z, a) = ax+ y + b

ya da

z = Ψ(ax+ y + b)

tam integrali elde edilir. Ya da

dp

p
=
dq

q

dan,

lnp+ lna = lnq

biçiminde integre edilirse,
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q = ap

olup,

f(z, p, q) = 0

de yerine yazılıp,

f(z, p, ap) = 0

dan,

p = F (z, a)

bulunur. q = ap de yerine yazılırsa q = aF (z, a) olacağından, bulunan p ve q

değerleri,

dz = pdx+ qdy

tam diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa,

dz = F (z, a)dx+ aF (z, a)dy

integre edilirse,

dz

F (z, a)
= dx+ ady

∫
dz

F (z, a)
= x+ ay + b

ϕ(z, a) = x+ ay + b

ya da

z = Ψ(x+ ay + b)

tam integrali elde edilir.
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6.5.3 Ayrılabilir Değişkenli Denklemler :

Ayrılabilir değişkenli denklemler,

f(x, y, z, p, q) = h(x, p)− g(y, q) = 0

formunda yazılabilir. Denklem bu halde ise fx = hx , fy = −gy , fz = 0 , fp = hp

, fq = −gq olarak ifade edilebilir. Lagrange yardımcı denklem sistemi,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

hp
=

dy

−gq
=

dz

php − qgq
=

dp

−hx
=
dq

gy

biçiminde olur. Buradan

dx

hp
=

dp

−hx
=⇒ hpdp+ hxdx = 0 =⇒ h(x, p) = a

p = H(x, a)

olur ve

dy

−gq
=
dq

gy
=⇒ gqdq + gydy = 0 =⇒ g(y, q) = a

q = G(y, a)

olur. Bulunan p ve q değerleri,

dz = pdx+ qdy

denkleminde yazılıp integre edilirse,

z =

∫
H(x, a)dx+

∫
G(y, a)dy + b

tam integral elde edilir. Ya da
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f(x, y, z, p, q) = h(x, p)− g(y, q) = 0

formunda yazılan ayrılabilir tipten kısmi türevli diferansiyel denklem,

h(x, p) = g(y, q)

biçiminde ele alınıp,

h(x, p) = a =⇒ g(y, q) = a

denilirse,

p = H(x, a)

ve

q = G(y, a)

olur.

Bulunan p ve q değerleri,

dz = pdx+ qdy

denkleminde yazılıp integre edilirse,

z =

∫
H(x, a)dx+

∫
G(y, a)dy + b

tam integral elde edilir.
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6.5.4 Clairaut Denklemi :

z = xp+ yq + φ(p, q)

formuna sahip denklemlere Clairaut Denklemi denir.

f = xp+ yq + φ(p, q)− z = 0

denkleminin x, y, z, p, q ya göre türevleri,

fx = p , fy = q , fz = −1 , fp = x+ φp , fq = y + φq dir. Lagrange

yardımcı denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

yerlerine yazılırlarsa,

dx

x+ φp

=
dy

y + φq

=
dz

xp+ yq + pφp + qφq

=
dp

0
=
dq

0
= ds

olur. Buradan,

dp

0
= ds =⇒ dp = 0 =⇒ p = a

dq

0
= ds =⇒ dq = 0 =⇒ q = b

olup, p ve q

f = xp+ yq + φ(p, q)− z = 0

denkleminde yerlerine yazılırsa, denklemin,

z = xa+ yb+ φ(a, b)

tam integrali elde edilir.
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6.5.5 Örnekler

Örnek 1.

pq = 1

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Çözüm 1.

pq = 1

denklemi, birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

yalnız p ve q yu içeren özel halidir. O halde,

f(p, q) = pq − 1 = 0

olup, fx = fy = fz = 0 ve fp = q, fq = p olduğundan Lagrange yardımcı denklem

sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

q
=
dy

p
=

dz

pq + pq
=
dp

0
=
dq

0
= ds

olur. Buradan,

dp

0
= ds =⇒ dp = 0 =⇒ p = a

bulunup,

f(p, q) = pq − 1 = 0

denkleminde p = a yazılırsa,

qa = 1 =⇒ q =
1

a

olur.

80



dz = pdx+ qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazılırsa,

dz = adx+
1

a
dy

adz = a2dx+ dy

integre edilirse,

az = a2x+ y + b

tam integrali elde edilir.

Tam integralin a ya göre türevi,

z = 2ax

ve b ye göre türevi,

0 = 1

olur ki bu da olamayacağına göre bu sebeple tekil integral yoktur.

Örnek 2.

p2q3 = 1

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Çözüm 2.

p2q3 = 1

denklemi, birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

yalnız p ve q yu içeren özel halidir. O halde,
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f(p, q) = p2q3 − 1 = 0

olup, fx = 0 = fy = 0 = fz = 0 , fp = 2pq3 , fq = 3p2q2 olduğundan Lagrange

Yardımcı denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

2pq3
=

dy

3p2q2
=

dz

2p2q3 + 3p2q3
=
dp

0
=
dq

0
= ds

olur. Buradan,

dp

0
= ds =⇒ dp = 0 =⇒ p = a

bulunup,

f(p, q) = p2q3 − 1 = 0

denkleminde p = a yazılırsa,

a2q3 = 1 =⇒ q =
1

a
2
3

olur.

dz = pdx+ qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazılırsa,

dz = adx+
1

a
2
3

dy

integre edilirse,

z = ax+
y

a
2
3

+ b

tam integrali elde edilir.
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Tam integralin a ya göre türevi,

0 = x− 2

3a
5
3

y

ve b ye göre türevi,

0 = 1

olur ki bu da olamayacağına göre bu sebeple tekil integral yoktur.

Örnek 3.

z2q2 = p

denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

Çözüm 3.

z2q2 = p

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

yalnızp,q ve z yi içeren özel halidir. O halde,

f(z, p, q) = z2q2 − p = 0

olup fx = fy = 0 , fz = 2zq2 , fp = −1 , fq = 2z2q olduğundan Lagrange yardımcı

denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)

dx

−1
=

dy

2qz2
=

dz

−p+ 2q2z2
=

dp

−2zpq2
=

dq

−2zq3

olur. Buradan,

dp

−2zpq2
=

dq

−2zq3
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dp

p
=
dq

q

lnp = lna+ lnq

p = qa

bulunup,

f(z, p, q) = z2q2 − p = 0

denkleminde p = qa yazılırsa,

z2q2 = qa

q =
a

z2

ve p = qa dan,

p =
a2

z2

olur.

dz = pdx+ qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazılırsa,

dz =
a2

z2
dx+

a

z2
dy

z2dz = a2dx+ ady

integre edilirse,
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z3

3
= a2x+ ay + b

z3 = 3a2x+ 3ay + 3b

tam integrali elde edilir.

Tam integralin a ya göre türevi,

0 = 6ax+ 3y

ve b ye göre türevi,

0 = 3

olur ki bu da olamayacağına göre bu sebeple tekil integral yoktur.

Örnek 4.

p3 + q3 = 27z

denkleminin tam integralini bulunuz.

Çözüm 4.

p3 + q3 = 27z

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

yalnız p,q ve z yi içeren özel halidir. O halde,

f(z, p, q) = p3 + q3 − 27z = 0

olup fx = fy = 0 , fz = −27 , fp = 3p2 , fq = 3q2 olduğundan Lagrange yardımcı

denklem sisteminde,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
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dx

3p2
=

dy

3q2
=

dz

3p3 + 3q3
=

dp

−(0− 27p)
=

dq

−(0− 27q)

düzenlenirse,

dx

3p2
=

dy

3q2
=

dz

3p3 + 3q3
=

dp

27p
=

dq

27q

olur. Buradan,

dp

27p
=

dq

27q

dp

p
=
dq

q

lnp = lnq + lna

p = qa

bulunup,

f(z, p, q) = p3 + q3 − 27z = 0

denkleminde p = qa yazılırsa,

q3a3 + q3 − 27z = 0

q3 =
27z

a3 + 1

q =
3z

1
3

(a3 + 1)
1
3

ve p = qa dan,

p =
3az

1
3

(a3 + 1)
1
3
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olur.

dz = pdx+ qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazılırsa,

dz =
3az

1
3

(a3 + 1)
1
3

dx+
3z

1
3

(a3 + 1)
1
3

dy

z−
1
3dz =

3a

(a3 + 1)
1
3

dx+
3

(a3 + 1)
1
3

dy

integre edilirse,

3

2
z

2
3 =

3ax

(a3 + 1)
1
3

+
3y

(a3 + 1)
1
3

+ b

z
2
3 =

2ax

(a3 + 1)
1
3

+
2y

(a3 + 1)
1
3

+ b

z2 =
(2ax+ 2y + b(a3 + 1))3

a3 + 1

bulunur.

Örnek 5.

p2 + y = q + x

denkleminin tam integralini bulunuz.

Çözüm 5.

p2 + y = q + x

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

ayrılabilir tipten özel halidir. O halde,

f(x, y, z, p, q) = h(x, p)− g(y, q) = 0

dan,
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h(x, p) = g(y, q) = a

denilirse,

h(x, p) = p2 − x = a

ve

g(y, q) = q − y = a

olur.

p2 − x = a

den,

p =
√
x+ a

olup,

q − y = a

dan,

q = a+ y

olur.

dz = pdx+ qdy

denkleminde p ve q yerlerine yazılırsa,

dz =
√
x+ a dx+ (a+ y) dy

integre edilirse,
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z =
2(x+ a)

3
2

3
+

(a+ y)2

2
+ b

6z = 4(x+ a)
3
2 + 3(a+ y)2 + 6b

tam integrali elde edilir.

Tam integralin sırasıyla a ve b ye göre türevleri,

0 = (x+ a)
1
2 + (a+ y)

ve

0 = 6

olur ki bu da olamayacağına göre bu sebeple tekil integral yoktur.

Örnek 6.

z = xp+ yq + ln(pq)

denkleminin tam integralini bulunuz.

Çözüm 6.

z = xp+ yq + ln(pq)

denklemi birinci basamaktan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemin

Clairaut denklemi tipinde özel halidir. O halde tam integral,

z = ax+ by + ln(ab)

olur.
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6.5.6 Alıştırmalar

1. pq = p+ q denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

2. pq = 4z denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

3. p2 − x = q + ey denkleminin tam ve tekil integralini bulunuz.

4. z = xp+ yq + cos(peq) denkleminin tam integralini bulunuz.
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7 KARAKTERİSTİK ŞERİTLER

7.1 Karakteristik Şeritlere Giriş

F (x, y, z, p, q) = 0

kısmi türevli diferansiyel denklemi sağlayan (x0, y0, z0, p0, q0) düzlem elemanla-

rına denkleminin (x0, y0, z0) noktasındaki integral elemanı denir.

Denklemi

z = g(x, y)

olan bir S integral yüzeyi gözönüne alınırsa g(x, y) ve onun gx(x, y), gy(x, y) kısmi

türevleri xy düzlemi nin bir R bölgesinde sürekli iseler, S’nin her noktasındaki

teğet düzlemi,

{x0, y0, g(x0, y0), gx(x0, y0), gy(x0, y0)}

şeklinde bir düzlem elemanı tanımlar.Buna S yüzeyinin {x0, y0, g(x0, y0)} nokta-

sındaki teğet elemanı denir.

Parametrik Denklemleri,

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

olan eğri, uygun bir I aralığındaki her t değeri için,

z(t) ≡ g(x(t), y(t))

oluyorsa z = g(x, y) yüzeyinin üzerindedir.

z′(t) = p(t)x′(t) + q(t)y′(t)

şartını sağlayan (şerit şartı) her {x(t), y(t), z(t), p(t), q(t)} sayı beşlisine, C eğri-

sinin (x, y, z) noktasında bir şerit tanımlıyor denir. Böyle bir şerit aynı zamanda,

F (x, y, z, p, q) = 0
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kısmi türevli diferansiyel denklemin bir integral elemanı ise buna denklemin in-

tegral şeridi denir. Diğer bir deyişle, {x(t), y(t), z(t), p(t), q(t)} sayı beşlisi,

z′(t) = p(t)x′(t) + q(t)y′(t)

koşulunu ve ∀t ∈ I için

F (x(t), y(t), z(t), p(t), q(t)) = 0

şartını sağlarsa,

F (x, y, z, p, q) = 0

denkleminin integral şeridi denir.

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

eğrisi her noktasında elemanter koninin bir doğuranına değerse bu eğri için elde

edilen şeride karakteristik şerit denir.

7.2 Karakteristik Şeritler

F (x, y, z, p, q) = 0

lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denkleminin bir C eğrisinden geçen in-

tegral yüzeyini belirlemek için eğrinin parametrik denklemleri,

x = θ(t), y = ϕ(t), z = φ(t)

olmak üzere,

z′(t) = p(t)x′(t) + q(t)y′(t)

şerit şartından ve

F (x, y, z, p, q) = 0
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kısmi türevli diferansiyel denklemin ortak çözümünden p ve q elde edilir.

C eğrisinin parametrelenmiş hali ile p ve q nun da olduğu bir

Başlangıç Varyetesi :

x0 = θ(t), y0 = ϕ(t), z0 = φ(t), p0 = p0(t), q0 = q0(t)

yazılır.

Lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denkleminin yardımcı denklem sis-

temi ya da karakteristik şeritlerin diferansiyel denkleminden,

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
= ds

tüm denklemler ds ile işleme konularak,

x = x(s, t), y = y(s, t) z = z(s, t)

elde edilir. x, y, z arasında s, t yok edilerek,

ψ(x, y, z) = 0

bağıntısı elde edilir. Öyle ki bu bağıntı,

F (x, y, z, p, q) = 0

denkleminin, C eğrisinden geçen integral yüzeyinin denklemidir.

7.3 Örnekler

Örnek 1.

z =
∂z

∂x

∂z

∂y

denkleminin C : x = 0, z = y2 parabolünden geçen integral yüzeyini bulunuz?
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Çözüm 1.

z =
∂z

∂x

∂z

∂y

denklemi,

z = pq

biçiminde yazılıp,

f = pq − z = 0

denirse ve C eğrisi parametrelenirse,

x0 = 0, y0 = t, z0 = t2

olur. Şerit şartı’ndan,

dz

dt
= p

dx

dt
+ q

dy

dt

2t = q

ve f = pq − z = 0 da q ve z0 yerlerine yazılırsa,

2tp− t2 = 0 ⇒ p =
t

2

bulunur. Bulunan x0, y0, z0, p, q dan,

Başlangıç varyetesi:

x0 = 0, y0 = t, z0 = t2, p0 =
t

2
, q0 = 2t

yazılır. Karakteristik şeritlerin diferansiyel denklemi:

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
= ds

olup,
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dx

q
=
dy

p
=

dz

2pq
=
dp

p
=
dq

q
= ds

yazılırsa integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile işleme konulur.

Sırasıyla,

1o)
dp

p
= ds ⇒ lnp = s + lnα ⇒ lnp − lnα = s ⇒ ln

p

α
= s ⇒

p = αes

elde edilir. Burada α yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için
t

2
= α =⇒ p =

t

2
es

bulunur.

2o)
dq

q
= ds ⇒ lnq = s+lnβ ⇒ lnq−lnβ = s ⇒ ln

q

β
= s ⇒ q = βes

elde edilir. Burada β yı bulmak için başlangıçta,

s=0 için 2t = β ⇒ q = 2tes

bulunur.

3o)
dx

q
= ds ⇒ dx = qds ⇒ dx = 2tesds ⇒ x = 2tes + a

elde edilir. Burada a yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 0 = 2te0 + a⇒ −2t = a ⇒ x = 2tes − 2t

bulunur.

95



4o)
dy

p
= ds ⇒ dy = pds ⇒ dy =

t

2
esds ⇒ y =

t

2
es + b

elde edilir. Burada b yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için t =
t

2
+ b ⇒ b =

t

2
⇒ y =

t

2
es +

t

2

bulunur.

5o)
dz

2pq
= ds ⇒ dz

2z
= ds ⇒ dz

z
= 2ds ⇒ lnz = 2s+c ⇒ z = e2sec

elde edilir. Burada c yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için t2 = ec =⇒ z = e2st2

bulunur. Veya kısmi türevli diferansiyel denklem,

z = pq

olduğuna göre bulunan p ve q değerleri yerlerine yazılırsa da,

z =
t

2
es2tes ⇒ z = t2e2s

aynı sonuç bulunur.

Bulunan bütün değerler bir şerit varyetesi oluşturur.

Şerit Varyetesi:

x = 2t(es − 1), y =
t

2
(es + 1), z = t2e2s, p =

t

2
es, q = 2tes

Buradan x, y, z arasında s ve t yok edilirse,

x

y
=

2t(es − 1)
t

2
(es + 1)
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x

y
=

4(es − 1)

es + 1

xes + x = 4esy − 4y

x+ 4y = 4esy − esx

es =
x+ 4y

4y − x

ve bulunan bu değer,

x = 2t(es − 1)

de yerine yazılırsa,

x = 2t

(
x+ 4y

4y − x
− 1

)

x = 2t

(
x+ 4y − 4y + x

4y − x

)

x =
4xt

4y − x

t =
4y − x

4

bulunur. es ve t

z = t2e2s

de yerlerine yazılırsa,

z =

(
4y − x

4

)2(
x+ 4y

4y − x

)2
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z =
(x+ 4y)2

16
=

(
x+ 4y

4

)2

=

(
y +

x

4

)2

integral yüzeyi bulunur.

Örnek 2.
∂z

∂x

∂z

∂y
= 1

denkleminin Γ :
x

2
=
y

2
=
z

5
doğrusundan geçen integral yüzeylerini bulunuz?

Çözüm 2.
∂z

∂x

∂z

∂y
= 1

denklemi,

pq = 1

yazılıp,

f = pq − 1 = 0

denirse ve Γ eğrisi parametrelenirse,

x0 = 2t, y0 = 2t, z0 = 5t

olur şerit şartı’ndan,

dz

dt
= p

dx

dt
+ q

dy

dt

5 = 2p+ 2q ⇒ 5

2
= p+ q ⇒ p =

5

2
− q

ve f = pq − 1 dan

q

(
5

2
− q

)
= 1 ⇒ q2 − 5

2
q + 1 = 0
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olup kökleri,

q1 = 2, q2 =
1

2

bulunur. O halde,

q1 = 2 ⇒ p1 =
1

2

q2 =
1

2
⇒ p2 = 2

elde edilir. Bulunan x0, y0, z0, p1, q1, p2, q2 den iki tane,

Başlangıç Varyetesi:

1 : x0 = 2t, y0 = 2t, z0 = 5t, p0 =
1

2
, q0 = 2

2 : x0 = 2t, y0 = 2t, z0 = 5t, p0 = 2, q0 =
1

2

yazılır. Karakteristik şeritlerin diferansiyel denklemi:

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
= ds

olup,

dx

q
=
dy

p
=

dz

2pq
=
dp

0
=
dq

0
= ds

yazılırsa integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile işleme konulur. Her iki

Başlangıç Varyetesi ile ayrı ayrı çözüm yapılır.

Başlangıç Varyetesi 1:

1o)
dq

0
= ds ⇒ dq = 0 ⇒ q = a

elde edilir. Burada a yı bulmak için başlangıçta,
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s = 0 için 2 = a⇒ q = 2

bulunur.

2)
dp

0
= ds ⇒ dp = 0 ⇒ p = b

elde edilir. Burada b yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için
1

2
= b⇒ p =

1

2

bulunur.

3o)
dz

2pq
= ds ⇒ dz = 2pqds ⇒ dz = 2ds ⇒ z = 2s+ α

elde edilir. Burada α yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 5t = α ⇒ z = 2s+ 5t

bulunur.

4o)
dy

p
= ds ⇒ dy = pds ⇒ dy =

1

2
ds ⇒ y = s

2
+ β

elde edilir. Burada β yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 2t = β ⇒ y =
s

2
+ 2t

bulunur.

5o)
dx

q
= ds ⇒ dx = qds ⇒ dx = 2ds ⇒ x = 2s+ γ

elde edilir. Burada γ yı bulmak için başlangıçta,
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s = 0 için 2t = γ ⇒ x = 2s+ 2t

bulunur.

Bulunan bütün değerler bir şerit varyetesi oluşturur.

Şerit Varyetesi:

x = 2(t+ s), y =
s

2
+ 2t, z = 2s+ 5t, p =

1

2
, q = 2

Buradan x, y, z arasında s ve t yok edilirse.

x− y = 2s− s

2

3s

2
= x− y

s =
2

3
(x− y)

olup,

y =
s

2
+ 2t

de yerine yazılırsa,

y =
(x− y)

3
+ 2t

t =
1

2

(
4y − x

3

)
bulunur. s ve t,

z = 2s+ 5t
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de yerlerine yazılırsa,

z =
4(x− y)

3
+

5

2

(
4y − x

3

)

6z = 8(x− y) + 5(4y − x)

6z = 3x+ 12y

z =
x

2
+ 2y

integral yüzeyi bulunur.

Başlangıç varyetesi 2:

1o)
dx

q
= ds ⇒ dx = qds ⇒ dx =

1

2
ds ⇒ x =

s

2
+ a

elde edilir. Burada a yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 2t = a⇒ x =
s

2
+ 2t

bulunur.

2o)
dy

p
= ds ⇒ dy = pds ⇒ dy = 2ds ⇒ y = 2s+ b

elde edilir. Burada b yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 2t = b⇒y=2s+2t

bulunur.

3o)
dz

2pq
= ds ⇒ dz = 2pqds ⇒ dz = 2ds ⇒ z = 2s+ c
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elde edilir. Burada c yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 5t = c ⇒ z = 2s+ 5t

bulunur.

4o)
dp

0
= ds ⇒ dp = 0 ⇒ p = α

elde edilir. Burada α yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için 2 = α ⇒ p = 2

bulunur.

5o)
dq

0
= ds ⇒ dq = 0 ⇒ q = β

elde edilir. Burada β yı bulmak için başlangıçta,

s = 0 için
1

2
= β ⇒ q =

1

2

bulunur.

Bulunan bütün değerler bir şerit varyetesi oluşturur.

Şerit Varyetesi:

x =
s

2
+ 2t , y = 2s+ 2t , z = 2s+ 5t , p = 2 , q =

1

2

Buradan x, y, z arasında s ve t yok edilirse,

x =
s

2
+ 2t ve y = 2s+ 2t ortak çözümden,
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s = −2

3
(x− y)

elde edilir. y de yerine yazılırsa,

y = 2

(
− 2

3
(x− y) + 2t

)
olup,

t = −1

6
y +

4

6
x

elde edilir. s ve t, z = 2s+ 5t de yerlerine yazılırsa,

z = 2

(
− 2

3
(x− y)

)
+ 5

(
− 1

6
y +

4

6
x

)
olup,

z = 2x+
1

2
y

integral yüzeyi elde edilir.

Örnek 3.

pq = x+ y

denkleminin Γ : y = −x, z = 1 düzlemlerinin arakesiti olan doğrudan geçen

integral yüzeyini bulunuz.

Çözüm 3.

pq = x+ y

denklemi,

f = pq − x− y = 0

yazılırsa ve Γ : y = −x, z = 1 eğrisi parametrelenirse,
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x0 = t, y0 = −t, z0 = 1

olur. Şerit şart’ından,

dz

dt
= p

dx

dt
+ q

dy

dt

0 = p− q ⇒ p = q

ve f = pq − x− y = 0 da p, x ve y yerlerine yazılırsa,

q2 = 0 ⇒ q = 0

bulunur. Bulunan x0, y0, z0, p, q dan,

Başlangıç varyetesi:

x0 = t, y0 = −t z0 = 1, p0 = 0, q0 = 0

yazılır. Karakteristik şeritlerin differansiyel denklemi:

dx

fp
=
dy

fq
=

dz

pfp + qfq
=

dp

−(fx + pfz)
=

dq

−(fy + qfz)
= ds

olup,

dx

q
=
dy

p
=

dz

2(x+ y)
=
dp

1
=
dq

1
= ds

yazılırsa, integre edilebilecek denklemler ilk olarak ds ile işleme konulur.

Sırasıyla,

1o)
dp

1
= ds ⇒ dp = ds ⇒ p = s+ a

elde edilir. Burada a yı bulmak için başlangıçta,
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s = 0 için a = 0 ⇒ p = s

bulunur.

2o)
dq

1
= ds ⇒ dq = ds ⇒ q = s+ b

elde edilir. Burada b yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için b = 0 ⇒ q = s

bulunur.

3o)
dx

q
= ds ⇒ dx = qds ⇒ dx = sds ⇒ x =

s2

2
+ c

elde edilir. Burada c yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için t = c ⇒ x =
s2

2
+ t

bulunur.

4o)
dy

p
= ds ⇒ dy = pds ⇒ dy = sds ⇒ y =

s2

2
+ d

elde edilir. Burada d yi bulmak için başlangıçta,

s = 0 için d=-t y =
s2

2
− t

bulunur.

5o)
dz

2(x+ y)
= ds ⇒ dz = 2(x+ y)ds ⇒ dz = 2(

s2

2
+ t+

s2

2
− t) ⇒

dz = 2s2 ⇒ z =
2

3
s3 + e

elde edilir. Burada e yi bulmak için başlangıçta,
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s = 0 için e = 1 ⇒ z =
2

3
s3 + 1

bulunur.

Bulunan bütün değerler bir şerit varyetesi oluşturur.

Şerit Varyetesi:

x =
s2

2
+ t , y =

s2

2
− t , z =

2

3
s3 + 1 , p = s , q = s

Buradan x, y, z arasında s ve t yok edilirse,

x+ y =
s2

2
+ t+

s2

2
− t

x+ y = s2

(x+ y)3 = s6

ve

z =
2

3
s3 + 1

den

3(z − 1) = 2s3

9(z − 1)2 = 4(s2)3

olup, burada s2 = x+ y yazılırsa,

9(z − 1)2 = 4(x+ y)3

integral yüzeyi elde edilir.
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7.4 Alıştırmalar

1.
1

x
ep − q − y = 0 denkleminin x ekseninden geçen integral yüzeyini bulunuz?

2. p2+q2 = 1 denkleminin x2+y2 = 4, z = 0 çemberinden geçen integral yüzeyini

bulunuz?

3. pq = x+ y denkleminin y = −x, z = 1 düzlemlerinin arakesiti olan doğrudan

geçen integral yüzeyini bulunuz.

4. p = sin(xq) denkleminin x = 0, z = 2y düzlemlerinin arakesiti olan doğrudan

geçen integral yüzeyini bulunuz.

5. pq = z2 denkleminin x = 0, z = e−2y eğrisinden geçen integral yüzeyini

bulunuz.
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8 JACOBİ

8.1 Bir Tek Denklem Bulunması Özel Hali

Lineer olmayan kısmi türevli bir diferansiyel denklem ikiden fazla bağımsız de-

ğişken içeriyorsa bu tür diferansiyel denklemleri çözmek için Lagrange-Charpit

metodu yerine Jacobi yöntemi kullanılır.

x1, ....., xn bağımsız değişkenler, z bağımlı değişken ve pi ≡ ∂z
∂xi

i = 1, ..., n

olmak üzere,

G(x1, ....., xn, z, p1, ....., pn) = 0

bağımlı değişkenin açıkça bulunmadığı (z bilinmeyen fonksiyonunun kapalı ol-

ması) kısmi türevli diferansiyel denklem olsun. Eğer;

u ≡ g(x1, ....., xn, z) = 0

kısmi türevli diferansiyel denklemin bir çözümü ise

pi =
∂z

∂xi
= −

∂u
∂xi

∂u
∂z

(i = 1, ..., n)

yazılıp,

z = xn+1 , qi =
∂u

∂xi
(i = 1, ..., n+ 1)

denilirse,

pi = − qi
qn+1

= Pi (i = 1, ..., n)

olur. Buradan

G(x1, ....., xn, z, p1, ....., pn) = 0

kısmi türevli diferansiyel denklemi,
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F (x1, ..., xn+1, P1, ..., Pn, Pn+1) = 0

haline gelir. Bu denklem n+ 1 değişkenli bir denklemdir.

G(x1, ....., xn, z, p1, ....., pn) = 0

denklemi bağımlı değişken içerirken yukarıda yapılan dönüşümle,

F (x1, ..., xn+1, P1, ..., Pn, Pn+1) = 0

denklemi bağımlı değişken içermez fakat buna karşılık bağımsız değişkenlerin sa-

yısı bir artar. F = 0 denkleminin u = c şeklinde bir çözümü bulunabilirse, bu

çözümde xn+1 yerine z yazılıp G = 0 denkleminin,

u ≡ g(x1, ....., xn, z) = 0

çözümü bulunur.

Jacobi yöntemi üç veya daha fazla bağımsız değişken, bir bağımlı değişken

içeren denklemlere ve aynı zamanda Lagrange-Charpit yönteminin uygulandığı

denklemlere de uygulalanabilir.

Jacobi yöntemi,

f(x1, ..., xn, p1, ..., pn) = 0

denklemine uygulanırsa f ile bağdaşır olan yani,

(f, φ) =
n∑

i=1

(
∂f

∂pi
· ∂φ
∂xi

− ∂f

∂xi
· ∂φ
∂pi

)
= 0

denklemini sağlayan,

φ(x1, ..., xn, p1, ..., pn) = 0

fonksiyonu bulunur.
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f(x1, ..., xn, p1, ..., pn) = 0

denkleminin Lagrange Yardımcı Diferansiyel Denklemi,

dx1
∂f
∂p1

=
dx2
∂f
∂p2

= ... =
dxn
∂f
∂pn

=
dp1

− ∂f
∂x1

=
dp2

− ∂f
∂x2

= ... =
dpn

− ∂f
∂xn

olup, bu denklem sisteminin çözülmesi ile bulunan pi değişkenlerinden en az birini

içeren n− 1 bağımsız integrali,

fj(x, p) = aj j = 1, ..., n− 1

olsun. f = 0 , fj = aj (j = 1, ..., n− 1) denklemlerinden elde edilen,

pi = ψi(x1, ....., xn; a1, ..., an−1) i = 1, ..., n

ler

dz = p1 dx1 + p2 dx2 + .....+ pn dxn

de yerine yazılıp integre edilirse,

f(x1, ..., xn, p1, ..., pn) = 0

denkleminin,

z = ϕ(x1, ....., xn; a1, .....an−1) + an

tam integrali bulunur.

111



8.2 Örnekler

Örnek 1.

x21p
2
1 − x2p2 + x3p3 − x4p4 = 0

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Çözüm 1.

x21p
2
1 − x2p2 + x3p3 − x4p4 = 0

denklemi,

f = x21p
2
1 − x2p2 + x3p3 − x4p4 = 0

yazılıp, z bağımlı değişkeni bulunmadığı için dönüşüm yapmaya gerek yoktur.

Lagrange yardımcı diferansiyel denklem sistemi,

dx1
∂f
∂p1

=
dx2
∂f
∂p2

=
dx3
∂f
∂p3

=
dx4
∂f
∂p4

=
dp1

− ∂f
∂x1

=
dp2

− ∂f
∂x2

=
dp3

− ∂f
∂x3

=
dp4

− ∂f
∂x4

dx1
2x21p1

=
dx2
−x2

=
dx3
x3

=
dx4
−x4

=
dp1

−2x1p21
=
dp2
p2

=
dp3
−p3

=
dp4
p4

Buradan integre edilebilecek denklemleri alıp p1, p2, p3, p4 bulunursa,

1o) 2. ile 6. denklemden,

dx2
−x2

=
dp2
p2

− lnx2 = ln p2 − ln a1

lnp2 + lnx2 = ln a1

p2x2 = a1
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p2 =
a1
x2

bulunur ve

f1 = p2 −
a1
x2

= 0

yazılır.

2o) 3. ile 7. denklemden,

dx3
x3

=
dp3
−p3

lnx3 = − ln p3 + ln a2

lnx3 + ln p3 = ln a2

x3p3 = a2

p3 =
a2
x3

bulunur ve

f2 = p3 −
a2
x3

= 0

yazılır.

3o) 4. ile 8. denklemden,

dx4
−x4

=
dp4
p4

− lnx4 = ln p4 − ln a3
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lnx4 + ln p4 = ln a3

p4x4 = a3

p4 =
a3
x4

bulunur ve

f3 = p4 −
a3
x4

= 0

yazılır.

4o) 1. ile 5. denklemden,

dx1
2x21p1

=
dp1

−2x1p21

dx1
x1

=
dp1
−p1

lnx1 = − ln p1 + ln a4

x1p1 = a4

p1 =
a4
x1

bulunur ve

f4 = p1 −
a4
x1

yazılır.

Bulunan p1, p2, p3, p4 tam diferansiyel denklemde,
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dz =
n∑

i=1

pi dxi = p1dx1 + p2dx2 + .....+ pndxn

ya da

dz =
4∑

i=1

pi dxi = p1dx1 + p2dx2 + p3dx3 + p4dx4

yerlerine yazılırsa,

dz =
a4
x1
dx1 +

a1
x2
dx2 +

a2
x3
dx3 +

a3
x4
dx4

ve integre edilirse,

z = a4 lnx1 + a1 lnx2 + a2 lnx3 + a3 lnx4 + a5

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrıca f1, f2, f3, f4’ ün kendi aralarında ve f = 0 ile bağdaşır olduğu

gösterilebilir.

(fi, fj) =
4∑

k=1

∂(fi, fj)

∂(xk, pk)
= 0 ; i, j = 1, 2, 3, 4 ; i ̸= j

Bunun için bir örnek olması amacıyla,

(f1, f2) =
4∑

k=1

∂(f1, f2)

∂(xk, pk)
= 0

olmalıdır.

∂(f1, f2)

∂(x1, p1)
+
∂(f1, f2)

∂(x2, P2)
+
∂(f1, f2)

∂(x3, p3)
+

∂(f1, f2
∂(x4, p4)

= 0

∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

∂f1
∂p1

∂f2
∂x1

∂f2
∂p1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x2

∂f1
∂p2

∂f2
∂x2

∂f2
∂p2

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x3

∂f1
∂p3

∂f2
∂x3

∂f2
∂p3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x4

∂f1
∂p4

∂f2
∂x4

∂f2
∂p4

∣∣∣∣∣∣ = 0
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∂f1
∂x1

∂f2
∂p1

−∂f1
∂p1

∂f2
∂x1

+
∂f1
∂x2

∂f2
∂p2

−∂f1
∂p2

∂f2
∂x2

+
∂f1
∂x3

∂f2
∂p3

−∂f1
∂p3

∂f2
∂x3

+
∂f1
∂x4

∂f2
∂p4

−∂f1
∂p4

∂f2
∂x4

= 0

0 · 0− 0 · 0 + a1
x22

· 0− 1 · 0 + 0 · 1− 0 · a2
x23

+ 0 · 0− 0 · 0 = 0

Benzer biçimde,

(f1, f3) = (f1, f4) = (f2, f3) = (f2, f4) = (f3, f4) = 0

dir.

Örnek 2.

p1x1 + p2x2 = p23

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Çözüm 2.

f = p1x1 + p2x2 − p23 = 0

denkleminde z bağımlı değişkeni bulunmadığı için dönüşüm yapmaya gerek yok-

tur.

Lagrange yardımcı diferansiyel denklem sistemi,

dx1
∂f
∂p1

=
dx2
∂f
∂p2

=
dx3
∂f
∂p3

=
dx4
∂f
∂p4

=
dp1

− ∂f
∂x1

=
dp2

− ∂f
∂x2

=
dp3

− ∂f
∂x3

=
dp4

− ∂f
∂x4

dx1
x1

=
dx2
x2

=
dx3
−2p3

=
dp1
−p1

=
dp2
−p2

=
dp3
0

= λ

Buradan integre edilebilecek denklemleri alıp p1, p2, p3, p4 bulunursa,

1o) 6. denklemden,

dp3
0

= λ
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dp3 = 0

p3 = a3

bulunur ve

f3 = p3 − a3 = 0

yazılır.

2o) 1. ile 4. denklemden,

dx1
x1

=
dp1
−p1

lnx1 = − ln p1 + ln a1

x1p1 = a1

p1 =
a1
x1

bulunur ve

f1 = p1 −
a1
x1

yazılır.

3o) 2. ile 5. denklemden,

dx2
x2

=
dp2
−p2

lnx2 = − ln p2 + ln a2
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x2p2 = a2

p2 =
a2
x2

bulunur ve

f2 = p2 −
a2
x2

yazılır.

Bulunan p1, p2, p3 tam diferansiyel denklemde,

dz =
n∑

i=1

pi dxi = p1dx1 + p2dx2 + .....+ pndxn

ya da

dz =
3∑

i=1

pi dxi = p1dx1 + p2dx2 + p3dx3

yerine yazılırsa,

dz =
a1
x1
dx1 +

a2
x2
dx2 + a3dx3

ve integre edilirse,

z = a1 lnx1 + a2 lnx2 + a3x3 + a4

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrıca f1, f2, f3 ün kendi aralarında ve f = 0 ile bağdaşır olduğu

gösterilebilir.

(fi, fj) =
3∑

k=1

∂(fi, fj)

∂(xk, pk)
= 0 i, j = 1, 2, 3 ; i ̸= j
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Örnek 3.

(x2 + x3)(p2 + p3)
2 + zp1 = 0

denkleminin bir tam integralini bulunuz.

Çözüm 3.

(x2 + x3)(p2 + p3)
2 + zp1 = 0

denkleminde z bilinmeyen fonksiyonu kapalı olarak verildiği için dönüşüm yapıl-

malıdır.

z = xn+1 pi = − qi
qn+1

dan

z = x4

denilirse,

p1 = −q1
q4

p2 = −q2
q4

p3 = −q3
q4

alınıp,

(x2 + x3)(p2 + p3)
2 + zp1 = 0

denkleminde yerine yazılırsa,

(x2 + x3)

[(
−q2
q4

− q3
q4

)]2
+ x4

(
−q1
q4

)
= 0
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(x2 + x3)

(
q2 + q3
q4

)2

− x4
q1
q4

= 0

q24 ile denklem çarpılırsa,

f = (x2 + x3)(q2 + q3)
2 − x4 · q1 · q4 = 0

denklemi bulunur.Bu, dört bağımsız değişkeni bulunan bir denklemdir. Buna göre

Lagrange yardımcı diferansiyel denklem sistemi,

dx1
∂f
∂q1

=
dx2
∂f
∂q2

=
dx3
∂f
∂q3

=
dx4
∂f
∂q4

=
dq1

− ∂f
∂x1

=
dq2

− ∂f
∂x2

=
dq3

− ∂f
∂x3

=
dq4

− ∂f
∂x4

dx1
−x4q4

=
dx2

2(x2 + x3)(q2 + q3)
=

dx3
2(x2 + x3)(q2 + q3)

=
dx4

−x4q1
=
dq1
0

=
dq2

−(q2 + q3)2
=

dq3
−(q2 + q3)2

=
dq4
q4q1

= λ

Buradan integre edilebilecek denklemleri alıp q1, q2, q3, q4 bulunursa,

1o) 5. denklemden,

dq1
0

= λ ⇒ dq1 = 0 ⇒ q1 = a1

bulunur ve

f1 = q1 − a1 = 0

yazılır .

2o) 6. ile 7. denklemden,

dq2
−(q2 + q3)2

=
dq3

−(q2 + q3)2
⇒ dq2 = dq3 ⇒ q2 = q3 + a2
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bulunur ve

f2 = q2 − q3 − a2 = 0

yazılır.

3o) 4. ile 8. denklemden,

dx4
−x4q1

=
dq4
q4q1

⇒ − lnx4 = ln q4 − ln a3 ⇒ x4q4 = a3

bulunur ve

f3 = x4q4 − a3

yazılır.

q2 yi bulmak için q1, q3, q4 kısmi türevli diferansiyel denklemde

f = (x2 + x3)(q2 + q3)
2 − x4q1q4 = 0

yerlerine yazılırsa,

(x2 + x3)(q2 + q2 − a2)
2 − x4a1

a3
x4

= 0

(x2 + x3)(2q2 − a2)
2 − a1a3 = 0

olup,

q2 =
1

2
a2 ∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3

ve q2 = q3 + a2 den

q3 = −1

2
a2 ∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3

elde edilir.
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Bulunan q1, q2, q3, q4 tam diferansiyel denklemde,

dz =
n∑

i=1

qi dxi = q1dx1 + q2dx2 + .....+ qndxn

ya da

du =
4∑

i=1

qidxi = q1dx1 + q2dx2 + q3dx3 + q4dx4

yerlerine yazılırsa,

du = a1dx1 +

(
1

2
a2 ∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3

)
dx2 +

(
−1

2
a2 ∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3

)
dx3 +

a3
x4
dx4

düzenlenirse,

du = a1dx1 +
1

2
a2 (dx2 − dx3)∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3
(dx2 + dx3) +

a3
x4
dx4

du = a1dx1 +
1

2
a2 d(x2 − x3)∓

1

2

√
a1a3

x2 + x3
d(x2 + x3) +

a3
x4
dx4

olup integre edilirse,

u = a1x1 +
1

2
a2(x2 − x3)∓

1

2

∫ √
a1a3

x2 + x3
d(x2 + x3) + a3 lnx4 + c

u = a1x1 +
1

2
a2(x2 − x3)∓

1

2
2
√
a1a3

√
x2 + x3 + a3 lnx4 + c

u = a1x1 +
1

2
a2(x2 − x3)∓

√
a1a3

√
x2 + x3 + a3 lnx4 + c

u = a1x1 +
1

2
a2(x2 − x3)∓

√
(a1a3)(x2 + x3) + a3 lnx4 + c
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u = c çözüm olduğundan,

a1x1 +
1

2
a2(x2 − x3)∓

√
(a1a3)(x2 + x3) + a3 lnx4 = c

olur veya a3 ile bölünüp,

a1
a3
x1 +

1

2

a2
a3

(x2 − x3)∓
√

(a1a3)(x2 + x3)

a3
+ lnx4 =

c

a3

a1
a3

= a1 ;
1

2

a2
a3

= a2 ;
c

a3
= −a3 ; x4 = z

denirse,

a1x1 + a2(x2 − x3)∓
√
a1(x2 + x3) + ln z + a3 = 0

tam integrali elde edilir.

NOT: Ayrıca f1, f2, f3 ün kendi aralarında ve f = 0 ile bağdaşır olduğu

gösterilebilir.

(fi, fj) =
3∑

k=1

=
∂(fi, fj)

∂(xk, qk)
= 0 i, j = 1, 2, 3 ; i ̸= j

8.3 Alıştırmalar

1. p1x
2
1 + p2x

2
2 = z denkleminin bir tam integralini bulunuz.

2. z2 + zp3 = p21 + p22 denkleminin bir tam integralini bulunuz.
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9 YÜKSEK BASAMAKTAN DEĞİŞKEN KAT-

SAYILI LİNEER KISMİ TÜREVLİ DİFERAN-

SİYEL DENKLEMLER

D ⊂ Rn, X = (x1, x2, ..., xn) ∈ D olmak üzere yüksek basamaktan değişken

katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denklem,

∑
i1+i2+...+in=r

Pi1...in

∂rz(x1, ..., xn)

∂xi11 ...∂x
in
n

+ ... = G(x1, ..., xn)

biçimindedir ve Pi1...in değişken katsayılar olup D de X = (x1, x2, ..., xn) e bağlı,

tanımlı, sürekli kısmi türetilebilir ve hepsi birden sıfır olmayan fonksiyonlardır.

G(x1, ..., xn) = 0 ise denkleme ikinci yansız ya da homojen, G(x1, ..., xn) ̸= 0 ise

denkleme ikinci yanlı ya da homojen olmayan denklem denir.

D ⊂ Rn, yüksek basamaktan değişken katsayılı iki bağımsız değişkenli

lineer kısmi türevli diferansiyel denklem,

∑
i,j=0

Pi,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y), i+ j ≤ n

biçimindedir. Yüksek basamaktan değişken katsayılı lineer kısmi türevli diferan-

siyel denklemlere örnek olarak,

x2
∂3z

∂x3
− y

∂3z

∂y3
+ 2xy

∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂y
= 0

xy
∂4z

∂x4
+ 3x3

∂3z

∂y3
+ 2x

∂z

∂y
= ex+2y

3
∂2z

∂y2
− (2y + x)

∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂y
= cos(xy)

denklemleri verilebilir.
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10 YÜKSEK BASAMAKTAN SABİT KATSA-

YILI LİNEER KISMİ TÜREVLİ DİFERAN-

SİYEL DENKLEMLER

D ⊂ Rn, X = (x1, x2, ..., xn) ∈ D olmak üzere yüksek basamaktan sabit kat-

sayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denklem,

∑
i1+i2+...+in=r

ai1...in
∂rz(x1, ..., xn)

∂xi11 ...∂x
in
n

+ ... = G(x1, ..., xn)

biçimindedir ve ai1...in sabit katsayılar olup sağ taraf fonksiyonu G(x1, ..., xn) = 0

ise denkleme ikinci yansız ya da homojen, G(x1, ..., xn) ̸= 0 ise denkleme ikinci

yanlı ya da homojen olmayan denklem denir. Yüksek basamaktan sabit katsayılı

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlere örnek olarak,

3
∂3z

∂x3
+ 2

∂3z

∂y3
− ∂2z

∂x∂y
+
∂z

∂x
= xy

∂3z

∂y2∂x
+ 2

∂z

∂y
= ex−y

2
∂4z

∂x2∂y2
+
∂2z

∂y2
+ 3

∂2z

∂x∂y
+
∂2z

∂y2
= 0

denklemleri verilebilir.
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11 R2 DE YÜKSEK BASAMAKTAN SABİT KAT-

SAYILI LİNEER KISMİ TÜREVLİ DİFERAN-

SİYEL DENKLEMLER

D ⊂ R2 yüksek basamaktan sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel

denklem,

n∑
i,j=0

ai,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y), i+ j ≤ n

biçimindedir ve ai,j sabit katsayılar olup sağ taraf fonksiyonu G(x, y) = 0 ise

denkleme ikinci yansız ya da homojen, G(x, y) ̸= 0 ise denkleme ikinci yanlı ya

da homojen olmayan denklem denir.

Denklemde sembolik olarak,

∂

∂x
= Dx = D

∂

∂y
= Dy = D′

∂2

∂x2
= D2

x = D2

∂2

∂y2
= D2

y = D′ 2

∂2

∂x∂y
= DxDy = DD′

ve genel olarak,

∂i

∂xi
= Di

x = Di

∂j

∂yj
= Dj

y = D′ j
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∂i+j

∂xi∂yj
= Di

xD
j
y = DiD′ j, i, j = 1, 2, ...

yazılır.

D0
x = D0 = 1 ya da D0

y = D′ 0 = 1 kabul edilir. Dolayısıyla D0
xz = z ya da

D0
yz = D′ 0 = z dir. O halde,

n∑
i,j=0

ai,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y), i+ j ≤ n

denklemi sembolik denklem olarak,

P (Dx, Dy)z = (an,0D
n
x+an−1,1D

(n−1)
x Dy+an−2,2D

(n−2)
x D2

y+....)z =
∑
i+j≤n

aijD
i
xD

j
yz = G(x, y)

yazılır.

R2 yüksek basamaktan sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denk-

lem,

Lz =
n∑

i,j=0

ai,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y)

L operatörü ile gösterilirse denklem kısaca,

Lz = G(x, y)

olarak yazılabilir. Bu L operatörü, her c1, c2 reel sabitler ve z1, z2 en az ikinci

basamaktan sürekli türetilebilir fonksiyonlar olmak üzere,

L(c1z1 + c2z2) = c1Lz1 + c2Lz2

özelliğini sağlayan lineer bir operatördür. Bir z = φ(x, y) ∈ C2[D] fonksiyonu

Lφ ≡ G bağıntısını sağlarsa bu fonksiyona,

Lz =
n∑

i,j=0

ai,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y)
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denkleminin bir integral yüzeyi denir.

Lz =
n∑

i,j=0

ai,j
∂i+jz(x, y)

∂xi∂yj
= G(x, y)

denkleminin çözümü için ilk olarak, Lz = 0 homogen kısmının çözümleri bulunur

ki bunlar z1, z2, ..., zn fonksiyonları ise c1, c2, ..., cn reel sabitler olmak üzere,

zh = c1z1 + c2z2 + ...+ cnzn

elde edilir. G(x, y) = 0 ise denklemin homojen çözümü denklemin genel çözümü-

dür. Yani zh = z dir. Eğer G(x, y) ̸= 0 ise zö fonksiyonu Lz = G(x, y) homogen

olmayan denklemin bir özel çözümü olup denklemin genel çözümü,

z = zh + zö

formundadır.

Denklemler çarpanlarına ayrılabiliyorsa indirgenebilir denklem ve ayrılamı-

yorsa indirgenemez denklem olarak adlandırılır.
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12 SABİT KATSAYILI İKİNCİ YANSIZ LİNEER

KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENK-

LEMLER

12.1 İndirgenebilir Denklemler

12.1.1 İndirgenebilir Denklemler Yalın Çarpanlı

L operatörünün,

L = P (Dx, Dy) = L1L2 = (a1Dx + b1Dy + c1)(a2Dx + b2Dy + c2)

şeklinde çarpanlara ayrılabilir olduğu kabul edilirse, ai, bi, ci ∈ R, i = 1, 2 dir. L

operatörünün katsayıları sabit ve DxDy = DyDx olduğundan

L1 L2 = L2 L1

değişme özelliği gerçeklenir. Çarpanlarda sıranın önemi yoktur.

Eğer z = φ(x, y) fonksiyonu L1z = 0 denkleminin bir çözümü ise

Lz = (L1 L2)z = (L2 L1)z = L2 (L1)z = L2.0 = 0

olduğundan L1z = 0 ve L2z = 0 denklemlerinin her bir çözümü aynı zamanda

Lz = 0 denkleminin de çözümleridir.

L1z = (a1Dx + b1Dy + c1)z = a1p+ b1q + c1z = 0

ya da

a1
∂z

∂x
+ b1

∂z

∂y
+ c1z = 0

a1
∂z

∂x
+ b1

∂z

∂y
= −c1z
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denklemi göz önüne alınırsa, birinci basamaktan lineer (aynı zamanda yarı-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardımcı denklem sistemi,

dx

a1
=
dy

b1
=

dz

−c1z

olup, 1. ve 2. denklemden,

dx

a1
=
dy

b1

integre edilirse,

a1y − b1x = α

ilk integral eğrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx

a1
=

dz

−c1z

a1 ̸= 0 olmak üzere,

dz

z
= − c1

a1
dx

integre edilirse,

lnz = − c1
a1
x+ β

z = e
− c1

a1
x
eβ

eβ = β denirse,

z = e
− c1

a1
x
β

ze
c1
a1

x
= β
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ikinci integral eğrisi bulunur. Bulunan integral eğrilerinden,

a1
∂z

∂x
+ b1

∂z

∂y
= −c1z

denkleminin genel çözümü,

a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x) f1 ∈ C1[D]

olarak yazılır. Eger, b1 ̸= 0 ise

a1
∂z

∂x
+ b1

∂z

∂y
= −c1z

denkleminin genel çözümü,

b1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

b1
y
f ∗
1 (a1y − b1x) f ∗

1 ∈ C1[D]

olarak yazılır. Eğer aynı anda a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 ise

a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x) f1 ∈ C1[D]

b1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

b1
y
f ∗
1 (a1y − b1x) f ∗

1 ∈ C1[D]

genel çözümlerden sadece bir tanesi alınır.

Benzer biçimde

L2z = (a2Dx + b2Dy + c2)z = a2p+ b2q + c2z = 0

ya da

a2
∂z

∂x
+ b2

∂z

∂y
+ c2z = 0

a2
∂z

∂x
+ b2

∂z

∂y
= −c2z
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denklemi göz önüne alınırsa, birinci basamaktan lineer (aynı zamanda yarı-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardımcı denklem sistemi,

dx

a2
=
dy

b2
=

dz

−c2z

olup, 1. ve 2. denklemden,

dx

a2
=
dy

b2

integre edilirse,

a2y − b2x = α

ilk integral eğrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx

a2
=

dz

−c2z

a2 ̸= 0 olmak üzere,

dz

z
= − c2

a2
dx

integre edilirse,

lnz = − c2
a2
x+ β

z = e
− c1

a2
x
eβ

eβ = β denirse,

z = e
− c2

a2
x
β

ze
c2
a2

x
= β

ikinci integral eğrisi bulunur. Bulunan integral eğrilerinden,
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a2
∂z

∂x
+ b2

∂z

∂y
= −c2z

denkleminin genel çözümü,

a2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x) f2 ∈ C1[D]

olarak yazılır. Eğer, b2 ̸= 0 ise

a2
∂z

∂x
+ b2

∂z

∂y
= −c2z

denkleminin genel çözümü,

b2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

b2
y
f ∗
2 (a2y − b2x) f ∗

2 ∈ C1[D]

olarak yazılır. Eğer aynı anda a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 ise

a2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x) f2 ∈ C1[D]

b2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

b2
y
f ∗
2 (a2y − b2x) f ∗

2 ∈ C1[D]

genel çözümlerden sadece bir tanesi alınır.

Eğer f1 ve f2 aynı zamanda C2[D] sınıfına ait iseler bu durumda,

z = z1 + z2 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x) + e

− c2
a2

x
f2(a2y − b2x) f1, f2 ∈ C2[D]

ifadesi Lz = 0 denkleminin genel çözümüdür. Eğer zö , Lz = G nin bir özel çö-

zümü ise bu takdirde z = zh+zö homojen olmayan denkleminin genel çözümüdür.

İndirgenebilir yalın çarpanlı denklemlerin genelleştirilmesi yapılırsa, L ope-

ratörü m. basamaktan olup ve L = L1L2...Lm şeklinde çarpanlara ayrılabildiği
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varsayılsın. O zaman sabit katsayılı L operatörü,

L = (a1Dx + b1Dy + c1)(a2Dx + b2Dy + c2)...(amDx + bmDy + cm)

şeklinde yazılabilir. Burada ai, bi, ci (i = 1, 2, ...,m) reel sabitlerdir. 1 ≤ i ≤ m

olmak üzere,

Liz = (aiDx + biDy + ci)z = 0

denkleminin genel çözümü,

a) ai ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x
fi(aiy − bix)

b) bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

bi
y
fi(aiy − bix)

c) ai ̸= 0, bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x
fi(aiy − bix) veya zi = e

− ci
bi
y
fi(aiy − bix)

den herhangi biri alınır. Böylece,

Lz = (a1Dx + b1Dy + c1)(a2Dx + b2Dy + c2)...(amDx + bmDy + cm)z = 0

denkleminin genel çözümü,

z = z1 + z2 + ...+ zm

olur.

12.1.2 İndirgenebilir Denklemler Katlı Çarpanlı

P (Dx, Dy)z = (aiDx + biDy + ci)
2z = 0

denkleminin çözümü için,

(aiDx + biDy + ci)z = u
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denirse,

(aiDx + biDy + ci)
2z = (aiDx + biDy + ci) (aiDx + biDy + ci)z︸ ︷︷ ︸

u

= 0

dan

(aiDx + biDy + ci)u = 0

olur. Bu denklemin çözümü, indirgenebilir denklemlerde yalın çarpanlı denklem-

lerin çözümünden,

a) ai ̸= 0 ⇒ ui = e
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix)

b) bi ̸= 0 ⇒ ui = e
− ci

bi
y
fi2(aiy − bix)

c) ai ̸= 0, bi ̸= 0 ⇒ ui = e
− ci

ai
x
fi2(aiy− bix) veya ui = e

− ci
bi
y
fi2(aiy− bix)

den herhangi biri alınır. z ye ait fonksiyonu bulmak için,

(aiDx + biDy + ci)z = u

de ai ̸= 0 ise

(aiDx + biDy + ci)z = e
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix)

yazılıp,

ai
∂z

∂x
+ bi

∂z

∂y
+ ciz = e

− ci
ai

x
fi2(aiy − bix)

denklemi göz önüne alınırsa, birinci basamaktan lineer (aynı zamanda yarı-lineer)

bir denklem olup Lagrange yardımcı denklem sistemi,

dx

ai
=
dy

bi
=

dz

e
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix)− ciz
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olup, 1. ve 2. denklemden,

dx

ai
=
dy

bi

integre edilirse,

aiy − bix = α

ilk integral eğrisi elde edilir. 1. ve 3. denklemden,

dx

a1
=

dz

e
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix)− ciz

veya

dx

ai
=

dz

e
− ci

ai
x
fi2(α)− ciz

düzenlenirse birinci basamaktan lineer denklem elde edilir.

dz

dx
+
ci
ai
z =

1

ai
e
− ci

ai
x
fi2(α)

integre edilirse,

z =
x

ai
e
− ci

ai
x
fi2(α) + βe

− ci
ai

x

olur. Burada,
fi2(α)

ai
yerine, fi2(α) denilirse ve α yerine eşiti yazılırsa,

z = xe
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix) + βe

− ci
ai

x

olup,

β = ze
ci
ai

x − xfi2(aiy − bix)

ikinci integral eğrisi bulunur. Bulunan integral eğrilerinden,

ai
∂z

∂x
+ bi

∂z

∂y
+ ciz = e

− ci
ai

x
fi2(aiy − bix)
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denkleminin genel çözümü, β = fi2(α) dan,

ai ̸= 0 ⇒ zi = xe
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix) + e

− ci
ai

x
fi1(aiy − bix)

olarak ya da

ai ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x

2∑
j=1

xj−1fij(aiy − bix)

yazılır.Eger, bi ̸= 0 ise

ai
∂z

∂x
+ bi

∂z

∂y
+ ciz = e

− ci
ai

x
fi2(aiy − bix)

denkleminin genel çözümü,

bi ̸= 0 ⇒ zi = ye
− ci

bi
y
fi2(aiy − bix) + e

− ci
bi
y
fi1(aiy − bix)

ya da

bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

bi
y

2∑
j=1

yj−1fij(aiy − bix)

olarak yazılır. Eğer aynı anda ai ̸= 0 ve bi ̸= 0 ise

ai ̸= 0 ⇒ zi = xe
− ci

ai
x
fi2(aiy − bix) + e

− ci
ai

x
fi1(aiy − bix)

ai ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x

2∑
j=1

xj−1fij(aiy − bix)

veya

bi ̸= 0 ⇒ zi = ye
− ci

bi
y
fi2(aiy − bix) + e

− ci
bi
y
fi1(aiy − bix)

bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

bi
y

2∑
j=1

yj−1fij(aiy − bix)

genel çözümlerden sadece bir tanesi alınır.
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Genelleştirme yapılırsa,

(aiDx + biDy + ci)
mz = 0

denkleminin genel çözümü,

ai ̸= 0 ⇒ zi = xm−1e
− ci

ai
x
fim(aiy−bix)+...+xe−

ci
ai

x
fi2(aiy−bix)+e−

ci
ai

x
fi1(aiy−bix)

ya da

ai ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x

m∑
j=1

xj−1fij(aiy − bix)

yazılır.Eger, bi ̸= 0 ise

bi ̸= 0 ⇒ zi = ym−1e
− ci

ai
y
fim(aiy−bix)+...+ye−

ci
bi
y
fi2(aiy−bix)+e−

ci
bi
y
fi1(aiy−bix)

ya da

bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

bi
y

m∑
j=1

yj−1fij(aiy − bix)

olarak yazılır. Eğer aynı anda ai ̸= 0 ve bi ̸= 0 ise

ai ̸= 0 ⇒ zi = xm−1e
− ci

ai
x
fim(aiy−bix)+...+xe−

ci
ai

x
fi2(aiy−bix)+e−

ci
ai

x
fi1(aiy−bix)

ai ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

ai
x

m∑
j=1

xj−1fij(aiy − bix)

veya

bi ̸= 0 ⇒ zi = ym−1e
− ci

ai
y
fim(aiy−bix)+...+ye−

ci
bi
y
fi2(aiy−bix)+e−

ci
bi
y
fi1(aiy−bix)
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bi ̸= 0 ⇒ zi = e
− ci

bi
y

m∑
j=1

yj−1fij(aiy − bix)

genel çözümlerden sadece bir tanesi alınır.

12.1.3 İndirgenebilir Denklemler Kompleks Çarpanlı

P (Dx, Dy)z = (aiDx + biDy + ci)z = 0

denklemi,

[(α + iβ)Dx + biDy + ci][(α− iβ)Dx + biDy + ci]z = 0

biçiminde çarpanlara ayrılıyorsa, indirgenebilir yalın çarpanlı denklemlerin çö-

zümlerinde olduğu gibi,

z = e
− ci

bi
y
f1((α + iβ)y − bix) + e

− ci
bi
y
f2((α− iβ)y − bix)

yazılır.

[aiDx + (α + iβ)Dy + ci][aiDx + (α− iβ)Dy + ci]z = 0

biçiminde çarpanlara ayrılıyorsa, indirgenebilir yalın çarpanlı denklemlerin çö-

zümlerinde olduğu gibi,

z = e
− ci

ai
x
f1(aiy − (α + iβ)x) + e

− ci
bi
x
f2(aiy − (α− iβ)x)

yazılır.

12.2 İndirgenemez Denklemler

P (Dx, Dy)z = 0

sembolik denklemi indirgenemez ise, a ve b iki sabit sayı olmak üzere,

z = eax+by
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biçiminde çözümü aranır. Bu durumda i, j = 0, 1, 2, ... için

P (Dx, Dy)z = Di
xD

j
yz

de z = eax+by yerine yazılırsa,

P (Dx, Dy)z = P (Dx, Dy)e
ax+by

= Di
xD

j
ye

ax+by

= Di
x(D

j
ye

ax+by)

= Di
x(b

jeax+by)

= aibjeax+by

= P (a, b)eax+by

o halde,

P (Dx, Dy)z = P (a, b)eax+by = 0

olur. Bu ise ancak,

P (a, b) = 0

olmasıyla mümkündür. O halde,

P (Dx, Dy)z = 0

indirgenemeyen denkleminde,

P (a, b) = 0

olacak biçimde,

z = eax+by
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bir çözümdür. Genelleştirilirse, ck ∈ R , k = 1, 2, ...,m, P (ak, bk) = 0 , olacak

biçimde

z = c1e
a1x+b1y + c2e

a2x+b2y + ...+ cme
amx+bmy

ya da

z =
m∑
k=1

cke
akx+bky

bir çözümdür.

12.3 Örnekler

Örnek 1.

P (Dx, Dy)z = (4D2
x + 4DxDy +D2

y − 1)z = 0

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 1.

P (Dx, Dy)z = (4D2
x + 4DxDy +D2

y − 1)z = 0

denkleminin sembolik polinomu,

P (Dx, Dy) = 4D2
x + 4DxDy +D2

y − 1 = 0

olup sembolik polinom çarpanlarına,

P (Dx, Dy) = (2Dx +Dy + 1)(2Dx +Dy − 1) = 0

biçiminde ayrılır.

P (Dx, Dy) = (2Dx +Dy + 1)︸ ︷︷ ︸
a1=2,b1=1,c1=1

(2Dx +Dy − 1)︸ ︷︷ ︸
a2=2,b2=1,c2=−1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa birinci çarpanda a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan birinci

çarpanın çözümü olarak,
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a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

z1 = e−
1
2
xf1(2y − x)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

b1
y
f1(a1y − b1x)

den

z1 = e−yf1(2y − x)

den herhangi biri alınır.

İkinci çarpanda da a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan ikinci çarpanın çözümü

olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x)

den

z2 = e
1
2
xf2(2y − x)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)

den

z2 = eyf2(2y − x)

herhangi biri alınır. O halde

P (Dx, Dy)z = (4D2
x + 4DxDy +D2

y − 1)z = 0

denkleminin çözümü, herhangi z1 ve herhangi z2 nin toplamı olarak
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z = z1 + z2

alınabilir. Örneğin bir çözüm,

z = e−
1
2
xf1(2y − x) + e

1
2
xf2(2y − x)

dir.

Örnek 2.

P (Dx, Dy)z = (DxDy + 2Dx −Dy − 2)z = 0

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 2.

P (Dx, Dy)z = (DxDy + 2Dx −Dy − 2)z = 0

denkleminin sembolik polinomu,

P (Dx, Dy) = DxDy + 2Dx −Dy − 2 = 0

olup sembolik polinom çarpanlarına,

P (Dx, Dy) = (Dx − 1)(Dy + 2) = 0

biçiminde ayrılır.

P (Dx, Dy) = (Dx − 1)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=0,c1=−1

(Dy + 2)︸ ︷︷ ︸
a2=0,b2=1,c2=2

= 0

katsayıları dikkate alınırsa birinci çarpanda a1 ̸= 0 ve b1 = 0 olduğundan birinci

çarpanın çözümü olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

z1 = exf1(y)
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olur.

İkinci çarpanda a2 = 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan ikinci çarpanın çözümü olarak,

b2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)

den

z2 = e−2yf2(−x)

olur. O halde

P (Dx, Dy)z = (DxDy + 2Dx −Dy − 2)z = 0

denkleminin çözümü,

z = z1 + z2

den

z = exf1(y) + e−2yf2(−x)

dir.

Örnek 3.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 2DxDy +D3

y − 2D2
y +Dy + 1)z = 0

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 3.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 2DxDy +D3

y − 2D2
y +Dy + 1)z = 0

denkleminin sembolik polinomu,
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P (Dx, Dy) = D2
x − 2DxDy +D3

y − 2D2
y +Dy + 1 = 0

olup sembolik polinom çarpanlarına,

P (Dx, Dy) = (Dx −Dy)
2(Dy − 1)3 = 0

biçiminde ayrılır.

P (Dx, Dy) = (Dx −Dy)
2︸ ︷︷ ︸

a1=1,b1=−1,c1=0

(Dy − 1)3︸ ︷︷ ︸
a2=0,b2=1,c2=−1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa birinci çarpanda a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan birinci

çarpanın çözümü olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
x

m∑
j=1

xj−1fij(a1y − b1x)

den

z1 = f1(y + x) + xf2(y + x)

ya da

b1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

b1
y

m∑
j=1

yj−1fij(a1y − b1x)

den

z1 = f1(y + x) + yf2(y + x)

olur.

İkinci çarpanda a2 = 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan ikinci çarpanın çözümü olarak,

b2 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c2

b2
y

m∑
j=1

yj−1fij(a2y − b2x)

den
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z2 = eyf2(−x) + yeyf2(−x) + y2eyf2(−x)

olur. O halde

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 2DxDy +D3

y − 2D2
y +Dy + 1)z = 0

denkleminin çözümü için z1 çözümlerinden herhangi biri ve z2 alınır ve

z = z1 + z2

den çözüm,

z = f1(y + x) + xf2(y + x) + eyf2(−x) + yeyf2(−x) + y2eyf2(−x)

ya da

z1 = f1(y + x) + yf2(y + x) + eyf2(−x) + yeyf2(−x) + y2eyf2(−x)

dir.

Örnek 4.

P (Dx, Dy)z = (D2
x +D2

y − 2Dy + 1)z = 0

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 4.

P (Dx, Dy)z = (D2
x +D2

y − 2Dy + 1)z = 0

denkleminin sembolik polinomu,

P (Dx, Dy) = D2
x +D2

y − 2Dy + 1 = 0

olup sembolik polinom çarpanlarına,
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P (Dx, Dy) = (iDx −Dy + 1)(−iDx −Dy + 1) = 0

biçiminde ayrılır.

P (Dx, Dy) = (iDx −Dy + 1)︸ ︷︷ ︸
a1=i,b1=−1,c1=1

(−iDx −Dy + 1)︸ ︷︷ ︸
a2=−i,b2=−1,c2=1

= 0

olup,

[(α + iβ)Dx + biDy + ci][(α− iβ)Dx + biDy + ci]z = 0

biçiminde çarpanlara ayrıldığından,

z = e
− c1

b1
y
f1((α + iβ)y − b1x) + e

− c2
b2

y
f2((α− iβ)y − b2x)

den çözüm

z = eyf1(iy + x) + eyf2(−iy + x)

elde edilir.

Örnek 5.

P (Dx, Dy)z = (Dx + (1 + i)Dy)(Dx + (1− i)Dy)Dx(D
3
x −Dy)z = 0

denklemini çözünüz.

Çözüm 5.

P (Dx, Dy)z = (Dx + (1 + i)Dy)(Dx + (1− i)Dy)Dx(D
3
x −Dy)z = 0

çarpanlarına ayrılmış biçimde verilen denklemin sembolik polinomu,

P (Dx, Dy) = (Dx + (1 + i)Dy)(Dx + (1− i)Dy)Dx(D
3
x −Dy) = 0
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olup,

P (Dx, Dy) = (Dx + (1 + i)Dy)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=1+i,c1=0

(Dx + (1− i)Dy)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=1−i,c2=0

Dx︸︷︷︸
a3=1,b3=0,c3=0

(D3
x −Dy)︸ ︷︷ ︸

indirgenemez

= 0

olup ilk iki çarpan,

[aiDx + (α + iβ)Dy + ci][aiDx + (α− iβ)Dy + ci]z = 0

biçiminde çarpanlara ayrıldığından,

z1 = e
− c1

a1
x
f1((α + iβ)y − b1x) + e

− c2
a2

x
f2((α− iβ)y − b2x)

den çözüm

z1 = f1(y − (1 + i)x) + f2(y + (1− i)x)

yazılır.

Üçüncü çarpanda a3 ̸= 0 ve b3 = 0 olduğundan çözümü olarak,

a3 ̸= 0 ⇒ z2 = e
− c3

a3
x
f1(a3y − b3x)

den çözüm,

z2 = f3(y)

yazılır.

Dördüncü çarpan indirgenemez olduğundan,

P (ak, bk) = 0 ⇒ z =
m∑
k=1

cke
akx+bky ck ∈ R, k = 1, 2, ...,m

den

P (ak, bk) = a3k − bk = 0
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bk = a3k

olup,

z3 =
m∑
k=1

cke
akx+a3ky

yazılır. O halde,

P (Dx, Dy)z = (Dx + (1 + i)Dy)(Dx + (1− i)Dy)Dx(D
3
x −Dy)z = 0

denkleminin çözümü,

z = z1 + z2 + z3

den,

z = f1(y − (1 + i)x) + f2(y + (1− i)x) + f3(y) +
m∑
k=1

cke
akx+a3ky

elde edilir.
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12.4 Alıştırmalar

1. P (Dx, Dy)z = D3
x + 6D2

xDy + 12DxD
2
y + 8D3

y)z = 0 denkleminin genel çözü-

münü bulunuz.

(yol gösterme:P (Dx, Dy) = (Dx + 2Dy)
3 biçiminde çarpanlarına ayrılır. Çarpan-

larına ayırmayı kendiniz deneyiniz.)

2. P (Dx, Dy)z = (4D2
x − 9D2

y − 6Dy − 1)z = 0 denkleminin genel çözümünü

bulunuz.

(yol gösterme: P (Dx, Dy) = (2Dx − 3Dy − 1)(2Dx + 3Dy + 1) = 0 biçiminde

çarpanlarına ayrılır. Çarpanlarına ayırmayı kendiniz deneyiniz.)

3. P (Dx, Dy)z = (5D2
x + 2DxDy + D2

y)z = 0 denkleminin denkleminin genel

çözümünü bulunuz.

(yol gösterme: P (Dx, Dy) = ((1 − 2i)Dx + Dy)((1 + 2i)Dx + Dy) = 0 biçiminde

çarpanlarına ayrılır. Çarpanlarına ayırmayı kendiniz deneyiniz.)

4. P (Dx, Dy)z = (3D2
x + 2D3

y)z = 0 denkleminin denkleminin genel çözümünü

bulunuz.

(yol gösterme: Çarpanlarına ayrılamaz. İndirgenemez denklem olduğunu görü-

nüz.)

5. P (Dx, Dy)z = (2Dy + 3)4(−Dx + 1)(−3Dx + 6Dy − 2)2z = 0 biçiminde çar-

panlarına ayrılarak verilmiş denklemin genel çözümünü bulunuz.
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13 SABİT KATSAYILI İKİNCİ YANLI LİNEER

KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENK-

LEMLER

13.1 Özel Çözümün Belirsiz Katsayılar Yöntemi ile Belir-

lenmesi

Sabit katsayılı,

P (Dx, Dy)z =
∑
i+j≤n

aijD
i
xD

j
yz = G(x, y)

ya da

P (Dx, Dy)z = (an,0D
n
x + an−1,1D

(n−1)
x Dy + an−2,2D

(n−2)
x D2

y + ....)z = G(x, y)

biçiminde verilen denklemin ikinci yanı G(x, y) ̸= 0 ve polinom, üstel, trigono-

merik ya da bunların kombinasyonu biçiminde olabilir. G(x, y) ̸= 0 olan sabit

katsayılı denklemlerde ilk olarak ikinci yan sıfır alınıp,

P (Dx, Dy)z = 0

dan yh homojen çözüm bulunur daha sonra G(x, y) nin hangi türde fonksiyon

olduğuna göre (aşağıda anlatılacağı üzere) zö özel çözüm bulunur. Sabit katsayılı

ikinci yanlı lineer kısmi türevli diferansiyel denklemin çözümü,

z = zh + zö

biçiminde elde edilir.
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G(x, y) ̸= 0 olduğu durumlar;

1. İkinci Yanda Polinom Bulunması Hali:

G(x, y) =

i=r,j=s∑
i,j=0

aijx
iyj

2. İkinci Yanda P (a, b) = 0 Olmak Üzere Üstel Fonksiyon Bulunması Hali :

G(x, y) = αeax+by α, a, b : sabit

3. İkinci Yanda P (a, b) ̸= 0 Olmak Üzere Üstel Fonksiyon Bulunması Hali :

G(x, y) = αeax+by α, a, b : sabit

4. İkinci Yanda Trigonometrik Fonksiyon Bulunması Hali:

P (iα, iβ) ̸= 0 (yada P (−iα,−iβ) ̸= 0)

olmak üzere,

G(x, y) = eax+by[q(x, y)cos(αx+βy)+r(x, y)sin(αx+βy)] q(x, y), r(x, y) : polinom

G(x, y) nin bu durumlarına göre P (Dx, Dy)z = G(x, y) denkleminin çözüm-

lerinin bulunması için yöntemler incelenecek olursa,

13.1.1 İkinci Yanda Polinom Bulunması Hali

G(x, y) =

i=r,j=s∑
i,j=0

aijx
iyj

İkinci yanda polinom bulunması durumunda, belirsiz katsayılı öyle bir zö özel

çözüm seçilmelidir ki P (Dx, Dy)z = G(x, y) de yerine yazıldığında G(x, y) ye

özdeş olmalıdır. Böylece seçilen zö özel çözümün belirsiz katsayıları ile G(x, y)
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özdeş olarak eşitlenerek, seçilen zö özel çözümün belirsiz katsayıları bulunur ve zö

özel çözüm elde edilir.

13.1.2 Örnekler

Örnek 1.
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
+ 4

∂z

∂y
− 4z = 4x(1− y)

denklemini çözünüz.

Çözüm 1.
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
+ 4

∂z

∂y
− 4z = 4x(1− y)

denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y + 4Dy − 4)z = 4x− 4xy

sembolik denklem olarak yazılırsa zh bulmak için,

P (Dx, Dy) = D2
x −D2

y + 4Dy − 4 = 0

alınır ve çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dx, Dy) = (Dx −Dy + 2)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−1,c1=2

(Dx +Dy − 2)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=1,c2=−2

= 0

olur. Burada ilk çarpan a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = e−2xf1(y + x)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
y
f1(a1y − b1x)
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den

zh1 = e2yf1(y + x)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = e2xf2(y − x)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = e2yf2(y − x)

yazılır. O halde,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y + 4Dy − 4)z = 4x− 4xy

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = e2yf1(y + x) + e2yf2(y − x)

yazılabilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y + 4Dy − 4)z = 4x− 4
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denkleminin özel çözümü için ikinci yanın polinom olduğu dikkate alınırsa, zö özel

çözüm,

zö = Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Dxz = 2Ax+ Cy +D D2
xz = 2A

Dyz = 2By + Cx+ E D2
yz = 2B

denklemde yerlerine yazılırsa,

2A− 2B + 4(2By +Cx+E)− 4(Ax2 +By2 +Cxy +Dx+Ey + F ) ≡ 4x− 4xy

−4A = 0 ⇒ A = 0

4B = 0 ⇒ B = 0

−4C = −4 ⇒ C = 1

4C − 4D = 4 ⇒ D = 0

8B − 4E = 0 ⇒ E = 0

2A− 2B + 4E − 4F = 0 ⇒ F = 0

elde edilen katsayılar,
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zö = Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F

de yerlerine yazılırsa,

zö = xy

bulunur. O halde

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y + 4Dy − 4)z = 4x− 4xy

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = e2yf1(y + x) + e2yf2(y − x) + xy

olur.

Örnek 2.
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
= x+ y

denklemini çözünüz.

Çözüm 2.
∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
= x+ y

denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y)z = x+ y

sembolik denklem olarak yazılırsa zh bulmak için,

P (Dx, Dy) = D2
x −D2

y = 0
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alınır ve çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dx, Dy) = (Dx +Dy)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=1,c1=0

(Dx −Dy)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=−1,c2=0

= 0

olur. Burada ilk çarpan a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = f1(y − x)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
y
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = f1(y − x)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = f2(y + x)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = f2(y + x)
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yazılır. O halde,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y)z = x+ y

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = f1(y − x) + f2(y + x)

yazılabilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y)z = x+ y

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın polinom olduğu dikkate alınırsa, zö özel

çözüm,

zö = Ax3 +By3 + Cx2y +Dxy2 + Ex2 + Fy2 +Gxy +Hx+ Iy + J

ya da x ve y ye göre iki kez türev alınacağından kaybolan terimler alınmayabilir

yani

zö = Ax3 +By3 + Cx2y +Dxy2 + Ex2 + Fy2

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Dxz = 3Ax2 + 2Cxy +Dy2 + 2Ex D2
xz = 6Ax+ 2Cy + 2E

Dyz = 3By2 + Cx2 + 2Dxy + 2Fy D2
yz = 6By + 2Dx+ 2F
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denklemde yerlerine yazılırsa,

6Ax+ 2Cy + 2E − 6By − 2Dx− 2F ≡ x+ y

6A− 2D = 1 ⇒ A = 0 alınırsa D = −1
2

2C − 6B = 1 ⇒ B = 0 alınırsa C = 1
2

2E − 2F = 0 ⇒ E = 0 ve F = 0 alınsın.

Elde edilen katsayılar,

zö = Ax3 +By3 + Cx2y +Dxy2 + Ex2 + Fy2

de yerlerine yazılırsa,

zö =
1

2
x2y − 1

2
xy2

bulunur. O halde

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D2

y)z = x+ y

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den,

z = f1(y − x) + f2(y + x) +
1

2
x2y − 1

2
xy2

olur.
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13.1.3 İkinci Yanda P(a,b)=0 olmak üzere eax+by Üstel Fonksiyon Bu-

lunması Hali

G(x, y) = αeax+by

olması durumunda

P (Dx, Dy)z = αeax+by

denkleminin özel çözümü için,

zö = ueax+by

alınıp denklemde yerine yazılırsa,

P (Dx, Dy)(ue
ax+by) = αeax+by

olup,

( Teorem : a ile b iki sabit sayı (x, y) → ψ(x, y) her basamaktan kısmi türetilebilen

bir fonksiyon olmak üzere,

P (Dx, Dy)e
ax+byψ(x, y) = eax+byP (Dx + a,Dy + b)ψ(x, y)

dir.) teoremine göre,

eax+byP (Dx + a,Dy + b)u = αeax+by

P (Dx + a,Dy + b)u = α

olur. Bu denklem Belirsiz Katsayılar Yöntemi ile çözülüp u bulunur ve .

zö = ueax+by

yerine yazılır.
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13.1.4 Örnekler

Örnek 1.
∂2z

∂x2
− ∂z

∂y
= ex+y

denklemini çözünüz.

Çözüm 1.
∂2z

∂x2
− ∂z

∂y
= ex+y

denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −Dy)z = ex+y

sembolik denklem olarak yazılırsa zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = D2
x −Dy = 0

alınır. Bu indirgenemez polinom olduğundan,

P (ak, bk) = a2k − bk = 0

dan,

bk = a2k

olup çözüm,

zh =
m∑
k=1

cke
akx+bky

den,

zh =
m∑
k=1

cke
akx+a2ky

elde edilir.

161



P (Dx, Dy)z = (D2
x −Dy)z = ex+y

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (1, 1) = 12 − 1 = 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = uex+y

biçiminde seçilirse ve

P (Dx, Dy)z = ex+y

de yerine yazılırsa,

P (Dx, Dy)ue
x+y = ex+y

olup teoremden,

ex+yP (Dx + 1, Dy + 1)u = ex+y

yazılır ve

P (Dx + 1, Dy + 1)u = 1

elde edilir. O halde denklem,

[(Dx + 1)2 − (Dy + 1)]u = 1

(D2
x + 2Dx + 1−Dy − 1)u = 1

(D2
x + 2Dx −Dy)u = 1
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bu sabit katsayılı ve ikinci yanı polinom olan denklemi çözmek için

u = Ax+By + C

çözüm olarak alınırsa kısmi türevler,

Dxu = A, D2
xu = 0, Dyu = B

olup,

(D2
x + 2Dx −Dy)u = 1

denkleminde yerlerine yazılırsa,

2A−B ≡ 1

den A = 0 seçilirse B = −1 olur. Buradan

u = Ax+By + C

de yerine yazılırsa,

u = −y

olup,

zö = −yex+y

olarak bulunur.

P (Dx, Dy)z = (D2
x −Dy)z = ex+y

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den
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z =
m∑
k=1

cke
akx+a2ky − yex+y

elde edilir.

Örnek 2.

P (Dx, Dy)z = (Dx + 2Dy + 1)2z = 2ex−y

denklemini çözünüz.

Çözüm 2.

P (Dx, Dy)z = (Dx + 2Dy + 1)2z = 2ex−y

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = (Dx + 2Dy + 1)2︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=2,c1=1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh = e
− c1

a1
x

m∑
j=1

xj−1fij(a1y − b1x)

den

zh = e−xf1(y − 2x) + xe−xf2(y − 2x)

ya da

b1 ̸= 0 ⇒ zh = e
− c1

b1
y

m∑
j=1

yj−1fij(a1y − b1x)

den

zh = e−
1
2
yf1(y − 2x) + ye−

1
2
yf2(y − 2x)

olur.
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P (Dx, Dy)z = (Dx + 2Dy + 1)2z = 2ex−y

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (1,−1) = 1− 2 + 1 = 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = uex−y

biçiminde seçilirse ve

P (Dx, Dy)z = ex−y

de yerine yazılırsa,

P (Dx, Dy)ue
x−y = ex−y

olup teoremden,

ex−yP (Dx + 1, Dy − 1)u = ex−y

yazılır ve

P (Dx + 1, Dy − 1)u = 1

elde edilir. O halde denklem,

(Dx + 1 + 2Dy − 2 + 1)2u = 1

(D2
x + 4DxDy + 4D2

y)u = 1

bu sabit katsayılı ve ikinci yanı polinom olan denklemi çözmek için

u = Ax2 +Bx+ C
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çözüm olarak alınırsa kısmi türevler,

Dxu = 2Ax+B, D2
xu = 2A

Dyu = 0, D2
yu = 0, DxDyu = 0

olup,

(D2
x + 4DxDy + 4D2

y)u = 1

denkleminde yerlerine yazılırsa, 2A = 1 ⇒ A =
1

2
olur ve

u = Ax2 +Bx+ C

de yerine yazılırsa,

u =
1

2
x2

olup,

zö =
1

2
x2ex−y

olarak bulunur.

P (Dx, Dy)z = (Dx + 2Dy + 1)2z = 2ex−y

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = e−xf1(y − 2x) + xe−xf2(y − 2x) +
1

2
x2ex−y

elde edilir.
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13.1.5 İkinci Yanda P (a, b) ̸= 0 olmak Üzere Üstel Fonksiyon Bulun-

ması Hali

G(x, y) = αeax+by

olması durumunda

P (Dx, Dy)z = αeax+by

denkleminin özel çözümü için,

zö = βeax+by

alınıp denklemde yerine yazılırsa,

P (D,D′)z = αeax+by

P (D,D′)(βeax+by) = αeax+by

βP (D,D′)eax+by = αeax+by

βP (a, b)eax+by = αeax+by

β =
α

P (a, b)

olup,

zö =
α

P (a, b)
eax+by

bulunur.
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13.1.6 Örnekler

Örnek 1.
∂2z

∂x2
− 4

∂2z

∂y2
+ 2

∂z

∂x
+ z = 8ex−2y

denklemini çözünüz.

Çözüm 1.
∂2z

∂x2
− 4

∂2z

∂y2
+ 2

∂z

∂x
+ z = 8ex−2y

denkleminin sembolik denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1)z = 8ex−2y

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1) = 0

sembolik polinomu çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dx, Dy) = (Dx − 2Dy + 1)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−2,c1=1

(Dx + 2Dy + 1)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=2,c1=1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa burada ilk çarpan a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözümü

olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = e−xf1(y + x)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
y
f1(a1y − b1x)

den
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zh1 = e
1
2
yf1(y + x)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = e−xf2(y − 2x)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = e
−1
2
yf2(y − 2x)

yazılır. O halde,

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1)z = 8ex−2y

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = e
1
2
yf1(y + x) + e

−1
2
yf2(y − 2x)

yazılabilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1)z = 8ex−2y

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,
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P (a, b) = P (1,−2) = 12 − 4(−2)2 + 2(1) + 1 = −12 ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = βex−2y

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Dxz = βex−2y D2
xz = βex−2y

Dyz = −2βex−2y D2
yz = 4βex−2y

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1)z = 8ex−2y

denkleminde yerlerine yazılırsa,

ex−2y(β − 16β + 2β + β) ≡ 8ex−2y

olup buradan,

β =
8

−12

bulunur ve

zö = βex−2y

de yerine yazılırsa,

zö = −2

3
ex−2y

olarak bulunur. Ya da özel çözüm direkt formülden de bulunabilir.

zö =
α

P (a, b)
eax+by
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zö =
8

−12
ex−2y

zö = −2

3
ex−2y

elde edilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 4D2

y + 2Dx + 1)z = 8ex−2y

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = e
1
2
yf1(y + x) + e−

1
2
yf2(y − 2x)− 2

3
ex−2y

elde edilir.

Örnek 2.

∂2z

∂x2
− 3

∂2z

∂y∂x
+ 2

∂2z

∂y2
− ∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y
= (x+ 1)ey

denklemini çözünüz.

Çözüm 2.

∂2z

∂x2
− 3

∂2z

∂y∂x
+ 2

∂2z

∂y2
− ∂z

∂x
+ 2

∂z

∂y
= (x+ 1)ey

denkleminin sembolik denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy)z = (x+ 1)ey
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sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy = 0

sembolik polinomu çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dx, Dy) = (Dx − 2Dy)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−2,c1=0

(Dx −Dy − 1)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−1,c1=−1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa burada ilk çarpan a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözümü

olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = f1(y + 2x)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
y
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = f1(y + 2x)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
x
f2(a2y − b2x)

den

zh2 = e−xf2(y + x)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
y
f2(a2y − b2x)
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den

zh2 = eyf2(y + x)

yazılır. O halde,

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy)z = (x+ 1)ey

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = f1(y + 2x) + eyf2(y + x)

yazılabilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy)z = (x+ 1)ey

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (0, 1) = 2 + 2 = 4 ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = (Ax+B)ey

biçiminde seçilir (kısmi türevleri alınıp denklemde yerine yazıldığında eşitliğin

sol tarafında, eşitliğin sağ tarafındaki polinomun derecesi ile aynı dereceden bir

polinom olması için birinci dereceden belirsiz katsayılı bir polinom alınmıştır.) ve

kısmi türevleri alınırsa,
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Dxz = Aey D2
xz = 0

Dyz = (Ax+B)ey D2
yz = (Ax+B)ey

DxDyz = Aey

olup,

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy)z = (x+ 1)ey

denkleminde yerlerine yazılırsa,

ey[−3A+ 2(Ax+B)− A+ 2(Ax+B)] ≡ (x+ 1)ey

olup buradan,

ey(4Ax+ 4A+ 4B) ≡ (x+ 1)ey

4Ax− 4A+ 4B ≡ (x+ 1)

olup buradan

4A = 1 ⇒ A =
1

4

−4A+ 4B = 1 ⇒ B =
1

2

bulunur ve

zö = (Ax+B)ey

de yerine yazılırsa,
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zö =

(
1

4
x+

1

2

)
ey

olarak bulunur.

P (Dx, Dy)z = (D2
x − 3DxDy + 2D2

y −Dx + 2Dy)z = (x+ 1)ey

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = f1(y + 2x) + eyf2(y + x) +

(
1

4
x+

1

2

)
ey

elde edilir.

13.1.7 İkinci Yanda Trigonometrik Fonksiyon Bulunması Hali

P (iα, iβ) ̸= 0 ya da P (−iα,−iβ) ̸= 0 ve q(x, y), r(x, y) : polinom olmak üzere,

G(x, y) = eax+by[q(x, y)cos(αx+ βy) + r(x, y)sin(αx+ βy)]

olması durumunda

P (Dx, Dy)z = eax+by[q(x, y)cos(αx+ βy) + r(x, y)sin(αx+ βy)]

denkleminin özel çözümü için, s(x, y) ve t(x, y) polinomlarının derecesi q(x, y) ve

r(x, y) den büyük olanın derecesine göre belirlenmek üzere,

zö = eax+by[s(x, y) cos(αx+ βy) + t(x, y) sin(αx+ βy)]

yazılır.
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NOT: Hiperbolik fonksiyonlar için de aynı kural geçerlidir.

G(x, y) = eax+by[q(x, y) ch(αx+ βy) + r(x, y) sh(αx+ βy)]

ise

zö = eax+by[s(x, y) ch(αx+ βy) + t(x, y) sh(αx+ βy)]

yazılır.

13.1.8 Örnekler

Örnek 1.
∂z

∂x
− 9

∂2z

∂y2
= 4 cos(x+ y)

denklemini çözünüz.

Çözüm 1.
∂z

∂x
− 9

∂2z

∂y2
= 4 cos(x+ y)

denkleminin sembolik denklemi,

P (Dx, Dy)z = (Dx − 9D2
y)z = 4 cos(x+ y)

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = Dx − 9D2
y = 0

sembolik polinomu çarpanlarına ayrılamaz yani indirgenemez denklem olduğun-

dan , zh çözüm için,

P (ak, bk) = ak − 9b2k = 0 =⇒ ak = 9b2k

olup
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zh =
m∑
k=1

cke
akx+bky

den

zh =
m∑
k=1

cke
9b2kx+bky

olur.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 9D2
y)z = 4 cos(x+ y)

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın trigonometrik fonksiyon olduğu dikkate

alınırsa,

P (iα, iβ) = P (i, i) = i− 9i2 = i+ 9 ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = A cos(x+ y) +B sin(x+ y)

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Dxz = −A sin(x+ y) +B cos(x+ y)

Dyz = −Asin(x+ y) +B cos(x+ y)

D2
yz = −Acos(x+ y)−B sin(x+ y)

P (Dx, Dy)z = (Dx − 9D2
y)z = 4 cos(x+ y)

denkleminde yerine yazılırsa,

−A sin(x+ y) +B cos(x+ y) + 9Acos(x+ y) + 9B sin(x+ y) ≡ 4 cos(x+ y)
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dan,

−A+ 9B = 0

9A+B = 4

olup A =
18

41
ve B =

2

41
bulunur. Bu katsayılar,

zö = A cos(x+ y) +B sin(x+ y)

de yerlerine yazılırsa,

zö =
18

41
cos(x+ y) +

2

41
sin(x+ y)

bulunur.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 9D2
y)z = 4 cos(x+ y)

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z =
m∑
k=1

cke
9b2kx+bky +

18

41
cos(x+ y) +

2

41
sin(x+ y)

elde edilir.

Örnek 2.
∂2z

∂x2
− ∂4z

∂y4
= 2ch(x− 2y)

denklemini çözünüz.

Çözüm 2.
∂2z

∂x2
− ∂4z

∂y4
= ch(x− 2y)
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denkleminin sembolik denklemi,

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D4

y)z = 2ch(x− 2y)

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = D2
x −D4

y = 0

P (Dx, Dy) = (Dx +D2
y)(Dx −D2

y) = 0

sembolik polinomu bundan daha fazla çarpanlarına ayrılamaz yani indirgenemez

denklem olduğundan, birinci çarpan için,

P (ak, bk) = ak + b2k = 0 =⇒ ak = −b2k

olup

zh1 =
m∑
k=1

cke
akx+bky

den

zh1 =
m∑
k=1

cke
−b2kx+bky

olup ikinci çarpan için,

P (ak, bk) = ak − b2k = 0 =⇒ ak = b2k

olup

zh2 =
m∑
k=1

cke
akx+bky

den

zh2 =
m∑
k=1

cke
b2kx+bky
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olur.

zh = zh1 + zh2

den

zh =
m∑
k=1

cke
−b2kx+bky +

m∑
k=1

cke
b2kx+bky

elde edilir.

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D4

y)z = 2ch(x− 2y)

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın trigonometrik fonksiyon olduğu dikkate

alınırsa,

P (iα, iβ) = P (i,−2i) = (i)2 − (−2i)4 = −17 ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = A ch(x− 2y) +B sh(x− 2y)

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Dxz = A sh(x− 2y) +B ch(x− 2y)

D2
xz = A ch(x− 2y) +B sh(x− 2y)

Dyz = −2A sh(x− 2y)− 2B ch(x− 2y)

D2
yz = 4A ch(x− 2y) + 4B sh(x− 2y)

D3
yz = −8A sh(x− 2y)− 8B ch(x− 2y)
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D4
yz = 16A ch(x− y) + 16B sh(x− y)

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D4

y)z = 2ch(x− 2y)

denkleminde yerine yazılırsa,

A ch(x− 2y) +B sh(x− 2y)− 16A ch(x− 2y)− 16B sh(x− 2y) ≡ 2ch(x− 2y)

dan

A− 16A = 2

B − 16B = 0

olup A = − 2

15
ve B = 0 bulunur. Bu katsayılar,

zö = A ch(x− 2y) +B sh(x− 2y)

de yerlerine yazılırsa,

zö = − 2

15
ch(x− 2y)

bulunur.

P (Dx, Dy)z = (D2
x −D4

y)z = 2ch(x− 2y)

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den
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z =
m∑
k=1

cke
−b2kx+bky +

m∑
k=1

cke
b2kx+bky − 2

15
ch(x− 2y)

elde edilir.

Örnek 3.

P (Dx, Dy)z = (6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2)z = e(2x−2y) sin(2x− y)

denklemini çözünüz.

Çözüm 3.

P (Dx, Dy)z = (6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2)z = e(2x−2y) sin(2x− y)

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = 6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2 = 0

sembolik polinomu çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dx, Dy) = (3Dx − 1)︸ ︷︷ ︸
a1=3,b1=0,c1=−1

(2Dy + 2)︸ ︷︷ ︸
a2=0,b2=2,c2=2

= 0

olup birinci çarpanın çözümü,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
x
f1(a1y − b1x)

den

zh1 = e
1
3
xf1(3y)

olup ikinci çarpanın çözümü,

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
y
f1(a2y − b2x)
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den

zh2 = e−yf2(−2x)

olur.

zh = zh1 + zh2

den

zh = e
1
3
xf1(3y) + e−yf2(−2x)

elde edilir.

P (Dx, Dy)z = (6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2)z = e(2x−2y) sin(2x− y)

denkleminin özel çözümü için ikinci yanda hem üstel hem trigonometrik fonksiyon

bulunduğundan trigonometrik fonksiyon olması haline göre çözüleceği dikkate

alınırsa,

P (iα, iβ) = P (2i,−i) = 6(2i)(−i) + 6(2i)− 2(−i)− 2 = 10− 10i ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = e(2x−2y)(A sin(2x− y) +B cos(2x− y))

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp düzenlenirse,

Dxz = e(2x−2y)[(2A− 2B) sin(2x− y) + (2A+ 2B) cos(2x− y)]
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DxDyz = e(2x−2y)[(−2A+ 6B) sin(2x− y) + (−6A− 2B) cos(2x− y)]

Dyz = e(2x−2y)[(−2A+B) sin(2x− y) + (−A− 2B) cos(2x− y)]

ve

P (Dx, Dy)z = (6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2)z = e(2x−2y) sin(2x− y)

denkleminde yerlerine yazılırsa ve düzenlenirse,

e(2x−2y)[(−6A+26B) sin(2x−y)+(−22A+2B) cos(2x−y)] ≡ e(2x−2y) sin(2x−y)

[(−6A+ 26B) sin(2x− y) + (−22A+ 2B) cos(2x− y)] ≡ sin(2x− y)

−6A+ 26B = 1

−22A+ 2B = 0

olup A =
1

280
ve B =

11

280
bulunur. Bu katsayılar,

zö = e(2x−2y)(A sin(2x− y) +B cos(2x− y)

de yerlerine yazılırsa,

zö = e(2x−2y)

(
1

280
sin(2x− y) +

11

280
cos(x− 2y)

)
bulunur.
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P (Dx, Dy) = (6DxDy + 6Dx − 2Dy − 2)z = e(2x−2y) sin(2x− y)

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = e
1
3
xf1(3y) + e−yf2(−2x) + e(2x−2y)

(
1

280
sin(2x− y) +

11

280
cos(x− 2y)

)

elde edilir.

Örnek 4.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 3Dy)
3z = 2e4x+2y(3x2 + 2) cos(x− 3y)

denklemini çözünüz.

Çözüm 4.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 3Dy)
3z = 2e4x+2y(3x2 + 2) cos(x− 3y)

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dx, Dy) = (Dx − 3Dy)
3︸ ︷︷ ︸

a1=1,b1=−3,c1=0

= 0

katsayıları dikkate alınırsa a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh = e
− c1

a1
x

m∑
j=1

xj−1fij(a1y − b1x)

den
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zh = f1(y + 3x) + xf2(y + 3x) + x2f3(y + 3x)

ya da

b1 ̸= 0 ⇒ zh = e
− c1

b1
y

m∑
j=1

yj−1fij(aiy − bix)

den

zh = f1(y + 3x) + yf2(y + 3x) + y2f3(y + 3x)

olur.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 3Dy)
3z = 2e4x+2y(3x2 + 2) cos(x− 3y)

denkleminin özel çözümü için ikinci yanda hem üstelş,polinom ve trigonometrik

fonksiyon bulunduğundan trigonometrik fonksiyon olması haline göre çözüleceği

dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (i,−3i) = (i− 3i)3 = 8i ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,

zö = e4x+2y[(Ax2 +Bx+ C) cos(x− 3y) + (Dx2 + Ex+ F ) sin(x− 3y)]

biçiminde seçilir ve kısmi türevleri alınır. Burada kısmi türev alma işlemleri ol-

dukça uzun olduğundan sadece zö nün nasıl seçileceği verilmiştir. Devam edilecek

olursa kısmi türevler Dx ve Dy alınıp,

P (Dx, Dy)z = (Dx − 3Dy)
3z = 2e4x+2y(3x2 + 2) cos(x− 3y)

de yerine yazılır ve belirsiz katsayılar bulunur. Bulunan A,B,C,D,E, F belirsz

katsayılar,
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zö = e4x+2y[(Ax2 +Bx+ C) cos(x− 3y) + (Dx2 + Ex+ F ) sin(x− 3y)]

de yerine yazılarak zö elde edilir.

P (Dx, Dy)z = (Dx − 3Dy)
3z = 2e4x+2y(3x2 + 2) cos(x− 3y)

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den elde edilir.
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13.2 Alıştırmalar

1.
∂2z

∂x2
− 4

∂2z

∂y2
= 3e(−2x−2y) sin(x+ y) denkleminin genel çözümünü bulunuz.

2.
∂4z

∂x4
+
∂2z

∂y2
= 15ch(x− 2y) denkleminin genel çözümünü bulunuz.

3. P (Dx, Dy)z = (4DxDy − 2Dx+2Dy − 1)z = 2(x+2) sh(x+3y) denkleminin

genel çözümünü bulunuz.

4. P (Dx, Dy)z = (Dx + Dy)(Dy + 1)2z = e(−x)(x + 1) sin(x + y) denkleminin

genel çözümünü bulunuz.
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14 EULER DENKLEMİ

14.1 Euler Denklemi Tanımı

a1, a2, a3, a4, a5, a6 reel sabitler olmak üzere ikinci basamaktan bir Euler denklemi,

(a1x
2D2

x + a2xyDxDy + a3y
2D2

y + a4xDx + a5yDy + a6)z = G(x, y)

değişken katsayılı bir denklemdir. Bu denkleme,

x = eu y = ev

dönüşümü ve denklemdeki kısmi türevler yerine de u ve v ye bağlı eşitleri yazılırsa,

Dxz =
∂z

∂x
=
∂z

∂u
· du
dx

=
1

x
Duz ⇒ xDxz = Duz

Dyz =
∂z

∂y
=
∂z

∂v
· dv
dy

=
1

x
Dvz ⇒ yDyz = Dvz

D2
xz =

∂

∂x

[
1

x

∂z

∂u

]
= − 1

x2
∂z

∂u
+
1

x

[
∂2z

∂u2
du

dx

]
=

1

x2

[
∂2z

∂u2
− ∂z

∂u

]
⇒ x2D2

xz = (D2
u−Du)z

DxDyz =
∂

∂x

[
1

y
Dvz

]
=

1

y

(
∂2z

∂u∂v

du

dx

)
=

1

xy

∂2z

∂u∂v
⇒ xyDxDyz = DuDvz

D2
y =

∂

∂y

[
1

y

∂z

∂v

]
= − 1

y2
∂z

∂v
+
1

y

∂2z

∂v2
dv

dy
=

1

y2
(D2

v−Dv)z ⇒ y2D2
yz = (D2

v−Dv)z

olur. Değişken dönüşümü ve kısmi türevlerin eşitleri,

(a1x
2D2

x + a2xyDxDy + a3y
2D2

y + a4xDx + a5yDy + a6)z = G(x, y)
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Euler denkleminde yerlerine yazılırsa,

[a1(D
2
u −Du) + a2DuDv + a3(D

2
v −Dv) + a4Du + a5Dv + a6]z = F (u, v)

sabit katsayılı denkleme dönüşür.

Genel olarak n. basamaktan

n∑
k=0

n−k∑
m=0

αmkx
mykDm

x D
k
yz = G(x, y)

Euler denklemine u ve v ye bağlı dönüşümler uygulanırsa,

xmykDm
x D

k
yz = Du(Du − 1)...(Du −m+ 1)Dv(Dv − 1)...(Dv − k + 1)z

de olmak üzere,

n∑
k=0

n−k∑
m=0

βmkD
m
u D

k
vz = F (u, v)

biçiminde n. basamaktan sabit katsayılı denkleme elde edilir. Euler denklemi dö-

nüşümler ile sabit katsayılı lineer denkleme dönüştürüldükten sonra sabit katsayılı

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözüm yöntemiyle çözülür.

14.2 Örnekler

Örnek 1.

(x2D2
x − 3xyDxDy + 2y2D2

y + xDx + 2yDy)z = 6xy2

denkleminin genel çözümünü bulunuz.
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Çözüm 1.

(x2D2
x − 3xyDxDy + 2y2D2

y + xDx + 2yDy)z = 6xy2

Euler denklemini sabit katsayılı denklem haline getirmek için,

x = eu y = ev

ve

x2D2
xz = (D2

u −Du)z

xyDxDy = DuDvz

y2D2
y = (D2

v −Dv)z

xDx = Duz

yDy = Dvz

dönüşümleri denklemde yerlerine yazılırsa,

(D2
u −Du − 3DuDv + 2D2

v − 2Dv +Du + 2Dv)z = 6eue2v

düzenlenirse,

(D2
u − 3DuDv + 2D2

v)z = 6eu+2v

olup Euler denklemi sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleme dö-

nüşmüş olur.

P (Du, Dv)z = (D2
u − 3DuDv + 2D2

v)z = 6eu+2v
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sembolik denklemi, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Du, Dv) = D2
u − 3DuDv + 2D2

v = 0

sembolik polinomu,

P (Du, Dv) = (Du −Dv)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−1,c1=0

(Du − 2Dv)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=−2,c2=0

= 0

katsayıları dikkate alınırsa a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
u
f1(a1v − b1u)

den

zh1 = f1(v + u)

veya

b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
v
f1(a1v − b1u)

den

zh1 = f1(v + u)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
u
f2(a2v − b2u)

den

zh2 = f2(v + 2u)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
v
f2(a2v − b2u)
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den

zh2 = f2(v + 2u)

yazılır. O halde,

P (Du, Dv)z = (D2
u − 3DuDv + 2D2

v)z = 6eu+2v

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = f1(v + u) + f2(v + 2u)

yazılabilir. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,

zh = f1(lny + lnx) + f2(lny + 2lnx)

düzenlenirse

zh = f1(ln(xy)) + f2(lnx
2y)

veya

zh = ψ1(xy) + ψ2(x
2y)

elde edilir.

P (Du, Dv) = (D2
u − 3DuDv + 2D2

v)z = 6eu+2v

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (1, 2) = (1)2 − 3(1)(2) + 2(2)2 = 3 ̸= 0

olduğundan,zö özel çözüm,
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zö = Aeu+2v

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Duz = Aeu+2v

D2
uz = Aeu+2v

Dvz = 2Aeu+2v

D2
uz = 4Aeu+2v

DuDvz = 2Aeu+2v

P (Du, Dv)z = (D2
u − 3DuDv + 2D2

v)z = 6eu+2v

de yerlerine yazılırsa,

eu+2v(A− 6A+ 8A) ≡ 6eu+2v

3A = 6 ⇒ A = 2

olup,

zö = Aeu+2v

de yerine yazılırsa„

zö = 2eu+2v

olarak bulunur. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,
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zö = 2xy2

olur.

(x2D2
x − 3xyDxDy + 2y2D2

y + xDx + 2yDy)z = 6xy2

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = ψ1(xy) + ψ2(x
2y) + 2xy2

elde edilir.

Örnek 2.

(x2D2
x − y2D2

y + xDx − yDy)z = 0

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 2.

(x2D2
x − y2D2

y + xDx − yDy)z = 0

Euler denklemini sabit katsayılı denklem haline getirmek için,

x = eu y = ev

ve

x2D2
xz = (D2

u −Du)z

y2D2
y = (D2

v −Dv)z
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xDx = Duz

yDy = Dvz

dönüşümleri denklemde yerlerine yazılırsa,

(D2
u −Du −D2

v +Dv +Du −Dv)z = 0

düzenlenirse,

(D2
u −D2

v)z = 0

olup Euler denklemi sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleme dö-

nüşmüş olur.

P (Du, Dv)z = (D2
u −D2

v)z = 0

sembolik denklemi, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Du, Dv) = D2
u −D2

v = 0

sembolik polinomu,

P (Du, Dv) = (Du −Dv)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−1,c1=0

(Du +Dv)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=1,c2=0

= 0

katsayıları dikkate alınırsa a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
u
f1(a1v − b1u)

den

zh1 = f1(v + u)

veya
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b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
v
f1(a1v − b1u)

den

zh1 = f1(v + u)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
u
f2(a2v − b2u)

den

zh2 = f2(v − u)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
v
f2(a2v − b2u)

den

zh2 = f2(v − u)

yazılır. O halde,

P (Du, Dv)z = (D2
u −D2

v)z = 0

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = f1(v + u) + f2(v − u)

yazılabilir. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,
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zh = f1(lny + lnx) + f2(lny − lnx)

düzenlenirse,

zh = f1(ln(xy)) + f2ln

(
y

x

)
veya

zh = ψ1(xy) + ψ2

(
y

x

)
elde edilir.

P (Du, Dv)z = (D2
u −D2

v)z = 0

denkleminin ikinci tarafında fonksiyon olmadığı için özel çözüm bulunmaz. Denk-

lemin çözümü,

z = zh

den,

z = ψ1(xy) + ψ2

(
y

x

)
olur.

Örnek 3.

(x2D2
x − 2xyDxDy + y2D2

y + xDx + yDy)z = lnx

denkleminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm 3.

(x2D2
x − 2xyDxDy + y2D2

y + xDx + yDy)z = lnx

Euler denklemini sabit katsayılı denklem haline getirmek için,
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x = eu y = ev

ve

x2D2
xz = (D2

u −Du)z

y2D2
y = (D2

v −Dv)z

xyDxDy = DuDvz

xDx = Duz

yDy = Dvz

dönüşümleri denklemde yerlerine yazılırsa,

(D2
u −Du − 2DuDv +D2

v −Dv +Du +Dv)z = ln(eu)

düzenlenirse,

(Du −Dv)
2z = u

olup Euler denklemi sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleme dö-

nüşmüş olur.

P (Du, Dv)z = (Du −Dv)
2z = u

sembolik denklemi, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Du, Dv) = (Du −Dv)
2 = 0

sembolik polinomu,
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P (Du, Dv) = (Du −Dv)
2︸ ︷︷ ︸

a1=1,b1=−1,c1=0

= 0

katsayıları dikkate alınırsa a1 ̸= 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

a1
u

m∑
j=1

uj−1fij(a1v − b1u)

den

zh = f1(v + u) + uf2(v + u)

ya da

b1 ̸= 0 ⇒ z1 = e
− c1

b1
v

m∑
j=1

vj−1fij(a1v − b1u)

den

zh = f1(v + u) + vf2(v + u)

olur. O halde,

P (Du, Dv)z = (Du −Dv)
2z = 0

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = f1(v + u) + vf2(v + u)

yazılabilir. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,

zh = f1(lny + lnx) + lny f2(lny + lnx)

düzenlenirse,

zh = f1(ln(xy)) + lnyf2(ln(xy))

veya
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zh = ψ1(xy) + lny ψ2(xy)

elde edilir.

P (Du, Dv)z = (Du −Dv)
2z = u

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın polinom olduğu dikkate alınırsa, zö özel

çözüm,

zö = Au3 +Bu2 + Cu+D

biçiminde seçilirse ve kısmi türevleri alınıp,

Duz = 3Au2 + 2Bu+ C D2
uz = 6Au+ 2B

Dvz = 0 D2
vz = 0

DuDvz = 0

denklemde yerlerine yazılırsa,

6Au+ 2B ≡ u

6A = 1 ⇒ A =
1

6

2B = 0 ⇒ B = 0

elde edilen katsayılar,

zö = Au3 +Bu2 + Cu+D

de yerlerine yazılırsa,
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zö =
1

6
u3

olarak bulunur. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,

zö =
1

6
(lnx)3

olur.

(x2D2
x − 2xyDxDy + y2D2

y + xDx + yDy)z = lnx

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = ψ1(xy) + lny ψ2(xy) +
1

6
(lnx)3

elde edilir.
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14.3 Alıştırmalar

1. (x2D2
x − 3xyDxDy + 2y2D2

y + xDx + 2yDy)z = 4cos(lny2) denkleminin genel

çözümünü bulunuz.

2. (x2D2
x + xDx − xyDxDy)z = sh(lnx) denkleminin genel çözümünü bulunuz.

3. (y2D2
y + yDy +4xyDxDy)z = 2 ch(lny)+ (x2y4) denkleminin genel çözümünü

bulunuz.
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15 LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ

15.1 Laplace Dönüşümü Tanımı

R, S, T, P, Q, Z değişken katsayılar ve p = ∂z
∂x
, q = ∂z

∂y
, r = ∂2z

∂x2 = ∂p
∂x

,

s = ∂2z
∂x∂y

= ∂2z
∂y∂x

= ∂p
∂y

= ∂q
∂x
, t = ∂2z

∂y2
= ∂q

∂y
olmak üzere,

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = F (x, y)

ikinci basamaktan değişken katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkle-

min çözümü için Laplace Dönüşüm yöntemi kullanılır. Bu yöntemde,

p′ =
∂z

∂u
, q′ =

∂z

∂v
, r′ =

∂2z

∂u2
, s′ =

∂2z

∂u∂v
, t′ =

∂2z

∂v2

olmak üzere, p, q, r, s, t yerine, u ve v cinsinden eşitleri yazılırsa,

p =
∂z

∂x
=
∂z

∂u
.
∂u

∂x
+
∂z

∂v
.
∂v

∂x
= p′.ux + q′.vx

q =
∂z

∂y
=
∂z

∂u
.
∂u

∂y
+
∂z

∂v
.
∂v

∂y
= p′uy + q′vy

r =
∂2z

∂x2
=
∂p

∂x
= r′u2x + 2s′uxvx + t′v2x + p′uxx + q′vxx

s =
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
=
∂p

∂y
=
∂q

∂x
= r′uxuy + s′(uxvy + uyvx)+ t′vxvy + p′uxy + q′vxy

t =
∂2z

∂y2
=
∂q

∂y
= r′u2y + 2s′uyvy + t′v2y + p′uyy + q′vyy

elde edilir. Bunlar,

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = F (x, y)

lineer kısmi türevli diferansiyel denkleminde yerine yazılırsa denklem,
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R′r′ + S ′s′ + T ′t′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

biçimine gelir ki burada R′, S ′, T ′, P ′, Q′ değişken katsayıların ifadeleri

aşağıdaki gibidir.

R′ = R(
∂u

∂x
)2 + S

∂u

∂x

∂u

∂y
+ T (

∂u

∂y
)2 = Ru2x + Suxuy + Tu2y

S ′ = 2R
∂u

∂x

∂v

∂x
+S(

∂u

∂x

∂v

∂y
+
∂u

∂y

∂v

∂x
)+2T

∂u

∂y

∂v

∂y
= 2Ruxvx+S(uxvy+uyvx)+2Tuyvy

T ′ = R(
∂v

∂x
)2 + S

∂v

∂x

∂v

∂y
+ T (

∂v

∂y
)2 = Rv2x + Svxvy + Tv2y

P ′ = R
∂2u

∂x2
+S

∂2u

∂x∂y
+T

∂2u

∂y2
+P

∂u

∂x
+Q

∂u

∂y
= Ruxx +Suxy +Tuyy +Pux +Quy

Q′ = R
∂2v

∂x2
+ S

∂2v

∂x∂y
+ T

∂2v

∂y2
+ P

∂v

∂x
+Q

∂v

∂y
= Rvxx + Svxy + Tvyy + Pvx +Qvy

Laplace denkleminin tipini,

Rr + Ss+ Tt︸ ︷︷ ︸
EsasKısım

+Pp+Qq + Zz = F (x, y)

esas kısım belirler. Esas kısımdaki katsayılar ile

Rλ2 + Sλ+ T = 0

karakteristik denklemi yazılır. Denklemin kökleri λ1(x, y) ve λ2(x, y) olmak üzere,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin en yalın çözümleri olsunlar. Bunun
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için üç durum söz konusudur;

a)S2 − 4RT > 0 hali (Hiperbolik Tip)

λ1 ̸= λ2

dir.

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

kısmi türevli lineer diferansiyel denklemlerden u ve v bulunur. R′ = 0, T ′ = 0

olmak üzere S ′, P ′, Q′ katsayıları elde edilir ve

R′r′ + S ′s′ + T ′t′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

yerlerine yazılırsa,

S ′s′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

S ′ ̸= 0 ile bölünürse,

s′ +
P ′

S ′ p
′ +

Q′

S ′ q
′ +

Z ′

S ′ z =
G(u, v)

S ′

s′ +Kp′ + Lq′ +Mz = τ(u, v)

∂2z

∂u∂v
+K

∂z

∂u
+ L

∂z

∂v
+Mz = τ(u, v)

denklem hiperbolik biçime gelmiş olur.

b)S2 − 4RT = 0 hali (Parabolik Tip)

λ1 = λ2

dir.
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∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

u lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin ilkinden belirlenir. v ise u ile aynı

olmayan yani u ya bağlı olmayan ve x ile y nin herhangi bir fonksiyonu olarak

bulunur. En basit olarak v=y veya v=x seçilir. İki durum söz konusudur.

1o)T = 0 ⇒ S = 0 olmalıdır. Çünkü kökler eşit olması gerektiğinden ve

T = 0 iken bir kök sıfır olacağında S = 0 olmalıdır ki diğer kök de sıfır olsun.

2o)T ̸= 0 ⇒ R′ = S ′ = 0, T ′ = T, v = y olmak üzere,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

denklemi,

T ′t′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

T
∂2z

∂v2
+ P ′ ∂z

∂u
+Q′∂z

∂v
+ Z ′z = G(u, v)

denklem parabolik biçime gelmiş olur.

c) S2 − 4RT < 0 hali (Eliptik Tip)

λ1 = α + iβ ve λ2 = α− iβ eşlenik sanaldır.

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerinden u ve v değişkenleri eşlenik sanal

olarak bulunur. Dolayısıyla R′ = 0, T ′ = 0 olmak üzere S ′, P ′, Q′ katsayıları

elde edilir ve
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R′r′ + S ′s′ + T ′t′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

yerlerine yazılırsa, tıpkı hiperbolik tipte olduğu gibi

S ′s′ + P ′p′ +Q′q′ + Z ′z = G(u, v)

olup,

S ′ ̸= 0 ile bölünürse,

s′ +
P ′

S ′ p
′ +

Q′

S ′ q
′ +

Z ′

S ′ z =
G(u, v)

S ′

s′ +Kp′ + Lq′ +Mz = τ(u, v)

∂2z

∂u∂v
+K

∂z

∂u
+ L

∂z

∂v
+Mz = τ(u, v)

denklem eliptik biçime gelmiş olur.

Eğer eşlenik sanal olan u ve v yerine reel dönüşüm ve değişkenler de kulla-

nılabilir.Bunun için u ve v yerine,

m = u+ v, n =
1

i
(u− v)

reel dönüşümleri yapılır ve kısmi türevler,

∂z

∂u
=

∂z

∂m

∂m

∂u
+
∂z

∂n

∂n

∂u
=

∂z

∂m
+

1

i

∂z

∂n

∂z

∂v
=

∂z

∂m

∂m

∂v
+
∂z

∂n

∂n

∂v
=

∂z

∂m
− 1

i

∂z

∂n

∂2z

∂u∂v
=

∂2z

∂m2
+

1

i

∂2z

∂m∂n
− 1

i

∂2z

∂m∂n
+
∂2z

∂n2
=

∂2z

∂m2
+
∂2z

∂n2

olup,
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∂2z

∂u∂v
+K

∂z

∂u
+ L

∂z

∂v
+Mz = τ(u, v)

eliptik biçimindeki denklemde yerlerine yazılırlarsa,

∂2z

∂m2
+
∂2z

∂n2
+K∗ ∂z

∂m
+ L∗ ∂z

∂n
+Mz = τ ∗(m,n)

eliptik biçimine gelmiş olur.

15.2 Örnekler

Örnek 1.

x2r + 2xys+ y2t = xy

denkleminin tipini belirleyip çözünüz.

Çözüm 1.

x2r + 2xys+ y2t = xy

ikinci basamaktan değişken katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleminin,

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = F (x, y)

genel haline göre katsayıları,

R = x2, S = 2xy, T = y2, P = 0, Q = 0, Z = 0, F = xy

olup esas kısımdan,

Rλ2 + Sλ+ T = 0

x2λ2 + 2xyλ+ y2 = 0
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yazılıp,

△ = S2 − 4RT = 4x2y2 − 4x2y2 = 0

dan denklemin parabolik tiptendir.

λ1,2 =
−S ∓

√
△

2R

λ1,2 =
−2xy

2x2

olup,

λ1 = λ2 = −y
x

olur. λ1, λ2,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin en yalın çözümleri olmak üzere, u

ve v sırasıyla belirlenecek olursa, u için,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y

dan,

∂u

∂x
= −y

x

∂u

∂y

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0

olup denklem çözülürse,

dx

x
=
dy

y
=
du

0

birinci ve üçüncü denklemden,
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dx

x
=
du

0

integral alınırsa,

du = 0 ⇒ u = α

birinci integral eğrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

dx

x
=
dy

y

dy

y
− dx

x
= 0

integral alınırsa,

lny − lnx = lnβ

y

x
= β

ikinci integral eğrisi bulunur. Genel çözüm,

α = φ(β) ⇒ u = φ

(
y

x

)
olmak üzere φ( y

x
) en basit olarak φ( y

x
) = y

x
yazılabilir. O halde,

u =
y

x

olur.

v yi belirlemek için,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

denkleminde
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λ2 = −y
x

yazılırsa,

∂v

∂x
= −y

x

∂v

∂y

olup u ile aynı sonucun bulunacağı aşikar olduğundan, parabolik denklemlerin

çözümünde, v nin u ile aynı olmayan yani u ya bağlı olmayan ve x ile y nin her-

hangi bir fonksiyonu olarak en basit biçimde v=y veya v=x seçilmesi gerektiği

hatırlanırsa, bu soruda v = y seçilsin.

O halde katsayılar bulunursa,

R′ = Ru2x + Suxuy + Tu2y

R′ =
y2

x4
x2 + 2xy

1

x

(
− y

x2

)
+ y2

1

x2
= −2

x2y2

x4
+ 2

y2

x2
= 0

S ′ = 2Ruxvx + S(uxvy + uyvx) + 2Tuyvy

S ′ = 2x2
(
− y

x2

)
.0 + 2xy

(
− y

x2

)
+ 2y2

1

x
= −2

y2

x
+ 2

y2

x
= 0

T ′ = Rv2x + Svxvy + Tv2y

T ′ = y2 = v2

P ′ = Ruxx + Suxy + Tuyy + Pux +Quy
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P ′ = x2
2y

x3
+ 2xy

(
− 1

x2

)
=

2y

x
− 2y

x
= 0

Q′ = Rvxx + Svxy + Tvyy + Pvx +Qvy

Q′ = x2(0) + 2xy(0) + y2(0) + 0 + 0 = 0

F (x, y) = xy ⇒ G(u, v) =
v

u
v =

v2

u

olup

R′r + S ′s+ T ′t+ P ′p+Q′q + Z ′z = G(u, v)

den,

T ′t = G(u, v)

v2
∂2z

∂v2
=
v2

u

∂2z

∂v2
=

1

u

integre edilirse,

∂z

∂v
=

1

u
v + f(u)

z =
1

2u
v2 + vf(u) + g(u)

z =
1

2 y
x

y2 + yf

(
y

x

)
+ g

(
y

x

)
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z =
xy

2
+ yf

(
y

x

)
+ g

(
y

x

)
elde edilir.

Örnek 2.

x2r − 3xys+ 2y2t+ 2xp+ yq = 6x3y2

denkleminin tipini belirleyip çözünüz.

Çözüm 2.

x2r − 3xys+ 2y2t+ 2xp+ yq = 6x3y2

ikinci basamaktan değişken katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denklemi-

nin Euler denklemi olduğu aşikardır. Ancak Laplace dönüşümü ile de çözümü

gösterilecek olursa,

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = F (x, y)

genel haline göre katsayıları,

R = x2, S = −3xy, T = 2y2, P = 2x, Q = y, Z = 0, F = 6x3y2

olup esas kısımdan,

Rλ2 + Sλ+ T = 0

x2λ2 − 3xyλ+ 2y2 = 0

yazılıp,

△ = S2 − 4RT = 9x2y2 − 8x2y2 = x2y2

△ = x2y2 > 0 ya da △ = x2y2 = 0 den denklemin sırasıyla hiperbolik tipten

ya da parabolik tipten olduğu söylenebilir. Hangi tipten olduğunu netleştirmek
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için λ1, λ2 yi bulmak gerekir.

λ1,2 =
−S ∓

√
△

2R

λ1 =
3xy +

√
x2y2

2x2

λ1 =
3xy + xy

2x2

λ1 = 2
y

x

ve

λ2 =
3xy −

√
x2y2

2x2

λ2 =
3xy − xy

2x2

λ2 =
y

x

olur.

λ1 ̸= λ2

olduğundan △ = x2y2 > 0 olup denklem hiperbolik tiptendir. O halde λ1, λ2,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin en yalın çözümleri olmak üzere, u

ve v sırasıyla belirlenecek olursa, u için,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y

dan,
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∂u

∂x
= 2

y

x

∂u

∂y

x

2

∂u

∂x
− y

∂u

∂y
= 0

olup denklem çözülürse,

dx
x
2

=
dy

−y
=
du

0

ikinci ve üçüncü denklemden,

dy

−y
=
du

0

integral alınırsa,

du = 0 ⇒ u = α

birinci integral eğrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

dx
x
2

=
dy

−y

2
dx

x
+
dy

y
= 0

integral alınırsa,

2lnx+ lny = lnβ

x2y = β

ikinci integral eğrisi bulunur. Genel çözüm,

α = φ(β) ⇒ u = φ(x2y)

olmak üzere φ(x2y) en basit olarak φ(x2y) = x2y yazılabilir. O halde,
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u = x2y

olur. v yi belirlemek için,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

denkleminde

λ2 =
y

x

yazılırsa,

∂v

∂x
=
y

x

∂v

∂y

olup

x
∂v

∂x
− y

∂v

∂y
= 0

denklem çözülürse,

dx

x
=

dy

−y
=
dv

0

ikinci ve üçüncü denklemden,

dy

−y
=
dv

0

integral alınırsa,

dv = 0 ⇒ v = α

birinci integral eğrisi olup, birinci ve ikinci denklemden,

dx

x
=

dy

−y
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dx

x
+
dy

y
= 0

integral alınırsa,

lnx+ lny = lnβ

xy = β

ikinci integral eğrisi bulunur. Genel çözüm,

α = φ(β) ⇒ v = φ(xy)

olmak üzere φ(xy) en basit olarak φ(xy) = xy yazılabilir. O halde,

v = xy

olur.

O halde katsayılar bulunursa,

R′ = Ru2x + Suxuy + Tu2y

R′ = x2(2xy)2 − 3xy(2xy)(x2) + 2y2(x2)2 = 0

S ′ = 2Ruxvx + S(uxvy + uyvx) + 2Tuyvy

S ′ = 2x2(2xy)y − 3xy(2x2y + x2y) + 4y2x3 = −x3 = −uv
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T ′ = Rv2x + Svxvy + Tv2y

T ′ = x2y2 − 3xy(y)(x) + 2y2x2 = 0

P ′ = Ruxx + Suxy + Tuyy + Pux +Quy

P ′ = x2(2y)− 3xy(2x) + 2y2(0) + 2x(2xy) + y(x2) = x2y = u

Q′ = Rvxx + Svxy + Tvyy + Pvx +Qvy

Q′ = x2(0)− 3xy(1) + 2y2(0) + 2x(y) + y(x) = 0

F (x, y) = 6x3y2 ⇒ G(u, v) = 6uv

olup

R′r + S ′s+ T ′t+ P ′p+Q′q + Z ′z = G(u, v)

den,

−uvs′ + up′ = 6uv

uv
∂2z

∂u∂v
− u

∂z

∂u
= −6uv

uvDuDv − uDu = −6uv
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denklem Euler denklemi olup sabit katsayılı denklem haline getirmek için,

u = et v = ek

ve

uvDuDv = DtDkz

uDu = Dtz

dönüşümleri denklemde yerlerine yazılırsa,

(DtDk −Dt)z = −6et+k

olup Euler denklemi sabit katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleme dö-

nüşmüş olur.

P (Dt, Dk) = (DtDk −Dt)z = −6et+k

sembolik denkleminin, zh homojen çözümünü bulmak için,

P (Dt, Dk) = DtDk −Dt = 0

sembolik polinomu çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dt, Dk) = Dt︸︷︷︸
a1=1,b1=0,c1=0

(Dk − 1)︸ ︷︷ ︸
a2=0,b2=1,c2=−1

= 0

katsayıları dikkate alınırsa birinci çarpan için a1 ̸= 0 ve b1 = 0 olduğundan çözüm

olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
t
f1(a1k − b1t)

den
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zh1 = f1(k)

olur. İkinci çarpan için a2 = 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
k
f2(a2k − b2t)

den

zh2 = ekf2(−t)

yazılır. O halde,

P (Dt, Dk) = (DtDk −Dt)z = −6et+k

denkleminin zh homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = f1(k) + ekf2(−t)

yazılabilir. Buradan dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,

zh = f1(lnv) + vf2(−lnu)

düzenlenirse,

zh = f1(ln(xy)) + xyf2(−ln(x2y))

veya

zh = ψ1(xy) + xyψ2

(
1

x2y

)
elde edilir.
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P (Dt, Dk) = (DtDk −Dt)z = −6et+k

denkleminin özel çözümü için ikinci yanın üstel fonksiyon olduğu dikkate alınırsa,

P (a, b) = P (1, 1) = (1)(1)− (1) = 0

olduğundan, zö özel çözüm,

zö = set+k

biçiminde seçilirse,

P (Dt, Dk) = (DtDk −Dt)z = −6et+k

da yerine yazılırsa,

P (Dt, Dk)se
t+k = −6et+k

( Teorem : a ile b iki sabit sayı (x, y) → ψ(x, y) her basamaktan kısmi türetilebilen

bir fonksiyon olmak üzere,

P (Dx, Dy)e
ax+byψ(x, y) = eax+byP (Dx + a,Dy + b)ψ(x, y)

dir.) teoremine göre,

et+kP (Dt + 1, Dk + 1)s = −6et+k

dan,

P (Dt + 1, Dk + 1)s = −6

olup denklem,

[(Dt + 1)(Dk + 1)− (Dt + 1)]s = −6
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(DtDk +Dk)s = −6

biçimine gelir. Sağ taraf polinom olarak göz önüne alınırsa,

s = Ak +B

seçilip kısmi türevleri alınırsa,

Dks = A

DtDks = 0

olup,

(DtDk +Dk)s = −6

de yerlerine yazılırsa,

A = −6

bulunur ve

s = Ak +B

dan

s = −6k

elde edilir ve

zö = set+k

de yerine yazılırsa,

zö = −6ket+k
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ve dönüşümler tekrar geri yerlerine yazılırsa,

zö = −6(lnv)uv

ve

zö = −6(lnxy)x2y

olur.

x2r − 3xys+ 2y2t+ 2xp+ yq = 6x3y2

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den

z = ψ1(xy) + xyψ2

(
1

x2y

)
− 6(lnxy)x2y

elde edilir.

Örnek 3.

x2r + y2t+ xp+ yq = 0

denkleminin tipini belirleyip çözünüz.

Çözüm 3.

x2r + y2t+ xp+ yq = 0

ikinci basamaktan değişken katsayılı lineer kısmi türevli diferansiyel denkleminin,

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = F (x, y)

genel haline göre katsayıları,
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R = x2, S = 0, T = y2, P = −x, Q = −y, Z = 0, F = 0

olup esas kısımdan,

Rλ2 + Sλ+ T = 0

x2λ2 + y2 = 0

yazılıp,

△ = S2 − 4RT = −4x2y2 < 0

olup denklem eliptik tiptendir.

λ1,2 =
−S ∓

√
△

2R

λ1 =

√
−4x2y2

2x2

λ1 = i
2xy

2x2

λ1 = i
y

x

ve

λ2 =
−
√

−4x2y2

2x2

λ2 = −i2xy
2x2

λ2 = −iy
x
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olur. O halde,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y
,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

lineer kısmi türevli diferansiyel denklemlerin en yalın çözümleri olmak üzere, u

ve v sırasıyla,

∂u

∂x
= λ1

∂u

∂y

dan,

∂u

∂x
= i

y

x

∂u

∂y

x
∂u

∂x
− iy

∂u

∂y
= 0 (∗)

olup,

∂v

∂x
= λ2

∂v

∂y

den de

∂v

∂x
= −iy

x

∂v

∂y

x
∂v

∂x
+ iy

∂v

∂y
= 0 (∗∗)

olup, (∗)ve(∗∗) taraf tarafa toplanırsa,

x

(
∂u

∂x
+
∂v

∂x

)
− iy

(
∂u

∂y
− ∂v

∂y

)
= 0

olur ve burada,

m = u+ v − in = u− v

dönüşümü yapılırsa,
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∂m

∂x
=
∂u

∂x
+
∂v

∂x
− i

∂n

∂y
=
∂u

∂y
− ∂v

∂y

olur. Bunlar yerlerine yazılırsa,

x
∂m

∂x
− y

∂n

∂y
= 0

elde edilir.

m = m(x) n = n(y)

olsun.

x
dm

dx
= y

dn

dy
= k

olmalıdır. k = 1 alınırsa,

x
dm

dx
= 1

dm

dx
=

1

x

dm =
dx

x

integral alınırsa,

m = lnx

ve

y
dn

dy
= 1

dn

dy
=

1

y
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dn =
dy

y

integral alınırsa,

n = lny

olur.

m = lnx n = lny

olmak üzere katsayılar bulunursa,

R′ = Rm2
x + Smxmy + Tm2

y

R′ = x2
(
1

x

)2

+ y2(0) = 1

S ′ = 2Rmxnx + S(mxny +mynx) + 2Tmyny

S ′ = 2x2
(
1

x

)
(0) + 2y2(0)

(
1

y

)
= 0

T ′ = Rn2
x + Snxny + Tn2

y

T ′ = x2(0) + y2
(
1

y

)2

= 1

P ′ = Rmxx + Smxy + Tmyy + Pmx +Qmy

P ′ = x2
(
− 1

x2

)
+ y2(0) + x

(
1

x

)
+ y(0) = 0

Q′ = Rnxx + Snxy + Tnyy + Pnx +Qny
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Q′ = x2(0) + y2
(
− 1

y2

)
+ x(0) + y

(
1

y

)
= 0

F (x, y) = 0 ⇒ G(m,n) = 0

olup,

R′r + S ′s+ T ′t+ P ′p+Q′q + Z ′z = G(m,n)

den,

r + t = 0

∂2z

∂m2
+
∂2z

∂n2
= 0

olup kanonik biçime gelmiş olur. Denklemin çözümü için sembolik denklem yazı-

lıp,

P (Dm, Dn)z = (D2
m +D2

n)z = 0

sembolik polinom çarpanlarına ayrılırsa,

P (Dm, Dn) = (Dm + iDn)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=i,c1=0

(Dm − iDn)︸ ︷︷ ︸
a1=1,b1=−i,c1=0

= 0

,

[aiDm + (α + iβ)Dn + ci][aiDm + (α− iβ)Dn + ci]z = 0

biçiminde çarpanlara ayrıldığından,

z = zh = e
− ci

ai
m
f1(ain− (α + iβ)m) + e

− ci
ai

m
f2(ain− (α− iβ)m)

den çözüm
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z = f1(n− im) + f2(n+ im)

olur. Geri dönüşüm yapılırsa,

x2r + y2t+ xp+ yq = 0

denkleminin çözümü,

z = f1(lny − ilnx) + f2(lny + ilnx)

bulunur.
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15.3 Alıştırmalar

1. xs+ q = 4x+ 2y denkleminin tipini belirleyerek çözünüz.

2. xys− xp− yq + z = 0 denkleminin tipini belirleyerek çözünüz.

3. xs+ q = 4x+ 2y + 2 denkleminin tipini belirleyerek çözünüz.
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15.4 Özel Tipler

İkinci basamaktan değişken katsayılı ikinci yanlı

Rr + Ss+ Tt+ Pp+Qq + Zz = G

denklemi aşağıdaki hallerde ise Laplace Dönüşümü yerine farklı yöntemlerle in-

tegre edilebilir.

1)BİRİNCİ YANDA YALNIZ İKİNCİ BASAMAKTAN TÜRE-

VİN BİRİNİN KATSAYISININ SIFIRDAN FARKLI OLMASI

r =
∂2z

∂x2
= F (x, y), s =

∂2z

∂x∂y
= F (x, y), t =

∂2z

∂y2
= F (x, y)

biçimindedirler. Bu denklemler sabit katsayılı lineer denklemlerin çözüm yönte-

miyle çözülebildiği gibi ard arda iki kez integre edilerek de çözülebilir.

r =
∂2z

∂x2
= F (x, y)

∂z

∂x
=

∫
F (x, y)dx+ φ(y)

z =

∫
dx

∫
F (x, y)dx+ xφ(y) + ψ(y)

s =
∂2z

∂x∂y
= F (x, y)

∂z

∂y
=

∫
F (x, y)dx+ φ(y)

z =

[ ∫
dy

∫
F (x, y)dx+ φ(y)

]
+ ψ(x)
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t =
∂2z

∂y2
= F (x, y)

∂z

∂y
=

∫
F (x, y)dy + φ(x)

z =

∫
dy

∫
F (x, y)dy + yφ(x) + ψ(x)

2)İKİNCİ BASAMAKTAN TÜREVLERDEN BİRİNİN (r, s, t) VE

BİRİNCİ BASAMAKTAN AYNI DEĞİŞKENE GÖRE TÜREVİN (r

için p, t için q, s için p veya q) KATSAYISININ SIFIRDAN FARKLI

OLMASI

Rr + Pp = F

Ss+ Pp = F

Ss+Qq = F

Tt+Qq = F

biçimindedirler. Bu denklemlerden ilki ele alınırsa,

Rr + Pp = F

R
∂2z

∂x2
+ Pp = F

R
∂p

∂x
+ Pp = F

biçimine getirilen denklem üç yol ile çözülebilir.
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1o) p bilinmeyen fonksiyonu (bağımlı değişken) olarak bakılıp, Lagrange

denklemi olarak göz önüne alınırsa,

R
∂p

∂x
= F − Pp

dx

R
=
dy

0
=

dp

F − Pp

burada birinci ve ikinci denklemden,

dx

R
=
dy

0

dy = 0 ⇒ y = α

olup bu birinci integraldir. Birinci ve ikinci denklemden,

dx

R
=

dp

F − Pp

burada y = α yazılarak integre edilir ve p = p(x, y) = f(y) elde edilip, α = y

yazılır ve p = p(x, y) = ∂z
∂x

= f(y) tekrar integre edilerek,

z = z(x, y)

bulunur.

2o)

R
∂p

∂x
+ Pp = F

denkleminin her iki yanı R ile (R ̸= 0) bölünürse,

∂p

∂x
+
P

R
p =

F

R

olup,
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P

R
= K,

F

R
= L

denilirse,

∂p

∂x
+Kp = L

olup bu denklem, y ye sabit olarak bakılırsa, p bağımlı değişkenine göre lineer

bayağı diferansiyel denklemdir.

dp

dx
+Kp = L

olup ayağı diferansiyel denklemlerde, lineer diferansiyel denklem çözme yöntemi

ile çözülürse,

p = e−
∫
Kdx

∫
HeKdxdx+ φ(y).e−

∫
Kdx

p =
∂z

∂x
=M(x, y) + φ(y).e−

∫
Kdx

olup x’e göre integre edilirse,

z = z(x, y) = N(x, y) + φ(y).ef(x,y) + ψ(y)

elde edilir.

3o)

R
∂p

∂x
+ Pp = F

her iki tarafın integrali alınıp,

z = z(x, y)

bulunur.
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3) s’NİN ve p İLE q’DAN ANCAK BİRİNİN KATSAYISININ

SIFIR OLMASI

Rr + Pp+ Zz = F

Tt+Qq + Zz = F

biçimindedirler. İlk denklem ele alınırsa,

Rr + Pp+ Zz = F

R
∂2z

∂x2
+ P

∂z

∂x
+ Zz = F

y sabit olarak gözönüne alınır. Aynı biçimde ikinci denklem için,

Tt+Qq + Zz = F

T
∂2z

∂y2
+ P

∂z

∂y
+ Zz = F

x sabit olarak gözönüne alınır. ikinci basamaktan bayağı lineer denklem elde edilir.

4)x İLE y’YE GÖRE İKİNCİ TÜREVLERDEN ANCAK BİRİ-

NİN VE z Lİ TERİMİN KATSAYISININ SIFIR OLMASI

Rr + Ss+ Pp = F

Ss+ Tt+Qq = F

biçimindedirler. Bu denklemlerden birincisi alınırsa,

Rr + Ss+ Pp = F

(x, y) → p = p(x, y)

236



bilinmeyen fonksiyon olmak üzere kuazi lineer denklemlerdir. Langrange yardımcı

denklemi,

dx

R
=
dy

S
=

dp

F − Pp

olmak üzere denklem sistemi çözülürse, birinci ve ikinci integraller sırasıyla,

α = f(x, y)

β = g(x, y)

olsun. O halde genel çözüm, p =
∂z

∂x
= φ(α, β) = ψ(x, y) olup x’e göre integre

edilirse,

∫
∂z

∂x
=

∫
ψ(x, y)

z = η(x, y)

elde edilir.

15.5 Örnekler

Örnek 1. s =
∂2z

∂x∂y
olmak üzere,

s = 6xy2 + 2xy

denklemini çözünüz.

Çözüm 1.

s =
∂2z

∂x∂y
= 6xy2 + 2xy

denklemi birinci tipe uygundur. Önce y ye göre integre edilirse,
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∂z

∂x
= p = 2xy3 + xy2 + φ(x)

şimdi x e göre integre edilirse,

z = x2y3 +
x2

2
y2 + φ1(x) + ψ(y)

elde edilir.

Örnek 2. t =
∂2z

∂y2
olmak üzere,

t = 2xy − lnx

denklemini çözünüz.

Çözüm 2.

t =
∂2z

∂y2
= 2xy − lnx

denklemi birinci tipe uygundur. İki kez y ye göre integre edilirse,

q =
∂z

∂y
= xy2 − ylnx+ f(x)

z = x
y3

3
− y2

2
lnx+ yf(x) + g(x)

elde edilir.

Örnek 3. s =
∂2z

∂x∂y
ve q =

∂z

∂y
olmak üzere,

xs+ q = e2x−y

denklemini çözünüz.
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Çözüm 3.

xs+ q = e2x−y

denklemi ikinci tipe uygundur.

x
∂2z

∂x∂y
+ q = e2x−y

x
∂q

∂x
+ q = e2x−y

Bu denklem üç yol ile çözülebilir;

1o) q bilinmeyen fonksiyonu olmak üzere Lagrange denklemi olarak,

x
∂q

∂x
= e2x−y − q

dx

x
=
dy

0
=

dq

e2x−y − q

birinci ve ikinciden,

dx

x
=
dy

0

y = α

birinci integral eğrisi ve birinci ve üçüncüden,

dx

x
=

dq

e2x−y − q

y = α

yazılırsa,
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dx

x
=

dq

e2x−α − q

(e2x−α − q)dx = xdq

e2x−αdx = qdx+ xdq

e2x−αdx = d(xq)

integral alınırsa,

1

2
e2x−α + f(y) = xq

1

2
e2x−y + f(y) = xq

q =
1

2x
e2x−y +

1

x
f(y)

q =
∂z

∂y
=

1

2x
e2x−y +

1

x
f(y)

z = − 1

2x
e2x−y +

1

x
g(y) + h(x)

olur.

2o)

x
∂q

∂x
+ q = e2x−y

denklemi x ̸= 0 ile bölünürse,

∂q

∂x
+

1

x
q =

1

x
e2x−y

olup y sabit olarak göz önüne alınıp q bilinmeyen olarak alınırsa bayağı diferan-
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siyel denklem olarak çözülebilir.

dq

dx
+

1

x
q =

1

x
e2x−y

lineer denklemde,

q = uv

dönüşümü yapılırsa,

dq

dx
= u

dv

dx
+ v

du

dx

olup, lineer denklemde yerlerine yazılırsa,

u
dv

dx
+ v

du

dx
+

1

x
uv =

1

x
e2x−y

u
dv

dx
+ v

(
du

dx
+

1

x
u

)
︸ ︷︷ ︸

I

=
1

x
e2x−y

I sıfır olacak biçimde u bulunursa,

I =
du

dx
+

1

x
u = 0

du

dx
= −1

x
u

du

u
= −dx

x

integral alınırsa,

lnu = −lnx

u =
1

x
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bulunur. Bu I da yerine yazılırsa,

1

x

dv

dx
=

1

x
e2x−y

olup,
dv

dx
= e2x−y

buradan,

dv = e2x−ydx

integral alınırsa,

v =
1

2
e2x−y + β

olur. Dönüşümde yerine yazılırsa,

q = uv

q =
1

x

(
1

2
e2x−y + β

)

q =
1

2x
e2x−y +

1

x
β

β = xq − 1

2
e2x−y

ikinci integral eğrisidir. Birinci ve ikinci integral eğrilerinden,

β = ψ(α)

xq − 1

2
e2x−y = ψ(y)

q =
1

2x
e2x−y +

1

x
ψ(y)
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q =
∂z

∂y
=

1

2x
e2x−y +

1

x
ψ(y)

olur. İntegral alınırsa,

z = − 1

2x
e2x−y +

1

x
g(y) + h(x)

olur.

3o) Direkt integral alınırsa,

x
∂q

∂x
+ q = e2x−y

x
∂2z

∂y∂x
+
∂z

∂y
= e2x−y

denkleminin integrali alınırsa,

∫
x
∂2z

∂y∂x
dx+

∫
∂z

∂y
dx︸ ︷︷ ︸

I

=

∫
e2x−ydx

I için kısmi integrasyon uygulanırsa,

u =
∂z

∂y
⇒ du =

∂2z

∂x∂y
dx

dv = dx ⇒ v = x

I = x
∂z

∂y
−
∫
x
∂2z

∂x∂y
dx

olup yerine yazılırsa,

∫
x
∂2z

∂x∂y
dx+ x

∂z

∂y
−
∫
x
∂2z

∂x∂y
dx =

1

2
e2x−y + f(y)

x.
∂z

∂y
=

1

2
e2x−y + f(y)
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xq =
1

2
e2x−y + f(y)

q =
1

2x
e2x−y +

1

x
f(y)

∂z

∂y
=

1

2x
e2x−y +

1

x
f(y)

z = − 1

2x
e2x−y +

1

x
g(y) + h(x)

olur.

Örnek 4. z = z(x, y), p =
∂z

∂x
, r =

∂2z

∂x2
olmak üzere,

x2r + (1− y2)xp− 2y4z = 2(1− y)x2

denklemini çözünüz.

Çözüm 4.

x2r + (1− y2)xp− 2y4z = 2(1− y)x2

denklemi üçüncü tipe uygundur. Denklem,

x2
∂2z

∂x2
+ (1− y2)x

∂z

∂x
− 2y4z = 2(1− y)x2

yazılırsa, x e göre türevler olduğundan y sabit olarak düşünülürse denklem,

x2
d2z

dx2
+ (1− y2)x

dz

dx
− 2y4z = 2(1− y)x2

bayağı diferansiyel denklem olup Euler denklemidir. Değişken katsayılı Euler

denklemi’nde dönüşüm yapılırsa,

x = et
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x2
d2z

dx2
=
d2z

dt2
− dz

dt

x
dz

dx
=
dz

dt

denklemde yerlerine yazılırsa,

d2z

dt2
− dz

dt
+ (1− y2)

dz

dt
− 2y4z = 2(1− y)e2t

d2z

dt2
− y2

dz

dt
− 2y4z = 2(1− y)e2t

olup denklem sabit katsayılı ikinci yanı üstel fonksiyon olan bayağı diferansiyel

denklem haline gelir. Denklemin zh homojen çözümü için,

d2z

dt2
− y2

dz

dt
− 2y4z = 0

yazılıp,

λ2 − y2λ− 2y4 = 0

△ = b2 − 4ac = y4 + 8y4 = 9y4

λ1 = 2y2, λ2 = −y2

zh = C1(y)e
2y2t + C2(y)e

−y2t

olur. NOT: (C1(y) ve C2(y) yazıldı. Çünkü y sabit idi.)

d2z

dt2
− y2

dz

dt
− 2y4z = 2(1− y)e2t

denkleminin zö çözümü için sağ tarafın üstel olduğu dikkate alınırsa,
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HATIRLATMA: Bayağı diferansiyel denklemlerde sağ taraf üstel ise;

Q(t) = eat ⇒ a’nın köklere eşit olup olmadığına bakılır.

1◦) Köklere eşit değilse,

zö = Aeat

2◦) Basit köke eşit ise,

zö = Ateat

3◦) n katlı köke eşit ise

zö = Atneat

seçilir.

λ1, λ2 ̸= 2 olduğundan,

zö = Ae2t

seçilir. Türevleri alınıp,

dz

dt
= 2Ae2t

d2z

dt2
= 4Ae2t

denklemde yerlerine yazılırsa,

e2t(4A− y2A− 2y4A) ≡ 2(1− y)e2t

4A− y2A− 2y4A ≡ 2(1− y)

A(4− y2 − 2y4) = 2(1− y)
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A =
2(1− y)

4− y2 − 2y4

zö de yerine yazılırsa,

zö =
2(1− y)

4− y2 − 2y4
e2t

olur.

d2z

dt2
− y2

dz

dt
− 2y4z = 2(1− y)e2t

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den,

z = C1(y)e
2y2t + C2(y)e

−y2t +
2(1− y)

4− y2 − 2y4
e2t

elde edilir. Euler denklemi için yapılan x = et dönüşümünden t = lnx olup geri

dönüşüm denklemde yerine yazılırsa,

z = C1(y)e
2y2lnx + C2(y)e

−y2lnx +
2(1− y)

4− y2 − 2y4
x2

elde edilir.

Örnek 5. z = z(x, y), q =
∂z

∂y
, t =

∂2z

∂y2
olmak üzere,

t− 3xq + 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

denklemini çözünüz.

247



Çözüm 5.

t− 3xq + 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

denklemi üçüncü tipe uygundur. Denklem,

∂2z

∂y2
− 3x

∂z

∂y
+ 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

yazılırsa, y e göre türevler olduğundan x sabit olarak düşünülürse denklem,

d2z

dy2
− 3x

dz

dx
+ 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

sabit katsayılı, ikinci yanı y ye bağlı polinom olan bayağı diferansiyel denklemdir.

Denklemin zh homojen çözümü için,

d2z

dy2
− 3x

dz

dx
+ 2x2z = 0

yazılıp,

λ2 − 3xλ+ 2x2 = 0

△ = b2 − 4ac = 9x2 − 8x2 = x2

λ1 = x, λ2 = 2x

zh = C1(x)e
xy + C2(x)e

2xy

olur. NOT: (C1(x) ve C2(x) yazıldı. Çünkü x sabit idi.)

d2z

dy2
− 3x

dz

dx
+ 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

denkleminin zö çözümü için sağ tarafın polinom olduğu dikkate alınırsa,

zö = Ay2 +By + C
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seçilir. Türevleri alınıp,

dz

dy
= 2Ay +B

d2z

dy2
= 2A

denklemde yerlerine yazılırsa,

2A− 3x(2Ay +B) + 2x2(Ay2 +By + C) ≡ 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

2A− 6xAy − 3xB + 2x2Ay2 + 2x2By + 2x2C ≡ 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

2x2Ay2 + (−6xA+ 2x2B)y + (2A− 3xB + 2x2C) ≡ 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

2x2A = 2x2 ⇒ A = 1

−6xA+ 2x2B = −6x ⇒ −6x+ 2x2B = −6x ⇒ B = 0

2A− 3xB + 2x2C = 2x2 + 2 ⇒ 2 + 2x2C = 2x2 + 2 ⇒ C = 1

olup, zö de yerine yazılırsa,

zö = y2 + 1

olur.

d2z

dy2
− 3x

dz

dx
+ 2x2z = 2x2y2 − 6xy + 2x2 + 2

denkleminin çözümü,

z = zh + zö

den,
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z = C1(x)e
xy + C2(x)e

2xy + y2 + 1

elde edilir.

Örnek 6. p =
∂z

∂x
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
olmak üzere,

xr − ys+ p = y2

denklemini çözünüz.

Çözüm 6.

xr − ys+ p = y2

denklemi dördüncü üçüncü tipe uygundur.Denklem 2 yol ile çözülebilir.

1o) Denklem,

x
∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂x∂y
+
∂z

∂x
= y2

ya da,

x
∂p

∂x
− y

∂p

∂y
+ p = y2

biçiminde yazılırsa, p bilinmeyen fonksiyonu olmak üzere Lagrange denklemi ola-

rak,

x
∂p

∂x
− y

∂p

∂y
= y2 − p

göz önüne alınıp,

dx

x
=

dy

−y
=

dp

y2 − p

denklem sisteminin birinci ve ikinci denkleminden,

dx

x
=

dy

−y
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olup integre edilirse,

lnx+ lny = lnα

xy = α

birinci integral eğrisi elde edilir. İkinci ve üçüncü denklemden,

dy

−y
=

dp

y2 − p

dp

dy
=
y2 − p

−y

dp

dy
=
p

y
− y

dp

dy
− 1

y
p = −y

bayağı lineer diferansiyel denklemdir.

p = uv

dönüşümü yapılırsa,

dp

dy
= u

dv

dy
+ v

du

dy

olup denklemde yerlerine yazılırsa,

u
dv

dy
+ v

du

dy
− 1

y
uv = −y

u
dv

dy
+ v

(
du

dy
− 1

y
u

)
︸ ︷︷ ︸

I

= −y

olup, I = 0 olacak biçimde u bulunursa,
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du

dy
− 1

y
u = 0

du

u
=
dy

y

integre edilirse,

lnu = lny

u = y

olup,

u
dv

dy
+ v

(
du

dy
− 1

y
u

)
= −y

de yerine yazılırsa,

y
dv

dy
= −y

dv = −dy

v = −y + β

olur. O halde

p = uv

den

p = y(−y + β)

p = −y2 + yβ

olur buradan
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β =
p+ y2

y

ikinci integral eğrisi elde edilir. Birinci ve ikinci integral eğrilerinden genel çözüm,

β = ψ(α)

dan,

p+ y2

y
= ψ(xy)

olur. Buradan,

p = yψ(xy)− y2

olup,

p =
∂z

∂x
= yψ(xy)− y2

den x e göre integre edilirse,

z = yh(xy)− xy2 + g(y)

ya da

z = −xy2 + f(xy) + g(y)

elde edilir.

2o) Bu denklem Euler denklemine dönüştürülerek de çözülebilir,

xr − ys+ p = y2

denklemi,

x
∂2z

∂x2
− y

∂2z

∂x∂y
+
∂z

∂x
= y2
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biçiminde yazılıp, x ile çarpılırsa,

x2
∂2z

∂x2
− xy

∂2z

∂x∂y
+ x

∂z

∂x
= xy2

ya da

x2D2
xz − xyDxDyz + xDxz = xy2

Euler denklemi olup dönüşüm yapılırsa,

x = et, y = ek

xDxz = Dtz

xyDxDyz = DtDkz

x2D2
xz = (D2

t −Dt)z

olup denklemde yerlerine yazılırsa,

(D2
t −Dt−DtDk +Dt)z = et+2k

(D2
t −DtDk)z = et+2k

sabit katsayılı denklem haline gelir ve bu sembolik denklem,

P (Dt, Dk) = D2
t −DtDk = et+2k

sembolik polinom olarak yazılıp zh homojen çözümü bulmak için çarpanlarına

ayrılıp ikinci yansız olarak yazılırsa,

P (Dt, Dk) = Dt︸︷︷︸
a1=1,b1=0,c1=0

(Dt −Dk)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=−1,c2=0

= 0
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katsayıları dikkate alınırsa burada ik çarpan a1 ̸= 0 ve b1 = 0 olduğundan çözüm

olarak,

a1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

a1
t
φ(a1k − b1t)

den,

zh1 = φ(k)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözümü olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
t
ψ(a2k − b2t)

den,

zh2 = ψ(k + t)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
k
ψ(a2k − b2t)

den,

zh2 = ψ(k + t)

yazılır. O halde

P (Dt, Dk) = D2
t −DtDk = et+2k

denkleminin homojen çözümü,

zh = zh1 + zh2

den

zh = φ(k) + ψ(k + t)
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olur ve

x = et ⇒ t = lnx ve y = ek ⇒ k = lny geri dönüşümler

yapılırsa,

zh = φ(lny) + ψ(lny + lnx)

ya da

zh = g(y) + f(xy)

bulunur. zö için,

(D2
t −DtDk)z = et+2k

ikinci yanda üstel fonksiyon olduğundan,

P (1, 2) = 1− 2 = −1 ̸= 0

olduğundan,

zö = A.et+2k

seçilir ve türevleri alınırsa,

Dtzö = A.et+2k

DtDkzö = 2A.et+2k

D2
t zö = A.et+2k

denklemde yerlerine yazılırsa,

et+2k(A− 2A) ≡ et+2k

−A = 1 ⇒ A = −1
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olup zö de yerine yazılırsa,

zö = −et+2k

olup, x = et ⇒ t = lnx ve y = ek ⇒ k = lny geri dönüşümler

yapılırsa,

zö = −xy2

bulunur. O halde

x2D2
xz − xyDxDyz + xDxz = xy2

denklemin genel çözümü

z = zh + zö

den,

z = g(y) + f(xy)− xy2

elde edilir.

Örnek 7. q =
∂z

∂y
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
olmak üzere,

xs+ yt+ q = 12xy2

denklemini çözünüz.

Çözüm 7.

xs+ yt+ q = 12xy2

denklemi dördüncü tipe uygundur. Denklemin çözümü 2 yol ile yapılabilir.
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1o) Denklem,

x
∂2z

∂x∂y
+ y

∂2z

∂y2
+
∂z

∂y
= 12xy2

ya da,

x
∂q

∂x
+ y

∂q

∂y
+ q = 12xy2

biçiminde yazılırsa, q bilinmeyen fonksiyonu olmak üzere Lagrange denklemi ola-

rak,

x
∂q

∂x
+ y

∂q

∂y
= 12xy2 − q

göz önüne alınıp,

dx

x
=
dy

y
=

dq

12xy2 − q

denklem sisteminin birinci ve ikinci denkleminden,

dx

x
=
dy

y

olup integre edilirse,

lnx− lny = lnα

x

y
= α

birinci integral eğrisi elde edilir. İkinci ve üçüncü denklemden,

dy

y
=

dq

12xy2 − q

olup integre edebilmek için birinci integral eğrisinden,

x = αy

yazılırsa,
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dq

dy
=

12αy3 − q

y

dq

dy
= −q

y
+ 12αy2

dq

dy
+

1

y
q = 12αy2

bayağı lineer diferansiyel denklemdir.

q = uv

dönüşümü yapılırsa,

dq

dy
= u

dv

dy
+ v

du

dy

olup denklemde yerlerine yazılırsa,

u
dv

dy
+ v

du

dy
+

1

y
uv = 12αy2

u
dv

dy
+ v

(
du

dy
+

1

y
u

)
︸ ︷︷ ︸

I

= 12αy2

olup, I = 0 olacak biçimde u bulunursa,

du

dy
+

1

y
u = 0

du

u
= −dy

y

integre edilirse,

lnu = −lny
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u =
1

y

olup,

u
dv

dy
+ v

(
du

dy
− 1

y
u

)
= 12αy2

de yerine yazılırsa,

1

y

dv

dy
= 12αy2

dv = 12αy3dy

v = 12α
y4

4
+ β

olur. Birinci inregralden,
x

y
= α yazılırsa,

v = 3xy3 + β

olur. O halde,

q = uv

den

q =
1

y
(3xy3 + β)

q = 3xy2 +
1

y
β

olur buradan,

β = yq − 3xy3

ikinci integral eğrisi elde edilir. Birinci ve ikinci integral eğrilerinden genel çözüm,
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β = ψ(α)

dan,

yq − 3xy3 = ψ

(
x

y

)
olur. Buradan,

q = 3xy2 +
1

y
ψ

(
x

y

)
ya da

q = 3xy2 + h

(
x

y

)
olup,

q =
∂z

∂y
= 3xy2 + h

(
x

y

)
den y e göre integre edilirse,

z = xy3 + f

(
x

y

)
+ g(x)

elde edilir.

2o) Bu denklem Euler denklemine dönüştürülerek de çözülebilir,

xs+ yt+ q = 12xy2

denklemi

x
∂2z

∂x∂y
+ y

∂2z

∂y2
+
∂z

∂y
= 12xy2

biçiminde yazılıp y ile çarpılırsa,

xy
∂2z

∂x∂y
+ y2

∂2z

∂y2
+ y

∂z

∂y
= 12xy3
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ya da

xyDxDyz + y2D2
yz + yDyz = 12xy3

Euler denklemi olup dönüşüm yapılırsa,

x = et, y = ek

yDyz = Dkz

xyDxDyz = DtDkz

y2D2
yz = (D2

k −Dk)z

olup denklemde yerlerine yazılırsa,

(DtDk +D2
k −Dk +Dk)z = 12et+3k

(D2
k +DtDk)z = 12et+3k

sabit katsayılı denklem haline gelir ve bu sembolik denklem,

P (Dt, Dk) = D2
k +DtDk = 12et+3k

sembolik polinom olarak yazılıp zh homojen çözümü bulmak için çarpanlarına

ayrılıp ikinci yansız olarak yazılırsa,

P (Dt, Dk) = Dk︸︷︷︸
a1=0,b1=1,c1=0

(Dt +Dk)︸ ︷︷ ︸
a2=1,b2=1,c2=0

= 0

katsayıları dikkate alınırsa burada ilk çarpanda a1 = 0 ve b1 ̸= 0 olduğundan

çözüm olarak,
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b1 ̸= 0 ⇒ zh1 = e
− c1

b1
k
φ(a1k − b2t)

den,

zh1 = φ(t)

yazılır. İkinci çarpan a2 ̸= 0 ve b2 ̸= 0 olduğundan çözüm olarak,

a2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

a2
t
ψ(a2k − b2t)

den,

zh2 = ψ(k − t)

veya

b2 ̸= 0 ⇒ zh2 = e
− c2

b2
k
ψ(a2k − b2t)

den,

zh2 = ψ(k − t)

yazılır. O halde,

P (Dt, Dk) = D2
k +DtDk = 12et+3k

denkleminin homojen çözümü,

z = zh1 + zh2

den,

zh = φ(t) + ψ(k − t)

olup, x = et ⇒ t = lnx ve y = ek ⇒ k = lny geri dönüşümler
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yapılırsa,

zh = φ(lnx) + ψ(lny − lnx)

ya da

zh = g(x) + f

(
y

x

)
bulunur. zö için,

(D2
k +DtDk)z = 12et+3k

ikinci yanda üstel fonksiyon olduğundan,

P (1, 3) = 9 + 3 = 12 ̸= 0

olduğundan,

zö = A.et+3k

seçilir ve türevleri alınırsa,

Dkzö = 3A.et+3k

DtDkzö = DkDtzö = 3A.et+3k

D2
kzö = 9A.et+3k

denklemde yerlerine yazılırsa,

et+3k(9A+ 3A) ≡ 12et+3k

12A = 12 ⇒ A = 1

olup zö de yerine yazılırsa,
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zö = et+3k

olup, x = et ⇒ t = lnx ve y = ek ⇒ k = lny geri dönüşümler

yapılırsa,

zö = xy3

bulunur. O halde

xyDxDyz + y2D2
yz + yDyz = 12xy3

denklemin genel çözümü

z = zh + zö

den,

z = g(x) + f

(
y

x

)
+ xy3

bulunur.
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15.6 Alıştırmalar

1. t = xe−y denklemini çözünüz.

2. r = axy denklemini çözünüz.

3. r − 3yp+ 2y2z = 2(y − 2)e2x−y denklemini çözünüz.

4. r + p = xy denklemini çözünüz.

5. xyr + x2s− yp = y2 denklemini çözünüz.
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