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1. Gruplar ve Temel Ozellikleri

G bos kiimeden farkl1 bir ciimle olmak tizere bir f:G X G — G fonksiyonu verilmis olsun.

Bu taktirde, f fonksiyonuna, G kiimesi iizerinde tanimlanmis bir ikili islem veya bir birlesim
kurah denir.

X,y € G olmak tizere, (x,y) swala ikilisinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii, x ve y
elemanlarinin birlesim kurali altinda ¢arpimi olarak adlandirilir ve x.y (xy) ile gosterilir.

Aksi belirtilmedikge, birlesim kural1 ”. " notasyonu ile gdsterilecektir. Ozel olarak, birlesim kurali
toplama ise islem " + " ile ifade edilir. Bu durumda, (x, y) sirali ikilisinin f fonksiyonu altindaki
goriintiisii, x ve y elemanlarinin toplamdir ve x + y ile belirtilir.

G kiimesi ve onun lizerinde tanimlanmig bir ". " ikili isleminden olusan cebirsel yapiy1,

(G, .) ile gosterecegiz. G lizerinde "." isleminin sagladig1 6zellikler dikkate alinarak,

(G, .) cebirsel yapisi, yar1 grup, monoid, grup olarak adlandirilir.

Tanim 1.1 G bos olmayan bir kiime ve "." bu kiime i¢inde tanimlanmis bir ikili islem olsun.

Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa (G, .) cebirsel yapisina grup denir.

i. (Kapaliik Ozelligi) Va,b € G igina.b € G dir.
ii. (Birlesme Ozelligi) Va,b,c € G i¢in a.(b.c) = (a.b).c dir.
ili. (Birim Eleman) dee€e G, YVa€eGicina.e =e.a = adrr.

e elemanina grubun birim (etkisiz) eleman1 denir.
iv.  (Ters Eleman Ozelligi)  Va € G icin 3b € G vardir dyle ki b.a = a.b = e dir.
b elemanina a nin tersi denir ve b = a™1 ile gosterilir.

Birim eleman ¢ogunlukla 1 ile temsil edilir. Eger islem toplama notasyonu ile veriliyorsa birim
eleman, sifir eleman adin1 alir ve 0 ile gdsterilir. Bu durumda, bir a elemaninin tersi yerine,



a elemaninin zidd1 ifadesi kullanilir ve —a ile gosterilir. Cogu zaman, “birlesme 6zelligi”
yerine de “asosyatif 6zelligi” ifadesi kullanilir.

Tanmim 1.2: Tanim 1.1 de i. ve ii. sartlar1 sagliyorsa (G, .) cebirsel yapisina yar: grup denir.
Tanmim 1.3: Tanim 1.1 de i., ii. ve iii. sartlar1 sagliyorsa (G, .) cebirsel yapisina monoid denir.

Tanim 1.4: (G, .) bir grup olmak iizere Va,b € G igin a.b = b.a ise bu gruba degismeli
(komiitatif veya abelyen) grup denir.

Ornek 1.1: (Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+), (Q/{0},.), (R/{0},.),(C/{0},.) cebirsel yapilari
birer abelyen gruptur.

Ornek 1.2: (Z, .) cebirsel yapist monoiddir.

Ornek 1.3: n€ Nven>1 olmak iizere, Va,b € Z, icin @ + b = a+b seklinde
tanimlanan kalan siniflarinin toplama islemine gore ( Z,,, + ) cebirsel yapisi bir abelyen gruptur.

Ornek 1.4: n€ Nven > 1 olmak iizere,Va,b € Z, icin @.b =a.b seklinde tanimlanan
kalan siniflarinin ¢arpimi islemine gore ( Z,,,. ) cebirsel yapisi bir monoiddir, grup degildir.

Ornek 1.5:n € Nven > 1 olmak iizere, girdileri reel sayilar olan, n x n boyutlu matrislerin
kiimesi M,,(R), matrislerin toplama islemine gdre bir gruptur fakat matrislerin ¢carpimi islemine
gore bir grup degildir; ¢linkli her matrisin ¢carpma islemine gore tersi yoktur.

1.1 Grup Ozellikleri

Teorem 1.1.1: (G, .) bir grup olsun. Buna gére,

i. G nin birimi tektir.
ii. Va € Gicina™?! tek tiirlii belirlidir.

iii. Va,b,c €G i¢in



a.b = a.c = b = c dir. (sol taraftan kisaltma kurali)

b.a = c.a = b = c dir. (sag taraftan kisaltma kural1)

ispat:

i. G grubunun e; ve e, gibi iki tane birim elemaninin oldugunu varsayalim. O halde,

61.62 = ez (1)

e, birim eleman oldugundan,

€y.61 = €4 (2)

dir. (1) ve (2) den dolay1 e; = e, elde edilir. Demek ki, G grubunun sadece bir tane birim
elemani vardir.

ii. a € G olsun. b ve c ise a nin ters elemanlari ise,

a.b=e 1) ve ca=e 2)

esitlikleri saglanir. Birlesme 6zelligi ve (1), (2) dikkate alindiginda,

c=ce=c.(a.b)=(c.ca).b=eb=b=>c=b

sonucuna varilir. O halde, a nin tersi tek tiirlii belirlidir.

iii. Va,b,c €G i¢in a.b = a.c ise esitligin her iki tarafi sol taraftan a~! ile

carpildiginda, a™1.(a.b) = a 1. (a.c), a t.a = e oldugundan,



eb=ec ve b=c

elde edilir. Sag taraftan kisaltma kurali da benzer sekilde ispat edilebilir.

Teorem 1.1.2: (G, .) bir grup olsun. Va, b,c,x,y € G i¢in a.x = b ve y.a = b denklemlerinin
¢Oziimi tek tiirli belirlidir.

Ispat:

Oncelikle, a.x = b (1) denkleminin her iki tarafi sol taraftan a™* ile carpilsin. Bu durumda,

al.(a.x)=alb

eex=al.b

x=albeG

(1) denkleminin ¢6zimiidiir.

(1) denkleminin, x; ve x, gibi iki ¢éziimiinlin oldugunu kabul edelim. O halde,

ax,=b,a.x,=b

a.x;=ax, (3)

elde edilir. Sol taraftan kisaltma kurali geregince (3 ) den,

x1=x2

sonucuna varilir. Bu da ¢6ziimiin tekligini gdsterir.



Tanmm 1.1.1 G bir grup, a4,a,, ...,a; € G ; k = 2 olsun. Bu durumda k = 2 i¢in a;. a, ¢arpimi1
zaten tanimlanmustir.

k > 2i¢in a4.a,. .... ai_1 ¢arpimi tanimlanmis ise a;. a,. .... a; ¢arpimi
a.ay. ... = (a1. Az ... . Q_1) g

bi¢iminde tanmimlanir. Bdylece tliimevarim ydntemiyle her n € N i¢in a,.a,.....a, carpimi
tanimlanmis olur. Burada kisaca, k > 2

n
ai.ay.....qy = | |ai
i=1

yazilir.

Bu durumda bir grupta alinan herhangi n (n = 3) eleman i¢in asagidaki genel birlesme kuralinin
gecerli oldugu kolayca (tlimevarim yontemiyle) ispatlanir:

al. az. P ak. ak . an = (al az. . ak_l)(ak ak+1. P an) (1 < k <n-— 1)

Ote yandan a;.qa,....a, (n = 2) elemanlan ikiser ikiser komiitatif elemanlar ise, bunlarin
carpiminda genel komiitatif kuralin saglandig1 da kolayca (timevarim yontemiyle) ispatlanir;
yani 1,2,3, ..., n nin herhangi bir permiitasyonu i;. i,. .... i, 1s€,

a;.ayp. ...y = ail.aiz. R

n

dir. Buna gore, a4. a,. .... a, carpimiin ¢arpanlarini, asagidaki gibi istedigimiz sirada ve sayida
paranteze alabiliriz:

aq.ay. ... 0y = (ail. Qi one - ain)(aik+1' Qipyye e ait) @y ag e A)



Teorem 1.1.3: (G, .) birgrupve a,b € G ise (a.b)"1 = b~ 1. a7 dir.

ispat:

(a.b).(br.a D) =a(b.b VD.al=aeal=a(ecal)2aal=e

ve benzer sekilde

(b~r.a™V).(a.b) =e

elde edilir. Bu iki esitlikten,

(b~ Y.a V.(a.b) = (a.b)(b™L.a ) =e

sonucuna varilir. Oyleyse ters eleman tanimindan, (a. b) nin tersinin, b~. a~! oldugunu

soyleyebiliriz;
(a.b) 1 =b"1t.a?
dir.
Genellestirme 1.1.1: ay,a,, ..., a; € G olmak iizere, (a;,ay, ..., a;) "1 = a; L. ... a,
(k = 2) dir.

Tamim 1.1.2: (G, .) bir grup olmak tizere,n € Z* U {0} i¢in a € G nin kuvvetleri,

=a.a....a (ntane ¢arpan)



seklinde ifade edilir ve @ min n.inci kuvveti olarak adlandirilir.

Not 1.1.1: Tanim 1.1.2 deki ikili islem toplama islemi ise,

na=a+a+ ..+a (ntaneanin toplami)

Oa=e

(-ma = n(-a)

seklinde ifade edilir ve a min n kat1 olarak adlandirilir.

Teorem 1.1.4: (G, .) bir grup, a € G ve m,n € Z olmak lizere a nin kuvvetleri i¢in asagidaki
esitlikler gecerlidir.

il

iii.

iv.

a™.a" = a™" = aq". a™ dir.
(@™ =a™" = (a™)™ dir.
a™™ = (a™)~! dir.

e™ = e dir.

a,b € G i¢in (a.b) = (b.a) ise Vn € Z igin (a.b)" = a™. a™ dir.

Genellestirme 1.1.2: a™1. a™z2. ....a™k = g™tk (k> 2 m,, m,, ...,my € Z) dir.

Genellestirme 1.1.3: a,.a,.....a; (k = 2) G nin ikiser ikiser komiitatif elemanlar1 ise Vn € Z
icin (a;.ay. ....ap )" = a;".ay™. ....a;," dir.

Not 1.1.2: Kuvvet tanimi1 ve 6zellikleri dikkate alinarak, benzer sekilde kat kavraminin temel
ozelliklerini elde etmek kolaydir.



Ahstirmalar I
1) Bir G grubunda her a € G i¢in a® = 1 ise G nin komiitatif bir grup oldugunu gosteriniz.

2) Mertebesi ¢ift olan bir grupta birimden bagka, tersi kendisine esit olan en az bir elemanin daha
bulundugunu gosteriniz.

3) Bir G grubunda her a,b € G icin (ab)? = a? b? ise G nin komiitatif bir grup oldugunu
gosteriniz.

4) G=ZXZ={(ab)|abeE Z}kimesinin (a,b).(c,d) = (a+ c,(—1)¢(b + d)) bi¢iminde
tanimlanan “*” iglemine gore ne tiir bir grup oldugunu gosteriniz.

5) a, b, c, d bir G grubunun elemanlar1 olmak {izere,
a’> = b* =c® =1,ab = ba®,dc = c*d ise

a’b = ba,ab® = b3%a?, ¢®=1,cd = dc oldugunu gosteriniz.

6) w3 = 1,w # 1 olmak iizere,

_(1 0 _(w 0 _
A= (s 8
_(0 1 _ (0 w? (0 w
D_(1 0)'E_(w o)'F_(wZ 0)
Matrislerinden olusan kiimenin, matris carpimina gore bir grup oldugunu gdosteriniz.

7) G = {3™5" | m,n € Z } kiimesinin Q daki ¢arpma islemine gore bir grup oldugunu gosteriniz.



2. Alt Gruplar

Tamm 2.1: (G, .) bir grup, H # @ ve H € G olsun. H , G de tanimlanan ‘.’ islemine gdre grup
ise (H, .) cebirsel yapist, (G, .) nin bir alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir.

Tanim 2.2: G ve {1;} ye G nin triviyal alt gruplar1 denir. G nin triviyal olmayan bir alt grubuna
ise bir has alt grubu denir. {14} yerine { e } gosterimini kullanabilecegimizi biliyoruz, bu sekilde
ifade edilen grup, birim grup olarak adlandirilir.

Teorem 2.1: (G, .) bir grup olsun. H # @ ve H € G olsun. Buna gore H < G olmasi i¢in gerek
ve yeter sart,

i. Va,b EHig¢ina.b EH,

ii. Vab €Higina™! € H olmasidir.

Ispat:
(=)

H < G olsun. Bu durumda, kapalilik ve ters elemanin varlig1 aksiyomlarindan, i. ve ii. sartlarinin
saglandig1 goriliir.

(<):

Simdi ise i. ve ii. sartlarinin dogru oldugu kabul edilerek, (H, .) nin bir grup oldugu ispat
edilecektir; i. ve ii. sartlarinin saglanmasi1 demek, grup aksiyomlarindan, kapalilik ve ters elemanin
varlig1 kosullarin ger¢eklenmesi demektir. (H, .) nin grup olmasi i¢in birim elemant icerdigi ve

¢

asosyatif  Ozelligini sagladigi da goriilmelidir. (G, .) grup oldugundan, islemi birlesme

ozelligini gercekler. H € G ise, H da "." islemi assosyatifdir.

Ote yandan, ii. den a € H ise a™! € H ve i. den dolay1,
e=aaleH

dir. Bu da, H alt grubunun birim eleman1 igerdigi sonucunu ortaya koyar. Teorem 2.1 de verilen
iki sart1 birlestirerek, asagidaki teoremi yazabiliriz;
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Teorem 2.2: (G, .) bir grup, H # @ ve H € G olsun. Buna gore H < G olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, Va, b € H igin

a.b™leH

olmasidir.

ispat:

(=)

H < G olsun. (H, .) bir grup ise b € H i¢in b~! € H dir. Kapalilik aksiyomundan, a € H ve
b~! € H icin

a.b™leH
elde edilir.
(<)
Va,b € Hi¢ina.b™! € H olsun. Bu durumda, bira € H icina.a ! = e € H dur.
Diger yandan, e, b € H igin hipotez geregi, e.b™* = b™! € H elde edilir.
Ustelik, b=t € H ve (b=1)"! = b oldugundan,
a.(b ) l=abeH

dir. Dikkat edilirse, Teorem 2.1 den H < G oldugu goriiliir.

Teorem 2.3: (G, .) bir grup, H # @ ve H, G nin sonlu bir alt kiimesi olsun. Bu durumda,

H kiimesi, G deki "." islemine gore kapali ise H < G dir.
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Ispat:

Kapalilik sart1 hipotezde verildiginden, Teorem 2.1 i. sart1 saglanir. O halde, Teorem 2.1 ii.
sartinin da saglandig1 gosterilirse, Teorem 2.1 geregi H < G olur.

Oncelikle, a € H i¢in a™! € H oldugu ispat edilmelidir;

Burada iki durum s6z konusudur:

i e birim eleman olmak iizere a = e ise a~! € H olur ve istenilen saglanir.

ii. Simdia # e oldugunu kabul edelim. Hipotezden H daki islem kapali oldugundan, a nin
biitiin pozitif kuvvetleri H da olmak zorundadir. Fakat H sonlu oldugundan
a,a?,...,a™, ... elemanlarinin hepsi birbirinden farkli olamaz.

O halde, 0 < i < j tamsayilar1 i¢in @/ = a' dir. Grupta kisaltma kuralindan,
a’~t = e elde edilir. Ote yandan, a # e olarak alindigindan, j — i > 1 dolaystyla,
j—i>0veal""'=a"!€H dir.

Boylece, Teorem 2.1 den , H < G sonucuna varilir.

Sonug¢ 2.1: G bir toplam grubu ise, G grubunun, bos olmayan bir H alt kiimesinin, G nin bir alt
grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, Va, b € H igin a-b € H olmasidir.

kiimelerinin ¢arpma islemine gore birer alt grup olup olmadiklarini kontrol edelim. Kiimeler sonlu
oldugundan, sadece ¢arpma islemine gore kapali olup olmadiklarini kontrol etmek yeterlidir.

Buna gore,

82 = 9 ¢ A oldugundan, A kiimesi Z;; — {0} in bir alt grubu degildir.

102 = 1 € B oldugundan B kiimesi Z;; — {0} in bir alt grubudur.

32 =9 ¢ C oldugundan, C kiimesi Z;; — {0} in bir alt grubu degildir.

€D,39=5€D,4>=5€D,45=9€D,49=3€D,

w
N
I
Ne]
m
=
wl
B
I
=
m
S
wl
Ul
I
B
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52=3€D,59=1€D,9 =14 € D oldugundan, D kiimesi Z;; — {0} in bir alt grubudur.

Ornek 2.2 : (G, .) bir grup, H < G ve K < G ise bu durumda, H N K < G oldugunu
gosterelim;

a,b EHNK isea,b € Hvea,b € K dir. H< G oldugundan, a,b € H i¢in a.b ! € H drr.
Benzer sekilde, K < G oldugundan, a,b € K i¢in a.b™! € K elde edilir.

Boylece, a.b~! € H N K olur ki bu da, Teorem 2.2 den, H N K < G sonucunu dogurur.

Sonug 2.2: (G, .) bir grup ve Hy, H,, ... H,, G nin n tane alt grubu olmak iizere,

n
ﬂHi <G
i=1

dir.

Sonug 2.2 nin ispat1 bir sonraki boliimde ayrintili olarak ele alinacaktir.

2.1 Kiimelerin Carpim

Tamm 2.1.1: (G, .) bir grup ve A,B C G olsun. Bu durumda, AB = {ab:a € A,b € B}

kiimesine A ve B kiimelerinin bu siradaki carpim denir.

Ozel olarak, A = {a} ise AB = {ab:a € A,b € B} = {a}B = aB ile gosterilir.

Benzer tanimi, A ve B kiimelerinin toplamii¢cin A + B = {a + b:a € A, b € B} seklinde
verebiliriz.

Bir G grubunun, bos kiimeden farkli 4, B € G alt kiimelerine, G nin kompleksleri ad1 verilir.
Dolayistyla, kiimelerin ¢carpimi (toplami) yerine, komplekslerin ¢carpimi (toplami) ifadesi de
kullanilabilir.
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2.2 Grup ve Mertebe

Tanim 2.2.1: Sonlu sayida eleman1 bulunan bir gruba sonlu bir grup denir. Sonlu olmayan bir
gruba sonsuz bir grup denir. G sonlu bir grup ve eleman sayisi n ise n ye G grubunun mertebesi
denir ve |G| = n yazilir. Sonsuz bir grubun mertebesi de sonsuz olarak tanimlanur.

e, G nin birim elemani ve g € G olmak lizere, g" = e olacak sekilde n € Z* tamsayisi varsa;

g elemanina, sonlu mertebedendir denir. g" = e olacak sekilde n € Z* yoksa; g elemanina,
sonsuz mertebedendir denir. g € G sonlu mertebeden olmak iizere, g" =e esitligini
gergekleyen en kiigiik pozitif n tam sayisina, g nin mertebesi denir ve 0(g) ya da |g] ile
gosterilir.

Not 2.1.1: Eger sozii edilen cebirsel yapi1, carpma islemine gore degil de toplama islemine gore
bir grup ise g" = e yerine ng = e olacak sekilde en kiiciik n pozitif tam sayis1 aragtirtlacaktir.

Ornek 2.2.1: G degismeli bir grup olsun. G nin sonlu mertebeden elemanlarmin kiimesinin,
G nin bir alt grubu oldugunu gosterelim;

G nin ¢arpma islemine gore bir grup ve H, G nin sonlu mertebeden elemanlarinin kiimesi olsun.
e, G nin birim elemani olmak tizere, H = {a € G:a™ = e,n € Z*} seklinde tanimlanur.

Va,b € Higina 'b € H ise Teorem 2.2 geregince H < G dir.

Simdji, a nin mertebesi m ve b nin mertebesinin de n oldugunu kabul edelim.
O(a) =m(a™ =e)ve 0(b) =n (b™ = e) yazabiliriz. Bu durumda,

(a.b~ Y™ = (ab™ V) (ab™1) ...(ab™}) (mn tane ¢arpan)
=(aa..a)(b™*b~1..b7Y) (G degismeli oldugundan)
— gmnp-—mn

et.e™™m

=e

elde edilir. Bu da, ab™?! elemanini sonlu mertebeden oldugunu yani ab~! € H oldugunu gésterir.
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Ornek 2.2.2: < G,.> bir grup, a € G olsun.

a nin herhangi bir kuvvetinin mertebesinin, a nin mertebesinden biiylik olamayacagini
gosterelim;

la| = k,t € Zigin a'=b olsun,

b= (@Y =@ =1 |b|| k= |at| |k = |a*] <k

elde edilir.

Ornek 2.2.3: < G,.> bir grup a< G olsun. Bu taktirde, | a | = | at | dir.

Yani,

la| = k, | at| = ¢t = k = tdir

(@HYr=@)t=1=t|k ... (),

(aVHer=1=at=1> k | t ... (x*) dir.

(*) ve (*+x) dan t =Kk elde edilir.
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Ahstirmalar 11
1) Bir G grubunun biitiin elemanlariyla komiitatif olan elemanlarinin kiimesinin, G nin bir grubu

oldugunu gosteriniz.

2) G bir grup ve a € G olsun. G, a elemaniyla komiitatif olan biitiin elemanlarinin kiimesinin,
G nin bir alt grubu oldugunu gdsteriniz.

3)
i. 2 X 2 regiiler reel girdili matrislerin, matrislerin ¢arpma islemine bir grup oldugunu
gosteriniz.
o _ 1 0y (0 =1\ (1 1\, e .. , L
ii. G = {( 0 1) , ( 1 — 1) , (_ 1 0)} kiimesinin, 2 X 2 regiiler reel girdili matrislerin

carpim grubunun bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

4) G = {1,—-1,i,—i} kiimesinin ¢arpma iglemine gore komiitatif bir grup oldugunu gosteriniz.
5) Mutlak degerleri (modilleri) 1 olan kompleks sayilardan olusan kiimenin, C deki ¢arpma
islemine gore bir grup oldugunu gosteriniz.

6) H ve K bir G grubunun iki alt grubuise H U K ve H N K kiimeleri, G nin birer alt grubu mudur?.
7) i. Bir A kiimesinin kendi {izerine (1-1) biitiin tasvirlerinin kiimesi S(A4) nin, tasvirlerin carpma

islemine gore bir grup oldugunu gdsteriniz.

ii.BiraeAigin,G = {f € S(A)| f(a) = a} < S(A) oldugunu gosteriniz.
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3.Devresel Gruplar

Teorem 3.1.1: Bir grubun sonlu ya da sonsuz sayida bir takim alt gruplarinin arakesiti de G nin
bir alt grubudur.

ispat:

[ sonlu yada sonsuz bir indeks kiimesi olmak iizere, G nin H; (i € 1) alt gruplarini ele alalim ve

K = ﬂHl
i=1

olsun.

Her i i¢in 1; € H; oldugundan, 1; € K dir. Buna gore K # @ dir. Ote yandan, her a,b € K igin,
arakesit tamimina gore, her i € 1igin a,b € H; dir. Burada her i € I igin H; < G oldugundan, her
i € licinab™! € H; dir. Boylece, ab™! € K elde edilir. O halde, K < G olmak zorundadur.

Tamm 3.1.1: G bir grup ve M, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G nin M yi kapsayan biitiin
alt gruplarinin arakesitine, G nin M tarafindan dogurulmus alt grubu denir ve < M > ile gosterilir.
M nin elemanlarima < M > alt grubun doguraylari ad1 verilir. M kiimesi sonluise < M > sonlu

dogurulmustur (sonlu dogurayhdir) denir.

seklinde ifade edilir. M = {a} ise < M >= < a > yazilir. < M > = ( ise M nin elemanlarina,

G nin doguraylari adi verilir ve G grubu M nin elemanlari tarafindan dogurulmustur denir.

Teorem 3.1.2: < M > alt grubu, G nin M yi kapsayan en kiiciik alt grubudur.

Ispat:

T<GveMcT ise <M > c T olmak zorundadir. Bu da ispat1 bitirir.
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Not 3.1.1: < M > alt grubu, G nin M alt kiimesini kapsayan en kii¢iik alt grubu olarak da
tanimlanabilir.

Tanmmm 3.1.2: Bir G grubun a4, a,,....,a; gibi sonlu sayida elemam ile olusturulan,
a;™.a,m2.....aq;™k (my,my, ...,my € Z) bi¢imindeki bir c¢arpimina, ay,a,, ..., ax
elemanlarinin bir kuvvet ¢carpam denir.

Teorem 3.5.3: G nin < M > alt grubu, M nin elemanlarinin biitiin kuvvet ¢arpimlarindan olusan
kiimeye esittir.

Ispat:

M nin elemanlarmin biitiin kuvvet ¢arpimlarindan olusan kiimeyi K ile gosterelim. Bu durumda,
her 0{,,3 EK , X = alml. azmz. e akmk, ﬁ = blnl. bznz. e e btnt lgln

aBf™t = (a;™. ay™. o ). (bt by L b )T = ay ™ a2, a ™Mb, M L by b ™M €K

oldugundan, K < G dir. Burada M nin her a elemani, a® bigiminde bir kuvvet ¢arpani olarak
diistintilebileceginden, M c K dur.

Tersine, her a € K, a;™.a,™2. ....a, ™ i¢in aq,a,,...,ay EM c <M > ve < M > bir grup
oldugundan, @ = a;™.a,™2.....q;"™ €< M >yani K c <M > dir.

O halde, < M > = K olmak zorundadir.

Tamm 3.1.3: Bir tek eleman tarafindan dogurulan bir gruba devresel grup denir.

Buna gore, bir a elemani tarafindan dogurulan G devresel grubu,

G=<a>={.,a™..,ata=14a,..,a" ..} ={a"|n€Z}

seklindedir. G bir toplam grubu olarak alinirsa, a nin dogurdugu devresel grup ise,

<a>={na|n€ Z} bigimindedir.
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Not 3.5.1: Bir grupta, kuvvetlerin temel 6zellikleri ve Z de toplama isleminin komditatifligi

dikkate alindiginda, a"a™ = a

nm = gMmin = gMag" oldugundan, devresel gruplar da

komiitatifdir.

Bir G =< a > devresel grubu i¢in iki hal s6z konusudur:

i.

il

a nin biitlin kuvvetleri birbirinden farklidir. Bu durumda, G sonsuz bir devresel gruptur.
a nin baz1 kuvvetleri aymdir. Eger r > s tam sayilari i¢in a” = a® ise kisaltma
ozelliginden a"~° = 1, elde edilir. Bu durumda, en kiigiik eleman prensibine gore,

a’ = 1, kosuluna uyan t dogal sayilarmin bir en kii¢iigii vardir. Bu dogal say1y1 7 ile
gosterelim. Bu durumda, {14, a, a?, ..., a* '} kiimesinin elemanlar1 birbirinden farklidir

ve {15,a,a? ..,a""1} c© < a > dir. Ote yandan, her a™ € < a > i¢in n, 7 ¢iftine ait
bolme algoritmesi

n=1q+r,0<r<t-1

bigiminde ise,

a™ = a™t" = (a")%a" = (15)%" = a’, 0<r<t-1

elde edilir. Yani

<a>c {lga,ad?..,a" 1}
dir. Buna gore,

<a>={l;a4ad?..,a" 1}

olmak zorundadir.

Ornek 3.1.1: < Z,+> grubunda, 5 € Z nin dogurdugu devresel grup,

< 5>=5Z = {5k | k € Z} seklinde ifade edilir.
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Tammm 3.1.4: G sonlu bir grup ve a € G ise, a nin G iginde dogurdugu devresel grubun
mertebesine, baska bir degisle a® = 1, kosuluna uyan t dogal sayilarmim en kiiciigiine,

a elemaninin (G grubundaki) mertebesi denir ve |a| (ya da |ag| ) seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.3: < Z,+> = < 1 > oldugundan, < Z, +> sonsuz bir devresel gruptur.

Ornek 3.1.4: Z,; — {0} ¢arpim grubunda,

50=1,5!=552=—-1,53=-55%=1

NI
N
Il
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Il
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ut
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Il
wi
ol
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ol
ol
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ol
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1]
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ol
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ol
=
=
Il
ol
=
[\S]
1]
=}

kuvvetleri dikkate alindiginda,

<2>={+1,42,43,44 45,46} = Z;5 — {0}

elde edilir. Yani, Z;53 — {0} grubu 2 elemani tarafindan dogurulmustur. Ancak, Z;3 toplam grubu
1 tarafindan dogurulmus,13 elemanli bir gruptur. Genel olarak, Z,, toplam grubu 1 tarafindan
dogurulmus, m elemanl: bir devresel gruptur diyebiliriz.

Ornek 3.1.6: a ve b, herhangi bir grubun mertebeleri sonlu olan elemanlari ise ab elemaninin
mertebesinin sonlu olmasi gerekmez. Ornegin, reel sayilar iizerinde tamimli 2 X 2 regiiler
matrislerin grubu, komiitatif olmayan bir gruptur ve bu gruptan alinan

elemanlar1 i¢in, |A| = |B| = 3 olmasina ragmen,
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48=(5 )

matrisinin mertebesi sonsuzdur, ¢iinkil her k € N i¢in

dir.

=, )=

Teorem 3.1.4: Bir G = {15, a,a?, ...,a" 1} devresel grubunda asagidaki 6zellikler gecerlidir:

ii.

Ispat:

s € Z olmak tizere a® = 1; & t|s dir.

m,n € Z olmak iizere a™ = a" © m = n(t) dir.

i.

(<):

T|s ise s = s'7 (s’ € Z) dir. Burada kuvvetlerin temel 6zelliklerine gore,

a® = a™' = (a")¥ yazlabilir ve a® = 1; oldugundan a® = (1;)% = 1 elde edilir.
(=)

a® = 1; olsun. s ve 7 ¢iftine ait bdlme algoritmesi

s=1q+r, 0<r<t-1

bi¢iminde ise kuvvetlerin temel 6zelliklerine gore, a® = (a*)9a” = a” = 1; elde edilir.

Dikkat edilirse, T nin tanimindan dolay1 r # 0 olamaz. Buna gore s = tq, yani t|s dir.
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ii.

m,n € Z olmak lizere,

a*=a"ead" " =1,

dir. Ote yandan i. ye gore,

a"Mm=1,e1m—n

dir ve kongriians tanimina gore ise

Tlm—n © m = n(7)

elde edilir, yani a™ = a" © m = n(t) dir.

Teorem 3.1.5: Bir devresel grubun her alt grubu da devreseldir.

Ispat:

G=<a>ve H<G olsun. H = {15} ise H devreseldir. H # {15} ise H da en az bir a™
(m € Z,m # 0) eleman1 vardir ve H < G oldugundan a™ € H dir. Bu durumda, en kiigiik eleman
prensibine gore, at € H kosuluna uyan ¢ dogal sayilarmim bir en kii¢iigii vardur.

Bu dogal say: t ise, a® € H dir. Ote yandan a® € H herhangi bir eleman ise, s ve T ¢iftine ait
bolme algoritmesi

s=1q+r1r, 0<r<t-1

biciminde yazilirsa,

a®=(a"%a" = a" = (") 9%a* € H
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elde edilir. Fakat 0 < r < 7 — 1 olmasi, 7 nin tanimiyla gelisir. Buna gore, r = 0, s = 7q
olmalidir. Burada a® = (a*)? € < a >, yani H € < a® > bulunur. O halde, H = < a® > olmak
zorundadir.

Teorem 3.1.6:

i.

ii.

Ispat:

il

Bir sonsuz devresel grubun {1} den farkli her alt grubu da bir sonsuz devresel gruptur.
G = < a >, s. mertebeden bir devresel grup ve H = < a* > (7 > 0), G nin bir alt grubu

ise uygun birq € Nise s = 1q ve |H| = q ve |H| | |G| dur.

G = < a > bir sonsuz devresel grup ve H < G; H # {15} olsun. Teorem 3.1.5 e gore,
uygun bir T € N i¢in H = < a* > dir. a nin, dolayisiyla a® nun biitiin kuvvetleri
birbirinden farkli oldugundan H bir sonsuz devresel gruptur.

G ={15,a,d?, ..,a°} olsun. H = < a® > oldugundan, Teorem 3.1.5 ¢ gére 7, a € H
kosuluna uyan t dogan sayilarinin en kiiciigiidiir. Burada s ve t ciftine ait bolme
algoritmesi

s=1q+r, 0<r<t-1

bi¢ciminde yazilir.

a’*=((a"Ya" =1;=> (") ?=a" €H

elde edilir. Ote yandan, T nin tanimina gére, 7 = 0 yani s = tq olmak zorundadir.
Burada s, a® = 1 kosuluna uyan en kiigiik dogal say1 oldugundan, (a*)? = 1, kosuluna
uyan en kiigiik dogal say1 da q olmahdir. Buna gore, |H| = q ve |H| | |G| dir.

Teorem 3.1.7: G = < a >, s. mertebeden bir devresel grup ise s nin her g bdlenine karsilik

G nin q. mertebeden bir ve yalniz bir tane alt grubu vardir.
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ispat:

q|s ise s = tq olacak bicimde 7 tam sayisi tek tiirlii belirlidir. Teorem 3.1.6 da anlatildig1 gibi
< a® > alt grubunun mertebesi g dir ve 7 = 2 olarak tek tiirlii belirlidir.

Buna gore, < a® > alt grubu bir ve yalniz bir tanedir.

Teorem 3.1.8: G = < a >, s. mertebeden bir devresel grup ise, a™ elemaninin, G nin bir
doguray1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (s, m) = 1 olmasidir.

Ispat:
(=)

a™ eleman1 G nin bir dogurayiise G = < a > =< a™ > dir.

O halde, a € < a™ >= a = (a™)"! (t € N) seklinde yazlabilir.

mt—1

Buna gore, a = 1, olacagindan, Teorem 3.1.4 den s|mt — 1 dir. Sonug olarak, biry € Z

icinmt —1 = ys yadamt —ys = 1 oldugundan Bezout teoremine gore (s,m) = 1 elde edilir.

(<):

(s,m) = 1ise mx + ys = 1 olacak bigimde x,y € Z elemanlar1 vardir ve
a=(a™)*(a®)Y = (a™)*1s = (a™)*

dir. Buna gore, a € < a™ > olacagindan, G =< a >c < a™ > dir.

Ote yandan, < a™ > c < a > = G oldugundan, G = < a™ > sonucuna varilir.

Sonug¢ 3.1.1: G = < a >, s. mertebeden bir devresel grup ise, G nin doguraylari sayist ¢(s) dir.



24

Ornek 3.1.7: G = < a >, 12. mertebeden bir devresel grup olsun. |12 ise T = 1,2,3,4,6,12
olabilir. Buna gore G nin alt gruplarini bulalim.

T = 1 i¢in, 1. mertebeden alt grubu H; = {1;},

7 = 2 i¢in, 2. mertebeden alt grubu H, = < a® > = {1;,a°},

7 = 3 i¢in, 3. mertebeden alt grubu H; = < a* > = {1;,a* a%},

T = 4 i¢in, 4. mertebeden alt grubu H, = < a® > = {1;,a3,a% a°},

T = 6 i¢in, 6. mertebeden alt grubu Hy = < a® > = {1;,a?, a*, a8, a'?},
g 6 G

T = 12 igin, 12. mertebeden alt grubu Hy, = G dir.

Ote yandan,

0(12) =221, (2-1).3"L.(3-1) =22 =4ve (12,1) = (12,5) = (12,7) = (12,11) = 1

5

oldugundan, G nin doguraylar a, a®,a’, a'! dir.
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Ahstirmalar 111

1) Asagidaki iddialar dogru mudur?. Neden?.
i.  Her n dogal sayisina karsilik mertebesi n olan bir devresel grup vardir.
ii. 24. mertebeden bir devresel grubun doguraylari sayis1 8 dir.

iii. Bir sonlu devresel grupta her elemaninin mertebesi, grubun her doguraymin mertebesini
boler.

2) Z,5 teki asal kalan smiflar grubunda biitiin elemanlarin mertebelerini bulunuz.

3) G bir grup ve a € G ise |a| = |a™!| oldugunu gosteriniz.

4) G bir grup ve a, b € G ise |a| = |bab™!| oldugunu gosteriniz.

5) 36. mertebeden bir devresel grubun biitiin doguraylarini ve alt gruplarini belirleyiniz.

6) 11 kalan sinifinin Z,g in asal kalan siniflar1 grubundaki mertebesini belirleyiniz.

7) G komiitatif bir grup, a,b € G ve |a| = m, |b| = n olsun. (m,n) = 1 = |ab| = mn oldugunu
gosteriniz.
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4.Kalan Siniflar1 ve Lagrange Teoremi

Tamm 4.1: G bir grup ve H < G olsun. a, b € G olmak iizere, G de " = " bagintisi
"a=b(H)e ab ' €eH" (yadaa=b (H) © a'b € H)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1: Tanim 4.1 de verilen " = " bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Ispat:

Ispaticina = b (H) © ab™! € H tanimi kullanilacaktir; a = b (H) © a™'b € H tanim ile de
benzer ispat yapilabilir.

1) a =a (H) dir, giinkii H < G oldugundan, aa™! = 1; € H dur.

2) a=b(H) ise b=a (H) dir, giinkii a = b (H) ise ab"! € H ve H < G oldugundan
(ab™ 1) '=ba"* € Hveb = a (H) dr.

3) a=b(H),b=c(H) ise a=c (H) dir; ¢linkii a =b (H), b = c (H) olduguna gore
ab ' € H, bc™! € H ve H < G oldugundan (ab™1)(bc™) = ac ' € H = a = ¢ (H) du.

Tamm 4.2: Tanim 4.1 de verilen denklik bagintisina gore, a € G elemaninin temsilcisi oldugu
denklik simifi,

Ha={beG|b=a(H) <o baleH&b €Ha}
(yadaaH={beG|b=a(H)ea'beH & b €aH})

seklinde tanimlanir.
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Burada a nin ait oldugu (a nin temsilcisi oldugu) Ha denklik sinifina, G nin H alt grubuna
gore bir sol kalan sinifi ve a nin ait oldugu (a nin temsilcisi oldugu) Ha denklik sinifina ise

G nin H alt grubuna gore bir sag kalan sinifi denir.

Not 4.1: H = 1;H = H1; oldugundan, H alt grubunun kendisi, G nin H ya gore hem bir sol,

hem de bir sag kalan siifidir. Ote yandan, a,b € G olmak iizere G nin aH,bH (Ha, Hb) alt
kiimeleri, bir siiflara ayrilisin iki sol (sag) kalan sinifi olduklarindan, ya aH = bH (Ha = Hb)
yada aH N bH = @ (Ha n Hb) = @) dir.

Teorem 4.2: a, b € G olmak iizere, aH, bH (Ha, Hb) gibi iki sol (sag) kalan sinifi, ayni
kuvvettedir.

Ispat:

@:H — aH; ¢(h) = ah tasvirini goz oniine alalim. Her b € aH i¢in b = ah olacak bi¢imde bir
h € H bulundugundan , ¢ tasviri iizerinedir. Ote yandan, G deki kisaltma 6zelligi kullanildiginda,
ah, = ah, = h; = h; oldugundan, ¢ tasviri (1 — 1) dir. Sag kalan siniflar1 i¢in de ispat benzer
bicimde yapilir.

Teorem 4.3 (Lagrange Teoremi): Sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun
mertebesini boler.

Ispat:

G sonlu bir grup ve |G| = n, H < G ve |H| = m olsun. Bu durumda, G nin H ya gore birbirinden
farkl sol kalan siniflarinin sayis1 da sonludur, ¢ilinkii aksi halde, her kalan sinifindan bir temsilci
alinarak elde edilen kiime, G nin bir sonsuz alt kiimesini olustururdu. G nin H ya gore birbirinden
farkli sol kalan siiflarinin, a4 H, a,H, ..., a,.H oldugunu varsayalim. Buna gore,

r

G=UCliH

i=1

G nin bir siniflara ayrihisi ve her i (i = 1,2, ...,r) igin s(a;H) = |H| = m oldugundan n = rm
dir. Demek ki, m|n dir.
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Sonug 4.1: Sonlu bir G grubunun bir H alt grubuna gore birbirinden farkli sol kalan siniflarinin
sayi1s1, birbirinden farkli sag kalan siniflarinin sayisina esittir.

Tamm 4.3: bir G grubunun bir H alt grubuna gore birbirinden farkli kalan siniflarinin sayisina

H nin G igindeki indeksi denir ve bu indeks [G: H] ile gosterilir. Buna gore, |G| = |H| = [G: H]
yazilir.

Sonug 4.2: Sonlu bir G grubunda, her a € G icin |a| | |G| ve a!! = 1, dir.

Teorem 4.3 e gore, a nin mertebesi, a nin G i¢inde dogurdugu devresel grubun mertebesi
oldugundan, |a| | |G| dir. Buna gére, |G| = |al.[G: < a >] olacagindan,

a|G| — alal.[G:<a>] — (a|a|)[G:<a>] — 1G[G:<a>] — 1G

dir.

Sonug 4.3: Mertebesi asal olan grup devreseldir.

Ispat:

G bir grup, |G| =p asal ve a € G ; a # 1; olsun. Sonug¢ 4.2 ye gore |a|, p nin bir boleni
olacagindan |a| = 1 yada |a| = p dir. a # 1; ise |a| = 1 olamaz, yani |a| = p dir.

Buna gore, G = {15,a,ad?, ...,a?"'} =< a > olarak ifade edilir.

Sonug¢ 4.4 (Fermat-Euler Teoremi): m € N,m > 1,a € Z ve (a,m) = 1 ise,

a®?™ =1 (m)

dir.
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Ispat:

Z,, de asal kalan smiflarinin kiimesini bir grup olusturdugunu biliyoruz. Bu grubun mertebesi
@(m) dir. Buna gére a € Z ve (a,m) = 1 ise a bir asal kalan sinifidir ve (a)?™ = q?(m =1,
yani a®™ = 1 (m) dir.

Sonuc 4.5 (Kiiciik Fermat Teoremi): p bir asal say1 ise p bélmez a kosuluna uyan her a € Z igin
aP~l =1 (p) dir.

Ornek 4.1: 727?72 sayis1 41 e boliindiigiinde kag kalanini birakir? sorusunu yanitlamak,

727272 = x (41) kongriiansini ¢ozmek demektir. Oysa 72 = 31 (41) oldugundan,

727272 = 317272 (41) dir. Burada 41 asal ve 41 {31 oldugundan Kiiciik Fermat Teoremine
gore 31%% = 1 (41) dir. O halde,

317272 = 3140.181+32 = (3140)1813132 = (_10)32 = 1032 = (102)16 = (18)32 = (182)8
= (—4)® = (16*)? = 10% = 18

ve sonug olarak 727272 = 18 (41) elde edilir.

Ornek 4.2: (Z,, +) grubunun, H = {0,3, 6} alt kiimesini incelersek

(H' +) S (Z9' +)

oldugunu goriiriiz. H nin Zy daki sol kalan siniflarin1 bulmadan 6nce, grup islemi toplama
oldugundan, a + H gosterimini kullanacagimizi vurgulayalim. Buna gore

a€zZ,={01,2345678}

olmak iizere,
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a+H={a+ H:h € H} seklindeki
sol kalan siniflarinin,
0+H={0+H:heH}=1{0,3,6,}

T+H=(+H:heH) ={137)

2+H={2+H:heH}={25,8}

olarak siralandigina dikkat ediniz.

Ornek 4.3: (3Z,+) < (Z,+) olduguna gore, 3Z nin Z deki sol kal kalan siniflarin1 bulalim

3

m+3Z={m+3k:k€Z},

m = 0 i¢in
0+3Z={0+3k:kezZ}={..,—9,-6,-3,0,3,6,9, ...}
m = 1 i¢in
1+3Z={1+3k:k€eZ}={..,—8,-5-2,1,4,7,10, ...}
m = 2 i¢in
2+3Z={2+3kikezZ}={.,-7,-4,-1,2,5,8,11, ...}
m = 3 i¢in

3+3Z2=3Z
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m = 4 igin

4+3Z=1+3Z

m = 5 i¢in

5+3Z=2+3Z

seklindedir. Dikkat edilirse sol kalan siiflari, m yi nasil secersek secelim;

32,1+3Z,2+3Z

olarak siralanir.

Ornek 4.4: G = {e,a,b } kiimesi iizerinde " = " ikili islemi asagidaki tablo yardimiyla
tanimlanmis olsun.

* E a b
e E a b
a A e b
b B a e

Bu durumda (G, *) bir grup degildir. Ciinkii ikinci satirda a elemani iki kere bulunmaktadir.

a*e=a=a*boldugundan b = ¢ elde edilir. Halbuki b # e dir.

Dolayisiyla bir grupta birim eleman oldugundan G = {e,a, b } kiimesi * iglemine gore bir
grup degildir.



32

Ornek 4.5: Zg de A = {1,3,5,7} grubunun elemanlar1 ve kalan siniflar1 arasinda tanimlanan
carpma islemi esas alinarak elde edilen grup tablosu asagida verilmistir.

I
Wl
il
N

(-
(-~
wl
vl
N[

wl
wl
[
N[
vl

il
wl
N
[
wl

N
N[
il
Wl
I

Bu tabloya gore islem yapmadan, her elemanin tersini belirlemek,cebirsel yapinin komiitatifligi
hakkinda bilgi sahibi olmak kolaydir.
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Alstirmalar IV

1)

i.

ii.

il

iv.

2)

3)

4)

Asagidaki iddialar dogru mudur? Neden?

G bir grup ve H < G olmak tizere, her a € G icin aH, H ile ayn1 kuvvettedir.

G bir grup ve p € Z bir asal say1 olsun. |G| = p olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin
devresel olmasidir.

75. Mertebeden bir grubun indeksi 10 olan 2 alt grubu vardir.

127272 = 11 (41) dir.

Z3, nin asal kalan siniflar1 grubunun H = {5} alt grubuna gére sol kalan siniflarna

ayrilisini belirleyiniz.

G bir komiitatif grup, |G| = n ve bir k € N igin (k,n) = 1lise bira € G igin x* = a
denkleminin G de ka¢ ¢Ozliimii vardir?

Asagidaki tablolarin birer grubun islem tablosu olup olmadigini belirleyiniz.

a |b |c |d . la |b |c |d
a |b|c |d |a a |c |d|a |b a |b
b |c |d |a |b b |a |b |c |d a |a |b
c |a |[b |c |d c |d |c |b |a b |b |a
d |d |a |b |b d |b |a |d|c
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5.Permiitasyon Gruplar: ve Temel Ozellikleri

Tammm 5.1: Bir M kiimesini kendi lizerine birebir olarak resmeden bir tasvire, M nin bir
transformasyonu denir. M kiimesinin sonlu olmasi durumunda, transformasyon yerine, M nin
bir siibstitiisyonu ya da permiitasyonu ifadesi kullanilir. M kiimesini kendi iizerine birebir olarak
resmeden idantik tasvire (I ile gosterilir) idantik permiitasyon denir.

M nin biitiin transformasyonlarindan olusan kiimenin, tasvirlerin ¢arpim islemine gore bir grup
olusturdugu kolayca gosterilebilir. Buna gore asagidaki tanim verilecektir;

Tanim 5.2: n elemanl bir kiimenin biitiin siibstitiisyonlarinin (permiitasyonlarinin) olusturdugu
gruba n. dereceden simetrik grup (n. dereceden permiitasyon grubu) denir ve S,, ile gosterilir.

Sn» {x1, %5, ..., X, } kimesinin simetrik grubu ve S € S, olsun. Burada i4, iy, ..., i;; 1,2,...,n nin
bir siralanig1 olmak iizere, S(xx) = x;, (k = 1,2,...n) ise,

S permiitasyonu, her x; (k = 1,2, ...n) elemaninin altina goriintiisii yazilmak suretiyle

biciminde ya da fonksiyonel olarak

12 ...
seklinde gosterilir. Buna gore, | =( 4 ] dir.
12 ...n

permiitasyonlarinin ¢arpimi
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1 2 ... n
ST = . . ,

[ 2P A 2

Iy 2 In

dir. S nin tersi ise,

o1 i iy i
1 2 ... n

dir. Ote yandan n > 2 i¢in S,, komiitatif degildir. Ornegin S5 te

123 123
S= , T=
132 231
123 123
ST: 7T:
321 213

Not 5.1: S, grubunun her elemant, {1,2, ..., n} kiimesini kendi iizerine (1-1) olarak resmeden bir
tasvir olarak dikkate alindigina gére S € S, ise S(1), n tane elemandan biri olabilir. S(1)
secilmis olduguna gore S(2), S(1) disinda kalan n — 1 elemandan biri olabilir. S(1) ve S(2)
secilmis oldugunda ise S(3), S(1) ve S(2) disinda kalan n — 2 elemandan biri olabilir.

Bu bigimde devam edilirse, S,, nin

i¢in

oldugundan ST # TS dir.

nn—1)n-2)...1 =n!

elemani oldugu goriiliir, yani |S,,| = n! dir.

. 1234567 1234567
Ornek 5.1: S,T € S,; S = , T= icin
7316245 3217546

1234567 1234567
ST= , TS= ,
1375264 6134275
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1234567 1234567
S§2= , = ,
5174362 1236574
. 7316245) (1234567
l1234567) (3526741
T_1_3217546_ 1234567
l1234567) 13216574
dir.
Tamim 5.3: j, j,, ..., jx (k > 1) birbirinden farkli dogal sayilar olmak iizere S € S,, i¢in

S(]l) =j2'S(jZ) =j31 ""S(jk—l) =jkrS(jk) =j1

ise S = (jijz ---jr) yazilir ve buna k uzunlugunda bir devre denir. Her j, (t = 1,2,...) igin
S(:) = je ise S, 1 uzunlugunda bir devredir. 1luzunlugundaki devreler genellikle goz ard edilirler.
Bir devre, saat yoniinde yonlendirilerek ¢ember {izerine dizilmis semboller olarak
diisiiniilebileceginden,

J1,J2, -, Ji min dairesel permiitasyonlarini dikkate alarak,
S = (o2 - Ji) = GzJz i) = Gaja - Jij2) = - = GiJa - Jr-2k-2)
yazabiliriz.

1234567
3154627
S(2) =1veS(4) =4,5(7) = 7 oldugundan S = (13562) dir ve ayn1 zamanda

S =(35621)(4)(7) = (56213) = (62135) = (21356) dir.

Ornek 5.2: Sz[ ]permﬁtasyonunda, S(1) =3, S(3) =5, S(5) =6, S(6) =2,
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Tamim 5.4: Hicbir ortak rakamlar1 bulunmayan devrelere yabanci devreler denir.
Ornek 5.3: S = (157), T = (2346) yabanc1 devrelerdir.

Teorem 5.1: Yabanci devreler ¢arpma islemine gore komiitatiftir.

Teorem 5.2: S € S,,, r uzunlugunda bir devre yani S = (iy, iy, ..., i) ise |S| = r dir.

Teorem 5.3: Her permiitasyon, bir takim yabanci devrelerin ¢arpimi olarak yazilabilir ve bu
yazilig, sira goz ardi edildiginde tek tiirli belirlidir.

Ispat:

B 1 2 ... n
LS S(2) ... s(n)
rakamlarin1 géz Oniine alirsak, bunlar arasinda birbirinden farkli olanlarin sayisi en ¢ok n
oldugundan belli bir adimdan sonra tekrar eder. Buna gére S*(1) = 1 kosuluna uyan en kiiciik bir
k dogal sayis1 vardir ve 1, S(1), S%(1), ..., S¥7%(1) rakamlar1 birbirinden farklidir. Béylece k
uzunlugunda bir (1,5(1),...,5%71(1)) devresi elde edilir. Islem bu devrede goriinmeyen bir
rakamla tekrar edilirse, ilk devreye yabanci bir devre bulunur ve 1,2, ... n rakamlar tiikkeninceye
kadar bu isleme devam edildiginde, ortaya ¢ikan yabanci devrelerin ¢arpimi S yi verir. Yabanci

devrelerin ¢arpimi komiitatif oldugundan sira géz ardi edildiginde, S nin, yabanci devrelerin
carpimi olarak yazilisi tek tiirlii belirlidir.

SES, ; S olsun. Burada S°(1) =1,5(1),5%(1),...,55(1), ...

Not 5.2: S, de idantik permiitasyonun yabanci devrelerin ¢carpimi olarak yazilis1 (ya da yabanci
devrelere ayrilis) I = (1)(2) ... (n) bigimindedir.

Ornek 5.4: Ornek 5.1 de verilen S ve T permiitasyonlarinin ve ST, TS, S, T2,

§71, T~ in yabanci devrelerin ¢arpimi olarak yazilislari (ya da yabanci devrelere ayrilislart)
asagidaki gibidir:

S =(17523)(46),T = (13)(476),ST = (23745),TS = (16752)
§% = (15372),T? = (467),5™1 = (13257),T~! = (13)(467)
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Teorem 5.4: Bir § € S,, permiitasyonunun mertebesi, ayrildig1 yabanci devrelerin uzunluklarinin
en kiiciik ortak katidir.

Ornek 5.5: S = (34)(125) permiitasoyonu igin |S| = ekok(2,3) = [2,3] = 6 ve
T = (346)(1825)(79) permiitasyonu i¢in |S| = [2,3,4] = 12 dir.

Tamm 5.4: Uzunlugu 2 olan, yani (ij) bicimindeki bir devreye bir transpozisyon denir.

Teorem 5.5: Her permiitasyon birtakim transpozisyonlarin ¢carpimi olarak yazilabilir.

Ispat:

Her permiitasyon, bir takim yabanc1 devrelerin ¢arpimi olarak yazilabildiginden, her devrenin
birtakim transpozisyonlarin ¢arpimi olarak yazilabildigini gostermek yeterlidir. Burada

(i1i2 ir) = (i1ir) (i1i3)(i1i2)

oldugundan, istenen elde edilmis olur.

Not 5.3: Bir permiitasyonun birtakim transpozisyonlarin ¢arpimi olarak gosterilisi tek tiirlii
degildir. Ciinkii (ij)? = I oldugundan ¢arpimin herhangi bir yerine keyfi bir transpozisyonun
karesi yazilabilir. Ornegin S = (12487)(536) permiitasyonunun bir transpozisyonlarin ¢arpimi
olarak yazilis1 S = (17)(18)(14)(12)(56)(53), ikinci bir yazilig1 ise

S =(17)(18)(13)(13)(14)(12)(56)(53) bi¢imindedir.

Tamm 5.5: Tek (cift) sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak yazilan bir permiitasyona tek (¢ift)
permiitasyon denir.

Ornek 5.6: I = (ij)? oldugundan, I ¢ift permiitasyondur.

S = (1534)(26879) = (14)(13)(15)(29)(27)(28)(26)
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oldugundan S tek permiitasyondur.

T = (1357)(2468) = (17)(15)(13)(18)(16)(24)
oldugundan T ¢ift permiitasyondur.
Teorem 5.6: S,, deki tek ve cift permiitasyonlar ayni sayidadir.

Ispat:

Sy deki biitiin ¢ift permiitasyonlarinin kiimesi {S;, S,, ..., Sk} olsun. Bu kiimenin her elemanini
bir (ij) transpozisyonu ile ¢arparsak, tek permiitasyonlardan olusan {(ij)S;, (i)S2, ..., (i) Sk}
kiimesi elde edilir. S,, de bunlar disinda tek permiitasyon yoktur, ¢iinkii T bir tek permiitasyon ise
(i)HT € {S1,S,, ..., S} dir. Buna gore,

(T =Sulsr<k=T=(@)S;1<r<k

yani

olmak zorundadir. Bu da ispat1 bitirir.

Tanim 5.6: S, deki biitiin ¢ift permiitasyonlarinin kiimesini 4,, ile gosterirsek, S, bir sonlu grup
oldugundan 4,, < §,, dir ve Teorem 5.6 geregi,

n.
|An| = ?

dir. §,, in A,, alt grubuna n. dereceden alterne grup denir.
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Ornek 5.7: n = 2,3, 4 igin S,, ve A,, gruplarn asagidaki gibidir.

S, ={I,(A2)}, A, = {I}

S; = {1,(12), (13), (23), (123), (132)}, 45 = {I, (123), (132)}

Sy =

{1,(12), (13), (14), (23), (24), (34), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34),

(13)(24),(14)(23),(1234),(1432),(1243),(1342),(1324), (1423)}

A, =
{1,(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Teorem 5.7: S,, grubu (1§);j = 2, 3, ..., n; bicimindeki transpozisyonlar tarafindan dogurulur.
Teorem 5.8: n > 3 olmak tizere A, grubu (12j) ;j = 3,4,...n devreleri tarafindan dogurulur.

Ornek 5.8: Bir dikddrtgeni kendi iizerine doniistiiren biitiin dénme ve simetrilerini gdz dniine
alalim.

e2
As Az

&1 2

A1 A2

Dikdortgeni D ile gosterirsek, D nin kendi iizerine biitiin donme ve simetrileri asagidaki gibidir:
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dy: 0 etrafinda (ok yoniinde) 0 lik (2 lik) donme,
d;: 0 etrafinda 7 lik donme,
s1: e eksenine gore simetri,

S,: e, eksenine gore simetri,

Bu dort doniisiim D dikdortgenini asagidaki bicimde degistirir.

Aa A3z A2 A1 A1 A2 Az As
d@: [ ] a0 [ ] s [ ] so ]
A1 Ao Az As As Az A2 A1

Burada G = {d, d;, 51, 52} kiimesinin grup aksiyomlarin1 ger¢ekledigini gosterelim. Bunu
carpim tablosunu yaparak gorebiliriz.

i. G tasvirlerin carpma islemine gore kapalidir.

ii.  Genel olarak tasvir carpimi asosyatif oldugundan, G de asosyatiflik gecerlidir.
ili.  Carpim tablosu esas kosegene gore simetrik oldugundan G komditatiftir.
iv.  dy, G nin birimidir.

-1 _ -1 _ -1 _ -1 _
V. dy " =do,dy  =dy,syT =81,8 =5,
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O halde, G, gergekten bir gruptur. Bu gruba dikdortgenin grubu denir. Burada A, A, A3, A,
yerine sirastyla 1, 2, 3, 4 yazarsak, G nin her eleman1 dikdortgenin koseleri tizerinde yaptigi etki
ile tamamen belirlendigine gore, bu elemanlarin her birine agsagida verildigi gibi, S, iin bir elemani
kag1 gelir:

1234
doﬁ( ):I
1234

d, —{‘ 23 4): (13)(24)
3412

s —>(‘ 23 4): (14)(23)
43 21

S, —{] 23 4)= (12)(34)
2143

Bu tasvir bir izomorfidir, yani G grubu S, iin V, = {I, (13)(24), (14)(23), (12)(34)} alt grubuna
izomorftur. V, grubuna Klein’in dortlii grubu denir.

Ornek 5.9: Bir eskenar iiggeni kendi iizerine déniistiiren biitiin dénme ve simetrilerini goz 6niine
alalim.

€1

Eskenar liggeni E ile gosterirsek, E nin kendi iizerine biitiin donme ve simetrileri asagidaki
gibidir:
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dy: 0 etrafinda (ok yoniinde) 0 lik (2 lik) donme,

d,: 0 etrafinda =~ lik donme,

dy: 0 etrafinda - lik donme,

s1: e eksenine gore simetri,

S,: e, eksenine gore simetri,

S3: ez eksenine gore simetri,

Bu alt1 doniisiim E eskenar ticgenini asagidaki bi¢imde degistirir:

do(E):

s1(E):

A1

Ao A As
A1

As A Ao

d1(E):

s2(E):

As

A1 A Ao
As

Ao A A1

A2
E) A
As A1

A2

- A
Aq A3

Burada G = {d,, dy, d;, 51, S», S3} kiimesinin grup aksiyomlarini ger¢ekledigini gosterelim. Bunu
carpim tablosunu yaparak gorebiliriz;



Tablodan goriilecegi gibi 1, = d, ve

1

-1 _ -1 __ -1 __ -1 _ -1 _ -1 _
dy =do,dy " =dy,dy  =dy,517 =81,8  =583,53 =8,

oldugundan G bir gruptur. Bu gruba eskenar ii¢genin grubu denir. Carpim tablosu esas kdsegene
gore simetrik olmadigindan G komiitatif degildir. Ote yandan G grubunun elemanlarina kars:
gelen 3. dereceden permiitasyonlar asagidaki gibidir:

123
d0_>( )=I
123

123
d, —{ ): (132)
312
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Buna gore G grubu S; simetrik grubuna izomorftur, yani G = S; yazabiliriz ve eskenar iicgenin
grubu olarak S5 alabiliriz.
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6. Normal Alt Gruplar, Eslenikler ve Boliim Gruplar:
6.1 Normal Alt Gruplar

Tamim 6.1.1: G grubunun, a, x elemanlari i¢in axa™? (ya da a”!xa) elemanina,

x in a ile doniismiisii (x elemaninin eslenigi ya da konjiigesi ) denir; b = axa™! ise a ile b
esleniktir denir.

Tamim 6.1.2: G bir grup, N < G,a € G ise aNa™! < G ye N alt grubunun a ile eslenigi denir.

M = aNa lise N ile M esleniktir denir.
Sonug 6.1.1: G grubu ilizerinde asagidaki bigimde tanimlanan ~ bagintisi bir denklik bagintisidir:
"V g,f €Gicing~f © a€G;f =agat dir.
~ bagintisinin G tizerinde belirledigi siniflara, G nin eslenik eleman siniflar1 denir.
Herhangi bir g € G elemaninin ait oldugu eslenik eleman sinifi
lg] = {aga™'|a € G}
dir. G komiitatif ise dogal olarak [g] = {g} dir.

Sonlu bir G grubunun birbirinden farkli eslenik eleman simiflar1 [g4], [g2], ..., [g] ve bunlarin
eleman sayilar1 sirasiyla ty, ¢y, ..., t, ise

yazilir. Buradaki birinci esitlik G nin bir siniflara ayrilisidir ve ikinci esitlige G nin simif denklemi
denir. Sinif denklemi, ilerleyen paragraflarda etki kavramai ile yeniden ele alinacaktir.
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Teorem 6.1.1: G bir grup ve N, G nin bir alt grubu ise asagidaki ifadeler birbirine denktir:
i. Hera € G,her x € N icin axa™! € N dir.

ii. Hera € G icinaNa™! c N dir.

iii. Hera € G icinaNa™! = N dir.

iv. Hera € G i¢in aN = Na dir.
Tanmim 6.1.3: G bir grup, N de G nin bir alt grubu olsun. Eger her a € G i¢in aN = Na ise N ye
G nin bir normal alt grubu denir ve N (N # G ise N < () yazilir.
G nin bir normal alt grubu, Teorem 6.1.1 de verilen iii. kogsulunu gercekleyen bir alt gruptur.
Buna gore G nin bir normal alt grubu, Teorem 6.1.1 de verilen birbirine denk kosullardan birini
gercekleyen bir alt grup olarak tanimlanabilir; iv. kosulunu gergekleyen N alt grubuna, G nin bir
invaryant alt grubu denir. Buna gore “invaryant alt grup” ve “normal alt grup” kavramlari
birbiriyle ¢akisir.
Burada aN = Na olmasi, her x € N i¢in ax = xa olmasim1 gerektirmez. Ancak, her x € N
elemanina karsilik ax = ya olacak bigimde bir y € N vardir.

N < G olmasi halinde, G grubunun N alt grubuna gore sag ve sol kalan siniflart aynidir.

Ornek 6.1.1: G grubunun triviyal alt gruplar1 olan G ve {15} gruplari, G nin triviyal normal alt
gruplaridir. G komiitatif ise her alt grubu normaldir.

Ornek 6.1.2: Sy iin N = {I,(12)} alt grubuna gére sol ve sag kalan simflar1 dikkate alindiginda,
(13)N # N(13) oldugundan N, G nin bir normal alt grubu degildir.

Teorem 6.1.2: Bir grubun indeksi iki olan alt grubu bir normal alt gruptur.

Ispat:
G birgrupve N < G ; [G:N] = 2 olsun. Bu durumda her a € G — N i¢in ayrik birlesim olarak
G =NUaN = NUNa

olacagindan, aN = Na = G — N dir. Sonug olarak, her a € G i¢in aN = Na, yani N < G dir.
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Sonug 6.1.2: An < Sn dir.
Tamm 5.6 da, [A,| = n?!oldugu verilmisti. Buna gore, [Sn: An] = 2, yani An < Sn dir.

Not 6.1.1: G bir grup ve K < H < G olsun. K < G ise K < H dir, ¢linkii her aEG i¢in aK = Ka

ise H € G oldugundan ayni zamanda her a € H i¢in aK = Ka dir. Fakat K < H ise K < G
olmas1 gerekmez.

G ={1,(13),(24),(13)(24),(14)(23),(12)(34), (1234), (1432)}

alinmasi durumunda, H= {I, (13), (24), (13)(24)} ve K = {I,(13)} igin
K < H < G ve [H:K] = 2 dir. Buna gore K < H olmasina ragmen, K, G nin normal alt grubu
degildir; ¢linkii (13)(24)K # K(12)(34) dur.

6.2 Bolim Grubu

Teorem 6.2.1: N < G olsun, G nin N ye gore sol (ya da sag) kalan siniflarindan olusan kiimeyi
G /N ile gosterelim ve G/N = {aN | a € G} kiimesi lizerinde ¢arpma islemini her

aN,bN € G/N icin (aN)(bN) = abN bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda asagidaki iddialar
dogrudur:

i.  Bu carpim, kalan siniflarin temsilcileri olan a, b elemanlarindan bagimsizdir.
ii.  G/N kiimesi bu ¢arpma islemine gore bir gruptur.

iii. G bir sonlu grup ise, |G/N| = % dir.

Tanim 6.2.1: G/N grubuna, G grubunun N normal alt grubuna gore boliim grubu denir.

Komiitatif bir grubun her alt grubu bir normal alt grup olacagindan, komiitatif bir grubun her alt
grubuna gére boliim grubu olusturulabilir; Gistelik bu boliim grubu da komiitatiftir.

Ote yandan, G bir toplam grubu ise G komiitatiftir ve herhangi bir N alt grubuna gére

Va+N,b+N€eG/Nigin (a+N)+(b+N)=(a+b)+N dir.
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Ornek 6.2.1: G = {I,(13), (24), (13)(24), (14)(23), (12)(34), (1234), (1432)},

N =V, =1{1,(13),(24),(13)(24)}

icin G/N boliim grubu olusturulabilir. Buna goére G = V, U (13)V, oldugundan,
G/V4 = {V4, (13)V4} dll‘.

Teorem 6.2.2: Bir devresel grubun her boliim grubu da devreseldir.

G bir devresel grup ve |G| = n ise n in her k bolenine karsilik, G nin k. mertebeden bir tek bolim
grubu vardir. Cilinkii n = kq ise G nin q mertebeden bir tek H alt grubu vardir ve G nin H alt
grubuna gore boliim grubunun mertebesi k olmak zorundadir. Buna gore sonlu devresel gruplar
icin Lagrange teoreminin karsiti dogrudur.

Tanim 6.2.2: Triviyal normal alt gruplarindan bagka normal alt grubu bulunmayan bir gruba
basit grup denir.

Ornek 6.2.2: S, bir basit grup degildir.

Tamm 6.2.3: G bir grup M, G nin, G den farkli bir normal alt grubu olsun. G nin M yi bir has alt
kiime olarak kabul eden ve G den farkli hi¢cbir normal alt grubu yoksa, M ye G nin bir maksimal
normal alt grubu denir. Bu tanim asagidaki bigimde de ifade edilebilir:

M < G,M # G bir maksimal normal alt grup < VN normal alt grup icin M < N < G ise M = N dir.

Teorem 6.2.3: M nin G grubunun bir maksimal normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul G /M nin basit olmasidir.

Ispat:

(=)

M, G nin bir maksimal normal alt grubu olsun. G /M nin normal alt gruplar1 K /M bigimindedir.
M maksimal oldugundan K = G olmak zorundadir. O halde G /M nin triviyal normal alt
gruplarindan bagka normal alt grubu yoktur, yani G /M basittir.

(<)
G /M basit olsun. G nin M yi kapsayan ve G den baska hi¢bir normal alt grubu yoktur, yani

M maksimaldir.
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Ornek 6.2.3. Mertebesi asal olan gruplar basittir. Ciinkii, p bir asal say1 ve |G| =p i¢inK < G
ise |K| =1yada|K|=p yani K = {1;} yada K = G olmak zorundadir.

6.3 Normalizator, Merkez, Komiitator

Teorem 6.3.1: G grubunun herhangi bir g elemaniyla komiitatif olan biitiin elemanlarinin
kiimesi G nin bir alt grubudur.

ispat:

g € G i¢in gbz Oniine alinan kiimeyi N (g) ile gosterirsek,

N(g) ={a € G |lag = ga} < G oldugunu ispat edecegiz. 1; € N(g) oldugundan N(g) # @ dir.

Ote yandan, Va,b € N(g) i¢in ag = ga ve bg = gb oldugundan asosyatif dzellik kullanilirsa,

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab) = ab € N(g)

ve Va € N(g) i¢in

1

ag=ga=>a(ag)al=al(ga)at=>gat=alg=>ateN(g)

oldugundan N(g) < G dir.

Tanim 6.3.1: Teorem 6.3.1 de verilen N(g) alt grubuna, g elemaninin G igindeki
normalizatorii denir.

Tanmim 6.3.2: G grubunun herhangi bir bos olmayan T alt kiimesi ile komiitatif olan biitiin
elemanlarinin kiimesini N (T) ile gosterelim. N(T) = {a € G | aT = Ta} ye T nin G igindeki
normalizatorii denir. Kolayca goriilecegi gibi N(T) < G ve T 2 N(T) dir.

Teorem 6.3.2: G bir grup, T <G ise N(T), G nin, T yi normal alt grup olarak kabul eden en
biiytik alt grubudur.
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Ispat:

T 2 G ise dogal olarak N(T) = G dir. T < G ise T 2 N(T) < G oldugunu gordiik.

Eger T < K < G olacak bigimde bir K alt grubu var olsa, her k € K i¢in kT = Tk olacagindan,

k € N(T) yani K < N(T) elde edilir. O halde N(T), G nin T yi normal alt grup olarak kabul eden

enbliylik alt grubudur.

Tamm 6.3.3: G grubunun biitiin elemanlariyla komditatif olan elemanlarindan olusan alt kiimeye
G grubunun merkezi denir ve M(G) ya da Z(G), M sembolleriyle gosterilir. Buna gore,

MG)={geG | ag=ga,(Va€Gigin)}

yazilir.

Teorem 6.3.3:

M@ = |No(@)

aeG

dir ve M(G) 2 G oldugu gibi M(G) nin her normal alt grubu G de de normaldir.

Ispat:

g EM(G) ®Va€e(Giginag = ga & Va € G igin g € Na oldugundan,

M@ = [ |No(@

aeG

dir ve her a € G i¢in N, < G oldugundan M(G) < G dir. Ote yandan, her a € G ve
her g € M(G) i¢in ag = ga oldugundan aM (G) = M(G)a yani M(G) < G dir. Ayrica,

H<M(G)ise Vh € Higinh € M(G)ve H < G dir.
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Tamm 6.3.4: G bir grup ve a, b € G olmak lizere a ve b elemanlarmin komiitatorii [a,b] ile

gosterilir,
[a,b] = aba™1b~1
olarak tanimlanir.

Ornek 6.3.1: 4 ve B ayn1 mertebeli, reel girdili tersi olan kare matrisler olmak tizere, 4 ve B

matrislerinin komiitatori,

[4, B]=ABA™'B1

seklindedir. Burada hemen hatirlatalim ki tersi olan, ayn1 mertebeli, reel girdili biitiin kare

matrislerin kiimesi, matrislerin ¢arpim islemine gore bir gruptur.

Teorem 6.3.4: Bir G grubunun degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Va, b € G i¢in e, G nin

birim eleman1 olmak iizere,
[a, b] = e
olmasidir.
Ispat:
=):

G degismeli bir grup olsun. Yani, Va, b € G igin

ab = ba *)
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olsun. (*) esitliginin her iki tarafin1 6nce sag taraftan, a7 ile ve daha sonra tekrar sag taraftan

b~1 ile ¢arpalim. Bu durumda,

aba b 1=¢

elde edilir. Komiitator tanimi1 hatirlandiginda,

[a, b] = e

sonucuna varilir.

(<):

Va, b € G igin [a, b] = e olsun. Komiitatér tanimindan,

aba b l=¢

dir. Bir sonraki adimda, esitligin her iki tarafini sag taraftan, dnce b ile sonra da a ile ¢arparsak,

ab = ba

olur. Yani, G grubu degismelidir.
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Teorem 6.3.5: Bir komiitatoriin tersi de yine bir komiitatordiir.
Ispat:

G bir grup ve @, b € G elemanlarinin komiitatorii [a, ] olsun. O halde,
[a, b] = aba™1b7t

ve [a,b] 1= (aba 1b~1)"'=bab~ta~1=[b, a] elde edilir. Bu da, [b, a] nin dolay1siyla
[a,b] ™! nin de komiitatér oldugunu gosterir.

Teorem 6.3.6: G grubunun, sonlu sayida komiitatorlerinin ¢arpimlarindan olusan kiimeyi, [G, G]

ile gosterelim. Yani,

[G,G] = {H[aibi] a;,b; € G}

i=1
olsun. Bu durumda,
[G Gl <G dir

Ornek 6.3.2: S, de (123),(13)(24) iin komiitatorii,

[(123),(13)(24)] = (123)(13)(24)(123)7 ! ((13)(24))_1

= (21)(34) (13)(24) = (14)(23) dir.
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Ahstirmalar VI

1) Bir grubun bir takim normal alt gruplarinin arakesitinin de bir normal alt grup oldugunu
gosteriniz.

2) Gbirgrup, H< G, K< GveHNK ={1;}iseher h € H ve HNK={1¢} iseher h € H ve
her k € K i¢in hk = kh oldugunu gosteriniz.

3) Gbirgrupve H < G, K < G olsun.
i. H < G 1se HK < G oldugunu gosteriniz.

ii. H < G,K < G ise HK < G oldugunu gosteriniz.
4) G ={1,—-1,i,—i} ¢arpim grubunun G = {1, —1} alt grubuna goére boliim grubunu bulunuz.

5) i.Gbirgrupise M = {g € G | Va € G i¢in ag = ga} i¢in M < G oldugunu gosteriniz

ii. G/M devresel ise G nin komiitatif oldugunu gosteriniz.

6) Gbirgrupve H < Gise K = [gHg™ icin K < G oldugunu gbsteriniz.

geG

7) G birgrupvea € G i¢in < a > < N;(a) oldugunu gosteriniz.
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7. Gruplarda Homomorfizma ve Izomorfizma Teoremleri

Bu boliime gegmeden dnce, temel tanim ve teoremleri hatirlayalim;

K ve K’ gibi iki cebirsel yapi1 (her ikisi de tek ya da her ikisi de ¢ift islemli) verilmis olsun. K y1 K’
icine resmeden ve islemlerin sonucunu koruyan (K nin iki elemanimin toplamini bunlarin
resimlerinin toplamina, ¢arpimini bunlarin resimlerinin ¢arpimina gotiiren) bir ¢ tasvirine igine
bir homomorfi denir. Dogal olarak, ¢ homomorfisi K y1 K’ i¢ine resmeder. K nin elemanlarinin,
¢ homomorfisindeki resimlerinin kiimesi olan ¢ (K) ya K nin homomorf resmi adi verilir.

Buna gore ¢ homomorfisi, K y1 ¢ (K) iizerine resmeder.

@, tek islemli < K, 0 > cebirsel yapisini, tek islemli < K,*> cebirsel yapist i¢gine resmeden bir
homomorfi ise her a, b € K igin

0:K > K'
a— ¢(a)
b — ¢(b)
aob — @(aob) = @(a) * @(b) dir.

@, bir K cebirsel yapisindan bir K’ cebirsel yapisina bir homomorfi olsun.
¢ lizerine bir tasvir ise, ¢ ye K dan K’ ye bir iizerine homomorfi denir.
Bu durumda K’, K nin homomorf resmidir, yani ¢ (K) = K’ dir. ¢ bir birebir tasvir ise ¢ ye

K dan K'ye biricine izomorfi, ¢ iizerine ve birebir bir tasvir ise ¢ ye, K dan K’ ye bir izomorfi
denir. K dan K’ i¢ine bir izomorfi varsa, K, K’ icine yatirllmis denir.K dan K’ ye bir izomorfi
varsa, K ve K' cebirsel yapilari birbirine izomorftur denir ve K = K’ yazilir. K dan kendi igine
bir homomorfiye bir endomorfi (ya da K nin bir endomorfisi) denir. K nin kendi {izerine bir
izomorfisine bir otomorfi (ya da K nin bir otomorfisi) denir.
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Teorem 7.1: A ve B, tek islemli iki cebirsel yap1 ve ¢: A — B bir homomorfi olsun. ¢ nin
iizerine olmasi halinde, A bir grup ise B de bir gruptur.

ispat:

i.

ii.

il

Kapahilk:
Her by, b, € B igin b,b, € B dir:

@ lUzerine oldugundan, ¢ (a,) = b;, ¢(a,) = b, olacak bi¢imde a,,a, € A elemanlari
vardir.

A bir grup oldugundan a,a, € A dir. ¢(a,a;) € B ve ¢ bir homomorfi oldugundan
p(a,a;) = p(a)p(az) = bib, € B dir.

Asosyatiflik:

Her bl,bz, b3 €EB lgln bl(b2b3) = (blbz)b3 dir:

@ Uzerine oldugundan, ¢(a,) = by, @(a,) = by, @(a3;) = b3 olacak bigimde
a4, a,, as; € A elemanlart vardir ve A bir grup oldugundan a, (a,as) = (a,a,)as dir.

Buna gore,

p(a;(azaz)) = p((a1az)as) = @(a)p(azaz) = p(a,az)az = §0(a1)((P(a2)(P(a3))
= (qo(al)go(az))(p(a3) = by(bybs3) = (byby)bs

elde edilir.

Birim Eleman:
Her b € B igin b1z = 1gb = b olacak sekilde 15 € B vardir:

@ Uzerine oldugundan, her b € B igin ¢(a) = b olacak bicimde a € A elemani vardir ve
1, € Aicin (1) € Bve aly = 1,a = a oldugundan

p(aly) = p(1a) = p(a) = e(@e(1y) = p(1)e(a) = p(a) = bep(1,) = (. 1)b=b

yani ¢(1,) = 15 dir.
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iv.  Ters Eleman:
Her b € B i¢cin bb~! = b~1b = 1 olacak bigimde b~! € B vardur:

1

a € Aigin ¢(a) = b olsun. a~! € A i¢in p(a™!) € B ve aa™! = a~ta = 1, oldugundan,

bp(a™?) = p(a)b =1, = b~' = p(a~1), yani her a € A i¢in p(a~1) = p(a) " dir.

Boylece A bir grup ise B nin de bir grup oldugu gdsterilmis olur.
Not 7.1: ¢ homomorfisi iizerine olmasa da, her a € A i¢in (p(a_l) = (p(a)_1 dir.

Sonug 7.1: A, B iki grup ve ¢: A — B bir homomorfi olsun. H < A ise ¢(H) < B dir.

Ispat:

Her by, b, € @(H) igin, ¢(a,) = by, ¢(a,) = b, olacak bigimde a,,a, € H elemanlar1 vardir ve
a,,a, ! € H oldugundan ¢(a,,a, ) € @(H) d.

p(a;a,7Y) = p(a)p(a;™) = p(a))p(ax)™ = bib, ' € p(H)
oldugundan H < A ise ¢(H) < B dir.
Teorem 7.2 (Cayley Teoremi): Her grup uygun bir transformasyon grubuna izomorftur.
Ispat:

G bir grup ve a € G belirli bir eleman olsun. ¢ : G = G; ¢ ,(g) = ga tasvirini géz oniine alalim;

Her x € G igin x = ga olacak bigimde bir g € G bulunabileceginden, ¢, iizerinedir ve g, h € G olmak
lizere ag = ah = g = holacagindan ¢, (1 — 1) dir.
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Buna gore ¢ ,, G nin bir transformasyonudur. G nin bu tip biitiin transformasyonlari kiimesi T ile
gosterilirse, T-(G) = {9, | a € G} dirve ¢, ¢, € T,(G) olmak iizere, her g € G igin

(2205) () = 0, (#,(9)) = 0,(bg) = albg) = (ab)g
yani ¢ ¢, = @, dir. Buna gore T, (G) kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir.

G yi T,(G) igine resmeden ¢ : G = T,(G); ¢p(a) = ¢, tasvirini ele alalim;

Dogal olarak ¢ tasviri lizerinedir ve a, b € G olmak lizere a # b i¢in ¢, = ¢, olsa, her g € G
icinag = bg = a = b ¢eliskisi ortaya ¢ikar, yani ¢ (1 — 1) dir. Ustelik, her a, b € G igin

p(ab) = ¢, = @, 0, = ¢(a)p(b)

oldugundan ¢ islemi korur. O halde, ¢ bir izomorfidir. Teorem7.1 e gore G bir grup oldugundan
T,-(G) de bir gruptur.

Sonug 7.2: G sonlu bir grup ve G = {ay, ay, ...,a,}ise bir T = {¢ | a € G} permiitasyon
grubudur ve her a € G icin

aq as an
o = (aa1 aa, .. aan)
bigimindedir.

Ornek 7.1: Zs* = Zs — {0} = {1, 2, 3, 4} carpim grubu icin

NI NI
W1 Wi
!
N—

=(L 2 3 Ay_(
1 1.1 1.2 13 1.4 1



o=(L 2 3 Ay (1239
2 \21 22 23 24 2 4 1 3
oo=(L Z 3 I)_(123 9
3 \31 32 33 34 314 2
o=(L 2 3 Ay (1239
4 \41 42 43 44 4 3 2 1

olacagindan, Cayley teoreminden dolay1,

'0=(1 339
v@=(; 573
o= 1 3 2
o®=(3 53 1)

dir. Buna gore Zs" grubu, {I, (1243), (1342), (14)(23)} permiitasyon grubuna izomorftur.

Teorem 7.3: G bir grup ve a € G belirli bir eleman1 olmak tizere,

ViG> G; ¥ (g) = aga™

tasviri bir otomorfidir.
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i. W, tasviri iizerinedir: x € G igin x = aga™? olacak bicimde bir g € G vardir ve

g = a lxa dur.

ii. ¥, tasviri (1 — 1) dir: Her g,h € G i¢in aga™ = aha™! = g = h dir.

iii. ¥, tasviri islemi korur: Her g, h € G i¢in

¥a(gh) = agha™ = ag(aa " )ha™" = (aga™")(aha™) = ¥, (9)¥a(h)

dir.

15

Tanmm 7.2: ¥,: G - G; ¥,(g) = aga™! otomorfisine G nin bir i¢c otomorfisi denir.

Teorem 7.4: Bir G grubunun biitiin i¢ otomorfileri kiimesi tasvir ¢arpimina gore bir gruptur.

Not 7.2: G grubu komiitatif ise her a € G ve her g € G i¢in aga™* olacagindan G nin

tek i¢ otomorfisi I; idantik otomorfisidir ve 1(G) = {I;} seklinde ifade edilir.

Ornek 7.2: S;5 = {I1,(12), (13), (23), (123), (132)} grubunun ¥; disindaki i¢c otomorfileri

asagidaki gibidir:

4’(12):53 - 53
(12) - (12)
(13) = (23)
(23) - (13)

(123) - (132)

(132) - (123)

11/(13)153 i 53
(12) - (23)
(13) - (13)
(23) - (12)

(123) - (132)

(132) - (123)

l1"(23): 53 g 53
(12) » (13)
(13) » (12)
(23) = (23)

(123) - (132)

(132) - (123)
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W(132): 53 = 53

(12) - (23) (12) - (13)

(13) - (12) (13) - (23)

(23) > (13) (23) - (12)
(123) - (123) (123) - (132)
(132) - (132) (132) - (123)

Teorem 7.5: A, B iki grup ve ¢: A = B bir homomorfi ise asagidaki iddialar dogrudur:

i.  1p nin ¢ deki tam orijinaller kiimesi, A nin N gibi bir normal alt grubudur. (N 2 A)
ii. B nin herhangi bir a’ elemaninin ¢ deki tam orijinaller kiimesi bos degilse, N nin A
icindeki uygun bir kalan sinifidir.
iii. ¢ Uzerine ise, A/N boliim grubu B grubuna izomorftur. (A/N = B)

Ispat:

i. ¢ 1(15) = N olsun. Budurumda N = {a € A | ¢(a) = 15} yazilir.
Burada, her a,b € N igin

pa) = () =1;

ve @ carpimi korudugu igin

@(ab) = p(a)p(b) = 151p = 1p dir.

O halde, a.b € N elde edilir.
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Her a € N igin,

p@=pa ) =p@ =1,1=1

oldugundan a~! € N dir.

Buna gore, i. ve ii. den N < A elde edilir.

Her a € A ve hern € N i¢in,

p(ana™") = p(@eme@ ) = p(a)1zp(a) > = 1,

oldugundan, ana™! € N ve dolayisiyla N S A dir.

ii. B nin herhangi bir a’ elemanmin ¢ deki tam orijinaller kiimesi ¢(a’) = My olsun. M,, # @
oldugundan, ¢(a) = a’ olacak bicimde bir a € A vardir. aN kalan siifin1 géz 6niine alalim.

Her b € aN igin, b = an olacak bi¢imde bir n € N vardir. Buna gore,

o(b) = p(an) = p(a)p(n) = a'ly =a

oldugundan b € M,, yani aN c M, diir. Ote yandan, her d € M, i¢in M,, € aN dir.

Sonug olarak, aN = M, oldugu ortaya cikar.

iii. A/N bolim grubunu B i¢ine resmeden ¥:aN — ¢(a) tasvirinin goz Oniine alalim.
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1) ¥ iyi tanimhidir: Ciinkii aN = bN ise

(a'p))N=N=a'beN

dir. Buna gére p(a”'h) = 1p, yani p(a”De(b) = p(a) *e(b) = 15 dir.

O halde, ¢(a) = ¢(b) dir.

2) Y iizerinedir: Ciinkii ¢ lizerine oldugundan her b’ € B elemanina karsilik, ¢(b) = b’ olacak
bigimde bir b € B elemani vardir ve ¥ (bN) = ¢(b) = b’ dir.

3) ¥ (1 — 1) dir: Ciinkii herhangi iki aN, bN kalan sinifi i¢in aN # bN iken ¥ (a) = ¥ (b) ise

¢(a'b) = p(a) " p(b) = p(b) 'e(b) = 15

olur ki, buradan a™*b € N dolayisiyla b € aN ve b € aN n bN elde edilir.
Oysa aN # bN oldugundan aN N bN = @ dir.

4) ¥ carpimi korur: Ciinkd,

¥Y(aNbN) = ¥((ab)N) = p(ab) = p(a)p(b) = ¥(aN)¥ (bN) dir.

O halde A/N = B dir.

Tanmim 7.3: Teorem 7.5 de ifade edilen N normal alt grubuna ¢ homomorfisinin ¢ekirdegi denir ve

Kerg ile gosterilir. Buna gore ¢: A — B bir grup homomorfisi ise

Kerp = {a € 4; ¢(a) = 1p}

yazilir.
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Ornek 7.3: A bir komiitatif grup ise ¢:G = G; ¢(g) = g™ (n € N) tasvirini géz éniine alalim,

Vg, h € G igin p(gh) = (g)" = g"h™ = 9(9)9(9)
oldugundan ¢ bir homomorfidir ve g € G i¢in
p@=1lg=g"=1=lgl|n
oldugundan Kerep = {g € G | |g| | n} dir.

Sonu¢ 7.3: ¢: A = B grup homomorfisinin bir izomorfi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
Kerp = {1,} olmasidir.

Teorem 7.6: G bir grup ve N 2 G ise p: a = aN tasviri G nin G /N lizerine bir homomorfisidir ve
N<H<Giseu(H)=H/N < G/N oldugu gibi H < G/Nise H ={g|gN € H}i¢ginH <G
dir.

Tanim 7.4: u: a —» aN homomorfisine, G nin N normal alt grubuna gore dogal (kanonik)
homomorfisi denir.

Teorem 7.7 (Birinci izomorfi Teoremi): ¢, A grubunun B grubu igine bir homomorfisi ise
Kerg, A nin bir normal alt grubudur ve ¥: aN — ¢(a) tasviri A/Kerg bolim grubunun B nin
¢ (A) alt grubuna bir izomorfisidir.

Teorem 7.8 (ikinci izomorfi Teoremi): G bir grup, N 2 G ve H < G ise,

HNN<HHN<GveH/HNN = HN/N dir.

Ispat: Burada HN = {ab | a € H,b € N} c G oldugunu biliyoruz.
n€ HNNwveh€ HiseN 2 G oldugundan h™'nh € H dir.

Dolayisiyla h™'nh € HN NyaniHNN < H dir.
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HN # @ oldugu agiktir. Ustelik her x,y € HN i¢in,x = ab,y =cd (a,c € H,b,d € N) ise
xy~ 1= (ab)(cd)"'=abd ¢ ,t=bd"*EN = xy 1= atcl,c7t c = 1

oldugundan,

xyl' =aclctcbacleHveN2 G= ctc'e€N =>xy 1 €HN

HN < G

elde edilir.

@ :H—-> HN/N; @(h) = hN tasviri iyi taniml1 ve {lizerine bir tasvirdir. Gergektende,

@(hihy) = hih,N = hy N h,N = @(hy) @(hy)

oldugundan ¢ bir iizerine homomorfidir. Ustelik xN = N ise x € N oldugundan,

Kerop={x|x€Hvex€N}= HNN

dir. Birinci izomorfi teoremine gére H/H N N = HN /N olmak zorundadir.

Simdi, gruplarda homomorfi ve izomorfi teoremlerinden elde edilebilen asagidaki sonuglara
bakalim.

Sonuc 7.4: Bir devresel grubun her homomorf resmi de bir devresel gruptur.

Ispat: A = < a > devresel grubunu goz dniine alalim ve B de A nin bir ¢ homomorfisindeki
resmi olsun. Bu taktirde Teorem 7.1 den, B de bir gruptur.

@(a) = b olarak alindiginda, her x € B i¢in ¢(a*) = x olacak bigimde bir a* € A4,(k € 2)
vardir. Buna gore,

p(@)=x = p(@=x = x=b* 2 B=<b>=< ¢(a) > dir.
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Sonug 7.5: Sonlu bir devresel grubun her homomorf resmi de sonlu bir devresel gruptur.
Ispat: A =< a >, n. mertebeden bir devresel grup ve B de A nin bir ¢ homomorfisindeki resmi
ise B =< ¢(a) > =< b > dir. Ote yandan, a® = 1,0ldugundan,
@) = (1) = @a)" =1z > b" =1
elde edilir.Yani, B nin mertebesi n in bir bélenidir; B sonludur.

Sonug 7.6:

i. Sonsuz bir devresel grubun her izomorf resmi de sonsuz bir devresel gruptur.

ii. n. mertebeden bir devresel grubun her izomorf resmi de n. mertebeden bir devresel gruptur.

Ispat:

A =< a > bir devresel grup ve B de A nin bir ¢ izomorfisindeki resmi ise

B =< ¢(a) >=<b > dir.

i.  Asonsuzolsun. Simdi, k # t (k,t € Z)icin b* = bt oldugunu varsayalim.
p(@)* = p(a)t = @) = g(ab) ise ¢, (1 —1)oldugundan a* = at elde edilir.

Oysa A sonsuz oldugundan, her k # t (k,t € Z) igin at #a* dir. O halde B de sonsuzdur.

ii. |A| = n olsun. Bu durumda, b™ = 1 dir. Ote yandan, 1 < t < n (t € Z) igin

bt = 1golsa p(a)t = ¢(1,) = o(a®) = ¢(1,) elde edilir.

@, (1 — 1) oldugundan a® = 1, sonucuna varilir. Bu ise a nin mertebesinin n olmasiyla gelisir.
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O halde, A = {14,a, ...,a" 1} ise B = {1p,b, ...,b™ 1} dir.

Sonsuz bir devresel grubun her homomorf resminin de sonsuz bir devresel grup olmasi gerekmez.
Ornegin, Z = < 1 > sonsuz devresel toplam grubu ve {0} toplam grubu i¢in

@:Z = {0}; @(t) = 0 tasviri bir lizerine homomorfidir.

Teorem 7.9: Gbirgrup, N 2 Gve N <K <G ise N2 KveK/N < G/N dir.
Ayrica N < K 2 G ise K/N 2 G/N dir. Tersine G /N nin alt gruplari, N < K < G olmak lizere

K /N bigiminde ve normal alt gruplart N < K < G olmak iizere K/N bi¢imindedir.

Ispat: N 9 Gve N <K < G ise N Q K dir ve K/N in her kN (k € K) elemani igin
k € G olacagindan K/N < G/N dir. K<G ise her g € G ve her k € K i¢in gkg™! € K dir.

Buna gore her gN € G/N ve kN € K /N igin (gN)(kN)(gN)™* = (gkg™1)N kalan smufi,

K /N boliim grubuna ait olacagindan, K/N < G /N dir.

Tersine [K] < G/N olmasi halinde K = { g € G | gN € [K] } alinabilir. Burada her a,b € K
i¢in (aN)(bN)~! = (ab™')N € [K] oldugundan, K nin tamimina gore ab™! € K olmak
zorundadir. Buna gére K < G dir. Ote yandan, her x € N i¢cin xN = N ve N € [K] oldugundan
N <K dir. [K] 2G/N ve g € G,k € K igin (gkg )N = (gN)(kN)(gN)~* € [K]

dikkate alindiginda, gkg™! € K yani K 2 G dir.

Teorem 7.10 (Uciincii Izomorfi Teoremi): G bir grup, T < G ve G/Tbéliim grubunun K /T gibi

bir normal alt grubu oldugunu varsayalim. Bu durumda K 2 G ve G/K = (G/T)/(K/T) dir.

Ispat: 9:G > G/T ve 5:G/K - (G/K)/(K/T) dogal homomorfilerinin goz éniine alalim.
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@ ve ¢ lzerine olduklarindan 8 = §¢: g = (gT)(K/T) bileske tasviri G nin (G/T)/(K/T)

iizerine bir homomorfisidir. Burada g € Ker®@ ise

0(g9) = K/T = (gT)(K/T) =K/T = gT € K/T =3k €K; gT = kT

dir. Yani bir t € T i¢in g = kt dir ve T€K oldugundan,

gEK =>Ker6cK

dir. Ote yandan g € K ise gT € K /T olacagidan, 8(g) = (gT)(K/T) = K/T yani

g € Ker6 = K < Kerf

elde edilir. Sonug olarak Kerf = K oldugu goriiliir. Buna gore, K < G ve G/K = (G/T)/(K/T)
dir.

Ornek 7.4:

G =Ty H=<4>veK =<8>ise

G/H =Ty /< 4>={<4>,1+<4>,24<4>3+<4>} =17,

Ve

G/K =7,/<8>={<8>14+4<8>2+<8>3+<8>,4+<8>5+<8>,6+<8>,7+<8>} =74

dir, bundan bagka

H/K =<4>/<8>={<8>4+<8>}=17,

dir.
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Boylece,
(G/K)/(H/K) = G/H =L,

elde edilir.

Ornek 7.5:
G = Z grubu ve H = 2Z ve K = 87 alt gruplan dikkate alindiginda

G/H =17/2L = {27,1 + 27} = I,,

G/K =7/8Z = {8Z,1 + 8%Z,2 + 87,3 + 8Z,4 + 87,5 + 87,6 + 87,7 + 8Z} = 7, dir.

Ustelik

H/K = 27/8Z = {8Z,2 + 8Z,4 + 8Z,6 + 87} = Z,

oldugundan

(G/K)/(H/K)=G/H =1,

dir.
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7.1 Direkt Carpimlar

Verilen gruplardan yeni gruplar elde etmek i¢in bu gruplarin kartezyen ¢arpimlar1 dikkate
aliabilir. Bu yontem abelyen gruplara uygulanirsa; abelyen gruplarin tiim yapisal 6zelliklerini
bulunduran daha genis bir sinif elde edilir.

Teorem 7.1.1: H ve K iki grup olmak tizere, H X K = {(x,y) | x € H,y € K} kiimesi,
(x,y),(u,v) € H X K igin (x,y). (u,v) = (xu, yv)

seklinde tanimlanan islemine gore bir gruptur.

Ispat: (1;,1x) € H X K oldugundan, H x K nin bos kiimeden farkl1 oldugunu gérmek kolaydir.
Ote yandan,

1) V(x,y),(w,v) € HXK igin (x,y).(w,v) = (xu,yv) € H X K dur.
€EH €K

2) V(x,y), (wv), (k) € H XK igin

e, [, v). (k, M) = (x, ) (uk, vr) = (x(uk),y(vr)) = ((xwk, (yv)r) =
(ew, yv). (k, ) = [(x, ¥). (u, v)]. (k, ) dir.

V(x,y) EH XK (1y,1x).(x,y) = (x,y). (1, 1x) = (x,y) dir.

3) V(x,y) € HxKicin (x,y).(x L, y™) = ("L vy D (x,y) = (1, 1) dir.

Sonug olarak, < H X K, > cebirsel yapisinin grup oldugunu sdyleyebiliriz.

H x K grubuna, H ve K gruplarinin dolaysiz carpimi ya da direkt ¢arpim denir. Ustelik,
|H X K| = |H|.|K] dir.

Genellestirme: G4, G, ..., G, birer grup ve

n
G == nGl
i=1

olmak iizere < G, - > grubuna Gy, G,, ..., G, gruplarmin direkt carpimi denir. Ustelik,
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|Gy X Gy X ... X G, | = |Gq1].|Gq] ... |Gyl

dir.

Tanim 7.1.1: G4, G, ..., G, gruplar birer toplamsal grup ise

n
G = @ G, toplamsal grubuna G,, G, ..., G,, gruplarinin direkt toplami denir.
i=1
n
G= @D G
i=1

gosterimi yerine

semboli kullanilir.

Ornek 7.1.1: Z, x Z, = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)} mertebesi 4 olan bir abelyen gruptur.
(0,0) nin diginda her elemanin mertebesi 2 oldugundan, Z, X Z, grubuna izomorf degildir.

Z3 X Z3 grubunun da devresel olmadigini baska ifadeyle, Zqg a izomorf olmadigini gérmek
kolaydir.

Not 7.1.1: G, ve G, gruplarmin direkt carpim1 G = G; X G,, G;* ve G," gruplarinin direkt
carpimida G* = G~ X G," olsun.

G, =G, ve G, = G," ise G = G* dir. Gergektende, G, = G;* ve G, = G, oldugundan
®,:G, - G ve d,:G, > G, izomorfileri yardimiyla, ®: G - G*, her g = (g1, 92) € G igin
¢((gl, gz)) =P(g) = &(P1(g1), P,(g2)) olarak tanimlanan @ doniigiimii bir izomorfidir.
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G4, ..., G, birer grup ve

n
G = nGi
i=1

olmak tizere g = (g4, ---, gn) € G sonlu mertebeli ise her 1 < i < ni¢in g; € G sonlu
mertebelidir. Gergektende, g € G elemaniin mertebesi k ise g& = 15 = (g,%, ..., g.*) ve

1¢ = (1¢,, -, 1g,) oldugundan her 1 < i < n igin gi* = 1;, € G; ve dolayisiylaher 1 <i<n
icin g; € G; sonlu mertebelidir.

Tersine, her 1 < i < ni¢in g; € G; eleman1 sonlu mertebeli ise g € G de sonlu mertebelidir.

Teorem 7.1.2: Her i = 1,2, ..., n i¢in G; birer grup ve

n
G = HGl
i=1

olmak iizere g = (g4, 92, ---»gn) € G olsun. Her i i¢in g; € G; elemanlarinin mertebesi sonlu ve
mertebeleri m; ise g elemanlarinin mertebesi sonludur ve tstelik |g| = [mq, m,, ..., m,] dir.

Teorem 7.1.3: m,n € Z olmak iizere Z,, X Z,, = Zny, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(m,n) = 1 olmasidir.

Ispat:

Loy X Ly = Ly, olmak tizere, tersine (m,n) = d > 1 olsun. (m,n) = d ise d|m ve d|n dir.

=d(u.v)

dud.
d|mved|n:>5lu,v€Zamzd.uvenzd.vz%: ud e

mn mn ,.
d.u.v =m.v=n.u:>m|7 ve n|7d1r.

O halde, her (x,¥) € Z,, X Z,, i¢in (X,y) +---+ (%, y) = (0,0) dir.

mn
T tane
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Dolayisiyla, Z,, X Z, grubunun higbir (¥, y) eleman1 Z,, X Z,, grubunu iiretemez. Bu da
Loy X L, grubunun devirli olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla, (m,n) = 1 dir.

Diger yandan, (m,n) = 1 olsun;
[m,n] =mn, Z,, =< x >,Z, =<y > vel|x| = o(%),|y| = o(}) ise,

0((92, 37)) = [0(X),0()] = [m,n] = mn oldugundan (%, y) elemani Z,, X Z,, grubunu
uretir. Z,, X Z, grubu devirlidir. |Z,, X Z,,| = mn ve Z,, X Z,, devirli ise Z,,, X Z,, = Z,, dir.

Sonug 7.1.1:

n
| | Zmi = Zmlmz...mn
i=1

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul i = 1,2, ..., n i¢in m; sayilarinin ikiser ikiser aralarinda asal
olmasidir.

Sonu¢ 7.1.2: G4, Gy, ..., Gy, sonlu devirli gruplar olmak iizere, G;,X G, X ... X G, grubunun devirli
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (O(Gl), 0(G,), ..., O(Gn)) = 1 olmasidir.

X2

Sonug 7.1.3: p;, py, ..., b, birbirinden farkl asal sayilar, m= p;*1, p,*2, ..., p,*" seklinde

yazilmis olsun.

Lp, <2 X Lp,=<z X e X Lp e = L %1 py2 pn = L

dir.
Ornek 7.1.2: Z; X Z,o X Z3 grubunda, (4,7,3) elemaninin mertebesini belirleyiniz.
|Zl-|Zlo =5, |7|Z40 = 40, |§|ZS6 =12 ise

[5,40,12] = 120 oldugundan, |(4, 7, 3)|z,,x7,,x7,s = 120 dir.
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Tanim 7.1.2: G bir grup, Hy, ..., H, 2 G olsun. Eger, Hy, ..., H,, 2 G alt gruplar,
i. G == Hl'HZ ....Hn

ii. 1 <i,j <nolmakiizere,i # ji¢cin H; N H; ...H;_1H;;1 ... H, = {14}

kosullarimi gergekliyorsa, G grubuna, Hy, ..., H,, alt gruplarinin i¢ direkt ¢arpimi denir.

Teorem 7.1.4: G bir grup, Hy, ..., H, 2 G olmak iizere, G, H, ..., H, alt gruplarinin i¢ direkt
carpimi olsun. Bu durumda, G = H; X ... X H,, dir.

Ispat: G, H,, ..., H,, alt gruplarmnn i¢ direkt carpim1 olduguna gore, her 1 < i < nigin h; € H;
olmak iizere bir g € G, g = hy, h,, ..., h,, seklinde tek tiirlii yazilabilir. O halde,

@:G - Hy X ..xH,

g - (hll hZI '"'hn)

eslemesi iyi tanimlidir. Simdi, @ nin bir izomorfi oldugunu gosterelim;
g=nhy,hy ... hy k =k ky, ..., ky €Gicinl <i,j <nolmak iizere, i # j icin
H;NHy..H_1H;y1 .. H, = {15} ve H; 2 G oldugundan, h;k; = k;h;dir.

B(gk) = O((hq, hy, - hy) (ky, kg, e k) = O((heky) .. (hnky)) = (hkq, oy hnky) =
(hy, hy, ..., hy). (kq, ks, .o k) = 0(g)D(k) dir.

Ote yandan, @ nin iizerine oldugunu gérmek kolaydir. Sonug olarak, @ tasvirinin bir iizerine
homomorfi ve Ker® = {g € G | 8(g) = (1¢, ..., 1)} ile birlikte g = hyh, ... h,, oldugu
diistiniiliirse,

Q)(g) = (h1,h2; ""hn) = (1G' LR 16)
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dolayisiyla, hy = h, = -+ = h,, = 14, g = 1; elde edilir. Demek ki, Ker® = {1} dir.

Bu ise doniigiimiin birebir oldugunu gosterir. Yani, @ bir izomorfidir ve G = H; X ... X H,, dir.

7.2 Sonlu Abelyen Gruplar ve Temel Teoremi

Tanim 7.2.1: G bir grup, {g;:| g € G, i € I} S G olsun. Bu kiimeyi kapsayan G grubunun tiim
altgruplarinin arakesiti, g; elemanlar tarafindan iiretilen alt grup olarak tanimlanmistir. Eger bu
alt grup, G grubunun kendisi ise G grubuna, g; elemanlar1 tarafindan tiretilen grup denir.

{gi:]| g € G, i € I} sonlu bir kiime ise G grubuna da sonlu iiretegli bir grup dendigini biliyoruz.

Z,7 X Z, gruplarmin sonlu olmadig1 halde sonlu iiretecli gruplar oldugu asikardir.

Ote yandan Q grubu sonlu iiretecli bir grup degildir.

Teorem 7.2.1: G bir grup, H, G grubunun {g;: | g € G, i € I} kiimesiyle iiretilmis bir alt grup
olsun. g; birbirinden farkli olmasi gerekmeyen elemanlar olmak tizere, H nin her eleman,

ki,....k, € Ziginh = gilkl ginkn bicimde yazilabilir.

Yani H altgrunun sozii edilen yukaridaki alt kiimenin kuvvet ¢carpimlarindan olusan climle ile
cakisir.

ispat: K = {g;, " ...g; ** | gi,, -, 9i, € G, ky,ky, ..., ky, € Z} kilmesini goz 6niine alalim.
giko = 1. oldugundan, K # @ dir. H, bu kiimeyi kapsayan en kii¢iik altkiime olduguna gore

i, €lemanlarini ve bunlarin tiim miimkiin kuvvet ¢arpimlarini da icermelidir
Kuvvet alma islemleri dikkate alindiginda, K kiimesi kapalidir:
Gi* g1, )™ = (g1, )™ (g1, %) = gi, . g, 7% € K oldugundan,

K < G dir. Diger yandan H alt grubu g; elemanini igeren en kiigiik alt grup olduguna gore

K = H olmalidir.



77

Bu boliimde her sonlu abelyen grubunun ya bir devirli gruba ya da bir takim devirli gruplarin direkt
carpimina izomorf oldugunu gostermeye calisacagiz. Bunun i¢in bir sonraki boliimde detayli
bi¢imde incelenecek olan p-gruplarindan kisaca bahsedelim;

p bir asal say1 olmak lizere, her elemaninin mertebesi, p sayisinin bir kuvveti olan gruplar ile
ilgilenecegiz.

Teorem 7.2.2: p bir asal olmak iizere G sonlu bir abelyen grubu olsun. Bu durumda G grubu bir
takim p-gruplarinin i¢ direkt ¢garpimina izomorftur.

Ispat: |G| = 1 olmas1 halinde teoremin ispat1 agiktir.

|G| > 1 olsun. O halde;

|G| =pi™ ..o D1, .., P asal sayilar, 1y, ... ,7;, EN ve k€Z, 1<i<n igin
G, ={g € G| gP" = 1.} olacak sekilde alt kiimeleri ele alalim.

1Gpik = 1, oldugundan, 1; € G; dir. O halde, 1 <i <n i¢in G; # @ dir.

Ote yandan, 1<i<nwve 91, 92 € Gi 1(;11'1 (gl.gz)pik = glpik.gzpik — 1G' 1G = 16’91'92 (S Gi
elde edilir.

k
1<i<n veg,; €G;icin glpik= 16, (g%t =1,, g7t € G dir.

Sonug olarak, G; < G dir. Simdi, G grubunun G; alt gruplarinin i¢ direkt ¢carpimi oldugunu
gostermeye calisacagiz. Bunun i¢in G; ye ait elemanlari, notasyonda kolaylik saglamak amaciyla
Jp, 1le temsil ederek, g € G nin, g = gp, ... gp, seklindeki yazilimin tek oldugunu gostermek

yeterli olacaktir.

gEeaG,lgl| Gl =19l =p ™ ...p,™ olacak sekilde 3 mq,my,...m, €N

lg|

-
pit

1<i,j<n

sayilar1 dikkate alinirsa, i # j i¢in
(i,j eN)

Ote yandan asagidaki gibi i¢in a; =

(ai,aj) = 1 olacaktir. O halde, 3 by, by, ...,b, EZ 3 a,b; + ayb, + -+ a,b, =1ve

gl — ga1b1+a2b2+---+anbn — ga1b1 ___ganbn dir.

Diger yandan, her 1 < i <n i¢in (g%P)Pi"™ = gPil9l = 1, 1 <i < n (i € N) oldugundan,
g%bi € G; dir. O halde, g%Pi = g; alimirsa g = g195 ... gn, 1 < i,j Snvei # jicin

Gi n G] = {16} dir.
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Bu yazilimin tek tiirlii oldugunu goérmeye ¢alisalim;
1 <i<nicin g;, h; € G; olmak lizere,g = g1 ... gn, g = hy ... h,, seklinde verildiginde,
-1

1g = g'g_l = (g1 gn) (N whp)™t = 91 - In- hl_1 ---hn_1 = glhl_1 o Inhn

esitliginden, g;-h, ... gn=h, sonucuna ulasilir. Dolayisiyla, yazilim tek tiirliidiir.

Teorem 7.2.3: G bir sonlu abelyen p-grubu ve g € G, G nin, mertebesi en biiylik eleman1 olmak
tizere belli bir H < G i¢in G =< g >X H dir.

Teorem 7.2.4: (Sonlu Abelyen Gruplarinin Temel Teoremi)

Her sonlu abelyen G grubu, p;sayilar1 birbirinden farkli olmasi gerekmeyen asal sayilar olmak
lizere, 7; pozitif tam sayilari igin Z,, " X Z, "> X ... X Z,, ™ bigiminde devirli gruplarin direkt
carpimina izomorftur.

Ispat: G sonlu bir abelyen grubu g € G, G grubunun mertebesi en bityiik eleman1 gostersin. Eger
G = < g > ise ispat tamamlanir. Aksi halde, Teorem 7.2.3 ve her sonlu abel grubunun,

bir takim p-gruplarinin direkt ¢arpimi oldugu hatirlanirsa, belirli bir H < G i¢in G = Zjg X H

dir.|H| < |G| oldugundan, |G| tizerine timevarim prensibini uygulayarak teoremin ispati elde
edilir.

Ornek 7.2.1: p bir asal olmak iizere, izomorfizme bagl olararak;

i. Mertebesi p? olan tiim abelyen gruplar:

Ly X L, Ly dir.

ii. Mertebesi p3 olan tiim abelyen gruplar:

Ly X Lp X Lo, Ly X Lip2, Lyp3 dir.

iii. Mertebesi p* olan tiim abelyen gruplar:

Ly XLy XLy X Lpy Lip X Ly X L2, Ly X Lyp3, Lpz X Lz, Lya dir.
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Ornek 7.2.2: |G| = 540 = 22.33.5 oldugu dikkate alinirsa, izomorfizme bagli olarak tiim
abelyen G gruplari;

Zig X Uy X Uiz X Uz X Lz X Zs

Ty X Ty X Ty X Lo X Ts

Ty X Ly X Lyy X Ls

Z4XZ3XZQXZSVCZ4XZ3XZ3XZ3XZ5

Ly X Lyy X T

seklinde siralanabilir.

Ornek 7.2.3: Z¢ grubu K={0,2,4} ve L={ 0,3 } alt gruplarinin direkt ¢arpimudir.
Gergektende, Zg komiitatif bir grup oldugundan, K2 Zg, L S Zg dir.

Ote yandan, KNL = {0} ve Z,= KL dir. Teorem 7.1.4 den, Z, = K x L yazabiliriz.

Teorem 7.2.5: G mertebesi n olan bir sonlu abelyen grup ve m, n sayisinin bir pozitif boleni ise
G grubunun mertebesi m olan bir alt grubu vardir.

Ispat:

Teorem 7.2.4 den, p; sayilar birbirinden farkli olmalar1 gerekmeyen asal sayilar ve r; sayilar1 da
pozitif tam sayilar olmak iizere,

G = Zp1r1 X szrz X ... X anrn dir.

m| |G|, |G| = p1".p,"? ...p, " oldugundan 0 < s; < r; olmak {lizere, m = p;°1.p,%2 ... p,,*n
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.
pit

bigiminde ifade edilebilir. Ote yandan, p,"=S elemant, Z, r; grubunun Ty

— Si
Ti) - p

mertebeli bir devirli alt grubunu dogurur. O halde, G grubunun
<P SXL< P27 SX L X< p,/m TS5 >

alt grubuna izomorftur. Yani, G nin m-inci mertebeden bir alt grubu vardir.

7.3 Serbest Abelyen Gruplar

G herhangi bir grup olmak {iizere,
@:Z — G, g € G olarak tanimlanan tasvir bir homomorfidir.
ne gt
Herhangi bir n € Z i¢in @(n) degerinin, @(1) degerine bagli olarak belirlenebilecegine dikkat

edelim;

®(n)=®(n.1)=®<1+1+---+1>=(25(1)'(25(1)- D) =g-rg=g"

n tane

Benzer sekilde negatif sayilar i¢in de kat kavrami kullanilarak ayni sonuca ulagilir.
Ote yandan, Z X Z grubunda, V(m,n) € Z X Z i¢in m(1,0) + n(0,1) = (m,n) oldugundan,
bir @: Z x Z — G homomorfisi igin @((m,n)) = 3(m(1,0) +n.(0,1)) = (8(1,0))™ + (B(0,1))"

yazilabilir, yani her (m, n) € Z X Z i¢gin ®((m,n)) degeri, ((1,0)) ve #((0,1)) degerleri ile
belirlenir.

Dikkat edilecek olursa, e; = (1,0), e, = (0,1) elemanlar1 Z X Z i¢in 6zel elemanlardir.

Nitekim Z X Z grubunu elemanlari, {e;, e,} kiimesinin elemanlar1 kullanilarak tanimlanmaktadir.

Tanim 7.3.1: H bir grup, I bir indis kiimesi ve {e; € H | i € I } olmak {izere, her h € H igin

h= Zhiei

seklinde yazilabiliyorsa bu kiimeye bir iirete¢ kiimesi denir.
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Tanim 7.3.2: H bir grup, I bir indis kiimesi olmak tizere, {e; € H | i € I } kiimesi asagidaki
kosulu gercekliyorsa, H grubunun lineer bagimsiz bir alt kiimesidir denir.

"hzztieiz()@ViEI,ti:O"

i€l

Tanmm 7.3.3: B ={e; € H | i € I } kiimesi, H grubu i¢in bir iirete¢ kiimesi ve tistelik lineer
bagimsiz ise B kiimesine, H grubunun bir bazi denir.

Ornek 7.3.1: Her grubun bir baz1 olmasi gerekmez. Z,, grubunun hicbir alt kiimesi, Z,, grubu
i¢in bir baz teskil etmez.

Dikkat: Z de {1} ve {—1} kiimelerinin birer baz oldugu asikardir. Bir grubun bazinin bir tek
olmasi gerekmez. Ote yandan her iireteg kiimesi de bir baz teskil etmez.

Z de {1,3} kiimesi bir tiretegtir fakat 3.1 + (—1).3 = 0 esitliginden dolay1, bir baz degildir.
Tanim 7.3.4: G bir abelyen grup olmak iizere G nin bir bazi1 varsa G ye serbest abelyen grup
denir. Z, Z X Z, Z X Z X Z birer serbest abelyen gruptur. Sirasiyla,

{1},{(1,0), (0,1)},{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} kiimeleri, yukarida ifade edilen gruplar i¢in birer

baz climleleridir.
Teorem 7.3.1: G, asikar olmayan r elemanli bir bazi1 olan serbest abelyen grup ise

G=7ZX..X7
D ———

r tane

dir.
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Ispat:

G, asikar olmayan r elemanli bir baz1 B = {e, e,, ..., ,-} olan bir serbest abelyen bir grup olsun.

Bu durumda, Vg € G i¢in g = ny.e; + ny.e, + -+ + n,.. e, yazilisinda nq, n,, ... n,. degerleri tek
tiirlii belirlidir. Sonug olarak,

0:G > ZX..XZ

rtane

g = (g, ..,ny)

seklinde tanimlanan @ tasvirinin bir izomorfizma oldugu kolayca gosterilir.

Not 7.3.1: Eger serbest abelyen grubu tek bir elemandan olusuyorsa devreseldir.

Not 7.3.2: Bir grubun bazinin sonlu olmas1 gerekmez. Eger bir grubun bazi sonlu ise bu grup
sonlu dogurayli grup olarak adlandirilir. Ustelik, herhangi iki baz1 ayn1 sayida eleman igerir.

Tamim 7.3.5: G bir serbest abelyen grup olmak tizere, G grubunun bir bazinin kardinalitesine

G grubunun ranki denir.

Teorem 7.3.2: Her sonlu iiretecli abelyen grup, bir sonlu iiretecli serbest abelyen grubunun
homomorfik goriintiisiidiir.

Ispat:

G bir sonlu tiretecli abelyen grup olmak tizere, B = {a,, a,, ..., a,}, G grubunun bir liretecler
kiimesi olsun.

0:Z%X .. XZ->G

r tane

g, ..,ny) = nyaq + -+ n.a,

tasvirinin bir izerine homomorfi oldugunu gérmek kolaydir. Teorem 7.3.1 dikkate

alindiginda,ispat tamamlanir.
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Ahstirmalar VII

1) Cayley teoremi yardimiyla, Z, 5 in asal kalan siniflar1 grubunun, Sg in

{1,(1235)(4876), (1532)(4678), (1734)(2658), (1437)(2856), (13)(25)(47)(68),
(16)(24)(38)(57), (18)(24)(38)(57)}

alt grubuna izomorf olup olmadigini arastiriniz.

2) Bir G grubunun biitiin otomorfileri grubu Aut(G) ile gosterilir. Buna gore I(G) < Aut(G)
oldugunu ispat ediniz.

3) ¢:A — B bir grup homomorfisi olsun.
i. H < Aise ¢(H) < B oldugunu gosteriniz.

ii. K < B ise ¢ 1(K) < A oldugunu gosteriniz.

4) Asagidaki iddialar dogru mudur? Neden?

i. ¢: A = B bir grup homomorfisi ise'B nin herhangi bir a’ elemaninin ¢ deki tam orijinaller
kiimesi A nin bir alt grubudur.

ii. ¢: A — B bir grup homomorfisi ve N < Aise A/N = B dir.

iii. ¢: A — B bir iizerine grup homomorfisi ise A/Kere = B dir.

5) G', G nin komiitator grubu olduguna goére, G nin her ¢ otomorfizmasi igin

¢(G") = G' olup olmadigin arastiriniz.

6) G, H, n mertebeli sonlu abelyen gruplar olsunlar; G = H olup olmadigini arastiriniz.

7)Z, ,n € N, n > 1 serbest abelyen grup olmadigini gosteriniz.

8) Q serbest abelyen grup mudur? Neden?
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9) 14, 28, 25 ve 29 mertebeli kag tane farkli abelyen grup vardir?

10) Z1y X Z,, grubunun izomorfizma bagli olarak 8.mertebeden bir alt grubunu belirleyiniz.

11) p, q farkli asal sayilar olmak iizere, izomorfizme bagli olarak, mertebesi pq olan kag tane
abelyen grup vardir?

12) G sonlu iiretegli serbest bir abelyen grup ise G grubunun herhangi iki bazinin ayni sayida
eleman icerdigini gosteriniz.
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8. p-Grup, Sylow Teoremleri
Teorem 8.1: G grubunun bir g elemaninin G i¢indeki birbirinden farkli esleniklerinin sayist,

g nin normalizatorii N;(g) nin G igindeki indeksine esittir.

Ispat:
[G: N;(g)] = k oldugunu ve G nin N;(g) alt grubuna gore sol kalan siniflara ayriliginin

G = agNg(g) + a;Ng(g) + -+ ax-1Ng(g) , (ao=1;)

oldugunu varsayalim. Bir h € Gicin h € N;(g) ise hg = gh yani hgh™! = g dir.

h€a;N;(g) (1<i<k-—1)iseh = a;nolacak bicimde bir n € N;(g) vardir ve buna gore

1 1

hgh™ = (an)g(an)™" = a;(ngn™Ha;”' = a,ga;”

dir. Yani, g nin a;N;(g) deki biitiin eslenikleri a;ile eslenigine esittir. O halde g nin k tane
eslenigi vardir ve bunlar g, a,ga; ™%, ..., ag_19ga,_, "t dir. Ote yandan (1 < i,j < k — 1) ve
i # j olmak lizere a;ga;~" = a;jga;~" olsa

a; ' (a;9a;, Na; = ai‘l(ajgaj‘l)aj = g(ai‘laj) = (ai‘laj)g = a;"'a; € N;(g) = a; € a;Ns(g)

celigkisi elde edilir. Ciinkii a;N;(g) N a;N;(g) = @ dir. O halde g nin G i¢indeki birbirinden
farkl esleniklerinin sayis1 k dir.

Not 8.1: Bu teorem dikkate alindiginda bir g € G elemaninin ait oldugu [g] eslenik eleman
sinifinin eleman sayisinin [G: N;(g)] oldugunu sdyleyebiliriz. Buna gére sonlu bir G grubunun

sinif denklemi
T T
161 =D llgall = ) [6: No(g)]
i=1 1

i=

seklinde yazilir.
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Not 8.2: G grubunun herhangi bir bos olmayan T alt kiimesi ile komiitatif olan biitiin
elemanlarinin kiimesini Ng (T) ile gosterildigini, N;(T) = {a € G | aT = Ta} nin T nin G
icindeki normalizatorii olarak adlandirildigini biliyoruz.

Not 8.: Yukarida verilen bilgiler 1s138inda N;(T) < G ve T 2 N;(T) oldugunu hatirlayalim.

Ote yandan, T alt kiimesinin G i¢indeki birbirinden farkl1 esleniklerinin sayis1 T nin
normalizatorii N (T) nin G i¢indeki indeksine esittir.

Simdi, sonlu bir grubun sinif denkleminin farkli bir yontemle nasil elde edilebilecegini
gorecegiz.

Bunun i¢in, bir grubun bir kiime iizerindeki etkisi ve uygulamalarindan bahsedecegiz.

8.1 Bir Grubun Bir Kiime Uzerine EtKisi

Tanim 8.1.1: X bos kiimeden farkli bir climle, G bir grup olsun. G nin, X kiimesi {izerindeki bir
etkisi,

i GxXX- X

(9.%) = g.x

seklinde tanimlanan, agsagidaki kosullar1 gercekleyen bir fonksiyondur;

i. VgEeG, Vx €EGiging.x € X dir.

ii. Vg9, €0G, Vx €X i¢in (g4,9,)-x = g1.(g,.x) dir.

ili. Vx € Xi¢in1l;.x = x dir.

Bu durumda, X bir G-Kkiimesidir denir.
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Ornek 8.1.1: X sonlu bir kiime, H < Sy olsun.

- tHXX->X

(a,x) » a.x = a(x)

seklinde tanimlanan " - " fonksiyonunun bir etki oldugunu gosterelim;

Dikkat edilecek olursa, yukaridaki tasvir, @ permiitasyonunun, x noktasini esledigi deger
yardimiyla tanimlanmistir. Simdi etki sartlarinin saglanip, saglanmadigini inceleyecegiz.

ii Va€H,Vx€Hicina.x =a(x) €X dir.

ii. Va,B€H, VxeHigin (af)x = (af)(x) = a(B(x)) = a(B.x) = a.(B.x) dir.

iii. Vx€X,1,.x=1(x) = xdir.

Su halde, X bir H- kiimesidir.

Ornek 8.1.2: G bir grup olmak iizere,

-t GXG-G

(9,x) » g.x = gx

seklinde tanimlanan tasviri, G nin kendi tizerinde bir etkisidir. Ger¢ektende;

i. Vg,x€Giging.x = gx € G dir.

ii. Vg1,0; €Gicingy.(gz.x) = g1.(g2-x) = g1(g2%) = (9192)x = (g192)-x dir.
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ili. VxeGicinl;.x=1;x = xdir.

Ornek 8.1.3: G bir grup olmak iizere,

- GXG- G

1

(x,9) > x.g =xgx~

seklinde tanimlanan " - " tasvirinin, G nin kendi tizerinde bir etki oldugunu gosterelim.

i. Vx,g€Gicinx.g=xgx"! € G dir.

il Vxy,x,,g € Giginx;(x5. 9) = x1. (9%, 71) = %1 (9%, 1) 71 =
(122 g (e 7 ™) = (erx2) g (erx2) ™F = (x1x2) g dir.
iii. 1.9 =1;.91;" "' =g dir.

O halde " - " bir etkidir. G nin kendi tizerinde eslenik etkisi olarak adlandirilir.

Ornek 8.1.4: G bir grup, H < G ve 1, = {xH | x € G} olarak verilsin.
o G X LH - LH

(g, xH) - g.(xH) = (gx)H

seklinde tanimlanan bir " - " fonksiyonu bir etkidir.O halde, G grubunun, H altgrubuna goére sol
kalan siniflar1 tizerinde bir etki tanimlabilecegini sOyleyebiliriz. Ayni etki tanimini, H nin G
grubu i¢indeki sag kalan siiflari tizerinde de vermek miimkiindiir.

Tanim 8.1.2: X bir G-kiimesi, x € X ve g € G olsun.

Xy ={x € X | g.x = x} kiimesine, g € G nin X kiimesindeki sabit nokta kiimesi denir.

Tanmim 8.1.3: X bir G-kiimesi, x € X ve g € G olsun.
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G, = {u € G | u.x = x} kilmesine, x € G nin sabitleyici alt grubu denir.

Teorem 8.1.1: X bir G-kiimesi, x;,x, € X olsun;

X1~X, = 3g € G 3 g.x, = x, seklinde tanimlanan "~" bagmtisi bir denklik bagintisidir.

ispat:

i Vx€X,1;.x = x oldugundan x~x dir.

-1

i, X, €EXx~x209. %= %2919 x)=9"1%>@ 9 x,=g9g" x>

X, =g Lx, > xy~x; dir.

ill.  xq,x5,x3 EXicinx;~ X, Ve Xo~X3 = 391,92 EG D g1.X1 =X V€ gp. Xy = X3 =

x1 = (g1.92) " X3 2 x1~ x3 dir.

O halde, "~" bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu bagintinin, X kiimesi tizerinde belirledigi
denklik siniflarinin her birine, yoriinge (orbit) ad1 verilir; x € X i¢in

Gx={y€eX|g.x=y,g € G} kiimesi ile temsil edilir.

Not 8.1.1: X bir G-kiimesi ve x € X olsun. O halde x; € Gx = x~x; = 391 € G 3 g1x = x, dir.

@: Gx > Lg,

x; = g,6x

tasviri yardimiyla, S(Gx) = [G: G, ] oldugu kolaylikla goriiliir.

Tanim 8.1.4: X sonlu bir kiime, G sonlu bir grup, X bir G-kiimesi olmak iizere,

Xe = {x € X| Vg € G igin gx = x} kiimesine, G grubu tarafindan sabit birakilan, x € X elemanlarmin
kiimesi denir.
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Dolayisiyla, x € X; © Gx = {x} dir.

X = {x1, %, ., xn}, Xg = {x1, X2, ..., Xx_1} olmak iizere,

S(X) = S(Xg) + Z S(Gx;)
i=k

yazilabilir.

Ote yandan, etki olarak sonlu bir G grubunun kendi iizerinde taniml1 eslenik etkisi alindiginda,
n
SO0 = SX) + ) S(6x)
i=k

denklemi, G grubunun sinif denklemini verecektir.

Simdi, bir grubun alt gruplarini belirleme problemine ¢oziim getirmeye ¢alisacagiz;

Lagrange teoremine gore, sonlu bir gurubun her alt grubunun mertebesinin grubun mertebesini
boldiigiiniin biliyoruz. Burada akla su soru geliyor:

G, mertebesi k olan bir sonlu grup olmak iizere k nin herhangi bir t bolenine karsilik, G nin
mertebesi t olan bir alt grubu var midir?

Bu sorunun yanit1 genel olarak olumsuzdur. Ciinkii bilindigi gibi 4 iincii dereceden simetrik grup
S, iin normal alt gurubu olan 4 iincii dereceden alterne grup A,, mertebesi 12 olan bir gruptur ve
A, iin mertebesi 6 olan bir alt gurubu yoktur.

Ancak p bir asal say1 olmak {izere p™ (m = 1) G nin mertebesini boliiyorsa, G nin, mertebesi p™
olan bir alt gurubunun var oldugu Norvecli matematik¢i Sylow (Peter Ludwig Mejdell Sylow)
tarafindan 1872 yilinda ispat edilmistir.
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8.2 Grup Serileri

Tanmim 8.2.1: G bir grup, m > 0 bir tam say1 ve Hy, Hy, ..., H,;; < G olsun. Her 0 < i < m i¢in
H; 2 H; ise {15} = Hy < H; < -+ < Hy, = G sonlu alt grup zincirine G grubunun bir alt
normal serisi denir ve bu seri {H; | 0 < i < m} veya {H,} ile gosterilir.

Her 0 < i < migin H; < G ise {H;} zincirine G grubunun bir normal serisi denir.

Not 8.2.1: Bir normal serinin ayni zamanda bir alt normal seri oldugu agiktir.

Fakat bir alt normal serinin normal seri olmas1 gerekmez.

Not 8.2.2: G bir abelyen grup ise G grubunun her alt grubu normal oldugundan, grubun alt
normal ve normal serileri ¢akigiktir.

Ornek 8.2.1: D, grubunun,

{(D}<{(1),24)} <{(1),(13)(24),(24),(13)} < D, serisi, bir alt normal seridir. Dikkat
edilirse, {(1), (24)} alt grubu D, grubunun bir normal alt grubu degildir. Dolayisiyla, bu seri bir
normal seri degildir. Ote yandan,

{(1} <{(1),(13)(24)} < D, , D, grubunun bir normal serisidir.

Tanim 8.2.2: G bir grup, {H;} ve {K;}, G grubunun iki alt normal (veya normal) serisi olsun.
Eger {H;} c {K;} sa {K;} alt normal (veya normal) serisine {H;} alt normal (veya normal)
serisinin bir inceltilmis serisi denir.

Ornek 8.2.2: {0} c 48Z c 127 c 67 c Z serisinin bir inceltilmis serisi,
{0} € 48Z c 127Z c 6Z c 27 c Z serisidir.

Tanim 8.2.3: Bir G grubunun, i = 0,1, ...n — 1 i¢in H;/H;,; boliim grubu komiitatif olacak
sekilde bir H, = {15} < H,,_; < - < H, < H; < H, = G alt normal seri varsa, G grubu
coziilebilirdir denir. Her komiitatif grup ¢oziilebilirdir.
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Ornek 8.2.3: {I} < {I,(123),(132)} < S5 ve

{1} <{I,(12)(34)} < {I,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} < A, < S, olduguna gore S5, S,, A,
gruplar1 ¢oziilebilirdir.

Ote yandan S; ve S, gruplari komiitatif oldugundan ¢dziilebilirdir.

Sonu¢ 8.2.1: n € N, n < 4 icin S,, gruplari ¢oziilebilirdir.

Tanim 8.2.4: G bir sonlu grup ve p bir asal say1 olmak tizere |G| = p™ (n = 0) ise G ye bir
p-grup denir.

G bir sonlu grup ve H < G olsun H bir p-grup ise H ya bir p-alt grup denir.

G bir sonlu grup ve H, G nin bir p-alt gurubu olsun. |[H| = p™ ve p asal sayisinin G nin
mertebesini bolen en bilyiik kuvveti m ise (p™ | |G| ; p™*1 ¢ |G| ) H alt gurubuna, G nin bir

p-Sylow alt gurubu denir.

Ornek 8.2.4: S; = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}; |Ss| = 6 = 2.3 oldugundan,

p = 2 igin 2-Sylow alt gruplan {I, (12)},{I, (13)}, {1, (23)}
p = 3 i¢in 3-Sylow alt grubu {/, (123), (132) } dir.

Teorem 8.2.1: G mertebesi n olan komiitatif bir grup ve p, n yi bdlen bir asal say1 ise G nin
mertebesi p olan bir elemani1 vardir.

Ispat:

G nin mertebesine gore indiiksiyonla ispat yapacagiz. |G| = 1 ise ispat edilecek bir sey yoktur;
n > 1 olmak iizere, mertebesi n den kiigiik olan biitiin gruplar i¢in iddianin dogru oldugunu
varsayalim. Burada G bir devresel grup ise |G| nin her bolenine karsilik bu boleni mertebe olarak
kabul eden bir alt gurubun var oldugunu biliyoruz. Buna gore, G devresel ise iddia dogrudur.

Ote yandan n asal ise G devresel olacagindan, n nin asal olmadigin1 varsayabiliriz.
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h € G ve |h| = m (m # 0) olsun. G devresel olmadigindan, m < n olmak zorundadir.
H =< h > devresel grubunu goz oniine alalim. H, G nin bir has alt gurubu olmak zorundadir.
Bu durumda,

p|m ise H, mertebesi p olan bir elemana sahiptir. Dolayisiyla G de mertebesi p olan bir elemana
sahiptir.

p 1 m ise komiitatif bir gurubun her alt gurubu normal oldugundan G /H boliim grubunu goz
Online alabiliriz.

|H| > 1,|G/H| < |G| ve |G/H| = |G|/|H|

oldugundan p | |G/H| dir. Dolayisiyla indiiksiyon kabuliine goére G /H gurubunun mertebesi p
olan gH bir elemani vardir. Burada ¢: G — G /H dogal homomorfisini géz dniine alalim ve
¢(g) = gH oldugunu diisiinelim. Bu durumda,

p(gP) = (gH)P =gP’H=H

olmak zorundadir. Buna gore, g? € H dir. |H| = m oldugundan, (g™)? = (gP)™ = 1, dir.

O halde, ya |g™| = pyada g™ = 1; dir. |g™| = p ise ispat tamamdir. g™ = 1;; ise
o(g™) = (gH)™ = g™H = H olmak zorundadir ve |gH| = p oldugundan, p|m ¢eliskisi elde
edilir. Dolayisiyla g™, G nin mertebesi p olan bir elemanidir.

Teorem 8.2.2:

i. G bir p-grup ve G # {15} ise M; # {15} dir.

ii. G bir p-grup ve G # {1;} ise G gurubunun,
{1G}=G0C01C'”CGTS—1CGTS=G
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biciminde bir alt gruplar dizisi vardir. Buradaheri (0 < i<t —1)i¢in G; 2 G;41 ve G;41/G;
mertebesi p olan devresel bir gruptur.

Ispat:

i. G nin sinif formiiliinii g6z dniine alalim.

1G] = Mgl + )" [6: Ng(go]

i=s+1

Yukaridaki esitligin sag tarafinda yer alan toplamda, her i (s + 1 < i < r) i¢in g; € M;dir.
Dolayistylaheri (s + 1 < i < r)igin [G: N;(g;)] # 1 dirve |G| = p" ise p | [G: N;(g;)]
olmak zorundadir. O halde,

r

pl ) [6:No(go]

i=s+1

Ve
plIG|=p| Mg

yani Mg # {1} dir.
ii. |G| = p"; r = 1 alalim; r ye gore indiiksiyon yapacagiz. r = 1 halinde, |G| = p oldugunda,

G bir devresel gruptur ve dogal olarak bir alt gruplar dizisi vardir. Iddia, 1 < k < r olmak iizere,
mertebeleri p* olan gruplar icin dogru olsun. Teoremin i. sikkina gére M; # {15} dir.
M komiitatif oldugundan

daeM;; |lal=p

dir. Bu durumda, < a >= H devresel gurubu i¢cin H < M, oldugundan H 2 G dir. Ayrica,
|G/H| = p"~! oldugundan iddia G /H i¢in dogrudur. Buna gore, G nin bir alt gruplar dizisinin
var oldugu ortaya ¢ikar.
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Sonug 8.2.2: G bir p-grup ve |G| = p”; r = 1 ise G nin mertebesi p” ! olan bir normal alt grubu
vardir.

Sonugc 8.2.3: p bir asal say1 olmak iizere, mertebesi p? olan gruplar komiitatiftir.

Ispat: Bir G grubunun komiitatif olmasi igin gerek yeter kosulun M; = G oldugunu biliyoruz.

O halde, |G| = p? igin M; # {15} dir. Burada, |M;| | p? olacagindan |M;| = p ya da p? dir.
|[M;| = p olsun. g¢ M, kosulunu saglayan bir g € G eleman1 i¢in M; < N;(g) ve

Mg # Ng(g) olacagindan |N;(g)| > p dir. Ote yandan, Lagrange teoremine gore

INc(9)] | p* = Ng(9)| = p?

yani N;(g) = G elde edilir. Oysa, N;(g) = G & g € M, oldugundan bu durum, g¢ M;; ile
celigir. O halde |[M;| = p olamaz. Buna gére M; = G dir. Sonug olarak, ¢ komiitatiftir.

Teorem 8.2.3 (Birinci Sylow Teoremi): G bir sonlu grup ve p | |G| ise G nin bir p-Sylow alt
grubu vardir.

Ornek 8.2.5 : G birgrupve H © G ise her g € G igin gHg™* = {gHg™' | h € H} bigimindedir.
@:H - gHg™'; ¢(h) = gHg™! tasviri iizerine ve birebir oldugundan |gHg~1| = |H| dir.

Ote yandan, H < G ise gHg ™! < G dir. Buna gore G sonlu bir grup ve H, G nin bir p-Sylow alt
gurubu ise gH g~ de bir p-Sylow alt gurubudur.

Ornek 8.2.6: G bir sonlu grup ve H, G nin tek p-Sylow alt gurubu ise g € G i¢in gHg ™! de bir
p-Sylow alt gurubu oldugundan gHg~! = H yani H 2 G dir.

Teorem 8.2.4: G bir sonlu grup ve P, G nin bir p-Sylow alt gurubu olsun. H, G nin bir p-alt
gurubu ise Ny (P) = {h € H| hP = Ph} (P nin H alt gurubu igindeki normalizatorii) olmak
tizere Ny(P) = H N P dir.
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Teorem 8.2.5 (ikinci Sylow Teoremi): G bir sonlu grup, H < G ve P, g nin bir p-Sylow alt
gurubu olsun. Bu durumda H bir p-grup ise bir g € G i¢in H € gPg~? dir.

Teorem 8.2.6 (Uciincii Sylow Teoremi):

i. P ve R, G sonlu gurubunun iki p-Sylow alt gurubu ise bir g € G i¢in R = gPg~? dir, yani
herhangi iki p-Sylow alt gurubu G de esleniktir.

ii. G nin birbirinden farkli p-Sylow alt gruplar1 say1s1 s, ise s, = 1 (mod p) dir.

iii. s, | |G| dir.

Ornek 8.2.7: G bir grup ve |G| = 20 olsun. 20 = 2.5? oldugundan 20 sayisinin asal bélenleri
2 ve 5 tir.Yani G nin 2-Sylow ve 5-Sylow alt gruplar1 vardir. G nin 5-Sylow alt gruplarinin sayis1
ssise Uciincii Sylow Teoremine gore, ss | 20 ve ss = 1 (mod 5) dir;

20 nin bdlenleri 1, 2, 4, 5, 10, 20 arasinda bu kosullar1 gercekleyen say1 sadece 1 dir. Buna gore,
G nin tek 5-Sylow alt gurubu vardir ve bu alt grup normal olmak zorundadir. O halde mertebesi
20 olan grup, basit olamaz.

Ornek 8.2.8: Mertebesi 5 ya da daha kiigiik gruplar komiitatiftir. Ciinkii, mertebenin 1 olmas:
hali triviyal haldir; mertebelerin 2,3 olmas1 halinde ise mertebe asal oldugundan devresel gruplar
s6z konusudur ve devresel gruplar komiitatiftir. Mertebenin 4 olmasi halinde 4 = 22 nedeniyle,
grup komiitatiftir. Komditatif olmayan en kii¢iik mertebeli sonlu grup 6. mertebedendir

Gergekten de, 3.dereceden simetrik grup,

S; = {I,(12),(13),(23), (123), (132)}

ve (12)(123) = (13), (123)(12) = (23) oldugundan, S; komiitatif degildir.
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Ahstirmalar VIII
1) Asagidaki iddialar dogru mudur? Neden?

i) G mertebesi n olan bir grup ve k, n yi bdlen bir say1 ise G nin mertebesi k olan bir eleman1
vardir.

ii) Mertebesi 42 olan grup basit basittir.

iii) 559. mertebeden komiitatif olmayan grup yoktur.

iv) 2772. mertebeden bir grubun 5-Sylow alt grubu vardir.

2) A, grubunun 2-Sylow ve 3-Sylow alt gruplarini belirleyiniz.

3) Mertebesi 30 olan grubun basit olmadigini gosteriniz.

4) P, G grubunun bir p-Sylow alt grubu, |G| = p"m (r = 1) ve p | m olsun. H bir p-grup ve
P < H < G ise H = P oldugunu gosteriniz.

5) P, G nin bir p-Sylow alt grubu ve bir a € G i¢in |a| = p* olsun. Bu durumda

aPa'=P=a€eP

oldugunu gosteriniz.
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