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Mimar Sinan Giizel Sanatlar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim

Kilavuzu’na uygun olarak hazirladigim bu tez galigmasinda;

e tez igindeki biutiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar gergevesinde elde

ettigimi,

e gorsel, igitsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglar: bilimsel etik kurallarina uygun

olarak sundugumu,

e bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel

normlara uygun olarak atifta bulundugumu,
e atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak gosterdigimi,
e kullanilan verilerde herhangi bir degigiklik yapmadigima,

e {icret karsihg bagka kigilere yazdirmadigimi (dikte etme diginda), uygula-

malarimi yaptirmadigima,

e bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iiniversite veya bagka bir tiniversitede

bagka bir tez caligmasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

Isil Riiveyda Biltekin
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OZET

Bu tezde; iki boyutlu Laplasyen biiytimesi olarak da bilinen, sikigtirilamaz bir
akigkanin reel iki boyutlu bir akigi olan Hele-Shaw akisi ile kompleks Monge-
Ampere denklemi arasindaki iligki Julius Ross ve David Witt Nystrom’in 2014 —
15 yillarindaki ¢aligmalarindan yola cikilarak incelenmistir. Bu baglantilar kul-
lanilarak; baglangig bolgesi tek nokta (enjeksiyon noktasi) olan, degisken gecirgenlige
sahip bir ortamdaki Hele-Shaw akiginin varhigina ve tekilligine dair bir kanit su-
nulmustur. Dahasi; baglangic kosulu bir diizgiin Jordan bolgesi olan degisken
gegirgenlikli Hele-Shaw akiginin potansiyel teorinin bir ters problemi, ters loga-
ritmik potansiyel problemi, oldugu goriilerek boyle bir Hele-Shaw akisinin varligi

ve tekligi gozlemlenmigtir.

Anahtar Kelimeler : Hele-Shaw akigi, kompleks Monge-Ampere denklemi,
Kahler manifold, kompleks moment, Schwarz fonksiyonu, ters potansiyel

problemi.
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The RELATION BETWEEN HELE-SHAW FLOW and COMPLEX
MONGE-AMPERE EQUATION

Isil Riiveyda Biltekin
Mimar Sinan Fine Arts University Institute of Science and Technology
Mathematics, Master of Science Thesis, 2023

Thesis Supervisor: Dog. Dr. Sibel Sahin

ABSTRACT

In this thesis, the relation between the Hele-Shaw flow which is a real two dimen-
sional flow of an incompressible fluid, also known as two dimensional Laplacian
growth, and complex Monge-Ampere equation is examined by following the
path of the works of Julius Ross and David Witt Nystrom. Using these connec-
tions a proof for existence and uniquness for the Hele-Shaw flow with varying
permeability when starting from a single point (injection point) are presented.
Additionally, it is shown that the Hele-Shaw flow with varying permeability is
an inverse potential problem, inverse logarithmic potential problem, when star-
ting from a smooth Jordan domain. Thus the existence and uniqueness for a

such Hele-Shaw flow are observed.

Key Words : Hele-Shaw flow, complex Monge-Ampere equation, Kéhler

manifold, complex moments, Schwarz function, inverse potential problem.
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Bolim 1
Giris

Hele-Shaw hiicresi; bir akigkanin akiginin laminer ve tiirbiilans durumlar: arasindaki
gecigini aragtiran Henry Selby Hele-Shaw (1854 — 1941)

7
tarafindan, akig cizgilerini gozlemlemek ve boylece akisin — Tiwpmee o putetepun
/7
formunu reel 2-boyuta resmetmek amaciyla kurulmug bir T—F————

—

diizenektir. Boyle bir hiicre; aralarindaki mesafe ¢ok kiigiik T r—

(2) Laminer akis

l” ]
lll ]

. . . . . .. . |
bir h ile sabitlenmig ve birbirine paralel olan diiz, hareket- o] ey
siz iki plakadan olugur. Gozlem igin; biri digerine gore vis-  —————

z V& b
L o : N
koz olan, birbiri ile karigmayan iki Newtonyen (Newton viz- AN

(b) Tiirbilans akis

kozite kanununu saglayan akiskan') akigkan diisiiniiliir ve
akigkanlardan birinin hiicre igerindeki ortami olugturdugu digerinin ise hiicrenin

iist duvarindan enjekte edildigi/geri gekildigi varsayilir. Boylece; ylizey gerilimi,

dig kuvvetler(enjeksiyon gibi) gibi mekanizmalar ile mey-

Y

dana gelen akig, bu iki akigskan arasindaki araytizeyin or-
taya c¢ikardigi bir serbest siir problemini karakterize eder
ve geligen bu araytizeyin geklini bulma problemine de Hele-

Shaw serbest sinir problemi, Hele-Shaw Problemi, denir.

1Uygulanan kayma gerilimi ile sekil degistirme hizi dogru orantih olan akiskan. Ornegin;
su ve hava newtonyen birer akigkan iken nigastali su newtonyen olmayan bir akigkandir.



Bu problem; dig mekanizmalar, akigkanlarin konumlanmasi (well-posed, ill po-
sed) gibi faktorlerin degistirilmesi ile gesitlenmis ve bir buzun erimesi, baz1 tiimor
gesitlerinin biiyiimesinin modellenimi, yagin geri kazanmimi gibi konulara hiz-
met eden genel olarak mithendislik-doga bilimleri alanlarinda bir ugras: haline

gelmigtir[GuA].

Lamb’in metodu ile; sikigtirilamaz, viskozlu bir akigkanin hiicreye enjeksiyon/
hiicreden geri gecme islemi yeterince yavas? ve sabit oranla yapildiginda, mey-
dana gelen akigin matematiksel olarak reel 2-boyuta nasil idealize edildigini
biliyoruz(Boéliim 2.2.1’e bakilabilir). Problemin 2-boyuta idealizasyonunda iki
onemli nokta vardir. Bunlardan ilki; Stokes-Leibenzon modelinin Lamb’in me-
toduna ekledigi bir enjeksiyon noktasi ve sifir yiizey gerilimi ile kurulmug akigin
Laplace egitligine ve basincin, yayilan akigkanin olugturdugu bolge iizerinde,
Laplace denklemi i¢in bir Dirichlet probleminin sonucuna indirgeniyor olmasidir.
Ikincil olarak; sikigtirilamaz bir newtonyen akigkanin akigini kontrolleyen Navier-
Stokes denklemleri, gézenekli bir ortamdaki viskoz bir akigkanin akigini tarifle-
yen Darcy Yasasi’na indirgenir. Boylece gecirgenligi bir « fonksiyonu ile verilmis
ortam icin; p, akigkanin basinc ve V', ortalama hiz olmak tizere bir Hele-Shaw
akigt

V =—kVp
esitligi ile tariflenebilir[NyR14].

Cesitli k durumlari icin Hele-Shaw Problemi tizerine farkl ¢aligmalar yapilmigtir.

Ornegin, x’'mm bir sabit oldugu durum igin [GuA| ve referanslarma bakilabilir.

2Akis rejimini belirleyen Reynold sayist Re = pVh/p’niin Re < 2100 esitsizligini
saglayabilecegi kadar yavasg olarak diigiiniilebilir[lMor]. Yine de, H. S. Hele-Shaw tarafindan
h < 0.02 ing ile kurulmug bir Hele-Shaw hiicresindeki, herhangi hizla siirdiiriilen akisin lami-
ner oldugunun gosterilmis oldugunu ekleyelim[Vas]



Ayrica, x'min reel analitik oldugu durumda; reel analitik bir baglangi¢ bolge
kogulu ile verilen Hele-Shaw Problemi’'nin de tek tiirlii olacak sekilde bir ¢oziimiiniin
var oldugu [HeSh]’de gosterilmistir. Biz ise bu tezde; J. Ross ve D. W. Nystrém’iin
pozitif ve diizgiin « varsayimiyla ele aldiklar1 Hele-Shaw probleminin iizerine
yaptiklari galigmalarin ([NyR14], [NyR], [NyR15]) bir okumasini yaparak, Hele-
Shaw problemi ve HMAE iizerine bir aragtirma ve derleme yapacagiz. Tez bo-
yunca izledigimiz esas yol; dlizgiin bir £ > 0 gecirgenlikli Hele-Shaw probleminin
Monge-Ampere denklemi, kompleks diizlemde Laplace’a denk olan denklem, ile

verilmig belirli bir Dirichlet problemiyle arasindaki baglantiy:r kurmak olacaktir.
Bu caligma, girig boliimii harig ti¢ boliimden olugmaktadir:

Bolum 2, iki kisim halinde baz1 gerekli temel bilgiler ile derlenmigtir. Birinci
kisim; diizgiin ve pozitif gecirgenlige sahip bir Hele-Shaw akigina karsilik ge-
lecek olan Kéhler bir manifold tizerindeki bir kompleks Monge-Ampere denklemi
ile kurulmug serbest smir problemini(Donaldson’in problemi) anlamak {izere
yazilmgtir. Tkinci kisim ise bir Hele-Shaw hiicresindeki akigin kompleks diizlem
iizerinde nasil modellendigini ve bir serbest sinir problemine doniigtiigiinii goste-

ren, akigin en temel halidir.

Boliim 3.1 ve 3.2’de holomorfik diskler yardimu ile iki sinir probleminin birbirine
nasil eglenebilecegini inceledik ve devamindaki 3.3’te Monge-Ampere denklemi-
nin ¢oézimiiniin varlig ile baglangici tek noktadan olusan; bir pozitif, diizgiin
gecirgenlikli Hele-Shaw akiginin kisa bir stire icin de olsa var oldugunu goster-
dik. 3.4’te ise diizgiinliik kogulu altinda olmadan genel olarak bir Hele-Shaw’un
tanimini, zayif ¢oziim, verdik ve zayif ¢6ziim ile Monge-Ampere denkleminin
genel ¢oziimleri arasinda kurulan bir bagka duallikten bahsettik. Oyle ki; bu du-
allik ile tek noktadan delinmis bir bolge iizerindeki Monge-Ampere denkleminin

regiiler olmayan ¢ozlimleri, hatta iki kez tiirevlenemeyen ¢oziimlerinin varlig



ispatlanabilir.

Kompleks degisken ve kornformal esleme fikirlerinin probleme katilmasiyla bir-
likte Stanley Richardson (1943 — 2008); sifir yiizey gerilimli Hele-Shaw ser-
best smir problemini, bir ters potansiyel problem olarak gérmemizi saglayacak
olan moment kavramim ortaya ¢ikarmigtir[Ric] ve problemi yeniden paramet-
rize etmigtir. Biz de Boliim 4’te; Boliim 3.1.1’de tanimini verdigimiz kompleks
momentler ile, bir k-gecirgenlikli problemin bir ters potansiyel problem olarak

goriilebilecegi iizerinde durduk.



Bolim 2

Temel Bilgiler

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak baz1 temel kavramlar: agiklayacagiz. Tez,
kompleks manifold tizerinde reel 2-boyutlu bir hidrodinamik problemi tizerine
kurulu oldugundan; metin baglamina uygun olacak sekilde bu béliim iki kisim
halinde verilmistir. Ik kisim, kompakt bir Kihler manifoldun iizerindeki bir ser-
best sinir probleminde yer alan bazi elemanlarin; ikinci kisim ise fiziksel bir prob-
lem olan Hele-Shaw akiginin kompleks diizlem iizerindeki modelinin anlagilmasi

igin okunabilir.

2.1 Kompleks Manifoldlar Uzerinde Baz1 Temel
Bilgiler

Tanim 2.1.1. X, ayrilabilir bir Hausdorff uzay olsun. X’in herhangi bir U agik
altkiimesini C™’nin bir acik altkiimesine egleyen 7 homeomorfizmasina bir harita
ve z; : U + C olmak iizere her p € M ig¢in haritanin 71, = (21,...,2,), € C"
saglayan bilegenlerine U {izerindeki lokal koordinatlar denir. J (Ua)a cr X’nin

bir agik ortisii olmak tizere 7, : U, — V, C C™ haritalarmn bir (Ta)a el

ailesine de X’in bir atlasi denir. Bir (Ta>ael atlasi ile verilmig X’e n-boyutlu

bir kompleks manifold denir.



Kisaca, n-boyutlu kompleks bir manifoldu lokal olarak C™’ye modellenebilen
bir uzay olarak gorebiliriz ve topolojik olarak C"* ~ R?" oldugundan her n-
boyutlu kompleks manifoldun bir 2n-boyutlu reel manifold oldugunu soyleyebi-
liriz. Ayrica, bir manifoldun temelinde yer alan topolojik uzay eger kompaktlik,
basit baglantililik ve benzeri gibi yapisal ¢zelliklere sahipse olusturdugu mani-

fold yapis1 da kompakt, basit baglantili, vb. manifold olarak isimlendirilir.

Tanim 2.1.2. X, (Ta) ; atlast ile verilmis kompleks bir manifold olmak tizere;

ac
her o, 8 € I igin 7,8 = 74 © Tgl ] (Ua N Ug) — To (Ua N Ug) gegig fonksiyon-
lar1 holomorfik(kompleks diferansiyellenebilir) olan (Ta)a ¢ atlasma holomorfik
bir atlas denir ve holomorfik bir (Ta)a cr atlasi ile verilmig dim¢ X = n bo-

yutlu kompleks manifolda da kompleks diferansiyellenebilir(kompleks analitik)

manifold denir.

Her kompleks diferansiyellenebilir manifoldu bir reel analitik manifold olarak
gorebiliriz ve kompleks diferansiyellenebilir bir manifoldu reel bir manifold iize-
rine de kurabiliriz; tabii, bu durumun saglanmasi i¢in reel manifoldun yalmzca
cift boyutlu ve diizgiin olmasi degil komplekslestirilebilir olmasinin da gerekli
oldugunu séylememiz gerekir.! Diger yandan, C*°-diferansiyellenebilir reel ma-
nifoldlar R™’ye diizgiin bir gekilde gémiilebiliyor( Whitney gomilme teoremsi) ve
R™ ile lokal olarak difeomorfiklerken; kompleks analitik manifoldlar genel ola-
rak C™’ye holomorfik bir sekilde gémiilemez(Maksimum Prensibi’nden) ve lokal
olarak biholomorfiklik saglayamazlar(Liouville Teoremi’nden).

Birkag kompleks manifold 6rnegi verelim:

Ornek 1. Her kompleks vektor uzayr ve C"’nin agik altkimeler: trivial birer

kompleks manifold ornegidir.

IReel bir manifoldun komplekslestirilebilmesi ile ilgili [Wel], [KoN] ve [Sah]’a bakilabilir.



Ornek 2. C*t1\ {0} igin bir normal alt grup olan C* = (C\{0},")
C* % (CnJrl \{0} — Cn+1 \ {O}

(c, (z0,---, zn)) — (¢, ..., C2n)

etkisi ile z ~ Z & Jc € C* 3 z = Z olarak tamumlanan denklik bagintisinin
CL\ {0} dizerinde olusturdugu bélim uzayma kompleks projektif uzay denir
ve bu C"1\ {0}/~ = CP" boliim uzaywman herhangi bir noktasi, en az biri
sifirdan farkl olmak dzere her ¢ € C* igin [20 @ ... : 2zn] = [cz0 @ ... 1 Czp]

saglayan [z : ... : zy] notasyonu ile gosterilir.
q:C"\ {0} — CP"

(20, y2n) = (20 .- ¢ Zn)

boliim eslemesi ile CP™ dzerinde kurulacak bélim topolojisine gore, her i €

{0,...,n}dcin U; ={[z0 : ... : zn]|z # 0} birer agik kiime olacagindan UI_,U;,
CP™ i¢in bir agik orti olur ve [20 : ... : 2zp] —r, (;—‘1’,..., szl,%,zz—")

olmak dizere 7;, U; i¢in bir harita olur. Her 1,7 i¢in z z;lz holomorfik
olacagindan (1;), CP™ 'nin holomorfik bir atlasy olur. Ayrica C™*!’deki kompakt
bir kiime ile CP™ arasinda érten bir sirekli fonksiyon var oldugundan/Mar] CP™,
n-boyutlu kompakt bir kompleks analitik manifolddur.

Ozel olarak; n = 1 icin kompleks projektif dogru CPY’in herhangi noktas: ya

[0: 1]’ ya da [1 : z]’ye esit olacagindan [zo : z1] — 21/20 eslemesi ile CP' i,

CuU {0} olarak gérebiliriz.

Ornek 3. S2"={z e R**! . |z| = 1} birim kire 2n-boyutlu diizgiin bir
reel manifolddur[Lee]. Topolojik olarak S*", n-boyutlu bir kompleks manifold
olmasina ragmen her n-degeri i¢in bir kompleks diferansiyellenebilir manifold

degildir. Orneg“m, n = 1 i¢in kompleks analitikken n = 3 i¢in kompleks analitik



bir manifold degildir[Ati].

2.1.1 Kompleks Analitik Manifold Uzerinde Diferansiyel
Hesab1

Bir n-boyutlu kompleks analitik manifold lokal olarak C™ ile, gecig fonksiyonlar:
holomorfik olacak sekilde, homeomorfik oldugu igin C™ tizerindeki diferansiyel

hesab1 kompleks bir manifold {izerinde de caligabiliriz.

Tanim 2.1.3. X, (Ta; Ua) atlasi ile verilmig bir n-boyutlu kompleks manifold
ve f, bir Q@ C X agik kiimesi i¢gin f :  — C olmak iizere; eger her « igin
fora ™'t 74(Uy N Q) — C fonksiyonu C*-smifindan diferansiyellenebilir ise
f’ye Q iizerinde C*-siifindan denir ve boyle fonksiyonlarin kiimesi de C*(£2, C)
ile gosterilir. Benzer sekilde tanimlanan €2 iizerindeki holomorfiklerin kiimesi de

0(92,C) ile gosterilir. Iki manifold arasmdaki bir fonksiyon da benzer sekilde

tanimlanir.
zi = xp+iyr € O(Q, C) olmak iizere (zo, . .., zpn), agik bir Q C X kiimesi lizerin-
deki kompleks analitik lokal koordinatlar olsun. Dogal olarak (z1,y1, ..., Zn, Yn),

Q) tizerinde reel analitik bir koordinattir. Herhangi bir p €  igin X’in reel tan-
jant uzay1 TEX; {8/6xk, 8/8yk} bazina sahip reel bir vektoér uzay: ve tanjant
uzaymin duali olan reel kotanjant uzayi (TEX )* da bir baz1 {dz, dyx} olan reel
bir vektor uzayidir. Béylece bir f € C¥(Q,R)'nin diferansiyeli kisaca

df = (0f /0wy )dxy, + (Of /Oyw) dyn (2.1.1)

k=1

olarak yazilan bir R-lineer df, : TEX — R eglemesidir[Dem]. X; tizerinde hemen
hemen kompleks bir yap1, J2 = —id saglayan bir J € End(TfX ), var olan bir

manifold oldugundan tanjant ve kotanjant uzaylari1 komplekslestirilebilirdir[KoN,

Wel]. TEX 'in komplekslestirilmisi TSX ® iTEX = TI(E:X ‘e kompleks tanjant



uzay1 denir ve 9/0z, = 1/2(0/0xy, — i0/dyx), 0/0Z, = 1/2(d/0zy, + i0/dyx)
olmak tizere

T, X = ({0/02})c @ ({0/92})c

=Ty 0x =Tl X

olarak yazilabilen bir kompleks vektor uzaydir; TH°X ve T0! X’e sirasiyla ho-
lomorfik ve antiholomorfik tanjant uzayi denir. Benzer sgekilde kompleks ko-
tanjant uzayi (T;)CX)* da dzp = dxyp + idyg, dzxy = dxp — idy, olmak iizere
(TI(SX)* = <{dzk}>c@<{d2k}>c olarak yazilir. Bir f € C1(£2, C)'nin diferansiyeli
icin, Ref, Imf € C1(©2,R) oldugundan f € C'(2,R?) olarak goriilebilir. Boylece
f'nin diferansiyeli (2.1.1)’deki gibi hesaplanabilir ve yukaridaki esitliklerinden
f’nin diferansiyeli z ile Z cinsinden yazilabilir. Béylece, C!-simifindan kompleks
degerli bir fonksiyonun diferansiyeli kisaca

df =Y (0f/0z)dz + (0f 0%k ) dZ (2.1.2)

k=1

olarak hesaplanabilen bir R-lineer df, : T;,CX — C eglemesidir.

2.1.2 Diferansiyel Formlar ve Akimlar

X, n-boyutlu kompleks analitik manifold olsun. TX = J,c TEX ve TX* =

Uae x (TS X)* ne sirasiyla kompleks tanjant ve kompleks kotanjant demeti denir.

Tanim 2.1.4. p,q € N olsun. X tizerinde (p, g)-form; agik bir Q C X kiimesi

iizerinde, lokal koordinatlar (z1,. .., z,) olmak iizere her z €  i¢in

u(z) = Z ury(2)dz;r ANdz s
[I|=p,|J|=¢

tipinde yazilabilen bir v : X — AP9TX* eslemesidir. Ozel olarak, her Q C X

acik kiimesi i¢in u'nun lokal katsayilar1 u;; € C¥(Q, C) ise u’ya C¥-siifindan bir
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form denir ve byle formlarin kiimesi de C*(Q, AP 4T X*) olarak gdsterilir.

Diferansiyel formlarin iizerinde taniml bazi temel iglemler:
Disg ¢arpim. Iki diferansiyel u, v formun dig carpimi (u A v), = up A v, olarak

tanimlanir yani lokal olarak; 2 C X acgik kiimesi tizerinde

u(z) = Z ury(2)dzy Ndzy € NPITX™
[T|=p,|J|=¢
ve
v(z) = Z v;j(2)dz; Ndz; € NPITX*
[1|=p,J|=q

olarak yazilabilen u ve v’'nin dig ¢arpimi(ya da wedge garpimi)
(u AV)(2) =u(z) ANv(z) = Zuu(z)vfj(z)dz[ NdzZy Ndzj NdZ 5

seklinde taniml bir (p + p, ¢ + §)-formdur.
D1s Tiirev. Lokal koordinatlar tizerinde > ur ydzy AdzZy — Y duy jAdzr ANdzZ
olarak tammlanan d : C(Q,APITX*) — C*°(Q, APTLITITX*) diferansiyel

operatoriine dig tiirev denir ve (2.1.2)’den dig tiirevi
9 :C=(QAPITX*) — C™(Q, APTHITX™)

U — Z (8u1”]/8zk)dzk Ndzy NdzZ g

ve

B 0% (Q, APITX*) — € (Q, APITITXY)
U — Z (8u171/6§k)d§k ANdzr NdZ g

olmak iizere d = 940 olarak ayirabiliriz. Dig tiirevin d(uAv) = duAv+(—1)PTIA
dv Leibniz kuralmi ve bir dig carpimin dogal bir sonucu olarak d? = 0 esitligini

saglar. d> = (0 + 0)% = 9% + 90 + 90 + 7 olacagimdan 7 =0 = 0,00 =0
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egitlikleri de saglanir ve 6zel olarak, du = 0 saglayan bir forma kapal form;
bazi v formlari i¢in u = dv saglayan bir forma da tam form denir. Manifoldlar
iizerinde, kapali formlarin denklik siniflarini veren temel bir kohomoloji grubu
vardir: Her p,q € Z igin

. 'dpfl,qfl KPa dp,q Kp+1’q+1 dpi1,q+41 o

g<0yadap<0ise KP9=0,d,,=0;p,q>0ise KP9 = C(Q, APITM*),
dp 4 = d olmak tizere (dp 4) bir komplekstir (cochain kompleksi) ve her p,q € N

icin
{d-kapaly, (p, ¢)-formlar}

HGg (X) = kerdpy1,41/imdy g = {d-tam, (p, q)-formlar}

kohomolojisine X tizerinde (p, ¢)-formlarin de Rham kohomoloji grubu denir. X
tizerindeki herhangi bir (p, ¢)-form w'nun denklik siufi [u] € HY(X) na u'nun
kohomoloji smifi ve ayni simiftaki herhangi iki elemana da birbirleriyle kohomo-

log denir.

Co0(Q, APHLAT X *)

0V8p+1 qT

Co°(Q, APOT X ™) @ ...8%2C°°(Q AP X*) pay 1(300 Q, APATX*) 2% dM

00p.q = Op.q © Op_1,4—1 olmak iizere (0, x)x Ve (00p1k.q+x)x kompleks zinciri de
bir e-kohomoloji grubu verir ve kohomolojiler de X {izerindeki e-kapali formlarin
denklik simflarimi tammlar. Ozel olarak, k = 0 igin imgp)k,l = {0} kabulii ile

her k € {0,...,n} i¢in
N ker@hk

im5p7k71

béliim uzayima X ’in d-kohomoloji grubu veya Dolbeault kohomoloji grubu denir
ve Hg’k(X )nun elemanlarmi X iizerindeki holomorfik (p, k)-formlarm, d = 0,
denklik simiflar1 olarak gorebiliriz.

Geri goruntii (pull-back). F : X; — X, iki kompleks manifold arasinda bir
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biholomorfik egleme, yani X;’in herhangi atlasi 7 ve X5 nin herhangi atlasi ¢ i¢in
¢oFor~! C™’in bir altkiimesinden C"2’nin bir altkiimesine biholomorfik bir
fonksiyon, olsun. X iizerindeki bir (p, ¢)-form w(z) = Y us j(z)dz; A dZ;'nun

geri gorintiisly; z = F(Z) olmak lizere
Fru(z) =Y up g (F(2))dF;, A--- NdF;, NdFj, A -+ NdF,

olacak gekilde X;’de yine bir (p,q)-formdur[Dem] ve her geri goriintii iglemi
altinda kapalilik, tamlik 6zellikleri korunur.

Pozitif diferansiyel form. Bir (p, p)-from w icin eger u; v1,...,v,—p ler birer
(1,0)-form olmak fizere v = vy AUy A -+ A GUp_p A Up—p bigimindeki her (n —
p,n — p)-form v icin

uhv=fBy; [f=0

sagliyorsa w’ya bir pozitif form denir. Burada f,; X’in kanonik bir (n,n)-
formudur, yani lokal olarak (zp,...,z2,) koordinatlar ile 3, = i/2dz; A dz; A
-+ +Ai/2dzp A dZ, olarak verilen formdur[Dem]. Bir (p, p)-formun pozitif olmasi;
X’in p-boyutlu herhangi S altmanifoldu igin ), 'nun S iizerinde pozitif bir hacim
formu(volume form), sifirlanmayan en iist dereceden form, olmasi ile denktir ve

her pozitif u formu reeldir, u = @, [Dem].

Ornek 4. (uy;) bir Hermitsel pozitif matris olmak tizere u = i/2 3" u;jdz; Adz;,
pozitif bir (1,1)-formdur.

Ornek 5. u pozitif bir form ise kompleks lineer islemler altinda uw’nun geri

gorintisi de pozitif bir formdur([Dem/; Bélim 3, Onerme 1.12).

Tanim 2.1.5. Bir agik Q C X kiimesi i¢in € iizerindeki tiim (p, ¢)-test form-
larin, kompakt destege sahip diizgiin (p, ¢)-formlarin, kiimesi D, 4)(£2) olsun.
Schwarz Topolojisi[[Dem]; Tanim 2.2] ile verilmis D, 4)(€2) igin herhangi bir

T : D(p,q)(Q2) — C siirekli lineer fonksiyoneline bir (n — p,n — ¢)-akim denir ve
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bir u test formu igin 7”nin u tizerine etkisi (T, u); tiim (n — p, n — ¢)-akimlarin

ailesi de Dj, 1(€2) ile gdsterilir [Kol91].

1
loc

Ornek 6. u, M dzerinde katsayilary L} ’den olan bir (p,q)-form olmak izere

(Ty,v) = /Mu/\v; v €Dy pn—q(M)

igin T € Dy, (M) olur.

Eger T, ) tizerinde bir (n—p,n— g)-akim ise T i’lar birer dagilim olmak tizere

Te szﬂ)(ﬂ)’nin lokal koordinatlar iizerinde

> Trrdzy NdZg
|J|=n—p,|K|=n—q
formunda bir yazihigi vardir[Dem]. Boylece; akimlari, dagilim katsayil formlar
olarak gorebiliriz. Diferansiyel formlar tizerindeki iglemleri ve ozellikleri genel
olarak genel olarak akimlarda da galigabiliriz: Bir (n — p,n — ¢)-akim T igin,

T’nin bir diizgiin form u ile dig ¢arpimi her test fonksiyon v igin
(T ANu,v) = (T,uAv);
dig tiirevi de u € D, 41,441)(X) icin
(dT,u) = (—=1)PTUT, du)

olarak tamimlanmir. F' : X; — X5 biholomorfik eslemesi altinda T € DEP 9 (X2)’nin

geri goriintiisii

<F*T2, 'LL> = <T2, F*u>

olarak tamimlanan bir F*T, € Dép’q) (X1); Ty € sz,q) (X1)’in ileri g6riintiisii(push-
forward)

<F*T17u> = <T17F*u>
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/

olarak tanmumlanan bir F,T; € D(p @

(X2)'dir. Akimlar tzerinde pozitiflik ise;
U1, ..., up’ler X tizerinde birer (1, 0)-form olmak tizere u = iug Atiq A- - - Aduy ATy,

tipinde yazilabilen, basit form, her u € D, ,y(X) icin (T, u) > 0 saglayan T' €

Dy, (€2)’ye pozitif akim denir.

Ornek 7. Herhangi bir u € Psh(X) N L}, (X) igin
A5 ) 0%u B
T =i00u = 'LZ mdzj A de

pozitif, kapal(dT = 0) bir (1,1)-akimdir. Tersine, X tuzerindeki herhangi pozi-
tif, kapaly (1,1)-akim T igin; her © € X noktasiman bazi Q C X komsuluklarinda
T, = i0du saglayan bir u € Psh() vardur([Dem]; Bélim 3, Onerme 1.19)(Lo-

kal dd°-Lemma,).

Ornek 8. d=-1(9 — 0) ve Q@ C X bir agik kiime olmak tizere; lokal olarak

swnarle bir u € Psh(Q) ve Q uzerinde pozitif, kapals bir (n —p,n — p)-akem T igin
dd°(uT)=ddu N T

olarak tanamlanan uT pozitif ve kapal bir akvmdur([Dem]; Bélim 3, Onerme
3.2). Boylece, lokal olarak sinirl her u ¢oklu altharmonik fonksiyon igin (dd°u)™
tanamlanabilir ve bir (n,n)-akim olur[Dem)]. Ozel olarak lokal olarak swurl her u
coklu alt-harmonik fonksiyonu i¢in MA(u)=(ddu)™ operatirine Monge-Ampére

operatori denir[BeT].

2.1.3 Kahler Manifoldlar

Tamim 2.1.6. X, n-boyutlu bir kompleks manifold olsun. (h;x); diizglin kat-
say1li, pozitif bir hermitsel matris olmak iizere kapal bir (1, 1)-form w, eger lokal

koordinatlar tizerinde

w=1Y hjrdz; Adz
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olarak yazilabiliyorsa w’ya bir Kéhler form ve (X, w) ikilisi de bir K&hler mani-

fold denir[Kol91].

Ornek 9. CP" kompakt manifoldu ve Fubini-Study Kdihler formu olarak bilinen

wrs = i/2001og(1 + |z|?) ikilisi kompakt bir Kdhler manifolddur.

Ornek 10. F : X1 — X3 holomorfik bir gomme eslemesi ve w, Xo tzerinde
bir Kdhler form ise F*w, X tzerinde bir Kdhler formdur[Gue]. Béylece, bir
Kahler manifoldun herhangi bir kompleks altmanifoldu da bir Kdhler manifold

olur.

Ornek 11. Herhangi bir p € C*(X,R) kesin ¢oklu altharmonik fonksiyon igin;
p, herhangi bir U C X agik kiimesi tzerinde (%), diizgiin katsayil, pozitif

bir hermitsel matris olacagindan w = i/200p, X fizerinde bir Kdihler formdur.

Bir X manifoldu iizerindeki (1, 1)-form u i¢in v = dd€f saglayan bir f € C*°(X)
varsa f’ye w'nun potansiyeli denir. Bdylece Ornek 11 ile; her diizgiin coklu alt-
harmonigin bir potansiyel, hatta bir Kéhler potansiyel, oldugunu séyleyebiliriz.
Diger taraftan, herhangi Kéahler form her ne kadar manifoldun tiimiinde lo-
kal olarak coklu altharmonik bir potansiyele Sahip(Ornek 7) olsa da bu durum
global olarak her zaman saglanamaz. Ornegin kompakt manifoldlar {izerinde,
Maksimum Teoremi ile herhangi bir sabit olmayan form i¢in boyle bir fonksiyon
bulunamayacagini biliyoruz.

X kompakt Kéahler manifoldu tizerinde birer u; reel, kapal, diizgiin (1, 1)-form ve
@; pozitif, kapali (1, 1)-akim alalim. dd°-Lemma’dan([Dem];Lemma 8.6)([GuZ17];
Lemma 7.31), X’in her diizgiin hacim formu {izerinde integrallenebilen bir ¢ €
LY(X,R U {—oc}) fonksiyonu igin % = u + dd®y) olarak yazilabilir ve u ile @’yu
kohomolog olarak gorebiliriz. Lokal olarak, herhangi bir agik kiime Q C X iize-
rinde, u = df ve @ = dg saglayan birer f € C* ve g € PSH(Q) var oldugundan

Y, = f + g saglanir. Boylece ¢’'nin lokal olarak bir diizgiin ve bir ¢oklu alt-
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harmonik fonksiyonun toplami olarak yazilabilen bir X — R U {—o00} eglemesi
oldugunu soyleyebiliriz ki boyle fonksiyonlara da quasi ¢coklu altharmonik fonk-
siyon denir. Boylece, bir (X,w) Kéhler manifoldu igin; w'nin X iizerinde bir
potansiyeli olmasa da w,=w + dd°p > 0 saglayan, yani w, bir Kéhler form
olacak gekilde, genig bir ¢ € C*(X) ailesi vardir. Béyle @’lere de w-Kéhler

potansiyeller denir: K(X,w)={p € C*(X) : w + dd°p > 0}.
2.1.3.1 Quasi Coklu Altharmonik Fonksiyonlar

X; kompakt, baglantili bir Kéhler manifold ve w da X iizerinde tanimli bir

Kahler form olsun.

Tanim 2.1.7. w’nin her lokal potansiyeli u i¢in ¥ + u tist yar1 siirekli(ii.y.s) ise
’ye w-iist yar siirekli denir ve w-ii.y.s herhangi ¢ € L'(X,R U {cc}) igin eger
akim anlaminda w + dd®y > 0 saglamyorsa 1’ye w-¢oklu altharmonik(w-¢.a.h)

fonksiyon denir. Tiim w-¢.a.h fonksiyonlarin kiimesi de PSH (X, w) ile gosterilir:

PSH(X,w)={¢p € L*(X,RU{c0})| w+dd°¢p>0, ¢ bir w-iiys}.

Bir w-¢oklu altharmonik fonksiyon quasi c¢oklu altharmonik oldugundan iist
yar1 siirekli bir fonksiyondur ve bdylece lokal olarak iistten smirhidir. Ayrica;
PSH(X,w) kiimesinin [w] ile tamamen baglantili, konveks bir kiime oldugunu

gorebiliriz:

Teorem 2.1.8. (i) wy < wo durumunda PSH(X,w;) C PSH(X,ws) saglanar.
(11) Her A € R igin ¢ € PSH(X,w) — A¢p € PSH(X, Aw) bir izomorfizm
oldugundan PSH(X, Aw) = A- PSH(X,w) saglanar.

(i4i) Ejer w' =w + ddv ise PSH(X,w') = PSH(X,w) + v saglanr.
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(iv) Ejer ¢, ¢ € PSH(X,w) ise

Y+o
2

maks{y + ¢}, Jog (e¥ +e?) € PSH(X,w)

olur[GuZ05].

Ornek 12. Her sabit fonksiyon bir w-¢.a.h’tir ve boylece her ¢oklu harmonik

fonksiyon da PSH(X,w)wn bir elemanudar.

Ornek 13. f € C%(X) olmak dizere yeterince kiigiik her ¢ > 0 i¢in ef €

PSH(X,w) olur.

Ornek 14. Bir érnek aile olarak PSH(CP™, wrg) distindlebilir. Ayrica,

) = {w e PSHT™)| w(2) < Slog(1+ =) + Cy }

N | =

ailesine C" ’de logaritmik biiytiyen coklu altharmoniklerin Lelong sinifi denir ve

PSH(CP™ wpg) ailesi ile aralarinda birebir bir egleme vardur:

L(C") — PSH(CP", wps)

s b(z) = i(,Z')f%log(1+|z|2) zeC" ise
limyecn 2 (Y(w) — $log (1 + [w]?)) 2z € Hy  ise.

Bir w-¢.a.h fonksiyonlar kiimesinin biiyiikliigiiniin, tamamen w’nin kohomoloji

sinifindaki pozitif, kapali (1,1)-akimlara bagh oldugunu séyleyebiliriz([GuZOE)];

Onerme 2.4) . Boylece w’'nim kohomoloji sinifinin pozitifligi arttikga PSH(X, w)’in

boyutunun da biiyiiyecegini ve [w] bir Kéhler simf oldugundan Ornek 13 ile

PSH(X,w)’n oldukga genis bir kiime oldugunu gérebiliriz.
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2.1.3.2 Kompakt Kihler Manifold Uzerinde HMAE

X, n-boyutlu bir Kahler manifold ve w da X iizerinde tanimli bir Kéhler form

olsun. Herhangi sinirh bir ¢p € PSH(X,w) igin
M A, ()=(w + dd°p)"
seklinde tamimlanan operatore w’ya gore kompleks Monge-Ampere operatorii ve
(w4 dd)" =0

esitligini ¢ozen 1) fonksiyonuna homojen Monge-Ampere denkleminin (HMAE)
bir ¢6ziimii denir. HMAE nin ¢6ziimii tek tiirlii bir sekilde belirlenebilir[Kot98].
HMAE igin Bir Dirichlet Problemi: (X,w) bir n-boyutlu kompakt Kéhler
manifold ve D C C birim kapali disk olmak iizere; X x D, mx : X x D < X pro-
jeksiyonundan elde edilen 7% w ile bir n 4 1-boyutlu kompakt Kéhler manifold-

dur. Her 7 € 9D = St icin F, € K(X,w), yani F, = F(.,7), (w+i00F;), >0,

| x

olan bir F' € C*°(X x S!) verilsin. F'nin X x D iizerine
MA (@) =0

esitligini saglayan bir ® € PSH(X x D, n%w)NC° genislemesine, siir degeri F ile
verilmis HMAE'nin ¢6ziimii denir. Aslinda bu, sinir degerleri Kéhler formlarim
diizgiin bir ailesi ile verilmis HMAE igin bir Dirichlet problemidir ve problemin

tek tiirli olacak sekilde bir ¢ozlimii vardir:
d=sup™{¥ € PSH(X x D, x};) : limsup,_, ¥(2) < ¢(¢),{ € X x 5'}

[NyR18]. Eger ¢oziim @, her 7 € St i¢in ®, € K(X,w) saglayan bir diizgiin
fonksiyon ise ®’ye bir regiiler ¢bziim denir.

Smir degeri F, diizgiin ve S'’den bagimsiz olarak verildiginde ®(z,7) = F(2)
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problemin trivial regiiler bir ¢éziimii oldugundan[NyR18] problemin ¢oziime sa-
hip sinir degerlerinin kiimesi bostan farklidir. Diger yandan, her ne kadar her-
hangi sinir degeri i¢in problemin regiiler bir ¢oziime sahip olma garantisi ol-
masa da([Don]’da Teorem 2’den ya da Ornek 17’den bakilabilir.); regiiler ¢oziim
var olacak sekilde simir degerlerini belirleyen tiim ¢ fonksiyonlarinin kiimesinin

C>®(X x D)’de agik oldugunu biliyoruz:

Teorem 2.1.9. (/Donj; Donaldson Ag¢iklik Teoremi)X x D tzerindeki regtiler
coziime sahip swmar kosullu HMAE lerin kiimesi C?-topolojide agiktir, yani bir
F sunar kosulu ile verilmis HMAE nin eger regiiler bir ¢6zimi var ise herhangi
e > 0 w¢in oyle bir reguler ¢oziime sahip sinir kosulu F varder ki [|F — I:_'ch <e

esitsizligi saglanar.

2.2 Kompleks Diizlemde Bir Hidrodinamik Prob-

lemi

Hele-Shaw akigi, bir Hele-Shaw hiicresindeki sikigtirilamaz bir akigkanin dagilimini
tarif eden bir modeldir. Bir Hele-Shaw hiicresi ise iki paralel diiz plaka arasindaki
dar bir bolgede viskoz bir sivinin akim ¢izgilerini gorsellestirebilmeyi saglayan ve
2-boyutlu akigini anlamaya yarayan bir diizenektir. Hele-Shaw akiglar1 {izerine
yapilan ¢ok cesitli ve birbirinden farkli modeller vardir[GuA]. Biz tiim tez bo-
yunca; plaklarin biri iizerinde olan sabit bir noktadan, ortamdaki akigkana gore
gok daha viskoz (6rnegin enjekte edilen akigkani su ve ortamdaki diger akigkam
hava olarak gorebiliriz) ve sikigtirllamaz yeni bir akigkanin enjekte edilmesiyle
kurulmus sifir ylizey gerilimli problem ile ilgilenecegiz. Burada; viskozlu sivinin
enjekte edilmesiyle igerideki akigkanin resmi hareket etmeye baglar. Boylece, iki
akigkan arasindaki arayiizeyin ortaya cikardigi hareket bir serbest sinir proble-

mini karakterize eder ve sifir ylizey gerilimi varsayimi altinda geligen araytizey-
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leri bulma problemine Hele-Shaw serbest sinir problemi denir.
Problemdeki fiziksel akigin matematiksel olarak ifadesi i¢in Stokes-Leibenzon

modeline bakilabilir.

2.2.1 Stokes-Leibenzon Modeli

Sikigtirilamayan, viskozlu bir akigkani, aralarindaki mesafe yeteri kadar kiigiik A
olan bir Hele Shaw hiicresine yavag ve sabit bir oran ile enjekte ettigimizi diigiine-
lim. Akigkanin luz1 V = (u, v, w), bir @ giicii ile akiskan enjeksiyon edilmesiyle
iretiliyor olsun. Enjeksiyon durumu ile kaynak giiclinii genelligi bozmayacak
sekilde @ = —1 olarak alabiliriz|[GuA]. Akigkanin enjeksiyonunu akigi hemen

hemen daimi ve levhalara paralel olacak sekilde yaptigimizi varsayalim. Yani,

. . Ce e . . o OV __
dikey akig hareketi ve hiz-zaman degigimi var olmasm: w = 0, % = 0.

enjeksiyon

/' noktast

/
Vo x

(a) (b)

Sekil 2.1: (a) Hicrenin tst duvarindan akiskan enjekte edilerek olusturulan akigin
bir semasi,(b) Hele Shaw hiicresinin x yonindeki kesitinde hiz profili

Bu tiirli bir hiicredeki akig i¢in F, = 0 alarak Navier-Stokes esitligini diizenler-

sek;

0= %’—F(V-V)V—%(—Vp—i—MVV) -
e (e
ou ou 10 Au ov v 10 Av 10
({ufe +oGu+ 552 — i {uds + oo+ 350 — i} 0 3)
esitlikleri saglanir. Diger yandan, boyutsal homojenligi korumak adina boyut

analizi(dimensional analysis) ile dar levhalar arasindaki akig teorisini birlikte
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degerlendirirsek; yani h << L varsayimiyla h, akigin tipik bir dikey (z yontindeki)
uzunluk Olgegi; L, akigin tipik bir yatay (z ve y yoniindeki) uzunluk olgegi;
U, tipik bir yatay akig siiraat oOlcegi olmak {lizere akig hizinin bilegenlerinin
L mertebeli mesafede U mertebeli miktar kadar degisecegini diistintirsek hiz

bilegenlerinin yatay yondeki tiirevlerinin biiyiiklitk mertebeleri igin

ou_Uou_Uow U U
dr L'0y L'0x Loy L’

dikey yondeki tiirevleri icin de

ou U Ov

Ju U ov U
0z h'0z h

diyebiliriz. Ayn1 diigiince ile ikinci dereceden tiirevleri de

Pu 0 (8u) U

2~ dx\dx) " 12

olarak degerlendirebiliriz. Dar levhalarda ¢aligtigimiz i¢in varsayim geregi % <<
% oldugundan hiz bilegenlerinin yatay tiirevlerinin dikey tiirevlerine gore ok
kiiciik oldugunu séyleyebiliriz. Bu halde, u ve v’nin x ve y’ye gore tiirevleri z’ye
gore olan tiirevine kiyasla ihmal edilebilirdir. Bu yaklagimla ¢ = 1,2 i¢in

d'u B O'u B Ot B d'v B
ozt Oyt Oxt Oyt

esitliklerini de Navier-Stokes esitliginde yerlerine yazarsak, sistemden

@ B 0%u  Op 0%v  Op

or ~ Mo27 oy 192 02

elde ederiz. Buradan; p, z’den bagimsiz olacagindan,basincin yalnizca x ve y’ye

bagh bir fonksiyon ve u ile v’nin

1 dp
u(e9,2) = 5505 + Alwg)z + Blay)
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10
v(z,y, 2) = %—’y’ +C(z,9)z + D(,y)

bic¢iminde oldugu sonuglarina varmig oluruz. Sinir kogullar: nedeniyle (hicre du-
varlarndaki akiskan parcaciklariman hareketinin sifir olma kabuli; no-slip con-
dition) de

1 1
u(x,yvz):i—( 2_h2); v(xvyaz):ﬂaiy( z_hz)

esitliklerini elde ederiz. Boylece; birim genislik bagina ortalama akig hizi,

1 AP I L
h Ouz'— 12udz’ h Ovz_ 124 dy

egitlikleri saglanacagindan, V,.; = V igin

h2

olarak yazilabilir. Burada p yalnizca = ve y’ye bagh oldugundan bu esitligi, ki
bu esitlik Hele Shaw esitligi olarak bilinir, tamamen iki boyutlu bir egitlik olarak
gorebiliriz. Boylece bu esitlik sikigtirilamaz bir akigkanin iki boyutlu bir akigim
tarifler.

Simdi, enjeksiyon noktasim genelligi bozmayacak sekilde (0,0) segelim. Yeteri
kadar kiigiik bir € i¢in, U. = {(z,y) € R? : 2% + y? < &} olmak iizere kiitle
degisim oram |, oU. pV - nds sabittir ve a, herhangi bir noktadaki hiz vektorii ile
birim normal vektor arasindaki ag1 olmak tizere; Hele Shaw esitliginden f oU. V,ds =

—h%cosa 3}
240 /. oU. Vpds ve Green Teoremi'nden

Vpds = / (Pzypy)(dz, dy) = / —pyd + p,dy = / (Paa + Dyy)dady
oU. oU. oU. Ue

olacagindan her ¢ igin fU Apdxdy = sabit olmus olur. Boylece potansiyel p,
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esitligini saglar ve Hele Shaw esitligi Laplace esitligine indirgenmis; basing fonk-

siyonu p, bir dagilim fonksiyonu olmus olur. Dahasi, sinirlarda da; dig hava

basincini ve yiizey gerilimini 0 varsayarak p’yi 0 alabiliriz.

Akis ile ilgili bazi sonuclar:

(1)

Dagilmig bir vizkoz akigkanin z = z + iy diizleminde olugturdugu bolge
Q2 olmak iizere Q i¢in Ap, = —do ve pj,, = 0 saglayan potansiyel bir
fonksiyonun varligi bir Dirichlet problemi ve p de 2'min 0 kutuplu bir

Green fonksiyonu olarak goriilebilir[Kli].

(x,y) € R? olmak iizere V(z,y) = (u(z,y),v(z,y)); sikistirlamaz bir
akigkanin dongiisel olmayan bir akiginin hiz alani olsun. Déngiisel olmayan
bir akigi i¢in

Jv  Ou

OZCUT]V:VXV:&T’E—@

esitligi saglanir ve basit baglantili bir bolge iizerinde V korunumlu bir
alandir, yani reel degerli bir ¢ fonksiyonunun gradyanidir. Béyle ¢ fonk-
siyonlarina hiz potansiyeli, potansiyel, denir ve akigkanin sikigtirilamaz

olmasi durumu matematiksel olarak bize

. ou Ov
O—dlvV—V-V—%—i—afy

esitligini vereceginden potansiyel bir harmonik fonksiyondur:

Ap=V-(V$) =V -V =0.

Basit baglantili bolge iizerinde bir sabit farkiyla tek tiirlii sekilde be-
lirlenebilen bir w = ¢ + ¥ holomorfik fonksiyonu igin reel 2-boyutlu

akig teorisinde potansiyelin bize verdigi w’ya kompleks potansiyel denir.
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z =z +1iy ~ (x,y) olmak iizere

dw 0¢ O
/ —_ =
wi(z) = dz 8x+18x
i¢gin w"’ne de kompleks hiz denir. Simdi, Hele-Shaw akigina donecek olur-
sak; (2.1.1) esitliginden Hele-Shaw’un, potansiyel fonksiyonu basing fonk-

siyonun bir kat1 olan bir akig oldugunu soyleyebiliriz.

(3) Darcy’nin Yasasi; « gegirgenlige sahip gozenekli bir ortamdaki viskoz akigkanin
akigin1 makroskopik olarak ifade eden bir esitliktir ve yavag bir akig i¢in
V = —2Vp olarak ifade edilebilir[GuTV]. Bu ifade r = h?/12igin (2.1.1)%e
denk oldugundan; Hele-Shaw esitliginin, gecirgenlikli ortamdaki akiglar

kontrolleyebilen bir esitlik oldugunu soyleyebiliriz.

2.2.2 Serbest Sinir Problemi Olarak Hele-Shaw Akisi

Bir ¢ an1 i¢in €y; vizkos sivinin z = x + iy-diizleminde yayildig1 basit baglantil,
smirli bir bolge olsun. Baglangic durumu ¢ = 0 igin ¢ olarak gosterilsin ve
0Q; nin de bir f(z,y,t) = f(z,t) = 0 ile verildigini varsayalim. Her ¢ igin p =
p(z,t); Ap),, = —Qdo esitligi ile €y \ {0}’da harmonik ve Plog, = 0 ile sifir yiizey
gerilimi dinamik kogulunu saglayan bir potansiyel olsun. Serbest sinirin hareketi,
0 lizerindeki akig hizi tarafindan belirleneceginden; ny, 9 tizerindeki dig
birim normal vektor olmak tizere 9);’nin hareketi V,, = V‘Bﬂt -n digsal normal
hiz1 ile belirlenir. Hele-Shaw esitliginde genelligi bozmayacak sekilde h? /12 = 1
varsayarsak; n; - Vp = dp/0n, p'nin 0Q; tizerindeki dig normal tiirevi olmak
iizere kinematik siir kosulu da V,, = —g—g olarak elde edilir. O halde; sifir
enjeksiyon noktali, sifir ylizey gerilimli Hele-Shaw serbest sinir problemini, Hele-

Shaw akigini,

Apj,, = —Qdo (2.2.3)
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Ploa, =0 (2.2.4)

ap

Vo = ~on

(2.2.5)

esitliklerini saglayan bir 2; olarak formiiliize edebiliriz. Ayrica problemin verdigi
basing fonksiyonu p ve p’den elde edilen kompleks potansiyel w(z,t)’yi soyle
hesaplayabiliriz:

Sabitlenmisg her ¢ i¢in; Re(wy), (2.2.1)-(2.2.2)’yi ¢6zen ve §2; tizerinde holomorfik
olan bir fonksiyondur. Potansiyel teoriden laplasiyeni dy olan bir potansiyelin
# log |z| oldugunu bildigimizden[Ran] modelin bize verdigi potansiyel p'nin her

z € Q i¢in h(z) harmonik olmak lizere
p(z,t) = £10g|z\ + h(z,t)
) 2ﬂ' b

seklinde oldugunu sdyleyebiliriz. Holomorfik w; icin

dwy Op .Op

dz  Ox Zay
saglanacagindan w(z,t), (; tlizerinde analitik ve regiiler bir fonksiyon olmak

lzere

w(z,t) = # log z + w(z, t)

olarak hesaplanilabilir.
2.2.2.1 Konformal Egleme ve Moment Sabitleri

Polubarinova-Kochina ve Galin, birbirlerinden bagimsiz olarak, kompleks degisken
ile Riemann eglemesi kullanarak 1945’te Hele-Shaw akiginin konformal bir karak-
terizasyonunu verdiler[Vas]. Daha sonra, 1972’de, Richardson konformal eglemeyi

kullanarak Hele-Shaw’u karakterize etmemizi saglayan sonsuz bir dizi tamimladi[Ric].

Qg, bir onceki kisimda karakterize ettigimiz gibi Hele-Shaw akigini saglayan,
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yani (2.2.1) — (2.2.3) esitliklerini saglayan, z = x 4 iy-diizleminde siirh ve basit
baglantili bir bolge ailesi olsun. Boyle bir €, igin; yardimer bir £ = { + in-
diizlemindeki A(0,1) = {£ : |¢] < 1} birim diski i¢in A(0,1)’ten ;’ye simirlar
sinirlara tagiyan, f(0,t) = 0 ve f'(0,¢) > 0 saglayan tek tiirlii konformal (birebir
ve holomorfik) bir eglemenin varhigin1 Riemann Egleme Teoremi’nden biliyoruz.
Boyle bir

fi(6t) = ar(t)E+ ax(t)E* + ...

fonksiyonu ile baglangic siirmi ve serbest st 9Qg = {f(e?,0) : 6 € [0,27)}
ve 0 = {f(e?,t) : 0 € [0,27)} olarak parametrize edebiliriz. €;'nin digsal
birim normalini bu f doniigtimii ile

of

n= glgj‘;g € 0A(0,1)

g

olarak yazabiliriz ve boylece 0f); iizerinde normal hiz

ow 9
- _ o= — AT
Vi=—(Vp)-n Re(az "r’f>
o¢

olarak elde edilir. Konformal egleme altinda green fonksiyonun degigsmezliginden[Kli]
(wo f)(&,t) = ;—7} log & saglanir ve tiirev ile

owof
0z 0€

Q

(§7t) = _ﬁ

esitligi elde edilir. Diger yandan, hareketli sinir i¢in normal hiz V;, = Re (%ﬁl o A)

olarak hesaplanacagindan[GuA|, herhangi bir £ € 0A(0,1) igin

af
Re(%ﬁ‘aA> = —Re((a;: ’;Z) = —QW’QgJ;‘

olacagindan

of of\ _  Q
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egitligi saglanir. Daha agik olarak |¢] = 1 igin

0T0f G007 __Q

otof S ac ot nt

esitligi gergeklenmig olur.

Serbest sinirlar i¢in verdigimiz bu esitlige Polubarinova-Galin esitligi denir ve
egleme fonksiyonunun zaman tizerindeki bagimliligi tamamen bu esitlik ile an-
latilabilir oldugundan; bolgenin biiyiimesi kontrollii sekilde ifade edilebilir ve
probleme asikar ¢oziimler inga etmek miimkiin hale gelebilir (Ornek gormek icin

Boliim 2.2.2.2’ye bakilabilir)[GuA].

Moment sabitleri, Polubarinova-Galin’in diferansiyel egitliginin daha genellegmig
bir halidir: Burada t € [0,¢0) alimir ve £ =0,1,2,... i¢in moment sabitleri
cp(t) = /zkdmdy
Qy

olarak tanimlanir. Temel diferansiyel formlar ile Stokes Teoremi'nden

Sk Sk Sk 1 ks

ck(t) = dzdy = — dzdz = — d(zdz) = 5 | zdz
i
Q; a9,

egitlikleri saglanir ve Q;'nin zamana bagh degigiminden; A = A(0,1) olmak

uzere
dck_d 1 _ _1 af
dt_dt<2i/2kz ) 2dt</ff )‘2/(”35)5
0
1 k1 Of 0f  wWOFOF | 7 O°f kaf
_21'/<’“f rloe t arae T awg)g 5l !

0
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o _af of of
_%/fka?(ﬁ */fkatagdg + */fk arog %S

1 kﬁﬁiajgf 7& ofof | .,o0fof
=5/ (ag ot ¢ 8t> = 2/ (ag ot T o m)dg
OA oA
— Q/fkdg _ 2%27m k=0 _ Q, k=0
2mi) & F£0), k>0 0, k>0

gerceklenir. Demek ki; bir Qg baglangic bolgesi verildiginde, moment sabitleri-
nin baglangi¢c degerleri hesaplanabilirdir ve belirli bir siire sonunda akigkanin
kapladign alan A kadar biiylidiigiinde cg’in degeri de A kadar artmig olacaktir

ancak moment sabitleri dizisinin geri kalan terimleri degismeyecektir:

co(t) = co(0) + Qt

ck(t) = cx(0); k> 0.

Boylece, bir baglangic bolgesinin verilmig olmasi durumunda siirekli degigimlerin
meydana gelme seklini moment sabitleri ile hesaplayabiliriz. Buradan bakildiginda
Hele-Shaw akig probemini bir moment problemi olarak gorebiliriz (bunun igin

Boliim 4’e bakilabilir).
2.2.2.2 (Coziimler Uzerine

Problemin fiziksel olarak yorumu; @ > 0 durumu igin orijinden enjeksiyon
yapilmasi, ) < 0 durumu igin ise orijinden akigkanin geri g¢ekilmesi olarak
yapilir[GuA]. Dahasi; problemin Qdy yerine, kompakt destege sahip sonlu ve
pozitif bir 6l¢ii ile kurulmug daha genel hali ve ¢oziimlerinin varligiyla ilgili

[Gus]’a bakilabilir.
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Polubarinova-Galin esitligini kullanarak Hele-Shaw icin agik ¢oziimler elde edile-
bilir. Burada ana fikri; parametrik f fonksiyonunun Polubarinova-Galin egitligini
¢Ozen 06zel bir formunu kullanmak olarak gorebiliriz. Ornegin baglangic bolgesi
Qo, orijin merkezli bir disk olmak tizere f(£,¢) = \/m“l%@f eslemesi, t €
[0,00) ile @ > 0 durumu ig¢in orijinden enjeksiyonla kurulan Hele-Shaw un;
t € [0,—|Q]|/Q] ile @ < 0 durumu i¢in orijinden geri ¢ekme ile kurulan Hele-
Shaw’un ¢ozlimiinii parametrize eder ve bu parametrizasyon da kaynak nok-
tas1t merkezli bir diskin genislemesi veya daralmasi olarak gorsellegtirilebilir.
Asikar olmayan, bagka bir agik ¢6ziim 6rnegi olarak; Polubarinova-Galin kar-
diyoitini verebiliriz. ag(t) ve aq(t) reel katsayilar olmak iizere bir [0,t) igin
F(E,t) = ap(t)€ + a1 (t)€? eslemesi; bir baslangic kosulu (bir basglangic bolgesi
ve buna baglh olarak katsayilar arasindaki bir iligki) ile agagidaki sekildeki gibi

geligen Hele-Shaw’un geklini parametrize eder[GuA].

Tezin geri kalan kisminda Hele-Shaw serbest sinir problemini @ > 0 durumu
i¢in incelemeye devam edecegimizi burada belirtelim ve genelligi bozmayacak

sekilde @ = 1 alalim.

Genel olarak Hele-Shaw akiginin ¢ozlimiinden, (2.2.1) — (2.2.3), bahsettigimiz
de iki tir yaklagim s6z konusudur. Bu yaklagimlardan ilki, potansiyel-teorik
yapilar kullanilarak tarif edilen zayif Hele-Shaw akis; ikincisi ise fiziksel yoru-
munu verdigimiz, akigin sinir hareketinin tarifi ile dinamik olarak tanimlanan

glcli veya klasik Hele-Shaw akigtir ve ikincisi i¢in dizginliikk gereklidir. Bu
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¢Ozlimlerin tanimlarini vermeden once, bir bolgenin ve ailenin diizgiinliigiinden
bahsedebilmek i¢in bazi tanmimlar verelim:

Bir Q € C bdlgesinin diizgiin olmasi 9Q'nin, lokal olarak diizgiin bir fonk-
siyonun grafigi olarak yazilabilmesi demektir; yani, herhangi bir p € 9Q’nin
bir U C C komsgulugu icin 92 N U’nun, bir diizgiin fonksiyonun grafigi ola-
rak ifade edilebilir olmasi demektir. C’'deki bolgelerin bir {€;}ic(q,) ailesinin
diizgiin olmasi ise 0€2;'nin lokal olarak ¢’ye bagli, diizgiin bir fonksiyonun grafigi
olarak yazilabilir olmasi demektir. Béylece bir tg € (a,b) icin; n, 9, tzerin-
deki dig birim normal vektor alam olmak {izere to’a yakin bir ¢ € (a,b) igin bir
fi(2) = f(z,t) € C°(0,) ile O = {z+ f(z,t)n, : z € I, } olarak yazilabilir

ve to anindaki 0§, 'nin digsal normal hiz

o0, =2

V = — = n
fo dt =, ETdt li=to

olarak heaplanabilir[NyR14].

Tamum 2.2.1. {Q}e0.4,), R?’de orijini igeren bélgelerin bir diizgiin ailesi ve
p(z,t) = —Gq,(z,0) olmak tizere eger V,, = —0p/On saglaniyorsa Q;ye, (2.2.1)—

(2.2.3) Hele-Shaw akiginin klasik ¢oziimii denir.

Tamm 2.2.2. {Q : t € [0,)}; orijini igeren, siirl, agik kiimelerin bir ailesi

ve her t i¢in

u(z,t). >0 (2.2.6)
u(z,1) . =0 (2.2.7)
X0, = X0, + 100 + Au (2.2.8)

denklemini saglayan bir u = u(z, t) fonksiyonu varsa €); ailesine (2.2.1) — (2.2.3)

Hele-Shaw probleminin zayif ¢dziimii denir.

Bir zayif ¢oziimden bahsettigimizde, ki problemin her zaman bir zayif ¢éztimi vardir
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[Gus], bu ¢oziimdeki kiimelerin Lebesgue alan dlglisiine gore duygunlagtirilmig
oldugunu eklemeliyiz. Bu varsayimla birlikte, ¢oziim tek tiirlii olarak belirlene-
bilir olur[GuA]. Ayrica, klasik ¢oziimde zaman olarak goriilebilen t'nin, zayif
¢OzlUm i¢in yalnizca bir parametre oldugunu soyleyebilir ve zayif ¢oziimleri, kla-
sik ¢Oziimlerin genellestirilmigleri olarak gorebiliriz:

Oncelikle bize simdi ve sonrasi i¢in yardimci olacak bir teoremden bahsedelim.

Teorem 2.2.3. ([Fla] Reynold’in transport teoremi; dizlem tzerindeki integral
icin Leibniz kural) Q(t) C R?; x € Q(t) olmak iizere, zamana bagh olarak
V = V(x,t) hz alanmina gore degisen bir bolge ve f = f(x,t) de Q(t) tzerinde

bir fonksiyon olsun. n, birim normal vektor alani ve dA bir alan formu olmak

il / L 504+
— dA | = —dA+ V -nds
dt( Q(t)f ) ORA: 8Q(t)f

esitligi saglanar.

uzere;

Simdi, bir klasik ¢oziimiin zayif bir ¢oziim oldugunu gosterebiliriz: Eger €,
Hele-Shaw probleminin gii¢lii bir ¢oziimi ise; €2;’de altharmonik herhangi bir

p € C°°(C) fonksiyonu icin

d dp Op
— dA:/ Va ds:f/ —dS:f/ —ds
dt Jg, v 89, v o9, on” o, \?’ on

+/ (pAp—p Ap )dA > ¢(0)
Q S~~~
>0 —do

saglanir ve {2; artan bir aile ise bu egitligin integralini alirsak

/Qt@dA—/QowdA - /Ot(i(/ﬂtgadA>dt > /Otgo(O)dt — 1p(0)

esitsizligini elde ederiz. O halde, Hele-Shaw’un herhangi bir monoton artan

glcli ¢ozimii Q; ve ;’de altharmonik, integrallenebilen herhangi bir ¢ €
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C*>°(C) fonksiyonu i¢in

/ pdA — / wdA —tp(0) >0 (2.2.9)
Q Qo

esitsizligi saglanacagindan; ¢t > 0 olmak tizere

uw(z,t)), o = /Q log |€ — z|dA(&) —/Q log|¢ — z|dA(E) — tlog|z|  (2.2.10)

olarak tammlarsak ¢(£) = log|¢ — z| fonksiyonu €2;’de integrallenebilir ve alt-
harmonik oldugu i¢in

U 20

esitsizligi saglanir. Diger yandan z € 2§ olmak tizere p(§) = log |£—z| fonksiyonu
Q, tizerinde harmoniktir ve (2.2.9)’daki esitsizliklik harmonik fonksiyonlar icin

esitlik durumunda olacagindan
Ulg,e =0

esitligi de gerceklenmis olur. Ayrica, rastgele bir ¢ € C(C) icin

/CwAuz/CqudA
:/C (/Q log |§—z|dA(§)—/QO 1og|§—z|dA(§)—tlog|z|>Aw(z)dA(z)

/ / log |¢ — 2| Au(2)dA(€)dA(2 / / log|¢ — 2| Ab(2)dA(€)dA(2)

—t/(clog\z|A1/JdA(z)

olur. At siirh ve log |z| lokal olarak integrallenebilir oldugundan Fubini Te-
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oremi geregince

// g € —IA0(:)4G)AE) ~ | 0 [ ozl = =lav(:)aazaac)
—t/(clog\z|A¢dA(z)

saglanir ve

/ </¢Alog€—zl>dA( / </¢A10g|g_z>dA( )

_t[CwAlog|z| :/Qt oedA(E) _/Qo PoedA(E) —t/ciﬁtso = o »dA

- o @[JdA—t/Cz/J(SOZ/Ci/}XQt—/(Ci/)XQO—t/Cw&)Z/(cw(XQt—XQO—uSo)

olacagindan

Au =X — XQo — t(SO

esitligi de gerceklenir. Boylece €2y, Hele-Shaw igin bir zayif ¢oziim olmug olur

ve ayrica zaylf ¢ozimiin v potansiyeli ile klasik ¢oziimiin p potansiyeli, akigin

t
ut:/ po.dr
0

iligkisi vardir. Ayrica, kanitin formel bir hali i¢in [[Gus], Teorem 1]’e bakilabilir.

basinci, arasinda

34



Bolim 3

Tki Serbest Sinir
Probleminin Dualitesi:
HMAE ve Hele-Shaw Akisi

Hele-Shaw esitligi, gozenekli ortamdaki akigi kontrolleyen Darcy Yasasi ile ayni
tipte oldugundan[GuTV]; materyallerinin gecirgenligi pozitif herhangi bir x ile

verilmig Hele-Shaw hiicresindeki akigin hareketi tekrar tanimlanabilir[NyR14]:

Tanmim 3.0.1. {Q;}, R¥’deki baz1 bolgelerin sifir1 da iceren bir ailesi olsun. py,
0% tizerinde 0’a egit olan ve €, lizerinde Ap; = —J esitligini saglayan fonksiyon

ve Vi, 09 'nin digsal normal hizi olmak iizere her ¢ i¢in 92;’de

dp

Vi= P
K K@n

esitligi saglaniyorsa {2 }’ve k gegirgenlikli Hele-Shaw’un bir ¢6ztimii denir.

Cesitli k£ durumlar igin yapilan ¢alismalar ile ilgili [NyR14], [GuA] ve referans-
larina; sabit bir £ durumu i¢in Boliim 2’ye bakilabilir.
Biz bu boéliimde gegirgenligi pozitif, diizgiin s fonksiyonu ile verilmig bir Hele-

Shaw akigi ve kompakt bir Kéhler manifold tizerindeki bir Homojen Monge-
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Ampere egitliginin regiiler ¢6zlimleri arasinda bir diialite ingaa ederek « gegirgenlikli

Hele-Shaw’un ¢oziimiiniin varlig: tizerine bir ispat verecegiz.

3.1 Hele-Shaw Akisi ve Holomorfik Diskler

Bu kisimda; kompleks diizlemdeki s gecirgenlikli Hele-Shaw akiginin, bir holo-
morfik disk ile tagindigr daha yiiksek boyutlu bir manifold tizerindeki karakte-

rizasyonunu verecegiz.

3.1.1 Kompleks Momentler
Tanim 3.1.1. Q;, C’deki bolgelerin bir ailesi ve x; pozitif, diizgiin bir fonksiyon

olmak tizere k > 0 i¢in

K

My (t) = / #Llaa
Qy

degerine Qynm k. kompleks momenti denir. Ozel olarak, k& > 1 icin M;'ya
yiiksek momentler denir. Burada, dA Lebesgue 6l¢iisii olmak tizere %dA diizgiin
bir alan formudur. Alan formuna gore bolgenin alaninin zamana gore degisimi

t ile lineer olarak degisir: My(t) = My(0) + ¢.

Teorem 3.1.2. Eger Q) Hele Shaw akisi tarafindan verildiyse yiksek momentler

t’ye gore sabittir: k > 1 i¢in My (t) = My (0).

Kanit 3.1.3. Reynold’in transport teoremi ve Hele-Shaw egitliginden

dM;, d .1 il / x ODt
—_— = — — A — = — —_— M
dt /Qf, dt (Z ) /id + /(;Qt z K/‘/tds 004 & an %

Green formulii, z* harmonikligi ve p’nin bélgedeki tanvmlamsindan

k

:/ (ptA(zk)fzkApt)dA—/ Dy aids:()

Q4 —— = 80, ~~~ on
0 zk(O)éo 0

saglanar.
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Teorem 3.1.4. Basit baglantil bélgelerin; sifiry iceren, dizgin, artan ve yiksek
momentleri t 'ye gore sabit olan herhangi bir {Qy : t € (—¢,€)} ailesi Hele-Shaw

akisinan bir ¢ozumdir.

Kanit 3.1.5. Her t i¢in Q, 'nin 0°da logaritmik tekilligi olan Green fonksiyonu
icin g:(2,0) = pi(2) olmak tzere; Dtlpa, = 0 ve Aptln,, = —0qg esitliklerini

saglayan bir p; fonksiyonu vardir ve

ope 1 / Kk k / 92"
2P ks = A(z%) — 2*Ap, )dA — Zds =
/8 o on BT (pt (z7) — = pt) o, o 4 0

saglar. Diger yandan k > 1 i¢in

M, 1
0= My = / K=V, ds
dt GIoN K

saglanacagindan
1 0
/ zk<7Vn — —pt>ds =0
GIoN K on

olur. Béylece 08, tizerinde

Opy
Vo= —r
K@n

de saglandigindan 0 bir ¢ézimdiir.

Boylece; basit baglantili bolgelerin diizgilin ve artan bir ailesinin x-gegirgenlikli
bir Hele-Shaw’un ¢6ziimii olmasi ile t’ye gore sabit olan k-yiiksek momentlere

sahip olmasi birbirine denktir.

3.1.2 Schwarz Fonksiyonlari

Simdi, Schwarz fonksiyonun varlig: ile k gecirgenlikli bir Hele-Shaw akiginin

moment karakterizasyonunu yeniden ele alacagiz.

Tanim 3.1.6. 2, C’de bir bdlge ve ¢; 02’'nin bazi komguluklar: iizerinde tanimlanan

kesin altharmonik, diizgiin bir fonksiyon olsun. §2 tizerinde; 0€2’ya stirekli genigleyen
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ve 0QYda

_%

S(:) = 5(2)

esitligini saglayan meromorfik bir S fonksiyonu varsa S’ye (£, ¢) ikilisinin bir

Schwarz fonksiyonu denir.

Ornek 15. C’nin bir quadrature bélgesi ile #(2) = |z|* fonksiyonu icin bir

Schwarz fonksiyonu vardur([GuA]; Teorem 3.7.1).

Onerme 3.1.7. @, bir D bélgesinde diizgiin ve kesin altharmonik bir fonksiyon

olsun. t € (a,b) olmak tzere, sifiry iceren Jordan bélgelerinin dizgin ve artan

bir Qy ailesi i¢in; 0 C D sagladiging ve (Q, @) ikilisinin, basit kutbu sifur harig

Qy’de holomorfik olan bir Sy Schwarz fonksiyonunun var oldugunu varsayarsak
1

bir s = s(t) parametrizasyonu ile Q4 ailesi kK = Ad gecirgenlikli Hele-Shaw

akisinan bir ¢ézumaddr.

Kanit 3.1.8. Sabitlenmis bir tg € (a,b) i¢in rastgele birt € (tg,b) alalim. k > 0

icin

2
/ Hlaa / FAPdA = —2i / P afb dzdz
Q\Qy, K 0\ Qe Q:\ Qg 0zZ0z
, 0 (0¢\ ,_ ) ¢
= -2 MY (0 )dzpde = —2 kq(22)q
Z‘/Qt\ﬂtoz {62(6,2) Z} : Z/Qt\ﬂtoz <8z> ’

. 0¢ . 09 , 0o
=-2 Fd(=2dz) = -2 Fdz 42 / F=d
Z/m\ﬂto z (82’ z) i /om 25 dz +2i -~ 25, dz

= —22'/ 2FSidz + 22'/ 288, dz = 4w Res{2*(S; — S;,);2 =0} =0
o9, 09,

oldugundan yiksek momentlerin korundugunu soyleyebiliriz. O halde Teorem
3.1.4°ten Qy, uygun bir parametrizasyon ile, Hele-Shaw i¢in bir ¢ézim olmus

olur.

Boylece, Schwarz fonksiyonunun varligi ile bir Hele-Shaw akiginin ¢6ziimii dogrudan

elde edilebilir olur. Aslinda burada énemli olan ¢’nin se¢imi olur ¢iinkii uygun
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bir ; ve ¢ ikilisi i¢in uygun bir Schwarz fonksiyonunun var olmasi demek §2;’nin
A%;s gecirgenlikli Hele Shaw probleminin ¢éztimii olmasi demektir. Bu durumda
da k geirgenlikli Hele-Shaw’un ¢6ziimiiniin var olabilmesi i¢in; pozitif, diizgin
genel bir k igin, uygun bir potansiyel ¢ belirlemek durumundayiz. Peki her-
hangi bir K icin uygun bir Schwarz fonksiyonu var olacak sekilde bir potansiyel

¢ fonksiyonu var madur?

Onerme 3.1.9. Q, sifirt iceren dizgin bir Jordan bélgesi ve k, C dzerinde
diizgiin, pozitif bir fonksiyon olsun. Qg timleyeninin bir U komsulugu i¢in;
TU\QO = k saglayan bir k' € C®(U) ve A¢p = % saglayan kesin altharmonik
oyle bir ¢ € C°(U) vardur ki (Qo, @) kilisinin basit kutbu sifer harig¢ holomorfik

olan bir Sy Schwarz fonksiyonu vardwr. Dahasi, eger k reel analitik ve Qg reel

analitik sinara sahipse k' = k secebiliriz.

Onerme 3.1.9'un kanitma gecmeden hemen oOnce kanitta kullanacagimiz bir
formiil verelim:
~v C C diizgiin, kapali bir kontiir ve f, v lizerinde siirekli bir fonksiyon olmak

uzere

g [ FEae
seklindeki ifadelere Cauchy tipi integral denir[Gak]. v'nin igerisinde kalan bolge
Q olmak iizere g fonksiyonu bize Q2 ve (2)¢’de birer holomorfik g* i¢ ve g~ dig
fonksiyonu verir. g7 ve g~ her zaman birbirlerinin analitik devami olmayabilir

fakat Sokhotski-Plemelj formiilii ile bu iki holomorfik fonksiyonun ~ iizerindeki

iligkilerini hesaplayabiliriz.

Lemma 1. (Sokhotski-Plemelj Formali; Siwnwra Sigrama Durumu). Q dizgin

swnara sahip bir bolge ve f, O tizerinde stirekli bir fonksiyon olmak tizere;
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Cauchy tipindeki

i L[ 1@

2w Jog £ — 2

dg

integrali icin g* ve g— 0Qya diizgiince genisler O tizerinde

saglanir. Dahasi, eger ) reel analitik bir sinira sahipse g© ile g= fonksiyonlar

90 ya holomorfik olarak genisler ve g* — g~ = f holomorfik olur.

Bu teoremin kamti ve teorem ile iligkili daha fazla bilgi igin [Gak]’a bakilabilir.

Simdi, Onerme 3.1.9'un kamtin verebiliriz:

Kamit 3.1.10. C dzerinde pozitif ve dizgin bir k fonksiyonu verilmis olsun.

Apy = L saglayan bir ¢pg € C>® segerek sabitleyelim.

9¢0
o= o [ 2

= omi E—z

Cauchy integralinin direttigi fonksiyonlara, g'nin Qo’a ve (Qo)°’a kisitlanislar,

g+ ve g_ dersek Sokhotski-Plemelj formiilinden z € 09 igin

91(2) () = 20(2)

saglanar. z — oo iken g_(z) — 0 ve g_, (Qo)¢ 'de holomorfik oldugundan baz a;
sabitleri i¢cin

olur.

icin g, (Qo)¢ ’de holomorfik oldugundan bir %-primitiﬁ vardwr: G. Boylece, 0€)
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tuzerinde

@ _ 0% O 0G0 2Re(G)

9+(2) - z 0z 9= 0z + 0z Oz 0z

= 2 (g0 +2Re(6)

saglanar. ()¢ tizerinde

¢ = ¢o + 2Re(G)

olarak segersek A lineer ve Re(G) harmonik oldugundan A¢ = A¢g = % >0
saglanwr. Dahasi; g, 00 ’a diizgin genislediginden ¢ de Qo 'nin bir U komsuluguna
diizgtince genisler. Boylece, rastgele verilen diizgin bir Jordan bolgesi ve bir

diizgiin k > 0 i¢in bélgenin timleyeninde tanimly kesin altharmonik bir ¢ fonk-

1

siyonu bulunmus olur. k! =
Y § lo\eq Ad|yva,

= K saglanacak sekilde, U tizerinde
K = A%ﬁ tanamlayabiliriz. Sonug olarak; sifirda basit kutbu olan g4 (z) — %+ fonk-
siyonu Qg \ {0} dzerinde holomorfiktir ve sirekli sekilde 0Qg na genisleyerek

0Q tzerinde % = g+(2) — % saglayacagindan

ai

So(z) = g+(2) — =

fonksiyonu (Qq, @) ikilisi icin istenildigi gibi bir Schwarz fonksiyonu olmus olur.
Eger k reel analitik ve Qo da reel analitik bir sinira sahipse; g, 0Qg mn bir U
komsulugunda bir holomorfik fonksiyona ve 2Re(G) da sinar dzerinde bir har-
monik fonksiyona genisgler. Boylece U tizerinde ¢ yukaridaki gibi tanimlanirsa

U dzerinde de A¢p = % saglanmas olur. Yani U tzerinde k' = k olur.

Boylece bir € bolgesi ve diizgiin bir £ > 0 fonksiyonu verildiginde; £'nin, 92’nin
bir komsulu tizerindeki herhangi potansiyeli ¢ icin (Q, ¢) ikilisinin her zaman bir
Schwarz fonksiyonu olmayabilir ama sinirin, hatta 2¢nin, bir U komgulugunda
tamiml Gyle bir ¢ potansiyeli vardir ki; U — Q'da k = 1/A¢ esitligi saglanir ve

(S, ¢) ikilisinin 0-basit kutbu hari¢ holomorfik bir Schwarz fonksiyonu vardir.
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3.1.3 Holomorfik Diskler

Onerme 3.1.9 ile sifir iceren bir diizgiin Jordan bolgesi € icin; (Q0, @) ikili-
sinin sifir hari¢ holomorfik olan bir Schwarz fonksiyonu Sy var olacak gekilde,
Qo’min timleyeninin bir komgulugunda kesin altharmonik uygun bir ¢ fonksi-
yonu alalim.

C iizerinde sifir basit kutbu hari¢ holomorfik olan bir Schwarz fonksiyonu S’nin
grafigi (z, 9(2)), C x CP! iizerinde bir holomorfik esleme olarak goriilebilir([Ste];

Boliim 3, Teorem 1.2).

Tanmim 3.1.11. Diyelim ki S; basit kutbu sifir hari¢ holomorfik olan, (£2,¢)
ikilisinin Schwarz fonksiyonu olsun. Boylece, holomorfik olacak olan S : C —

CP! fonksiyonunun grafigi olarak tanimlanan
L=%a={(:80):zeQ} cCxP!

eslemesi icin ¥, C x CP!ya bir holomorfik disk denir. Dahasi, bu holomorfik

disk sunlar1 saglar:

(i) ¥’mn smurn i¢in

[(2:2):2c00) c{(-22) zev} zacexce

olur.
(ii) ¥'nimn kapanigi ile {0} x CP! yalnizca (0, 00) noktasinda kesisir.

(iii) 7y, ilk faktore gore bir projeksiyon olmak tizere 71 : ¥ — m1(X) eslemesi

bir izomorfizmdir.

Teorem 3.1.12. X;; yukardaki ii¢ durumu saglayan, C x CP! dizerindeki ho-

lomorfik disklerin rastgele dizgin bir ailesi olsun. w1 (X:)=Q:, dizgin Jordan
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bolgelerinin artan bir ailesi ise Q, k' = A%ﬁ gegirgenlikli Hele-Shaw akiginin
bir ¢ozimidir. Dahasi, k' gegirgenlikli Hele-Shaw akisini ¢ozen dizgin Jordan

bolgelerinin artan herhangi bir diizgin Q ailesi bu sekilde elde edilebilir.

Kanit 3.1.13. Oncelikle, béyle verilen bir ¥y, Q nin Schwarz fonksiyonu Sy 'nin
bir grafigi olarak dustindlebilir ve holomorfik disk taniymandan St‘ﬂt de 0 ba-
sit kutbu haricinde holomorfik bir fonksiyondur. Boylece her (4, @) ikilisinin
Q \ {0} ’da holomorfik bir Schwarz fonksiyonu var oldugundan Onerme 3.1.7
geregince QU 'nin bir ¢ézim oldugunu soyleyebiliriz. Diger taraftan Qy dizgin,
Jordan bolgelerinin dizgin artan bir ailesi olmak tizere diyelim ki k' gegirgenlikli
Hele-Shaw akisy igin bir ¢ozim olsun. p(z) = p(2,t) de pr|,,, =0 ve Apy, =
—dp esitliklerini saglayan basing fonksiyonu olsun. Her klasik ¢oziim, bir zayif

¢ozim olacagindan zayif ¢ozumi belirleyen
U 20

Uth = O

Au = (k)" (xa, — xa,) — 6

durumlarime saglayan potansiyel u fonksiyonu

olarak hesaplanabilir ve boylece

09 O a6
5= 5, ~ 3 (g, ~50)

olarak kurulan S; fonksiyonu; 0’da basit kutbu olan ve

95, 0 (a¢ o

D e, 5\0s " 2s) T AP Au= 80— DY 10y =0
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ile

a5, ) du, S B
=% 5 =gz —Ae=0

0% Jay— (o)
egitliklerinden de Q; \ {0} dzerinde holomorfik olan bir fonksiyondur. Boylece
St; Q¢ 'nin, 0°da basit kutbu hari¢ Qy tuzerinde holomorfik olan bir Schwarz fonk-

siyonu olmus olur ve dizgin bir holomorfik disk ailesi olan ¥y = {(z,S¢(2)) :

z € 4} C C x CP! 'nin projeksiyonundan ; elde edilebilir olur.

Sonug olarak bir ; C C ailesinin 1/A¢-gegirgenlikli bir Hele-Shaw’un ¢6ziimii ol-
mast ile; C'ye projeksiyonunun goriintiisii £2; olan, sinir1 A tarafindan icerilen ve
kapanigi C U {oo}’la yalnizca (0, 00) noktasinda kesigen C x CP! {izerindeki bir
holomorfik disk ailesi ¥; icin £2;'nin ¥;’nin var olmasi durumlar: birbirine denk

olur.

3.2 HMAE ve Holomortfik Diskler

Burada, serbest bir sinir degeri ile verilmis HMAE’nin regiiler bir ¢6ziimiini ile

ilgilenecegiz:

Problem 3.2.1. {wrs+dd°F, },cs1, CP! dizerinde bir Kdhler form ailesi olacak

sekilde verilen bir F' € C*°(CP! x S*,R) i¢in F 'nin (CP* X D, nfpiwrg) tzerine;
(i) {wrs + dd°®, }cp, CP! dizerinde bir Kdihler form ailesi

(ii) (mipwrs + dd°®)? =0

|C1P1><D

olacak sekilde diizgiin bir genislemesi var madir?

Bu problemin ¢ok daha genel bir halinin ¢éziimii i¢in [Don]’da holomorfik diskler
ile simplektik yapilar iizerinden yapilmis alternatif bir yorum vardir. Diger yan-

dan problemin bu hali icin belirli bir ¢o6ziim de kompleks analizden yapilabilir.
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Bu kisimda; ¢éziime dair iki durumdan da bahsedecegiz.
Problem 3.2.1’in holomorfik diskler ile karakterizasyonu: Bu alternatif

yorumu vermeden ¢6nce gerekli birkag yapidan bahsedelim.

Tanim 3.2.2. M bir kompleks manifold ve ©, M iizerinde bir holomorfik bir
2-form olsun. ©; ve O4 birer simplektik form, yani kapali ve dejenere olmayan
birer reel 2-form[Sil], olmak iizere; eger © = O; + IOy olarak yazlabiliyorsa
©’ya bir kompleks simplektik form ve (M, ©) ikilisine de bir kompleks simplek-
tik manifold denir. Kompleks simplektik manifold M ’nin herhangi bir reel Y
altmanifoldu icin; eger her 7 : Y — M ile (Y,i*0O2) bir simplektik manifold ve

i*0; = 0 saglaniyorsa Y altmanifolduna bir LS-altmanifold denir[Don],[Sil].

Tanim 3.2.3. X, M ve A birer kompleks analitik manifold ve 7 : M — X bir
holomorfik egleme olmak iizere; X’in herhangi bir agik kiimesi U i¢in 7= 1(U) =
M,,, C M ile U x A biholomorfik iseler M’ye X iizerinde bir holomorfik lif demeti
denir. Yani, X iizerindeki bir holomorfik lif demetini lokal olarak X x A’ya denk

olarak gorebiliriz.

Ornek 16. X, herhangi bir U agik kiimesi tzerinde (z1,...,zy,) kooordinat-
larna sahip kompleks analitik bir manifold olmak tzere X ’in kompleks kotan-
jant demetinin (1,0)-kisma (ThoU)* = {(p,e) : p € U,e € (%)} = X x (2)
olarak gorilebileceginden (T1,0X)*, X dzerinde trivial olarak bir holomorfik lif
demetidir. Ayrica, kisa bir hesap ile herhangi holomorfik © € (T o X)* bir komp-
leks simplektik form olacagindan (T10X)* 'nan kompleks simplektik bir manifold

oldugunu soyleyebiliriz.

Onerme 3.2.4. (CPY,wrs) kompakt Kdihler manifoldu tizerinde, wrs ile ayni
sinaftaki Kahler formlar belirli LS-altmanifoldlarina esleyen ve kompleks simp-

lektik bir yapiya sahip holomorfik bir lif demeti W vardir[Don].

W’i lokal olarak X’in kompleks kotanjant demetinin (1,0) kismi olarak gore-
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biliriz. Ayrica w ile yapilan eglemeyi lokal olarak su sekilde hesaplayabiliriz:
U,V C CP*, birer agik top olsun ve wpg), = dd“¢py,wrs|, = dd°¢y saglansm.
U iizerindeki herhangi bir Kéahler form wrg 4+ dd°¢ i¢in 9(¢py + ¢) 'nin grafigi
Wy'nun bir LS-altmanifoldudur ve U NV iizerindeki gecis fonksiyonlar: da
Aoy — du) ile verilir.

Simdi problemin holomorfik diskleri igeren alternatif yorumunu verebiliriz:

Teorem 3.2.5. ([Donj; CP! i¢in Teorem 3) {wrs + dd°Fy}gcsr, CP! dizerinde
bir Kdhler form ailesi olacak sekilde bir F € C°°(CP! x S1,R) verilmis olsun ve
herhangi wps + dd°Fy'nin m: W — CP! altinda karsihk geldigi LS-altmanifold
Ay ile gosterilsin. Swar degeri F tarafindan belirlenen Problem 3.2.1°%n bir

¢ozimiunin olmast icin gerek ve yeter kosul
(1) Her z € CP! icin 7(g.(0)) = 2
(2) Her z € CP! igin g.(0) € Ay
(3) Her T € D igin z — 7(g.(7)); CP*’den CP* e bir difeomorfizm

olacak sekilde bir (g. : D — W), ccpr holomorfik disk ailesinin var olmasidur.
Dahast, her 7 € D i¢in z — ¢,(7) 'nun gorintisti wrs + dd°®, ile eslenen

LS-altmanifold A 'dur.

Problem 3.2.1’in 6zel bir ¢oziimiiniin varligi: Genel bir yol ile C —

(CP!, wrs) olarak diisiinelim ve C? {izerine bir C* = C\ {0} etkisi tanimlayalim:
p(N)(z,w) = (A2, A7 w).

CP! = CU {co} olarak diisiiniilebileceginden p’yu S'’in CP! x S! iizerine etkisi
olarak da diigiinebiliriz.
Simdi, kesin altharmonik herhangi bir ¢ € C>°(C) fonksiyonu CP! x D iize-

rinde bir ¢ézlime sahip olan simir koguluyla verilmis HMAE ile iligkilendirecegiz.
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Ama ondan hemen 6nce rastgele alinan bir ¢’nin istenilen kadar yakiminda S*-

invaryant bagka bir potansiyelin oldugunu séyleyen bir 6nerme verelim:

Onerme 3.2.6. D iizerinde |z|? ye esit ve |z| — oo iken 1 —log(1+|z|2) diizgiin
bir fonksiyona genisleyecek selkilde; C iizerinde S'-invaryant, diizgiin ve kesin

altharmonik bir ¢ fonksiyonu alalim. Her € > 0 icin
(i) B-(0) ={z € C: |z| <1} topu tzerinde ¢. = (1 — 61)(|z]* + o(|z]?)) — &2
(i) |z| > 1 igin ¢ =1

(iii) |lpe — Ylle> < e

saglayan dizgin, kesin altharmonik bir ¢. fonksiyonu ve 1,92, > 0 degerleri

vardir[NyR14).

Teorem 3.2.7. ¢ diizgiin ve kesin altharmonik bir fonksiyon olmak tizere; prob-
lemin, bir ¢ozimi var ve (z,0) € B,.(0)x S i¢in wpg+iddF, nin lokal potansiyeli
co(0z) olacak sekilde simir kosulunu belirleyen, S'-etki p altinda invaryant bir

F € C®(CP! x S) fonksiyonu ile ¢, € Rsq degerleri vardir[NyR14)].

Kamt 3.2.8. Onerme 3.2.6’daki ¢ igin CP' dzerinde bir Fo(z,0) = 1(z) —
drs(z) tanwmlayalim. Swnar degerleri Fy tarafindan belirlenen problemin, yani
swmar degerlerleri {dd°y} olan HMAE nin, bir trivial ¢ozimi vardar. fstenildig“z'
kadar kigik bir e > 0 i¢in Onerme 3.2.6°daki degerler ile F(z,0) = ¢-(0z) —
drs(z) kurabiliriz ve ||F — Fyl|c2 < € saglanacagindan Teorem 2.1.9 geregince
F icin problemin bir ¢oziumi vardwr. Ayrica dizgin ve kesin altharmonik bir
¢, lokal olarak ¢(z) = |z|? 4 o(|z|?) yazlabileceginden birim top iizerinde ¢ =
(1—81)¢p—082 saglanar. Béylece c = 1—81 ve (z,0) € B,.(0)x St icin wrpg+dd°Fp =

dd®(cg(0z)) saglanar.
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3.3 Baslangic Kosulu Olmayan Hele-Shaw Akigsinin
Kisa Siireli Varhgi

Teorem 3.3.1. Bir pozitif ve diizgiin k fonksiyonu igin ;
Alan(Q) =1, 0<t<e

saglayan bir € > 0 dederi ve k gecirgenlikli Hele-Shaw akisint saglayan bir C D

Oy —— {0} ailesi vardar.
t—0

Kanit 3.3.2. Rastgele, pozitif bir k € C>(C) wverilmis olsun. ¢ — ¢pg, CP!
lizerine diizgiin bir fonksiyon olarak genisleyecek sekilde A¢|. = 1/ saglayan
bir potansiyel ¢ fonksiyonu ve bu potansiyele uygun olarak problem 3.2.17%n bir
® regiiler ¢coziimii var olacak sekilde; her 6 € St icin ddc(c¢(9z))|Br(o) =wps +
dd°Fy saglayan, S-etki p-altinda invaryant bir simr kosulu F € C>°(CP* x S1)
ile ¢, € R degerleri sabitlensin. Sinwr degeri F' tarafindan belirlenen problem
icin Teorem 3.2.5°deki (1),(2),(3) i saglayan holomorfik disklerin dizgin bir
ailesi olarak bir (g,).ccpr alalim.

D regiler bir ¢ozim oldugundan 0 € D i¢in wps + dd°®q > 0 ve ®(z,0) =
Do(2) € C®(CP! x {0}) olacagindan log(1 + |z|?) + ®o i P! iizerinde kesin
altharmonik, dizgiin bir fonksiyon oldugunu séyleyebiliriz ve eger bir z # 0 igin

Iprs + ®o)(2) = 0 saglamrsa A(drps + Do), # 0 olacagindan her z # 0

|cp1
icin (¢rs + ®o)(2) # 0 esitsizligi saglanir. ®, CP! dizerinde S*-invaryant bir

fonksiyon olacagindan ®o(z) = ®o(|2|) saglanar ve %(2’) = 34’(097(!4) = 235{;0 (Iz])

olacagindan d(dprs + ®o)(0) = 0 olur. Boylece, her z igin

9:(0) € Ag ~ wpg + dd°®,

oldugundan da go(0) = 0 ve z # 0 i¢in de g,(0) wn ikinci koordinaty sifirdan

farkhdur.
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W dizerindeki holomorfik disklerin (g.).ccpr ailesinin strekliliginden; We, m
altinda W nan bir ag¢ik kimesi olmak tzere yeteri kadar kiigik |z| # 0 degerleri
icin img, C We durumu saglanar. We, C'nin kompleks kotanjant demetinin
(1,0) Lk kasma ile denk olacagndan We = C? olarak hesalanabilir ve béylece bir

£ >0 degeri; 0 < |z| < & saglayan z dejerleri i¢in
. 2
img, C C

durumunu saglar. Boylece, VW tizerindeki g, holomorfik disklerinin ailesi ile C x
CP! dizerinde bir holomorfik disk ailesi kurabiliriz:

2, 0 < |2| < & saglayan bir dejer olmak iizere
f.:D* — C x CP!

7= p(7)g:(7)

fonksiyonu D fizerine genisleyebilir ve 8 € S* ve 7 € D igin fo.(T) = f.(07)
olacagindan f, holomorfik diskinin yalnizca |z|’ye bagl oldugunu soyleyebiliriz.
Simdi, |z| =t i¢in C x CP! dizerindeki bu holomorfik diske ¥, diyelim. Béylece;
(Zt)te(o,é‘)’ C x CP! dizerindeki bu holomorfik disklerin diizgiin bir ailesi olmus

olur ve su durumlar saglanar:

(i) Her 6 € S icin $,(0) = p(0)g:(0) = go:(1) € Ay ve yeterince kiigiik
bir t igin, gip 'nin gorintisi B,.(0) x C’de olacagindan bir € < & i¢in her
t € (0,€) degeri goe(1) € By(0) x C durumunu saglar. Béylece t € (0,€) ve

0 € St icin
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icermest saglanar.
(ii) {0} x CP! ile ¥, = 3[D] ta olarak (0,0) noktasinda kesisir.

(i4i) 7 holomorfik lif demeti i¢in m: X, — w(X;) bir izomorfizmadur.

CP! dizerindeki v(z)=mng,(1) difeomorfizmasi ve 0 < |z| < & saglayan bir z degeri
igin {v(02) : 0 € S'} = {xf.(0) : 0 € S'}; 7R\, 'nin sinaridur ve y bir difeomor-
fizm oldugundan ~v’nin, |z| = t yarigaple ¢cemberinin altindaki gorintisi C’de

basit ve kapali dizgiin bir egri, dizgin Jordan egrisi, olur. Boylece; t = |z| igin
o0 = {~(0z) : 0 € S*}

diizgiin Jordan egrilerinin belirledigi bélgelerin ailesi {2} (0,5), diizgiin Jordan
bolgelerinin artan, orijini iceren ve t — 0 tken Qp — {0} saglayan bir ailesi
olmus olur. Boylelikle Qy = {y(7z) : 7 € D} = {nf,(7) : 7 € D} = 7%, ailesi;
Teorem 3.1.12 ile 1/(cA¢) gegirgenlikle Hele-Shaw akuige i¢in bir ¢ézimdir.

Kompleks momentlere gire Hele-Shaw akisi i¢in ¢ézim, gegirgenlige gére ho-
mojendir; yani bir ¢ € Rsq i¢in k gegirgenligi ck ile degistiginde ¢ozim, za-
mann yeniden parametrize edilmesi ile sabit kalr. Sonu¢ olarak € = ¢~ icin

{Q4}ie(0,e) ailesi, k gegirgenlikli Hele-Shaw akisimin ¢ézimii olmus olur ve

Alan(Qy) = Alan(Qo) + t;t € (0,¢)

saglanar.

3.4 Ek

Zayif Hele-Shaw Akis1i ve HMAE:

Pozitif bir k gecirgenligi ve agik, sinirh bir £y baglangi¢ bolgesi icin; Hele-Shaw
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akiginin zayif ¢oziimiiniin;
Auy = nfl(xﬁt —Xa,)» e >0, Ulge = 0
durumlarim saglayan tek tiirlii bir u = u(z, t) ile tek tiirlii bir sekilde
Qr={z€C:ulz)>0}Uy,

olarak yazilabilecegini séyleyebiliriz[Gus].

Tanim 3.4.1. X bir Riemann ylizeyi ve w, X tizerinde bir K&hler form olmak

tizere; bir 1 € PSH(X,w) = Sh(X,w) icin
v,, ()=sup{c > 0: ¢ < cln|z — 2|* + O(1)}
degerine ¥’'nin zy’daki Lelong sayis1 denir.
Simdi, ¢t € R i¢in
Pr=sup{y € Sh(X,w) : ¢ < 0,02, (¢) >t}

olmak tizere

Q={z € X : ¢(2) < 0}

olarak tanimlansin. Goreli kompakt her S C X ftzerindeki w’ya gore 1, ile €24
tek tirliadir ve Q4 wy, = (1 — xq,)w + td,, esitligini saglayan, ¢ > 0 igin 2’1
igeren agik, baglantili bir bolgedir[NyR18]. Boylece; C iizerinde, 1 = —u; olmak
tizere {2 }1e(0,40) ailesi zayif Hele-Shaw akigini verir. €2;’ye, w-Kéhler formuna

gore zayif Hele-Shaw akigi ve 1;’ye de 2’ya gore Hele-Shaw zarfi denir.

w, X tuzerinde bir Kéhler form olmak tizere mx : X x D — X igin

d={¥ € PSH(X x D,mxw) : limsupy , 51 ¥ < 0,05, 0y(¥) > 1}
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tanimlayalim. (Burada 7, D'nin ve z, X 'nin koordinat1 olmak iizere v, o)(¥) >
1; her ¢ < 1 icin (z0,0)'m etrafinda ¥(z,7) < cn(|]z — 20]? + |7|?) + O(1)
esitsizliginin saglanmasi anlamma gelir.) ¥, X x D — {(z,0)} iizerinde simirda

lim‘ﬂ_,l(i)(z,T) = 1 saglayan HMAE™ nin (zayif)¢oziimiidiir[[NyR18]; Onerme

6.2] ve w igin Hele-Shaw zarflar ile arasinda
e(2) = infirs0{@(2,7) — (1~ t)ln|7 |},

®(2,7) = supy{tr(2) + (1 — t)n7|*}

iligkisi vardir[[NyR18]; Teorem 6.3]. Boylece diizgiinliik sart: ortadan kaldirildiginda
da; HMAE ve Hele-Shaw arasinda bir duallikten stz edebiliriz.

HMAE ve Hele-Shaw dualligine uygun bir érnege deginelim:

Ornek 17. X = CP! olsun.

Oy, X dizerinde bir Hele-Shaw akisy olmak iizere bir p € C C CP! igin;

(i) t < to igin Q¢ senarly, basit baglantily ve dizgin bir aile

(i) Qu,, C’de basit baglantil ve Oy, kendini tam olarak p noktasinda

tegetsel olarak kesen bir egrinin gorintist

olacak sekilde eger bir to > 0 wvarsa Q’ye p noktasinda kendine-teget

gelisen Hele-Shaw akist denir.

Orneg”in: Sabirlenmis bir tg icin Qto ; analitik swnira sahip olan, —i
noktasini iceren ve z — —Z altinda simetrik olan bir bélge ve w =
i|z|?dzdz olsun. Analitik ikili i¢in klasik Hele-Shaw var olacagindan
bir [to — 0, to + do] araliginda Hele-Shaw’un ¢ézimi var olacak sekilde
bir § > 0 degeri vardur. f(z) = 2° elemesi ile & 'mn geri gorintisiiw =
dde|z|? olur ve t € [to — 6, t0] igin Qu=Ff(Qy) bélgeleri w’ya gire bir

Hele-Shaw akistir ve p = 1 noktasinda kendine teget olur.

52



Bir w’ya gore Hele-Shaw akisi; bir p noktasinda kendine-teget olarak gelisiyorsa
HMAE’nin ¢oziimii olan ®, {p} x S' idizerinde iki kez tiirevlenemez[[NyR18];

Teorem 9.2].

Bu konu ile ilgili ayrintili bilgi okumak ve ilgili teoremleri gorebilmek icin

[NyR18], [NyR] ve [NyR15]’e bakilabilir.
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Bolim 4

Ters Potansiyel Problemi

Potansiyel teoride genel olarak; p, bir yogunluk fonksiyonu ve p, bir 6l¢li olmak

lzere
w() = [ K(zw)ptw)aa)
ile
w(2) = [ K wda(w)

fonksiyonlarina sirasiyla p’nun ile p’niin bir K c¢ekirdegine gore potansiyeli
denir([Isal]. Potansiyel teorinin ters problemi ise verilmig bir potansiyelin 6l¢iisiinii
veya bolgesini aragtirir.

Ozel olarak; bir € bolgesi ve C iizerindeki bir yogunluk fonksiyonu p icin

U (z) = U2 (2) / log |2 — w]p(w)dA(w)
Q

fonksiyonuna 2 bolgesinin logaritmik potansiyeli denir ve bélgenin potansiyeli
U, bolgenin tiimleyeni tizerinde harmonik; tiim diizlem boyunca da altharmonik
bir fonksiyondur. Boylece, bir bolgenin logaritmik potansiyeli anlaminda ters
potansiyel problemi; sinarly, basit-baglantily bir E bolgesi ve bir p yogunlugu

icin (F)° uzerinde, z — oo durumunda uygun sekilde biyiyen bir w harmonik
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fonksiyonu verildiginde; u fonksiyonunun basit-baglantils bir Q@ C E bédlgesinin
p’ya gére potansiyeli olup olamayacagim, uw = USP, ve ejer bir ¢iziim varsa bu
coziimiin tek tirli olup olamayacagine aragtirir[[Chel; Problem 1].

Eger Q problemin bir ¢éziimii ise, yani bir € icin u = U% saglaniyorsa;

ou 0 1 1
— = — 1 — A = —— A
. . /Q og |z w|p(w)dA(w) 5 /Q p; wp(w)d (w)

esitligi saglanir ve |z| > maks  g|w| saglayan z € C degerleri igin de

1 1 A = wk
z—w oz ( z kz:;) zk+1

esitligi gergekleneceginden

a = / w*p(w)dA(w)

olmak tizere
ou
— § : —(k+1)
= apz
0z =

olarak hesaplanir. Béylece; u,. 'nin kuvvet serisinin katsayilari olan (ap,a1,...);
Q’nin pdA Olgiisiine gore kompleks momentlerini verir. Boylece ters potansiyel

problemi;

“D, bir disk ve (ag,a1,...), bir kompleks sayr dizisi olmak izere her
bir ax nwn bir p yogunluguna gore k. kompleks momenti olacagi tek

tiirli belirli bir basit-baglantils Q C D bolgesi var madir?”

olarak yeniden karakterize edebiliriz[[Che]; Problem 2].

C tlizerinde; momentler ile bir bolge her zaman tek tiirli olarak belirlenemeyecegi
gibi problemi ¢ozen bir Q bolgesi de her zaman bulunamayabilir[Che]. Hatta,
bazi u fonksiyonlar: i¢in problemin ¢oziimii var olacak gekilde uygun yogunluk

fonksiyonu secilebilir. Ornegin verilen u(z) = 1/z + €Y/ 2 fonksiyonu igin p >
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0.0074 saglayan tiim sabit p yogunluklu problem icin problemin bir ¢6ziimii var;
u(z) = 1/z 4 1/2%, p > 1874 ikilisinin ise bir ¢oziimii yoktur[[Che]; Ornek 2.1,
2.3]. Genel olarak, problemin farkli boyutlarda ve farkli ¢ekirdeklerle kurulmug
halleri i¢in [Che] ve [Isa]’ya bakilabilir. Dahasi, bazi diizgiin €y C C bdlgeleri
icin U potansiyelinin; &yle bir u; varyasyonu vardir ki u; icin ters potansiyel
problemin Q¢’a yakin tek tiirlii belirli bir ; ¢6ziimii vardir[NyR18]. Peki, verilen
bir Q0 bolgesi i¢in Q’'man; moment degisimleri t’ye gore korunan ve artan bir

diizgtin Q¢ varyasyonu var madir?

Teorem 4.0.1. Q, diizgiin bir Jordan bélgesi ve V; 0Q2’man tizerinde diizgiin,

sifirlanmayan bir dis normal vektdr alany olarak verilsin. Bir € > 0 degeri i¢in

d

@ 0, —
dt|t:oa =V

olacak sekilde; moment degisimleri t'ye gdre lineer olan bir {4 }iejo.e) diizgiin

varyasyonu vardir.

(Teorem 4.0.1’in kamti i¢in [NyR14], Boliim 8’e bakilabilir.) Teorem 2.1.4’ten;
O, bir 1/p-gegirgenlikli Hele-Shaw akigi i¢in bir ¢oziimdiir. Béylece bu teoremi
bos olmayan baslangig kosullu Hele-Shaw akiginin varligi olarak gorebiliriz: Bir
Qq diizgiin Jordan bélgesi ve 0y in bir komsulugu tzerinde dizgiin, pozitif bir
k = 1/p fonksiyonu verildiginde bir sire i¢in k gecirgenlikli Hele-Shaw akigina
¢ozen diizgiin artan bir {Q}icjo,e) ailesi vardir. Bu teoremin detaylar icin

[NyR14], Boliim 7 incelenebilir.
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