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ONSOZ

Bu tezde, matematiksel modelleme tanimi verilmis ©Onemi ve amacindan
bahsedilmistir. Dinamik sistem tanimi verilmis, teorem ve Ornekler sunulmus,
kullanim alanlar1 ve tarihi gelisiminde bahsedilmistir.  Gerekli matematiksel ve
biyolojik tanmimlar ve teoremlerden bahsedilmistir. Klasik salgin modellerinden olan
SIR ve SEIR’in denge noktalar1 bulunmug kararlilik analizleri yapilmig ve Lypunov
kararlig1 incelenip Tiirkiye icin niimerik simiilosyonu yapilmis ve yorumlanmugtir.
SEIR modeline hastanede yatan bolmesi eklenerek yeni bir model ifade edilmistir.
Ayrica ag etkisi ile ilgili parametrede gdz 6niinde bulundurulmustur. Yeni bir model
olan SEIHR modelinin hastalikli ve hastaliksiz denge noktalari i¢in sistemin kararlili1
incelenmigtir. Ayrica Tiirkiye Covid-19 verileri i¢in niimerik simiilasyonu yapilmisgtir.
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EPIDEMIK HASTALIKLAR ICIN MATEMATIKSEL MODELLER VE
TURKIYE’DE COVID-19 SALGINI

OZET

Bu ¢alismada matematiksel modellemenin tanimi verilmis, dneminden, amacindan ve
genel yaklagimlarindan bahsedilmis, klasik salgin modelleri tanitilmigtir. Matematik-
sel temel tanim ve teoremler ve bazi gerekli biyolojik tanimlar verilmis klasik salgin
modellerinden SIR ve SEIR epidemik modellerinin hastaliksiz ve hastalikli denge
noktalart belirlenip lokal kararlilik analizleri ve Lypunov global kararlilik analizleri
yapilmistir. MATLAB programlama dili ile bu modeller sayisal olarak ¢dziimlenmistir.
Ayrica yeni bir epidemik model olarak hastaneye yatan bireyleri de kapsayan SEIHR
modeli gelistirilmistir. Bu modelde hastaliksiz ve hastalikli denge noktarinin lokal
kararlilik analizleri ve Lypunov global kararlilik analizi yapilmistir. SEIHR hastane
modelinde ama¢ COVID-19 yayilimimi ve tahmin siirecini gerceklestirirken ayni
zamanda hastaneye kaldirilan birey sayisinin tahmini, ne kadar yogun bakim {initesine
ihtiya¢ duyulacagi gibi ¢cikarimlar yapilmasina olanak saglamaktadir. Ayrica bu model
de Tiirkiye’deki saglik verileri kullanilarak niimerik olarak incelenmistir. Bu calismada
olusturulan yeni epidemik matematiksel modeli i¢in asagidaki adimlar izlenmistir:

* Enfeksiyona iliskin mevcut biyolojik bilgilere dayali olarak hastalik bulagma siireci
hakkinda varsayimlarda bulunulmustur.

 Salgin hastaligin yayilim siireci i¢in kurulan yeni matematiksel modele 1s1k tutmasi
acisindan geleneksel modeller incelenmistir. Ilk olarak hastaligin bulas seyri ile
ilgili transfer diyagramu c¢izilip ardindan matematiksel bir diferansiyel denklem
sistemi tiiretilmistir.

* Modeller iizerinde matematiksel kararlilik analizleri gerceklestirilmis ve sayisal
benzetimler yapilmisgtir.

* Yayimlanan hastaliga ait veriler toplamip sayisal ¢oziim ile karsilastiriimasi
yapilmugtir.

Anahtar Kelimeler : Lineer Olmayan Dinamik Sistemler, Epidemik Matematiksel
Modeller, Denge Noktasi, Kararlilik Analizi, Lypunov Global Kararlilik Analizi
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MATHEMATICAL MODELS FOR EPIDEMIC DISEASES AND
COVID-19 OUTBREAK IN TURKEY

SUMMARY

In this study, the definition of mathematical modeling is given, its importance, purpose
and general approaches are mentioned, and classical epidemic models are introduced.
Mathematical basic definitions and theorems and some necessary biological definitions
are given, and disease-free and diseased balance points of the classical epidemic
models, SIR and SEIR, are determined, local stability analyzes and Lypunov global
stability analyzes are performed. These models were analyzed numerically with the
MATLAB programming language. In addition, as a new epidemic model, the SEIHR
model, which includes hospitalized individuals, has been developed. In this model,
local stability analysis of disease free and diseased equilibrium points and Lypunov
global stability analysis were performed. In the SEIHR hospital model, the aim is to
realize the spread of COVID-19 and the estimation process, while at the same time,
it allows inferences such as the estimation of the number of individuals hospitalized
and how many intensive care units will be needed.In addition, this model was analyzed
numerically by using the health data in Turkey. The following steps were followed for
the new epidemic mathematical model created in this study:

1. Assumptions have been made about the process of disease transmission based on
available biological information on infection.

2. Traditional models have been observed in order to shed light on the new
mathematical model established for the spread of the epidemic. First, a transfer
diagram related to the transmission course of the disease was drawn, and then a
mathematical differential equation system was derived.

3. Mathematical stability analyzes were performed on the models and numerical
simulations were made.

4. The data of the published disease were collected and compared with the numerical
solution.

xii



1 GIRIS

Koronaviriis hastalifi (COVID-19), Cin’in Wuhan eyaletinden kisa siirede tiim
diinyay1 etkisi altina alan 6liimciil bir viriistiir. Solunum gii¢liigii ve nefes darligi ciddi
semptomlaridir. Diinyada COVID-19 kaynakl1 531.957.734 vaka ve 6.299.668 6liim
rapor edilmistir. Diinya genelinde 11.822.943.296 doz as1 yapilmis ve 4.725.739.213
kisi tim agilarin1 tamamlamigtir. COVID-19 vakalar1 Cin diginda diger iilkelerde
Ocak 2020°den itibaren goriilmeye baslamis olup Tiirkiye’de ilk vakaya 10-11 Mart
2020 tarithinde tam1 konulmus ve Tiirkiye nin koronaviriis bilancosu 9 milyon vaka
ve 75 bin oliim degerleriyle kayitlara ge¢mistir [4]. Korona viriisiin bu denli hizh
yayilmasi ve oliimciil olmasina karsin diinya elindeki tiim imkanlarla bu hastalikla
savagsmaya calismaktadir. Bu viriisle savagsma yollariin belirlenmesi ve planlama
yapilabilmesinin en etkili yollarindan biri matematiksel modellemeler olusturmaktir.

Bundan kaynakli diinya tizerinde bircok c¢alisma gergeklesmis ve makale yazilmistir.

2017 yilinda, Al-Asouad ve arkadaglar1 [5], MERS-CoV salgininda matematiksel
modellerin analitik olarak incelenmesinde adi diferansiyel denklemlerin kararhilik
analizini kullanmiglar ve  MERS-CoV’un yayilimmin Onlenmesi icin endemik
kararliligin izalosyon metodu ile saglanacagi sonucuna varmiglardir. 2022 Ocak ayinda
Yu Gu ve arkadaslar1 [6] hastaneye yatis, izolasyon ve karantina bolmelerini modele
dahil edip etkilerini Pakistan i¢in incelemisler ve yeni bir COVID-19 matematiksel
modellemesini olusturarak hastaliksiz denge noktasi icin global ve yerel asimptotik
kararlilik analizi yapmiglar ve temel lireme oraninin teorik ifadesini sunmuslardir.
Subhas Khajanchi ve arkadaglar1 [7] COVID-19 salginmm agiklamak i¢in temas,
izleme ve hastaneye yatis stratejileri ile rafine edilmis klasik SEIR bdlmeli modelini
kullanmiglardir. Bu model Hindistan i¢in giinlik COVID-19 verileriyle sayisal olarak
kargilastirmiglardir. Bu modelin analizi gozlemlenen verilerden yararlanarak en kiiciik

kareler yontemiyle tahmin etmislerdir.



Ndaiiroua ve arkadaglar1 [8] Cin’in Wuhan eyaletinde bulagsma dinamiklerinin
matematiksel modellemesine siiper bulastiricilart ve dliimleri eklemislerdir. Bir diger
calismada Reza Sameni [9] SIR ve SEIR modellerini incelemis ve enfeksiyondan
olimleri ekleyerek yeni bir model gelistirmistir. Enahoro Iboi [10] Nijeryadaki
COVID-19 yayilimim ve kontrol altina alinma yollar1 icin matematiksel modelleme
olusturup kararlilik analizini yapmistir. Bu model SEIR modeline semptomatik,
asemptomatik ve hastaneye yatan bolmeler dahil edilerek gelistirilmigstir. Sayisal
simiilasyonlar;, COVID-19’un Nijerya’da orta diizeyde sosyal mesafe stratejisi
kullanilarak etkin bir gekilde kontrol edilebilece8ini gostermistir. Sarita Bugalia
ve arkadaglar1 [11] COVID-19 icin karantina ve hastaneye yatirma gibi miidahale
stratejilerine sahip bir bolmeli salgin modelini gelistirmislerdir. ~ Bu bdlmeli
modellemede tecrit nedeniyle karantinaya alinan duyarli bireylerin, asemptomatik
olan kendi kendini karantinaya alan bireylerin ve asemptomatik bireylerin bolmelerini
icermektedir. Asemptomatik bireylerin enfeksiyona sahip olanlar gibi hastaligin
yayilmasina katkida bulunduklarini kabul etmislerdir. Olusturduklar1 bu modelin temel
tireme orani olusturulmus, hastalikli ve hastaliksiz denge noktalarint bulup kararlilik

analizlerini yapmuglardir.

Shabir Ahmad ve arkadaslar1 [12] COVID-19 hastaliginin bulasma dinamikleri
icin farkli bolmelere sahip kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemiyle
matematiksel bir model gelistirmisler ve bu modelde sabit nokta teorisini kullanarak
en az bir ¢6ziimiiniin varligina iligskin sonuglar elde etmiglerdir. Bugalia ve arkadaslari
[11] kendi kendini karantinaya alan, tecritle karantinaya alinan ve hastaneye
kaldirilarak karantinaya alinan bireylerin yer verildigi yeni bir epidemik model
olusturmuglar ve temel lireme oranim1 hesaplayip denge noktasinin lokal ve global
kararliligin1 incelemislerdir. Ayrica modellerini Hindistan icin simiile etmiglerdir.
Yavuz ve arkadaslarinin [13] calismasinda ise agilanmanin COVID-19 yayilimindaki

etkisi incelenmistir.

1.1 Matematiksel Modelleme ve Onemi

Matematiksel modelleme evrendeki var olan veya olabilecek olaylarin neden ve
sonug iligkilerini anlama ¢aligmalarinin matematiksel dilidir. Matematiksel modeller

anlamlandirmaya calistifimiz olaylardaki gozlem ve verilerden yararlanarak bu



olaylar1 matematik diline dokmek ve bu matematik dilinden yararlanarak olaylarin

diinii, bugiinii ve gelecegi hakkinda yorum yapabilmemizi saglayan araglardir. [14]

Herhangi bir model bir nesnenin (veya nesneler sisteminin) nasil davranacagin
aciklayan kavramsal bir ara¢ olarak diisiiniilebilir. ~ Matematiksel bir model,
sistemin daha rafine ve kesin bir tanimim iiretmek icin matematik dilini kullanir.
Epidemiyolojide modeller, cesitli 6lgeklerdeki davraniglar arasinda gecis yapmamiza
veya bilinen bir dizi kosuldan digerine tahminde bulunmamiza izin verir. Bu
nedenle; modeller, epidemiyolojik faktorlerin bireysel diizeydeki bilgisinden, erken
istila dinamiklerinden, uzun vadeli davranmiglardan veya asilamanin enfeksiyonun
yayilmasi iizerindeki etkisinden popiilasyon diizeyinde salgin dinamiklerini tahmin
etmemize olanak tanir. Modeller, onlar1 olusturmak ve siirdiirmek i¢in bir dizi uzmana
ihtiyac duyan olduk¢a karmasik modellerden (Ucakla seyahat etme gibi), kolayca
anlagilabilen, degistirilebilen ve uyarlanabilen basit "oyuncak" modellere (Bisikletle
seyahat etme gibi) kadar cesitlililik gosterir. Bisikletle mi yoksa ucakla m1 seyahat
etme karar1 zaman, mesafe ve maliyet gibi cesitli faktorlere baghdir. Benzer sekilde,
hangi tiir modelin en uygun oldugu, kesinlik veya genellige, mevcut verilere ve

sonuclarin gerekli oldugu zaman cercevesine baglhidir.

Asil amag bir sistemin temel Ozelliklerini yakalayan modeller gelistirmek olsa da
hangi modelin dogru veya yanlis oldugunu kesin olarak ifade etmek zordur. Belirli
bir problemle ilgili bir model formiile etmek i¢in, ti¢ onemli unsur vardir: Dogruluk,
seffaflik ve esneklik. Dogruluk; goézlemlenen verileri yeniden iiretme ve gelecekteki
dinamiklerinin giivenilir bir sekilde tahmin edilmesidir. Herhangi bir modelin
niteliksel bir uyumla olusturulmas: bulagici bir hastaligin dinamikleri hakkinda
fikir edinmek i¢in yeterli olabilir. Ancak modelin gelecekteki kontrol politikalari
hakkinda tavsiyede bulunulmasi i¢in kullaniliyorsa genellikle iy1 bir niceliksel uyumla

olusturulmasi gereklidir.

Dogruluk, genellikle modelin karmagikliginin artmasi ve daha ¢ok biyolojik ayrintinin
dahil edilmesiyle gelisir. Ancak modelin hesaplama giicii ise modelin karmagiklig
ve parametrelerin sayisinin artmasiyla zorlagir. Sonug olarak herhangi bir modelin

dogrulugu her zaman sinirhdir.



Seffaflik; model bilegenlerinin birbirleriyle nasil etkilendigini ve etkilesime girdigini
(analitik veya daha c¢ok sayisal olarak) anlayabilmektir. Bu genellikle bilesenleri
art arda ekleyerek veya cikartarak daha basit modelleri temel alip gelistirerek elde
edilir. Model bilesenlerinin sayis1 arttikca her bir bilesenin roliinii ve biitiinle olan

etkilesimlerini degerlendirmek daha zor hale gelir.

Esneklik; modelin yeni durumlara uyarlanma kolayligini olger. Model, siirekli
degisen bir ortamda kontrol politikalarin1 degerlendirmek veya gelecekteki hastalik
seviyelerini tahmin etmek istiyorsa bu cok onemlidir. Cogu mekanik model bilinen

hastalik bulagma ilkelerine dayanmaktadir ve bu nedenle son derece esnektir.

Matematiksel Model Neden Onemli?(Epidemik Orneklerle)

Matematiksel modeller hastaligin seyrini ve toplumdaki etkilerinin tahmin edilmesinde
onemli rol oynar. Ornegin; 2001 yilinda Birlesik Krallik’ta goriinen sap hastaligi
sirasinda, modeller kullanilarak iki temel soru ele alinmistir: Birincisi, "Salgin kontrol
altinda m1?" ikincisi, hayvan itlafinin toplam hayvan kaybinda bir azalmaya yol
acip acmayacagi sorular iizerine modeller gelistirilmistir. Kullanilan matematiksel
modellerle salginin seyri tahmin edilip yerel olarak hedeflenen ek itlaf, vaka sayisini
onemli dl¢iide azaltarak genel hayvan kaybini azaltmistir [15]. Bir diger 6rnek olarak
cicek hastalif1 gbz oniine alinirsa yiiksek 6liim orami ve popiilasyondaki duyarl birey
sayisinin fazlaligindan dolay1 potansiyel bir biyolojik silah olarak gorebiliriz. Bu
salgin 6rnegindeki temel sorular; en iyi kontrol yontemi, toplu asilama veya hedefe
yonelik onlemlere odaklanilmasidir. Toplu asilamanin biiyiik 6l¢ekli bir salgina karsi
en etkili yontem oldugu acgiktir ancak asmin yan etkileri nedeniyle biiyiik olcekli
bir ag1 kampanyasi, kiiciik 6lgekli bir salgindan daha fazla saglik sorununa neden
olabilir. Bu hastalik i¢in bir cok calismada basit modeller ve karmasik modeller
kullanilarak salgin analiz edilmigtir [16]. Ancak bu modeller, kismen epidemiyolojik
parametrelerdeki belirsizlikler ve temeldeki farkli varsayimlar nedeniyle celigkili
Onerilerde bulunmustur [17]. Cigek hastalifina kars1 toplu asilamanin hangi kogullar

altinda optimal oldugunu belirlemek hala a¢ik bir sorundur.

Son olarak, rapor edilen ve hastaneye yatirilan vakalarin ayrintili modellenmesi ve

saglam istatistiksel analizi, bir salginin erken ortaya cikisini belirleyebilir. Modeller,



bir bulasici hastaligin gercek diinyada nasil yayildigini ve cesitli karmasikliklarin

dinamikleri nasil etkiledigini anlamak icin de kullanilabilir [18].

Bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesine iligkin ii¢ genel yaklasim vardir:

» Istatistiksel Model: Daha ¢ok veri odaklidir. Belirli bir gruba ait verileri kullanr.

* Deterministik Model: Diferansiyel denklemlerin ve fark denklemlerininin

kullanildigr modellerdir.

» Stokastik Model: Bu modellerde olasilik dagilimlarinin dinamik etkilesimleri

kullanilir.

Bu tezde bolmeli yaklagimli deterministik salgin modellerini kullanip bulasici
hastaligin bulagma siireci icin matematiksel bir modelin yapilandirilmasi ve kararlilik

analizi iizerinde durulmustur.

1.2 Klasik Matematiksel Epidemi Modelleri (Bolmeli Modeller)

Bolmeli modeller ¢ok genel bir modelleme teknigidir. Genellikle bulasici hastaliklarin
matematiksel modellemesine uygulanirlar. Popiilasyon bolmelere ayrilir. Ornegin bu
bolmeler S (Duyarl) , I (Enfekte) veya R (Iyilesmis) seklinde olabilir. Popiilasyondaki
bireyler bolmeler arasinda gecis yapabilir. Bolmeler arasindaki akis diizenine gore
etiketler siralanabilir. Omegin; SEIR epidemik modelinde duyarli, temash, enfekte,

iyilesmis hale gelen bireylerin akigini temsil eder.

Modeller cogunlukla adi diferansiyel denklemlerle ifade edilir bu denklemlerde
toplam popiilasyon, popiilasyondaki duyarli sayisi, duyarl bireylerde enfeksiyonun
nasil yayildigi, temasli birey sayisi, toplam enfektif sayisi, asilanmaya bagh iyilesen
say1si, zamanla iyilesen sayisi, tedavi sonucu iyilesen sayisi ve temel iireme orani
gibi farkli epidemiyolojik parametreleri belirlemeye yardimci olur. Bu tiir modeller
salginin yayiliminin diisiiriilmesi ve yok edilmesi i¢in alinacak onlemleri belirlemede
ve salginin sonucunu nasil etkileyebilecegini, ornegin karantina siirecinin etkilerini
gosterebilir. Literatiirde ¢ok sayida salgin hastalik modeli vardir. Asagida bunlardan

birkac1 agiklanmigtir:



SIR Model

Bir popiilasyonda salginin ortaya cikip ¢cikmayacagimi veya nasil ortaya cikacagini
tanimlayan en temel model SIR salgin modelidir. Ilk olarak 1927°de Kermack ve
Mckendrick tarafindan gelistirilmigtir. Gelistirdikleri matematiksel bélmeli modelde
popiilasyon ii¢c alt gruba boliiniir: S (Duyarl), I (Enfektif) ve R (Iyilesmis). Bu
modelde, bu iic bolmenin kendi arasindaki degisimine bakilarak salginin seyri
hesaplanir veya tahmin edilebilir. SIR modelinde dogum ve 6liim oranlar1 modele
eklenmeden kapali bir popiilasyon iizerinde incelenerek de kurgulanabilir. Bu sekilde
model cok daha kolay bir sekilde analiz edilebilir ve daha cabuk cikarimlarda
bulunulabilir. Fakat bu ¢ikarimlar gercek diinya verilerinden uzaklastig i¢in gergekei
sonuglar vermez. Buradan modele girilen verilerin ve bdlmelerin azli§i model
¢Ozlimiinli ve incelenmesini kolastirir fakat ulasilan sonuglarin gercek diinya ile
iliskilendirilmesini bir o kadar zorlastirir. Bu nedenle SIR temel bir model olmasina

karsin kullanilmasinda ¢esitli stnirliliklar vardir. Bunlar agagidaki gibi siralanabilir:

SIR epidemik model 6liim ve dogum hari¢ dis etkenlere ve etkilemelere kapalidir.

SIR modelde kullanilan hastalikta kulucka stiresi olmamalidir.

Hastalik kisa siireli olmalidir.

Asilamaya kapalidir.

Hastalig1 atlatmig bireyin tam bagisiklik kazandig1 varsayilir.

SIS Model

Ornegin soguk algmlig1 ve gripten kaynaklanan bazi enfeksiyonlar uzun siireli bir
bagisiklik saglamaz ve bireyler tekrar duyarli hale gelir. SIS model duyarli bireyin
enfekte olduktan sonra tekrar duyarl hale geldigi epidemik hastaliklar1 modelleyen

basit bir modeldir.
SIRD Model

S (Duyarl), I (Enfektif), R (Iyilesen), D (Olen) olmak iizere, bu modelde hastaliktan

Olenler ayr1 bir bolme ile incelenir.

SIRV Model



S (Duyarl), I (Enfektif), R (Iyilesen), V (Asilanan) bireyleri gostermek iizere bu model

duyarh popiilasyonun agilanmasini a¢iklayan genisletilmis bir SIR modelidir.
MSIR Model

Kizamik dahil bir¢ok hastalik icin anneden gelen antikor sebebiyle bebekler duyarli
bolmede dogmazlar. Bu antikolarla dogan bebek yasamin ilk birka¢ ayinda hastaliga
kars1 pasif bagisiktirlar. Bu durumu ifade etmek i¢cin modelin bagina anneden tiiretilmis

bagisikli1 sembolize eden bir M bolmesi dahil edilir.
SEIR Model

Enfekte olan bireylerin bulastirct duruma ge¢gmeden 6nce bir kulugka donemine sahip
oldugu bulasic1 hastaliklar bu siniftadir. Ek olarak bir temash (E) sinifi vardir ve bu
smiftaki bireyler kulucka siiresinden sonra ya hastaliga sahiptirler (I) ya da enfekte

olmadan iyilesenler (R) sinifina gecis yaparlar.
SEIS Model

SEIS modeli, popiilasyondaki bireylerin herhangi bir bagisiklik kazanmamasi

durumudur. Bireyler iyilestikten sonra tekrar duyarli bélmesine girer.

1.3 Temel Biyolojik Tamimlar

Hastalik

Tiirk Dil Kurumu hastaligir "Organizmada birtakim degisikliklerin ortaya ¢ikmasiyla
sagligin bozulmasi durumu" olarak tanimlanir. Oxford English Dictionary, hastalig
“viicudun, viicudun bir boliimiiniin veya organinin, islevlerinin bozuldugu hastalikli bir
fiziksel durum 6zellikle yapisal degisimin neden oldugu saglik durumundan ayrilma"

seklinde tanimlamaktadir.

Enfeksiyon

Enfeksiyon, bir mikroparaziter hastaligin ilerlemesi, konak icindeki patojen seviyesi
acisindan niteliksel olarak tanimlanir. Bu da patojenin biiyiime hiz1 ve patojen ile

konagin bagisiklik tepkisi arasindaki etkilesim tarafindan belirlenir.



Bulagicr hastaliklart incelemenin baglica nedenlerinden biri kontrollii iyilestirmek ve
nihayetinde enfeksiyonu popiilasyondan yok etmektir. Modeller bu yaklagimda, sinirh
kaynaklarin kullanimin1 optimize etmemize veya kontrol onlemlerini daha verimli bir
sekilde hedeflememize olanak taniyan gii¢lii bir aragtir. Modellerin tiimii bulagici
ve duyarli bireyler arasindaki ortalama bulagsma miktarim1 azaltarak caligir. Hangi
kontrol stratejisinin (veya stratejiler karistminin) kullanilacag: hastalifa, konakg¢ilara

ve salginin boyutuna bagli olacaktir.

Asillama

Asilama, duyarl bireylerin sayisimi biiyiik ol¢iide azaltmak icin genellikle niifusun
biiyiik bir boliimiine Onleyici tedavi olarak uygulanir. Bazi asilar, ister konakgi-
daki dogal bagisiklifin azalmasindan isterse patojendeki antijenik varyasyondan
kaynaklansin, yalnmizca siirli bagisiklik saglar. Asilama, popiilasyondaki duyarli
bireylerin sayisim azaltarak calisir. As1 uygulamasi, 1796’da ¢igek hastalifina karsi
bir ag1 gelistiren Edward Jenner ile baglamigtir. Bu, bugiine kadar etkileri kalic1 olarak

sona eren tek bulasici hastaliktir.

Karantina

Karantina, bulasic1i hastalia sahip oldugu bilinen veya siiphelenilen bireylerin
izolasyonu olup bilinen en eski hastalik kontrol bicimlerinden biridir. Karantina
onlemi 2003 yilinda SARS ile savagmak icin kullanilmistir ve bircok istilaci
patojene karst alinan ilk onlemlerden biridir. Karantina esasen bulagici bireylerin
duyarl bireylerle karismasini 6nleyerek ve dolayisiyla bulagsmay1 durdurarak caligir.
Karantinaya almanin birincil avantaji, basit ve genel olmasidir. Bununla birlikte,
karantinaya alma yalnizca bulasici bir birey tanimlandiktan sonra uygulanabilir. Bu

stire zarfinda birey giinlerdir enfeksiyon bulastirtyor olabilir.

Itlaf Etme

Itlaf etme, konakgilar1 oldiirerek ev sahibi niifusu tiiketerek hareket eder. Genellikle
ayrim gozetmeksizin yapilir hem enfekte hem de duyarli konakgilart oldiiriir ve

boylece bulagsmayi iki farkl sekilde azaltir.



Birlesik Krallik’taki 2001 sap salgini sirasinda, itlaf hizli ve etkili bir kontrol onlemi
olarak kullanildi.

Temash

Temash izleme, kendi bagina bir kontrol 6nlemi olmasa da, diger kontrol 6nlemlerinin
verimli bir sekilde hedeflenmesinde ve dolayisiyla hastalifin yayilmasmin sinir-
landirilmasinda 6nemli bir aractir. Temasl izleme, enfekte olmus kisileri davranislar
hakkinda sorgulayarak, potansiyel bulasma temashlarim belirleyerek ve dolayisiyla
enfekte olmas1 muhtemel ancak heniiz semptomatik olmayan bireyleri bularak calisir.
Temasl izleme ile tantmlanan kisiler; enfeksiyonun dogasina bagl olarak asilanabilir,

karantinaya alinabilir veya hastaneye kaldirilabilir.

Bir viriis; bakteri, tek hiicreli veya toksinlerin neden oldugu hastalik bir konak¢idan
digerine gecebiliyorsa hastalik bulasicidir.  Bulasim dogrudan fiziksel temasla,
havadaki damlaciklarla, su ve yiyeceklerle veya anneden dogrudan yeni dogan

bebegine gibi cesitli sekillerde gerceklesebilir.

Enfekte olan birey enfeksiyonun erken asamasinda belirtileri gostermeyip daha sonra

klinik semptomlar gelistirebilir ve bu gecen siireye kulucka siiresi denir.

Enfeksiyonlu bireyler duyarli bir popiilasyonun i¢ine dahil edildiginde bulagma
yollartyla popiilasyona yayilir ve vaka sayisi kisa siirede ortalamanin iistiine ¢ikarsa

bu hastalik salgin olur.

Enfekte olan bireyler ya tedavi ya da bagisiklik sistemi etkisiyle enfeksiyondan
kurtulur ve ¢esitli derecelere sahip bagisiklik kazanir. Duyarli birey sayis1 azaldiginda

salgin yavaslar veya durur yani enfeksiyon sona erer.

Niifusa dogumdan veya gogle yeni duyarl bireyler eklenirse yeniden enfeksiyon
yayilir salgin devam edebilir ve enfeksyon uzun siire popiilasyonda kalabilir. Bu

durumda hastaligin popiilasyonda endemik oldugu soylenir.

Hastalik kiiresel olgcekte bir¢ok iilke ve kitaya yayilirsa bir pandemi ortaya ¢ikar. Tiim
kitaya yayilan ve 50 milyondan fazla insami 6ldiiren 1918 Ispanyol gribi, kiiresel
pandeminin klasik Ornegidir. Modern hava yolculuguyla bir¢ok bulagici hastalik
kiiresel pandemiye neden olabilir. Bunun en onemli 6rnegini de COVID-19 ile

yas1yoruz.



1.3.1 Temel Ureme Orami(R,)

Temel iireme sayis1 Ry, popiilasyondaki tiim bireylerin duyarli oldugu bir durumda
ve enfekte olma periyodu boyunca, enfekte olmus bir bireyin enfeksiyon bulastirdig:

duyarh birey sayisi olarak tanimlanir ve asagidaki gibi ifade edilebilir:

R (temasli kisi sayis1)(temasliya enfeksiyon bulagsma olasilig1)
0 =

enfekte donem

Temel tireme sayis1 olan Ry salginin seyrinin tahmin edilmesinde 6nemli bir aragtir.

* Ry > 1 enfeksiyon salgina doniisiir.
* Rop < 1 enfeksiyon sOniimlenir.

* Ry = 1 enfeksiyon ne salgina doniisiir ne de soniimlenir.

Karmagik modeller i¢in, Ry’1n hesaplanmasinda "yeni nesil matris" yontemi kullanilir.
Bu yontem 1990 yilinda Diekmann ve arkadaglar: tarafindan gelistirilmistir ve 2002’de
Van den Driessche ve Watmough tarafindan standartlagtirilmistir. Bir diferansiyel
denklem sistemi ile verilen bulasici hastalik modelini bir operatére doniistiirme fikrine
dayanir. x;(¢)’nin belirli bir # aninda i bolmesindeki bireylerin sayisim gosterdigi
asagida verilen deterministik modeli goz 6niinde alalim.

dx,-(t)
dt

= filx) x(0) e R (1.1)
Burada R” negatif olmayan R" elemanlarindan olugsmaktadir.
X={xeR\x;=0, 1<i<m}, m<n

Yukaridaki esitlikte X, hastaligin bulunmadig1 durumlarin kiimesi olsun. Buradan

dxi(t)
dt

diferansiyel denkleminde F;(X), i bolmesine gegen enfeksiyonlu sayist olup V' (x)

bagka yollarla i bolmesine gegis yapanlar ve V; (x) ayni sekilde i bolmesinden ¢ikanlar

olmak iizere

Vilw) =V, ()~ Vit ()

seklinde ifade edilir. Bu fonksiyonlar icin asagidaki varsayimlar gecerlidir.
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* Bolmelerden giris ya da ¢ikis hareketlerinin orani negatif degildir, yani x € R’} ise

1 <i<niken F;(X) >0,V (x) >0,V (x) >0 olur.

* Eger bir bolme bos ise disa aktarim s6z konusu olamaz yani x; = 0 ise V;” (x) =0

dir.

* Enfeksiyonun bulasici olmayan sinifa taginmasi miimkiin degildir, yani F;(X) = 0,

I < mdrr.

* Hastaliksiz alt uzay degismezdir, yani x € X iken F;(X) =0, V" (x) =0,1<i<m

olacaktir.

* Yeni enfeksiyonun yoklugunda hastaliksiz denge asimptotik olarak kararlidir, yani
F(x) = 0 iken hastaliksiz denge noktasindaki matrisin tim 6z degerleri negatif

olmalidir.

Bir dinamik sistemle verilen epidemik modelin hastaliksiz denge noktasi icin, F ve V

kare matrisleri agsagidaki sekilde ifade edilir:

Fijzﬁ, 1<i,j<m
8xj
Vi
Vii==—, 1<i,j<m
Y 8xj

Buradan FV ~! matrisi yeni nesil matris olarak tanimlanir ve Ry = p(FV ~1), yeni nesil

matrisin baskin 6zdegeridir.
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2 MATEMATIKSEL TEMEL TANIM VE TEOREM-
LER

2.1 Diferansiyel Denklem

Uzayda var olan her seyin davranisinin altinda yatan ilkelerin veya yasalarin ¢ogu,
olaylarin gerceklesme hizlarini iceren iligkilerdir. Matematiksel olarak ifade etmek
gerekirse fonksiyonlarin tiirevlerini iceren denklemlere diferansiyel denklemler denir.
Yani, bir y = f(x) fonksiyonunun, x serbest degiskeni, y bagli degiskeni ve onun
sinirli sayida herhangi mertebeye kadar tiirevleri arasinda kurulmusg olan bir bagintiya

"Diferansiyel Denklem" denir.

rg By
dx’ dx? dx3 T dxt

)=0
seklindeki denklem n. mertebeden bir diferansiyel denklemdir.

Genel terimi

ao(x)y+ar(x)y +ax(x)y" -+ ap(x)y" = b(x)

seklinde olan diferansiyel denklem ise lineer diferansiyel denklemdir. Bilinmeyen
fonksiyon ve onun tiirevlerinin lineer olarak bulunmadig bir diferansiyel denklem ise

lineer olmayan diferansiyel denklemdir.

Herhangi bir lineer diferansiyel denklemin verilen bir baslangi¢c degeri ile ¢oziimii
miimkiindiir. Ancak lineer olmayan diferansiyel denklemlerde baslangi¢ kosulu verilse
bile ¢6ziim miimkiin olmayabilir ya da sonsuz ¢oziimii olabilir. Lineer diferansiyel
denklemlerde, bagslangic degerleri degistirildiginde yeni olasi ¢oziimler hakkinda
yorum yapilabilir. Fakat lineer olmayan diferansiyel denklemler icin bu durum

miimkiin degildir.
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2.2 Dinamik Sistemler

2.2.1 Dinamik Sistemler Tarihi

Dinamik sistem, konum ve zaman bilgisinin bir arada oldugu denklem sistemleridir.
Kisaca evrendeki zamanla de8isim geciren her seyi matematiksel olarak ifade
eden sistemlerdir. Ornegin; hava hareketleri, gezegenlerin yoriingeleri, canlilarin
popiilasyon degisimleri, kiiresel 1sinmaya neden olan etkiler ve sonuglari, insan
popiilayonlarindaki degisimler (gogler, savaslar, hastaliklar, pandemi vb.), akiskanlarin
hareketleri vb. tanimlandig1 sistemlerdir. Dinamik bir sistem, herhangi bir anda,
uzaydaki herhangi bir noktay1 temsil eden durumdur. Dinamik sistem, var olan
durumu analiz ederek gelecek durumlarin nasil bir yol izleyecegini 68renebilecegimiz
bir fonksiyondur. Genellikle dinamik sistemler deterministiktir, yani belirli bir
zaman araliginda yasanilabilecek tiim olaylar1 onceden bilmeye olanak saglayan
fonksiyondur. Bununla birlikte baz1 dinamik sistemlerde stokastiktir, ¢iinkii rastgele
gerceklesen olaylar ongoriilen gelecegi degistirebilir. Dinamik, giiniimiizde bilimin
nerdeyse tiim dallarinda olmasina karsin, baglangigta fizigin bir alt dali idi. 1600’lerin
ortalarinda, Newton’un hareket yasalarini, evrensel kiitle ¢cekimini bulmasi ve bunlari
Kepler’in gezegensel hareket yasalarimi agiklamak icin diferansiyel denklemleri
kullanmasi ile bagladi. Newton, diinyanin giines etrafindaki hareketini hesaplayan iki
cisim problemini ¢dzdii. Daha sonra gelen matematikciler ve fizikciler Newton un
analitik yontemlerini {i¢ cisim problemine (drnegin giines, diinya ve ayin birlikte
hareketi) kadar genisletmeye c¢alistilar, ancak bu problemin ¢oziilmesi ¢cok daha zor
oldu. Onlarca yillik ¢cabadan sonra, sonunda, ii¢ cisim probleminin ¢dziilmesinin
esasen imkansiz oldugu anlagildi. Bu noktada durum umutsuz goriiniiyordu. Atilim
1800’lerin sonlarinda Poincaré’nin calismalariyla geldi. Somut sorulardan ziyade
soyut sorular1 vurgulayan yeni bir bakis acis1 getirdi. Ornek vermek gerekirse,
gezegenlerin yerlerini sormak yerine, "Giines sistemi sonsuza kadar kararli mi1 kalacak,
ya da bazi gezegenler sonsuza kadar ugacak mi?" diye sorular yoneltti. Poincare, bu
tiir sorular1 anlayabilmek veya cevaplandirabilmek i¢in yeni bir geometrik yaklagim
gelistirdi. Bu geometrik yaklasim, gok mekaniginin ¢ok tesine ulasan uygulamalarla

modern dinamigin temellerini atti.
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Poincaré aym1 zamanda, deterministik bir sistemin bagslangi¢ kosullarina hassas bir
sekilde bagli olan periyodik olmayan davranis sergiledigi ve bdylece uzun vadeli
tahminin imkansiz hale geldigi kaos teoremini ilk ortaya atan kisiydi. Ancak yirminci
yiizyilin ilk yarisinda kaos teoremi geri planda kaldi; bunun yerine dinamikler, biiyiik
Olciide dogrusal olmayan osilatorler ve bunlarin fizik ve miihendislikteki uygulamalari
on plana cikti. Teorik agidan, dogrusal olmayan osilatorler yeni matematiksel
tekniklerin bulunmasina da Onciliik etti. Bu alandaki Onciiler arasinda van der Pol,
Andronov, Littlewood, Cartwright, Levinson ve Smale yer aliyor. Bu arada, ayr bir
gelismede, Poincaré’nin geometrik yontemleri, Birkhoff ve daha sonra Kolmogorov,
Arnold ve Moser’in ¢alismalar1 sayesinde klasik mekanik ¢ok daha derinlestirildi.
1950’1erde yiiksek hizli bilgisayarin icadi, dinamikler tarihinde bir doniim noktasiydi.
Bilgisayar, daha ©Once coziilmesi imkansiz olan denklemlerle deney yapilmasina
olanak sagladi ve boylece dogrusal olmayan sistemlerin c¢oziimleri hakkinda bazi
sezgiler gelistirmemize olanak sagladi. Bu tiir deneyler Lorenz’in 1963’te garip bir
cekici tizerindeki kaotik hareketi kesfetmesine yol agti. Hava durumunun tahmin
edilemezligi hakkinda fikir edinmek icin atmosferdeki basitlestirilmis konveksiyon
rulolar1 modelini inceledi. Lorenz, denklemlerinin ¢6ziimlerinin hi¢cbir zaman dengeye
veya periyodik bir duruma yerlesmedigini, bunun yerine diizensiz, periyodik olmayan
bir sekilde salinmaya devam ettigini gordii. Ustelik, simiilasyonlarina biraz farkl iki
baslangic kosulundan bagladiginda ortaya ¢ikan sonuglari kisa siirede farklilik gosterdi.
Bunun anlami, sistemin dogas1 geregi ongoriilemez olduguydu ve atmosferin mevcut
durumunu (veya herhangi bir bagka kaotik sistemin) 6lgmedeki kiigiik hatalar, sistem
icinde hizla biiyiiyecek ve sonunda birbirinden ¢ok farkli tahminlere yol agacakti.
Lorenz ayrica denklemlerinin ¢6ziimlerinin ii¢ boyutlu olarak cizdirildiginde, bugiin
fraktal 6rnegi olarak bilinen, Sekil (2.1) oldugu gibi kelebege benzeyen bir noktalar

kiimesi elde etti.

Lorenz’in ¢alismalarinin, kaosun patlama yaptig1 1970’lere kadar ¢ok az etkisi oldu.

Bu on yillik donemde meydana gelen bazi 6nemli gelismeler su sekilde siralanabilir:

1971°de Ruelle ve Takens, akigkanlarda tiirbiilansin baslangici i¢in tuhaf c¢ekiciler
hakkindaki soyut diisiincelere dayali yeni bir teori Onerdiler. Birka¢ yil sonra
May, popiilasyon biyolojisinde ortaya ¢ikan yinelenen haritalamalarda kaos ornekleri

buldu ve geleneksel egitim tarafindan desteklenen genellikle yaniltici dogrusal sezgiyi
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Sekil 2.1: Lorenz’in Kelebek Etkisi sistemi

dengelemek ic¢in basit dogrusal olmayan sistemleri ¢alismanin pedagojik Gnemini

vurgulayan etkili bir inceleme makalesi yazdi.

Ardindan, fizik¢i Feigenbaum’dan en sasirtici kesif geldi. Diizenli davranigtan
kaotik davraniga gecisi yoneten belirli evrensel yasalarin oldugunu kesfetti; kabaca
konusursak, tamamen farkli sistemler ayn1 sekilde kaotik hale gelebilir. Calismalari,

kaos ve faz gecisleri arasinda bir baglanti kurdu ve bir nesil fizikciye Oncii oldu.

Son olarak Gollub, Libchaber, Swinney, Linsay, Moon ve Westervelt gibi deneyciler,
akigkanlar, kimyasal reaksiyonlar, elektronik devreler, mekanik osilatorler ve yari
iletkenler iizerindeki deneylerde kaos hakkindaki yeni fikirleri denediler. Kaos
dikkatleri tizerine ¢cekmesine ragmen, 1970’lerde dinamiklerde iki 6nemli gelisme
daha oldu. Mandelbrot fraktallar1 kodlad1 ve popiiler hale getirdi, onlardan muhtesem

bilgisayar grafikleri iiretti ve ¢esitli konularda nasil uygulanabileceklerini gosterdi.

Winfree, gelismekte olan matematiksel biyoloji alaninda, dinamiklerin geometrik
yontemlerini biyolojik salimimlara, 6zellikle sirkadiyen (kabaca 24 saatlik) ritimlere
ve kalp ritimlerine uyguladi. Giiniimiize kadar dinamik sistemler ve kaos teorisine

bir¢cok katkida bulunan insanlar olmustur. Tablo 2.1 bu tarihi 6zetlemektedir [1].
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Zaman Bilim insani Caligmalari

1666 Newton Kalkiiliisiin icadi,
gezegenlerin agiklamasi
hareket

1700 Kalkiiliisiin ve klasik
mekanigin ¢icek agmasi

1800 Gezegensel hareketin
analitik caligmalari

1800 Arnol’d,Moser

1890s Poincaré Geometrik yaklagim,
kaos kabuslar1

1920-1950 Fizik ve miihendislikte
dogrusal olmayan
osilatorler, radyo, radar,
lazerin icadi

1920-1960 Birkhoff,Kolmogorov Hamilton mekaniginde

Ruelle ve Takens karmasik davranig

1963 Lorenz Basit konveksiyon
modelinde garip cekici

1970s Ruelle ve Takens Tirbiilans ve kaos

1970s May Lojistik haritasinda kaos

1970s Feigenbaum Evrensellik ve
renormalizasyon, kaos ve
faz gecisleri arasindaki
baglanti,Kaosla ilgili
deneysel ¢alismalar

1970s Winfree Biyolojide dogrusal
olmayan osilatorler

1970s Mandelbrot fraktallar

1980s Kaos, fraktallar,

osilatorler ve
uygulamalarina yaygin
ilgi

Cizelge 2.1:

Dinamik Sistemler Ve Kaos Tarihi [1].
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2.2.2 Matematikte Dinamik Sistem

Dinamik sistem, belirli bir § uzaymin tiim noktalarinin zaman icindeki gecisini
tanimlamanin bir yoludur. § uzayi, 6rnegin, bazi fiziksel sistemlerin durumlarinin
uzay1 olarak diisiiniilebilir. Matematiksel olarak S, bir Oklid uzay1, Oklid uzaymin
acik bir alt kiimesi veya R¥’teki bir yiizey olabilir. Mekanikte ortaya ¢ikan dinamik
sistemleri diisiindiigiimiizde, S uzay1 sistemin olas1 konumlar1 ve hizlarinin kiimesi
olacaktir. X € R" baglangic konumu verildiginde, R" iizerindeki dinamik bir sistem
bize X’in 1 birim zaman sonra, 2 birim zaman sonra vb. nerede bulundugunu
sOyler ve X’in bu konumlar1 Xi,X>,... vb. ile gosterilebilir. Genel olarak, X’in
“yoriingesi” X; ile verilir. X; konumlar1 yalnizca tam say1 zaman degerlerini kullanarak
Olciiliirse ayrik dinamik sistem adini alir. Zaman ¢ € R ile siirekli olarak olgiiliirse,
stirekli zamanl dinamik sistemdir. Sistem siirekli tiirevlenebilir bir sekilde zamana
bagliysa, diizgiin dinamik sistem denir. Bunlar, diferansiyel denklem sistemlerinin
incelenmesinde ortaya c¢ikan ii¢ temel dinamik sistem tipidir. #’den X;’ye giden
fonksiyon, zaman (—eo, o) araliginda ilerlerken X’in ge¢misini temsil eden R™’de bir
noktalar dizisi veya bir egri verir. Dinamik sistemlerin farkli dallari, X; fonksiyonunun
t’ye nasil bagh oldugu konusunda farkli varsayimlarda bulunur. Ornegin, ergodik
teori, R" tizerinde bir 6l¢ii koruduklari varsayimi altinda bu tiir fonksiyonlarla ilgilenir.
Topolojik dinamikler, X;’nin yalmzca siirekli olarak degistigi varsayimi altinda
tanimlanan fonksiyonlarla ilgilenir. Diferansiyel denklemler durumunda, genellikle X;
fonksiyonunun siirekli olarak tiirevlenebilir oldugu varsayilir. Her bir # i¢in tanimlanan
@, : R" — R” fonksiyonunun zaman icerisindeki degisimi olarak yorumlanir. Ayrica,
® fonksiyonu ®y(X) = X 6zdeslik fonksiyonudur ve @;(Py(X)) = P;45(X) Ozelligi

vardir.

Tanmm 2.2.1 R”" iizerinde diizgiin bir dinamik sistem, ® : R x R" — R" olmak
iizere ®(t,X) = ®,(X) seklinde tammlanan ve asagidaki ozellikleri saglayan siirekli

tiirevlenebilir bir fonksiyondur:

1. ®y(Xp) = Xp olan Oy : R" — R" dzdeslik fonksiyonudur.

2. Hert, s € Ricin ®; 0P, = b, ’dir.
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Ornek 1 Birinci mertebeden x' = ax diferansiyel denklemi icin ®;(xq) = xoexp(at)
fonksiyonu bu denklemin ¢oziimlerini verir ve ayrica R iizerinde diizgiin bir dinamik

sistem tamimlar.

Ornek 2 A, n x n’lik bir matris olmak iizere ®;(Xo) = exp(tA)Xo fonksiyonu R"

lizerinde diizgiin bir dinamik sistem tamimlar. Ciinkii
Dy =exp(0) =1

D, s =exp((t+5)A) = (exp(tA))(exp(sA)) = P, o Dy

olur. Bu érnek X' = AX diferansiyel denklem sistemiyle baglantilidir.

Genel olarak, diizgiin bir dinamik sistem, asagida verilen tanmim araciligiyla R”
tizerinde her zaman bir vektor alan1 verir:

®, verildiginde,
d

FX) =712

D; (X)
olur. Yani, ®, fonksiyonu X’ = F(X)’in akigiyla iligkili # zaman fonksiyonudur.

Tersine, X' = F(X) diferansiyel denklemi, tiim zamanlarda siirekli olarak
tirevlenebilen ve iyi tanimli akisin ¢ zaman fonksiyonunun saglandigi diizgiin bir

dinamik sistem olusturur.

Tanim 2.2.2 (Otonom Denklem) Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerde
bagimsiz degisken acik¢a goriinmiiyorsa bu denklemler otonom denklemlerdir ve

dy _

i =f)

seklinde ifade edilir.

Bu denklemler, tiptan ekolojiye ve kiiresel ekonomiye kadar degisik alanlarda
onemli bir konu olan belirli bir tiirlin popiilasyonunun biiyiimesi veya azalmasinin
incelenmesinde kullanilinir. Degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemler olup
coziimleri kolaylikla bulunabilir. Ancak bu denklemi ¢ézmeden dogrudan 6nemli
nitel bilgileri elde etmek i¢in, diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik ve

kararsizlik kavramlarinin incelendigi geometrik yontemler de kullanilabilir.
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2.3 Denge Noktasi ve Kararhilik Analizi

Pek cok diferansiyel denklem; ozellikle de lineer olmayan differansiyel denklem
ve denklem sistemleri, herhangi bir analitik ¢6ziime sahip olmayabilir veya analitik
cozimlerini bulmak oldukc¢a zor olabilir  Bu durumda denklem sistemlerinin
davranmiglar1 hakkinda yorum yapabilmek icin denge noktalar1 ve onlarin kararhlik
analizleri kullanmilir. Bu denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan denge noktalar1 ve
kararlilik analizleri geometrik bir karaktere sahiptir ve ayrintili nicel bilgiden ziyade
coziimlerin davraniginin nitel olarak anlagilmasina yol acar. Yani kisaca nicel
olarak ¢cdzemedigimiz, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri hakkinda

yorumlar yapmamiza olanak saglar.

Tanim 2.3.1 (Denge Noktasi) % = f(t,x) denkleminde her t icin f(t,x*) =0

oluyorsa x* € R" denge noktasidur.

Denge noktalarinda, denklemler Jakobiyen matris hesabi ile dogrusallagtirilarak
O0zdegerler bulunur ve 6zdegerlerin isaretlerine bakilarak simiflandirilabilir.  Yani
sistemin her bir denge noktasinda Jakobiyen matrisi degerlendirilerek ve daha
sonra ortaya cikan 6zdegerler bulunarak denge noktalar1 kategorize edilebilir. Bu

kategorilestirme su sekilde olur:

Ozdegerlerin hicbirinde reel kistm yoksa denge noktas1 hiperboliktir .
» Tiim 0zdegerlerin negatif reel kisimlar1 varsa denge noktas1 duragandir.

* En az bir 6zdegerin pozitif bir reel kismi1 varsa denge noktasi kararsizdir.

En az bir 6zdegerin negatif reel kismi1 ve en az birinin pozitif reel kismi varsa denge

noktasi bir eyer noktasidir ve kararsizdir.

Tiim 6zdegerler gercelse ve ayni isarete sahipse noktaya diigiim noktas: denir.

Daha sonra, sistemin her bir denge noktas1 civarindaki davranisi, her bir 6zdeger ile

iligkili 6zvektor(ler) bulunarak niteliksel olarak belirlenebilir.

Denge noktasi, adi diferansiyel denklemlerde ve uygulamalarinda merkezi bir rol

oynar. Ancak bir denge noktasinin fiziksel olarak anlamli olmasi i¢in belirli bir
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kararlilik kriterini karsilamasi gerekir. Bir diferansiyel denklem sisteminin denge
noktas1 yakinindaki ¢oziimleri tiim zaman boyunca yakinlarda kaliyorsa bu denge

noktasinin kararli oldugu sdylenir [19].

2.3.1 Denge Noktasinin Kararhhg:

Diferansiyel denklemler ve dinamik sistemler teorisinin bir¢ok boliimii, ¢oziimlerin
ve yoriingelerin asimptotik Ozellikleri ve uzun bir siire sonra sisteme ne olduguyla
ilgilenir. En basit davranis tiirli, denge noktalar1 ve periyodik yoriingeler tarafindan
sergilenir.  Belirli bir yoriingede ilerleyen bir sistemin, baglangic durumundaki
kiiciik bir degisikligin benzer davranisa yol acip agmayacagi sorusunun cevabini arar.
Kararlilik teorisi su sorulari ele alir: Yakindaki bir yoriinge siiresiz olarak belirli bir

yoriingeye yakin m1 kalacak? Verilen yoriingeye yakinsar mi1?

IIk durumda yoriingeye kararli denir. Ikinci durumda ise asimptotik olarak kararl

olarak adlandirilir ve verilen yoriingenin toplayici(sink) oldugu sdylenir.

Birinci mertebeden

i=f(x), xeR"

diferansiyel denklem sistemi ¢6ziimii f, olsun.

* Eger her € > 0 icin || f(t) — f.|| < € kosulunu saglayan tiim ¢ > 7y degerleri i¢in
Ilf (o) — fell < O olcak sekilde bir 6 > 0 varsa, yani birbirine § uzakliktaki her

baslangic kosulu i¢in bir f, ¢oziimii varsa sistem kararlidir.

* Kararliliga ek olarak r — oo iken || f(to) — fe|| < 8o yani f(¢) — f. olacak sekilde

0o > 0 varsa da asimptotik kararlidir denir.

Kararhlik; yoriingelerin kiiciik bozulmalar altinda c¢ok fazla de8ismedigi anlamina
gelir. Kararlilik teorisindeki ana fikirlerden biri; bir yoriingenin bozulmalar altindaki
davraniginin, yoriingenin yakinindaki sistemin dogrusallastirilmasi kullanilarak analiz
edilebilmesidir. Ozellikle, n-boyutlu bir faz uzayina sahip diizgiin bir dinamik sistemin
her denge noktasinda 6zdegerleri, nokta yakinindaki davranisi karakterize eden bir
n X n matris vardir (Hartman—Grobman Teoremi). Eger tiim 6zdegerler negatif reel
sayilar ya da negatif reel kisma sahip karmagsik sayilar ise, o zaman nokta, kararl

cekici noktadir ve yakindaki noktalar iistel bir oranda ona yakinsar [3]. Ozdegerlerin
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isaretine gore denge noktasinin tiirli ve lineer sisteminin kararhilif1 Cizelge (2.2)’de
ve sistemin yoriingelerinin zaman igerisinde nasil ilerleyebilecegi Sekil (2.2)—(2.8)
ile verilmigtir. Lineer olmayan dinamik sistemin ise 6zdegerlerinin durumuna gore

kararlilig1 ise Cizelge (2.3) ile verilmistir.

Ozdegerlerin Isareti Tiirii Sistemin Kararhhg:
M >04>0 Diigiim Kararsiz

A <01, <0 Diigiim Asimptotik kararli
M <04, >0 Eyer Kararsiz
M=1>0 Diigiim Kararsiz
M=A<0 Digiim Asimptotik kararli
M=MA=a+ib,a>0 Spiral nokta Kararsiz
M=Xh=a+ib,a<0 Spiral nokta Asimptotik kararli
M =ibAy = —ib Merkez nokta Kararli

Cizelge 2.2: Denge noktalarinda o6zdegerlerin isaratlerine gore tiirleri ve lineer
dinamik sistemin kararlilik durumu

Ozdegerler 2; Denge Durumu
Tiim 6zdegerlerin reel kismi negatif ise | Kararh

En az bir 6zdeger negatif reel kisma, en | Eyer

az bir 6zdeger de pozitif reel kisma sahip
ise

Tiim 6zdegerlerin reel kismi pozitif ise | Kararsiz

En az bir kompleks eslenik 6zdeger cifti | Kararli veya kararsiz (spiral)
var ise
Tiim 6zdegerler reel ise Kararl1 veya kararsi1z(diigtim)
Reel kismu sifira esit olan bir cift | Lineer merkez

kompleks dzdeger var ise

Cizelge 2.3: Ozdegerlerin durumuna gore lineer olmayan dinamik sistemin davranist
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Sekil 2.2: x; ve x; bir sistemin ¢oziim yoriingeleri olmak iizere, Sekil (b)’de x;
fonksiyonunun ¢ zamanina gore nasil ilerledigi gosterilmektedir ve tiim
coziimlerin zaman ic¢inde iistel azalma sergiledigi goriilmektedir. Sekil

(a)’da ise xo’nin t’ye gore

davranig1 benzerdir. Bu tiir denge noktalarina

diigiim veya diiglim havuzu denir. Denge noktalarinin bu sekilde olabilmesi
i¢in 6zdegerlerinin A; » < 0 olmaldir [2].

=N

(c)

N
280 T

3

(d)

Sekil 2.3: Ozdegerleri A; > 0, A, < 0 oldugunda denge noktasi eyer noktasi olarak

adlandirilir.

Sekil 2.4: Ozdegerler esit ve sifirdan kiiciik ise uygun diigiim noktas1 olarak

adlandirilir.

x5

) |
—/

X

(

Sekil 2.5: Ozdegerleri | = A, = a+ib,
noktasi olur.

[
S

>é/ P — ;

a < 0 seklinde oldugunda cekici spiral denge
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N2

Sekil 2.6: Ozdegerleri A; = Ay = a + ib, a > 0 seklindeyse denge noktas1 spiral itici
noktadir.

J\’E Xa

S\ Y20V Y0V

Sekil 2.7: Ozdegerler A; = ib, A, = —ib seklinde oldugunda denge noktasi merkez

(=
NS

noktadir.
q
asimptotik kararl spiral nokta kararsiz spiral nokta
© i & merkez F"ﬁ
|@ denge \E!':;
B = A=pE—ag=0
&P

asmp kararl kararsiz

2K

A=p'-4g<0

veya uygun glmayan digd

kararsiz denge noktasi

| %
A=p?-4g>0 ),)<<
o,

Sekil 2.8: Denge noktasi diyagrami [3]
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2.3.2 Lypunov Kararhlik Analizi

Diferansiyel denklem sistemde herhangi bir sabit nokta olup olmadigini bulmak
icin denklemi ¢ozmek gerekir. Lineer olmayan bir diferansiyel denklemin veya
denklem sisteminin ¢Oziimlerini bulmak genelde zordur. Bu durumda zamana bagh
diferansiyel deklemlerde zaman sonsuza giderken denklemin nasil davranacagim
anlamaya calismak gerekir. 1892 ylinda Rus matematikci Alexander Mikhailovich
Lyapunov diferansiyel denklem sisteminin kararliliginin ve global kararliliginin
incelenebilmesi i¢in adin1 tasiyan teorisini yayinlamistir. Lyapunov iki farkli yontem
ile kararlilig1 incelemistir: Bunlardan biri, "Dolayli Yontem" olarak adlandirilir ve
dogrusal olmayan sistemlere uygulanir, sitemi dogrusallastirarak bolgesel kararlilik
analizi yapilir. Diger yontem ise "Dogrudan Yontem" olarak adlandirilir. Bu yontemde
belirli 6zellikleri saglayan Lyapunov fonksiyonu olusturulur. Bu fonksiyon Lyapunov

kararlilik 6zelliklerini sagladiginda denklem sistemi global olarak kararlidir denir [20].

2.3.3 Denge Noktasimnin Asimptotik Kararhhg:

Denge hiperbolik ise bir denge noktasinin kararliligim belirlemek basittir.  Bir
dengenin asimptotik olarak kararli oldugunu gostermek icin alternatif bir yontem
gelistirilmigtir.  Rus Matematik¢i Lyapunov, gelistirdigi bu yontemle; kanonik
formdaki dogrusal bir sistem i¢in, radyal bilesen r’nin ¢6ziim egrileri boyunca azaldigi
fikrini genellestirir. Tanim olarak; ¢ekim havzasi, ¢oziimleri denge noktasina yonelen
tiim baglangi¢ kogullarinin kiimesidir. L : O — R fonksiyonu X’ = F(X) sisteminin bir
X* denge noktasini igeren R"’deki agik bir O kiimesinde tanimlanan tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun.
L'(X)=DLx(F (X)) islemini ele alahm. Goriildiigii gibi, ®,(X) fonksiyonu # = 0 iken

X’ten gecen sistemin ¢oziimii ise zincir kuralina gore

L'(x)= 4

7 li—oLo®i(X)

seklinde yazilabilir. Sonug olarak, eger L' (X) negatifse o zaman L fonksiyonu X ¢6ziim

egrisi boyunca azalir. Simdi Lyapunov’un kararlilik teoremini ifade edebiliriz.
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Teorem 2.3.2 (Lyapunov Kararhhg) X* noktast X' = F(X) sistemi icin bir denge
noktast olsun. L : O — R fonksiyonu X* noktasini iceren actk bir O kiimesinde

tamumlanan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise;
e (a) X' =X*ise L(X*)=0ve L(X)>0;
* (b)O/X*’de L' <0.
kosullart saglantyorsa X* noktast kararlidir. Ayrica
* (¢c) O/X*’de L' <0 ise X* noktasi asimptotik olarak kararhdur.

(a) ve (b)’yi saglayan bir L fonksiyonuna X* icin bir Lyapunov fonksiyonu denir.
Eger (c) de gecerliyse, L fonksiyonu kati bir Lyapunov fonksiyonudur. Lyapunov
teoremi, belirtilen fonksiyonunun hesaplanmasi ile diferansiyel denklemi ¢ozmeden

global kararlilik durumunun belirlenmesine olanak saglar [20)].

Tanim 2.3.3 (Jakobiyen Matris) f = (f1, f2, f3,..-, fm), R™ de fonksiyon ve p € R™
olsun. f fonksiyonunun p noktasindaki Jakobiyen matrisi Df(p) ile gosterilir ve

Df(p) aslinda p noktasindaki kismi tiirevler matrisidir.

r9fi 9h 9N
dx;  dxp T dxp

9h 9 dh

dx;  dxp T dxp

9fm  Ifm  Ofm
Ldx; Jdxp " Oxyd

Bir p vektorii ve kiiciik bir & artim vektorii verildiginde, f’deki h’ye bagh artis

asagidaki gibi hesaplanir:
f(p+h)—f(p)~Df(p)-h

f(p) = p oldugunu varsayarsak; kiiciik bir & artim i¢in, fonksiyon p + h’yi p’den
yaklasik Df(p).h uzaga hareket ettirir. Yani f fonksiyonu girdideki kiiciikk bir 4
degisikligini ¢iktidaki D f(p) - h degisikligine bilyiitiir. Bu sapma kiigiik kaldigz siirece,
p yakinindaki fonksiyonun davranisi, 7 = 0 sabit noktali A = D f(p) olan h — Ah lineer
fonksiyonu ile esasen aynidir. Bu durumda dogrusal olmayan durumu anlamak icin
daha yiiksek boyutlu fonksiyonlarda Jakobiyen matrisi kullanilarak sabit bir noktadaki

fonksiyonun kararlilig1 belirlenebilir.
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Teorem 2.3.4 f fonksiyonu R™ iizerinde bir fonksiyon olsun ve f(p) = p kabul edelim.
1. Df(p)’nin her bir ézdegerinin biiyiikliigii 1’den kiiciikse o zaman p bir ¢cekicidir.

2. Df(p)’nin her bir dzdegerinin biiyiikliigii 1’den biiyiikse o zaman p iticidir.

m > 1 icin R"’nin lineer fonksiyonlarimin yoriingelerin 0’dan ayrildigt ve bazi
yoriingelerin 0’a yakinsadigi yonlere sahip olabilmesi gibi dogrusal olmayan
fonksiyonlarin sabit noktalari bazi yonlerde noktalart ¢ekebilir ve digerlerinde de

noktalar itebilir.

Tanim 2.3.5 f fonksiyonu R™ iizerinde bir fonksiyon ve m > 1 ve f(p) = p olsun.

Bu durumda, Df(p)’nin dzdegerlerinin hi¢biri 1’den biiyiik degilse sabit p noktasina
hiperbolik denir. p hiperbolik ise ve Df(p) 'nin en az bir 6zdegerinin biiyiikliigii 1’den
biiyiikse o zaman p’ye eyer denir. Eyer noktalar kararsizdir. Sabit noktadan uzaktaki
yoriingenin hemen hemen her tiirlii pertiirbasyonu yineleme altinda biiyiitiilecektir.
p’nin kiiciik bir € komsulugunda f, 1’den biiyiik bir ¢zdegere sahip dogrusal bir
fonksiyon gibi davranir yani p yakinmindaki cogu noktamn yoriingeleri p’den uzaklagir

[3].
Teorem 2.3.6 (Routh-Hurwitz Kriteri) a; ler sabit ve karakteristik polinomun
katsayilart olmak iizere karekateristik polinom

Vidany ' +ay" 4. +ay—ly+a,=0

seklinde olsun. k > n, ay = 0 olmak iizere bu polinomun tiim ozdegerlerinin negatif

reel kisnunin olmast icin gerek ve yeter sart

ap 1 0O 0 0 ..0
as a a 1 0 ..0
Ap—1 Ap—-2 .- an

determinantimin tiim esas minorlerinin pozitif olmasidir yani iist sol kosedeki 1, 2, 3...n

boyutlu alt determinantlarin sirastyla,

aj 1 0

a; 1
}a1|, @ al az az ai
as a4 as

pozitif olmasidrr.
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2.3.4 Diferansiyel Denklemlerin Denge Noktasi ve Kararlihk Analizleri ile Tlgili
Ornekler

Ornek 1 (Lineer Sistemin Kararlihik Analizi):

Lineer denklem sisteminin kararlilik analizi icin asagidaki denklem sistemini ele

alalim ve sistemin denge noktasinin yapisini belirleyelim.

df

i —
dx x
dg

5 _j5
dt Y

Denge noktasi bulunurken denklem sistemindeki tiim denklemler sifira esitlenir ve

denklem sistemini saglayan nokta bulunur.

4x=0
S5y=0

ifadesinin denge noktasi (0,0) olur. Kararlilik i¢in Jakobiyen matristen yararlanilarak
karakteristik denklemi buluruz ve o denklemin Ozdegerlerine bakarak sisemin

kararlili§1 hakkinda yorum yapariz.

af  dg
r=|f 4
dx dx
olmak iizere
40

= 5

seklinde jakobiyen matrisi yazabiliriz.

det(J — AI) = ‘461 5_0/1‘ —0

buradan karakteristik denklem (A —4)(A —5) = 0 gelir ve 6zdeger A} =4, A, =
5 olur.Yani iki 6zdegerde pozitif reel kisma sahip oldugunda bu denklem sistemi

kararsizdir.

Ornek 2 (Lypunov Kararhhk):
Asagida verilen sistemi ele alalim:

dx

_ :_3
di g4
dy

A ) 2_33
a T
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olmak {iizere diferansiyel denklem sisteminin Lypunova gore kararlilik analizini
yapalim.
35

V(x,y) =x"+ >

fonksiyonunu goz Oniine alalm. Agik olarak goriilmektedir ki V(x,y) stirekli ve
stirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyondur ve V(0,0) = 0’dir. Ayrica V (x,y) pozitif

tanimhidir. Ayrica,

dv dx dy 2 ) 4
7 X + 3y 7 x(—3xy) + 3y(2x” — 3y 6y

olur, yani CZ—‘; = —6y* < 0 oldugundan Lypunov kararlidr.

Ornek 3 (Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sisteminin Kararhhk Analizi):

Asagida verilen

dy 3 5
dr yooy
dx

ar — 4

di 4

lineer olmayan denklem sistemin kararliligini inceleyelim. Agik olarak goriiliiyor ki
sistemin kritik noktasi (0,0) dir. Bu denge noktasina gore kararligini incelemek igin

Jakobiyen matrisi kulllanarak sistemi ilk once lineerlestirelim:

af df
_|ldx dy
1= g dg
dx dy
olmak tizere
S| -3 -2
—4 0
2 2
a7y A =3yT—2yx|
det(J QLI)—’ 4 Y =0
det(J—iur):':iL _O)L‘zo

Bu determinanttan gelen karakteristik polinom A? = 4 ve bu denklemide saglayan
ozdegerler A| = 2, Ay = —2 dir. Bu 6zdegerlerden varacagimiz sonug 6zdegerler farkli

isaretli reel kisma sahip oldugundan lineer sistem kararli degildir. Fakat lineer olmayan
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sistem i¢in birsey sOyleyemeyiz. Bu nedenle simdi Lypunov kararlilik analizine

bakalim.
X2+ yz

V(x>y) = 7

Lypunov fonksiyonu olsun.  Lypunov asimptotik kararlilik sartlarin1 saglayip

saglamadigini kontrol edelim:

* V(0,0)=0
* V(x,y)>0
. v dx dy

ar ar u Ty oy

oldugundan asimptotik kararlidir.
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3 SIR VE SEIR MODELIN KARARLILIK ANALIZ-
LERI

Bu boliimde SIR ve SEIR modelin denge noktalari bulunup kararlilik analizleri

yapilacaktir.

3.1 SIR Model

Bir popiilasyonda salginin ortaya cikip cikmayacagimi veya nasil ortaya ¢ikacagini
tammlayan en temel model SIR salgin modelidir. Ilk olarak 1927°de Kermack ve
Mckendrick tarafindan gelistirilmistir. Gelistirdikleri matematiksel bélmeli modelde

popiilasyon ii¢ alt gruba boliiniir: S, I ve R.

* S (Susceptible): Hastaliga acik bireyler yani duyarh bireyler.
* | (Infected): Hastaliga yakalanmis yani enfekte olmus bireyler.

* R (Recovered/Removed): lyilesmis yani hastaliga karst bagisiklik kazanmis

bireyler.

Popiilasyon hacmi N = S+ R 4 I olarak tanimlanir ve toplam birey sayis1 degisse bile

bu esitligin sabit oldugu varsayilir. Dogum orani 6liim oranina esittir.

* 1 dogum ve Oliim oranini ifade eder. Popiilasyona yeni katilan bireylerin orani

olarak duyarl sinifa girer.
* [ hastaligin bulagma hiz1 olarak tanimlanur.

v enfektif bireylerin iyilesme hizi olarak tanimlanir.

SIR temel bir model olmasina karsin kullanilmasinda cesitli sinirliliklar vardir. Bunlar

asagidaki gibi siralanabilir:
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SIR epidemik model 6liim ve dogum hari¢ dis etkenlere ve etkilemelere kapalidir.

SIR modelde kullanilan hastalikta kulugka siiresi olmamalidir.

Hastalik kisa siireli olmalidir.

Asilamaya kapalidir.

Hastalig1 atlatmig birey tam bagisiklik kazandig1 varsayilir.

Bu modelde siniflar arasindaki iligkiyi aciklayan diyagram Sekil 3.1°de verilmistir.

Modelin dinamik sistemlerle gosterilimi asagidaki denklemlerle ifade edilir.

dst) _ 0y

o = UN — BI5; —uS

dit) By

N Syl — 3.1
7 BI5 — vl —ul (3.1
dr(t)

T4 MOHR

Modeli basitlestirmek icin § = 1%, I= IL\, ve R = ]% uygularsak;

ds
- — BIS —

o p—pBIS—pus

dl

= = BIS—yl—ul 3.2
% BIS —vyl—p (3.2)
aR R

Seklinde yazabiliriz.

MR

Sekil 3.1: SIR modelde siniflar arasi etkilegsim
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3.1.1 SIR Modelde Ry, Temel Ureme Oram

Ry viriisiin bulasti81 bir kisinin enfektif oldugu zaman boyunca duyarl bireylerin kag
tanesine viriisii bulagtirabilecegini belirleyen orandir. Ornegin Ry = 2 ise bu enfektif

bir bireyin ortalama iki bireyi enfektif edecegi anlamina gelir.

Denklem (3.4) sisteminin ikinci esitlifinden yararlanarak "Temel Bulasicilik
Katsay1s1" olarak da bilinen temel iireme ora1 Ry bulunabilir. f parametresi enfeksiyon

bagina bulasma oranini temsil eder ve denklemdeki negatif terimler bize her bulasici

bireyin bu simifta ortalama ﬁ enfektif oldugunu soyler. Bazi bireylerin enfektif

iken Olmesi nedeniyle bulasict donem etkili bir sekilde azalir. Bu nedenle, tiim
popiilasyonun duyarli oldugu varsayilirsa (S = 1), bulagici birey bagina ortalama

yeni enfeksiyon sayisi, bulagict donemle ¢arpilan iletim hizi ile belirlenir. Buradan

Ry B olarak elde edilir. S = MTH/ oldugundan § = Rio seklinde yazilabilir. Bu

T
denklemleri ve Ry esitligini kullanarak E' yani hastalikli denge noktasindaki S = 1 /Ry,
I= %(Ro —1)veR= %(RO — 1) bulunur. Yani

E' = (1/Ro g (Ro—1). 5

olur. Buradaki enfektif birey sayisindan yani I = %(RO — 1)’dan anlagilacag: gibi eger

(Ro—1))

Rp > 11se her bir enfekte birey 1’den daha fazla sayida yeni enfeksiyona neden olabilir.
Bu durumda enfeksiyon ya yerel salgia (epidemik) ya da kiiresel salgina (pandemik)

doniisecektir.

Ayrica Rg < 1 ise, bulagici bir birey birden az sayida kisiye hastalik bulastirir. Bu
durumda ise salginin yayilmasiin azalmasi ve giderek soniimlenip bitmesi beklenir.
Ro =1 ise hastaliksiz denge durumuna ulasilacaktir. Herhangi bir bulasici hastaligin
bulagma dinamiklerini anlamak i¢in temel lireme sayisim (Rp) tahmin etmek cok

onemlidir.

3.1.2 SIR Model Denge Noktalar1 ve Kararhilik Analizi

Bu boliimde SIR modelin hastalikli ve hastaliksiz denge noktalarinda lokal ve global
kararlilig1 incelenecektir. Hastaliksiz Denge Noktas1 Sistemin denge noktalar
bulunurken denklemler sifira esitlenir ve hastaliksiz denge noktas1 buldugumuzdan

I =0 almrsa E°(S,1,R) = (S,0,R) denge noktalar1 bulunur.
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9 BIS—uS=0

dt

dI

— = BIS—yI—ul=0 (3.3)
dt

dR

— = yI—uR=0

7 vI— 1

Denklem (3.3) esitliklerinde / = 0 alinarsa S = 1 ve R = 0 bulunur. Yani hastaliksiz
denge noktas1 EY = (1,0,0) olur.

Hastalikli Denge Noktas1 Hastalikli denge noktasi bulunurken SIR denklemleri sifira

esitlenir:

% = u—pPIS—uS=0

I/

% = BIS—yl—ul=0 (3.4)
d—R = yI-uR=0

F dBY

Bu sistemin ¢oziimii ile hastalikli denge noktasi olan E'(S,1,R)

YtH
B

olarak bulunur. Bulunan bu ifadeler denklem sistemi (3.4)’nin ilk denkleminde yerine

I(BS—y—u)=0= BS—y—pu=0= S=

yazilir ise
gy YR YR _HB-v-w)

elde edilir. Sistemin 3.denkleminde / ifadesi yerine yazarilirsa

pB-—r—n) _YB-v—n)
A AT By Ty

elde edilmis olur.

3.1.2.1 Hastaliksiz Denge Noktasimin Kararhhk Analizi

Bir matematiksel modelin kararlilik analizi yapilirken Jakobien matris kullanilir.
Modelin denge noktasindaki Jakobien matrisinin 6zdegerleri bulunur ve 6zdegerlere

bakarak sistemin kararlili§1 hakkinda yorum yapilir.
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SIR modelin Jakobien matris agagidaki sekilde hesaplanir:

[9f df Of]

S I @R —BI-pn  —BS 0
ISR = | 28 % 0| _ Bl BS—u—y 0

J¢ dl OR o

dp dp Ip A

[0S JdI OR

Hastaliksiz denge noktasini Jakobiyen matriste yazarsak:

- B 0
J(1,0,0)=| 0 B—p-vy O
0 Y M

elde edilir. Ozdegerlerin bulunabilmesi igin
det(J(17070) — A«I) =0

esitligi coziilmelidir:

—u—2A —B 0
detJ—A=| O B—u—y—2 0 |=0
0 Y —u—A

Bu determinant hesaplandiginda olusacak karakteristik denklem su sekide olacaktir.
(—u=2)(-pu—-A)(B-u—-y=-2)=0.
Karakteristik denklemin kokleri ise

AMp=—U (3.5)
M=B—-un—-vy (3.6)

olarak bulunur. Temel iireme oran1 Rp’in tanimini da kullanarak hastaliksiz denge

hakkinda yorumlar yapilabilir:

* Ry = #ﬁTy idi yani Ry < 1 ise tiim karakteristik kokler negatif ¢ikar ve hastaliksiz

dengede olur.

* Eger Ry > 1 ise A3 > 0 olur ve hastaliksiz denge noktasi kararli olmaz.
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3.1.2.2 Hastalikh Denge Noktasinin Kararhlik Analizi

Hastalikli denge noktasi icin Jakobiyen matris yazilirsa:

[9f 9f IF]
S dI 4R _BI— —
B gg gg g 1 PI—p pS 0
]<5717R)_ 5. 737 apl| — ﬁl ﬁS—[J—'}/ 0
dg JdI OJR 0
oh oh oh v —H
[dS JdI ORI
elde edilir. Yukaridaki matriste S, / ve R degerleri i¢in hastalikli denge noktasim
E' = (1/Ro, g (Ro—1), 5 (R~ 1))

yazdiktan sonra 6zdegerlerin bulunabilmesi icin

det(J1/ry, b (Ro-1).J (Ro-1))) ~ A1) =0

esitligi ¢coziilmelidir:

—BI—u—2A —BS 0
det(J —AI) = BI BS—pu—y—A2 0 (=0
0 Y —u—A

Bu determinantin hesaplanmasindan gelecek karakteristik denklem

(= A)(A* + tuRoA + p(Ry — 1) (y+ 1)) =0

seklindedir. Bu karakteristik denklemin kokleri

llz—u

MRy | (v/(MRo)* —4p(Ro—1)(y+u)
2 2

olarak bulunur. A; ve A3 koklerini daha anlasilir yazmak i¢in yeni parametreler

1'273: -

tanimlanabilir.
B 1
T uR-T)
enfeksiyondaki ortalama yag1 belirtir.
1
S rtu

konagin enfektivitesinin tipik periyodudur.

URo 4 (I’LRO)Z - %
2 2
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Bu iki kokte de (1Ry)? ihmal edilecek kadar kiiciik kabul edilirse 6zdegerler hakkinda

daha rahat yorum yapma olanagimiz olur ve koklerin en son hali

R .
A3 = S i

2 Vab

olacaktir. Bu koklere bakarak da endemik dengenin saglanabilmesi i¢cin Ry < 1 olmasi

gerektigi goriiliir.
3.1.3 SIR Modelin Global Kararhhg

Global kararlilik analizi i¢in bir Lyapunov fonksiyonunu olusturmak gerekir:
V=S-S5 —SUns +1
= i nSO
olsun. Kararlilik i¢in gereken sartlar1 sagladigin1 gosterelim.
» V(E®) =0 dur.
* V(t)>0

* V’nin zamana gore tiirevini alirsak

v _g 5
dt S

!

+1I

elde edilir. V' = §'(1— %) + I hastaliksiz denge noktasinda S° = 1 oldugunu
biliyoruz. Denklemde yerine yazarsak V' = §'(1 —%) + I’ olur. Modeldeki
tirev yerinde koyulursa V' = pu — BIS — uS — &5 + BI+ p + BIS — yI — pul
bulunur.Buradan V/ = u(2 — % —S)+I1(y+ ‘LL)(},:;” — 1) diizenler ve bildiklerimizi
yazarsak V' = —(S— 1)2+1(y+ u)(Ro — 1) olur ve sonug olarak Ry < 1 iken

‘2—‘; < 0 olacaktir ve hastaliksiz denge global olarak kararhdir.

3.1.4 SIR Modelin Sayisal Simiilasyonu

Model simulasyonu MATLAB programu ile gerceklestirilmistir. Baslangic degerleri

olarak Tiirkiye’deki degerler goz oniine alinmustir.

S(0) =83.0e+6; I1(0)=3.0, R(0)=0;
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Parametrelerin degerleri ise COVID-19 caligmalarina uygun olacak sekilde asagidaki
gibi secilmistir.

u=0.02;, y=1/18 B=Ry*y
Temel iireme oran1 Ry degeri, zaman ic¢inde azalacag: kabul edilip,ilk 20 giin i¢in 3,
20 — 60 giin aras1 2.6, 60 — 80 giin aras1 icin ise 1.9 olarak belirlenmis ve ona bagh

olarak 3 parametresi hesaplanmigtir.

Elde edilen sonuclar Sekil 3.2, 3.3 ve 3.4’de verilmistir.

%107

8.3
8.299995 r
8.29999 r
8.299985

E
=
S
g=!
¢n B.288875 [
8.29997
8.299965

8.29996 [

8.299955 ' ' ' ' ' ' :
1] 10 20 30 40 50 60 70 80
t(gdin)
Sekil 3.2: SIR modelde duyarli sinifin zamana bagh grafigi
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200

180

160

140

120

|: enfekte

8o r

60

40

20T

1001

10 20 30 40 50 a0 70 80
tlgiin)

Sekil 3.3: SIR modelde enfekte olmus sinifin zamana bagl grafigi

250

2007

=
n
e

s iyilesmis

R
=
=2
e

50t

0 10 20 30 40 50 G0 70 80

tigtin)
Sekil 3.4: SIR modelde iyilesmis sinifin zamana bagli grafigi
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3.2 SEIR Model

SEIR modelinde; biiyiikliigii N olan popiilasyon, duyarli S, temash E, enfekte I ve

tyilesen R olmak iizere dort boliime ayrilmistir. Bdylece toplam popiilasyon N
N=S+E+I+R

olacaktir.

Duyarli ve enfekte kisiler arasindaki temaslar, patajonin bir ¢ zaman periyodunda
B kisi/birim zaman orani ile bulagsmasina neden olur. Boylece duyarli kategoride
bulunan bireylerin temash kategoriye gecisi B ile elde edilir. a parametresi, temasl
siiftan viriislii enfekte olmus sinifa gecgis oranini gosterir. 7y parametresi, enfekte
smiftan iyilesmis simifa gecis oranidir. Dogum ve Olim ise [ parametresi ile

gosterilmigtir. Popiilasyonun biiyiikliigii ise sabit olarak ele alinmistir.

Bu modeldeki her bir sinif arasindaki iligskiyi gosteren akis Sekil (3.5) ile verilmistir.

n—

Te= U
=T

Sekil 3.5: SEIR modelde siniflar arasi etkilesim

Epidemek bir hastalifin etkilesimini tanimlayan bu lineer olmayan dinamik sistem

modeli asagidaki gibi tanimlanir:

U~ uN—Bso)i(r) - us()
dEQ -~ BS(t)I(t) — aE(t) — pE()
3.7)
a0~ @E(r) - yI(r) — p(7)
d’fl# = yI(t)— uR(t)

,E = %, I=LveR= % uygularsak;

Modeli basitlestirmek icin S = 1§v
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BU -~ - BS()I(r) — uS(r)
dEW) — BS(0)I(r) — aE(1) — pE(7)
(3.8)
dil_(t’) = QE(t)—vI(t)— ul(z)
RO = yi(r)— uR(1)

denklem sistemini elde ederiz.

3.2.1 SEIR Modelin Denge Noktalar: ve Kararhilik Analizi

Hastaliksiz denge noktasi i¢in enfekte olmusg bireylerin olmadigi yani 7*(z) = 0 oldugu

durum ele alinip asagidaki sistem ¢oziilmelidir.

i = H=BS@OI(r)—puS(E)=0
dEW)  — BS(1)I(t) — aE(1) — LE(t) =0
(3.9)

A0 = aB(r)—yI(t) — i) =0
WO = () - pR() =0

Buradan

ada dl_(l)_aE(;)—O . dR(t) R() = 0

dr -7 a M=

olup

E*(t)=0 ve R'(1)=0

olarak bulunur. §*(z) denge noktasi i¢in ise Denklem (3.9) sisteminin ilk denklemi
kullanilirsa

ds(t)

— M- us)=0

ve $*(¢t) = 1 ya da N popiilasyon biiyiikliigii ile sadelesmemis hali alinirsa $*(¢) = N

olarak bulunur. Yani hastaliksiz denge noktasi
E°=(N,0,0,0)

dir.
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Hastalikli denge noktasi i¢in Denklem (3.9) sistemi herhangi bir 6zel kabul olmaksizin

yani enfekte olmusg bireylerin hala var oldugu varsayimu ile ¢oziilmelidir. Buradan

u
YR
o
(a+p)(y+p)
ap
pop —p(a+u)(y+u)  u(op—(o+u)(r+Hu))
Blo+u)(y+u) Bla+u)(y+p)

bulunur. 7* diger bilesenlerde yerine konulursa hastalikli denge noktasi su sekilde

E* =

§* =

I'=

bulunmus olur:

E" = (S* E*,I",R")
(a+u y+u) uap—(a+p)(y+u) plap—(a+u)(y+u)
’ af(o+p) T Blatu)(y+u)
(a+u)(v+u)))
B(a+u)(7+u)

Y

I'* tekrar diizenlenirse

I*

u ap
s armarw Y
elde edilir..

3.2.1.1 Hastaliksiz Denge Noktasimin Kararhhk Analizi

SEIR model i¢in Jakobien matris asagidaki gibi hesaplanir:

g og g [Brow 0 ps 0
g dg dg O . >
J(S,E,I,R)= |98 9E 9 OR| _ pI —oa—pu BS 0
s =4y @ @ % ﬂ O o _,},_'u O
praE | o o L
JdS OJE JdI IR

—u 0 —B 0
0 —o-— 0
J(1,00,00= | o % F —Vﬁ—u 0
0 0 Y —Hu



Ozdegerlerin bulunabilmesi i¢in det(J(1,0,0,0) — M) = 0 esitligi ¢oziilmelidir.

a0 B 0
0 —a-p-4 0

det(s A= M —y—ﬁu—x 0| =0
0 0 Y —U—A

= (i = A) (= A)[(—a—p—A) (- —A) - aB] =0

Karakteristik polinomu elde edilir. Bu determinant hesabindan ilk iki 6zdeger A, =
—u olarak bulunur. Diger iki 6zdegerin isaret yorumu i¢in agagida verilen karakteristik

denklem, Routh-Hurwitz kriterine gore incelenecektir.

A +al+b=0

Buradaa=oa+y+2u >0ve b= (y+u)(a+u) — ap dir. b parametresinin tekrar

diizenlenlenmis hali

o aﬁ((a+uosl(37+u> _ 1)
seklindedir. Eger
(a+p)(y+u)
op

ise b > 0’dir ve Routh-Hurwitz Kriterine gore, tiim Ozdegerler negatif reel kisma

> 1

sahiptir. Dolayisiyla E( hastaliksiz denge noktasi lokal olarak asimptotiksel kararlidir.

3.2.1.2 Hastalikh Denge Noktasi1 Kararlhilik Analizi

Hastalikli denge noktasindaki ozdegerler igin det(Jzm — AI) = 0 determinanti

hesaplanmalidir.
—Brr—u—»1 0 —BS* 0
RN Br —oa—pu—A1 BS* 0
J(S* E*,I",R*) — Al = 0 o YA 0
0 0 Y —u—2A
Buradan ilk 6zdeger A; = —u olarak bulunur ve kalan 6zdegerler i¢in

P=X34+aAl’>+bA+c=0
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asagidaki karakteristik denkleminin kokleri bulunmalidir. daha basit ifade edilebilmesi
icin
a=BI'+a+y+3u
b= (y+u)(BI'+o+2u)+ (B +u)(a+u)—aps’
c=(BI'+p)(a+u)(y+p) —afus’
seklinde yeni parametreler tanimlanmistir.

Karakteristik denklem P’nin negatif reel kisimli 6zdegerlere sahip olabilmesi ig¢in,
Routh-Hurwitz kriterlerinden, a > 0, b > 0 ve 0 < ¢ < ab kosullarinin saglanmasi

gerekir. /*’1 ve §*’1 yerine koydugumuzda

pop

a= +o+y+2u>0
(a+p)(r+u) 4
pop pop
b= (y+ +
4 “%a+uﬂrﬂw Y+u
olarak bulunur. ab — c icin ise ayn sekilde /*’1 ve $*’1 yerine konuldugunda
o+y+2u wop
ab—c=pua a+vy+2u)+puap(l1—Ry
SRR caan el =)
elde edilir.

Dolayisiyla Ry < 1 oldugunda ab — ¢ > 0O olacaktir ve hastalikli denge noktas1 lokal

olarak asimptotik kararldir.

3.2.2 SEIR Modelde R, Temel Ureme Oram

Ro temel lireme orani, hastaligin yayilimini arastirmak i¢in 6nemlidir ve hastaligin
artip endemik bir hastalik haline gelip gelmeyecegini veya azalacagini tahmin etmeye
yardimer olur. SEIR modeli i¢in esik parametresi olarak da bilinen temel lireme
orani R, bulagici hastalik artiyorsa bulunabilir. SEIR modelinde dfl—gt) > 0 oldugunda
enfeksiyonun varligindan soz edilir. Bunu arastirmak i¢in, denge noktasi bulurken sag

tarafim sifira esitledigimiz sistem (3.9) nin ikinci denklemi pozitif olmalidir:
1
(BS—— (a+u)(y+m)I >0

Hastaliks1z denge noktasinda S = 1 oldugundan bu kabul ile birlikte
b > 1
(a+u)(r+u)
43




olup buradan da R olarak tanimlanabilir.
Rp’1 bulurken "Yeni nesil matris yontemi" de kullanilabilir. Bunun i¢in F ve V gibi
LR, _

oy Vo

sekilinde hesaplanan iki matris tanimlanir. Burada F; yeni enfeksiyon kapma orani ve

F

V= (Vl_ — Vl+) olup V;~, i siifindaki bireylerin buradan cikma orani, ViJr ise bu sinifa
tasinma oranin1 gostermektedir. SEIR modelde bu matrisler

b

_|u+a 0
V_[—oc }/+u1

olup yeni nesil yontemi Ry’1n FV ~! matrisinin en biiyiik 6zdegeri oldugunu soyler. Bu

matris hesaplanirsa

Bo B
(y+u)(o+p) (v+u) (3.10)
0 0
bulunur ve en biiyiik 6zdeger ise
Bo

(3.11)

temel iireme oranidir.

3.2.3 SEIR Modelin Global Kararhhg:

Global kararlilik analizi i¢in
L=oE+(a+u)l

Lyapunov fonsiyonunu ele alalim. L’in zamana gore tiirevi,

AL _ GE
dt dt )

olup (3.8) sistemindeki gerekli tiirev denklemleri kullanilirsa

dL
5= aBSI — o’E — auE + (004 p)oE — (ot + )yl — (ot + p)ul
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ve diizenlendiginde

dL of
— = (a+u)(y+w1I S—1
o= (a+p)(r+p) [(a+u>(7+u) ]
elde edilir. S < 1 oldugundan
dL B
7 S (o +p)(v+ N)I[(aﬂf‘)w —1] (3.12)
= (o p)(y+u) [Ro— 1] (3.13)

esitsizligi elde edilir. Burada Ry < 1 iken % < 0 oldugundan hastaliks1z denge global

olarak kararli olacaktir.

3.2.4 SEIR Modelin Sayisal Simiilasyonu

Model simiilasyonu MATLAB programu ile gerceklestirilmistir. Baslangic degerleri
olarak Tiirkiye’deki degerler goz Oniine alinmigtir. Enfekte olan bir kisinin ortalama

olarak 20 kisi ile temasta oldugu varsayilmistir.

S(0)=83.0e+6; I(0)=3.0; E(0)=20.%1(0); R(0)=0;

Parametrelerin degerleri ise COVID-19 calismalarma uygun olacak sekilde

n=002 o=1/52 y=1./18 B=Roxy

olarak alinmigtir. Ry degerinin zaman i¢inde azalacagi kabul edilip ona baglh olarak 3

hesaplanmugtir.

Elde edilen sonuglar Sekil 3.6 - 3.9’ve verilmistir.
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Sekil 3.6: SEIR modelde duyarli sinifin zamana bagl grafigi
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Sekil 3.7: SEIR modelde temasl sinifin zamana bagli grafigi
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Sekil 3.8: SEIR modelde enfekte sinifin zamana bagl grafigi
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Sekil 3.9: SEIR modelde iyilesen siniflar zamana bagh grafigi
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4 YENI BIR EPIDEMIK MODEL OLARAK SEIHR

4.1 SEIHR MODEL

SEIR modeline hastanede yatan bolmesi eklenerek yeni bir model ifade edilmis ve
ayrica agt etkisi ile ilgili parametrede gz Oniinde bulundurulmustur. Toplam niifus
(N), duyarhi (S), temesh (E), enfekte (), hastaneye kaldirilan (H) ve iyilesen (R) olmak
tizere beg sinifa ayrilmigtir. Toplam popiilasyon; ¢ aninda, N(z) = S(¢) + E(¢) +1(¢) +
H(t) 4+ R(t) sabit olarak alinmigtir. Model, bir adi diferansiyel denklem sistemi ile
asagida gosterilmistir. Bu modeldeki her bir sinif arasindaki iligkiyi gosteren akis Sekil

4.1 ile verilmistir.

Vv

!
d

T w4

H s)
1
d

—p

L= —ﬂ> ——

s DL
] 1
d d

Sekil 4.1: SEIHR modelde siniflar arasi etkilesim
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Modeli basitlestirmek icin S = 1§v’ E =

as
dt

dE
dt

dl
dt

dH
dt

dR
dt

seklinde ifade edilmistir. Burada p yeni dogan ya da iyilesip tekrar duyarh birey
arasina katilmay1 temsil eden bir orandir; 8, duyarli ve bulasict bireyler arasindaki
etkilesimin orani; v asili bireylerin orani; d Olim orani, ¢ maruz kalan ve viriis
bulasmis siniflar arasindaki etkilesim orani, o enfekte olmus bireyler siifindan
hastanede yatan bireylerin olusturdugu sinifa gecisin (birim zaman basina) orani, €

enfekte kompartimandan, iyilesen kompartimana gecis hizidir ve 6 hastanede yatan

bireylerden iyilesme oramdir.

= /.LN—ﬁI]%—vS—dS
= ﬁ]%—GE—dE

= OE—al—¢el—dl
= ol —-6H—-dH

= OH+el+vS—dR

1
’I:N’

2|ty

= u—PBIS—vS—dS

— BIS—6E—dE

= OoE—oal—¢€l—dl

= ol—-0H—-dH

= OH+€el+vS—dR
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4.1.1 R, Temel Ureme Oram

Temel lireme sayisi Ry, tamamen duyarli bir popiilasyonda tipik bir enfekte birey
tarafindan iiretilen ikincil vakalarin beklenen sayisidir. Yeni nesil matris yontemini

kullanarak, R ifadesini belirlemek i¢in

dE
— =BIS—oE —dE (4.1)
dt

dl

= OE — ol —¢el —dI 4.2)

denklemleri gbz Oniine alinacaktir. Ry temel iireme oranin bulunmasinda kullanilacak

olan F ve V matrisleri

RIS

0 O —0 o+&e+d
V_]_ 1 oa+e+d 0
" (o+d)(a+e+d) c c+d
oBs®  BsO
P=FvV = |oatetd o+d
0 0

bulunur. Buradan en biiyiik 6zdeger temel iireme oranimi verecektir:

oBs®
(c+d)(o+€e+d)

Ry =

4.1.2 SEIHR Modelde Denge Noktalar: ve Kararhilik Analizi

Sistemin denge noktalar1 asagidaki sistem c¢oziilerek bulunur.
B = u—BIS—vS—dS=0

& — BIS—6E—dE=0

d = GE—al—¢el—dl=0 4.3)
4 — oq]—OH—dH =0
AR — QH+el+vS—dR=0

Hastaliksi1z denge noktasi; hastaligin yayilmadig: bir dengedir yani / = 0. Bu durumda

E =0 ve H = 0 bulunur ve

Eo(S,E,1,H,R) = (5°,0,0,0,R")
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hastaliks1z denge noktasini bulmak icin (4.3) sistemi

u
—d4+v)S=0=58"=-"— 4.4
m—(d+v) = Tty (4.4)
H 0 vH

=dR=R" = 4.5
Ydtv AT (45)

coziiliirse

u vi

Eo(S.E.I.HR)=(S5,0,0,0.R)=(——,0.0,0, ——— 4.6
0(7777) (7777) (d—f—V?,,,d(d—f—V)) ( )

elde edilir.

4.1.2.1 Hastaliksi1z Denge Noktasimin Kararhhk Analizi

Modelin kararliligin1 bulmak i¢in Jakobiyen matrisi ile lineerlestirilecek sistemin
denge noktalarindaki 6zdegerlerinin analiz edilmesi gerekir. Hastaliks1z denge noktasi

Ey(5°,0,0,0,R") daki Jakobiyen matrisi

—BI*—d—v 0 —BS* 0 0
Br: —o0—d BS* 0 0
J= 0 o —a—&—d 0 0
0 0 o —-06—-d 0
% 0 € 0 —d
olup 6zdegerler icin
—Br'—d—v—»A 0 —BS* 0 Y
BI* —o—-d-—A BS* 0 0
det(J—AI) = 0 c —a—e—d—A 0 0
0 0 o —0—-d—A 0
0 0 € 0 —d—2A

determinantindan gelecek karakteristik denklemin kokleri incelenmelidir. Kofaktorler

yardimiyla determinant hesabindan

—Br*—d—v—A 0 —BS* 0

o BI* —0o—d—A BS* 0

=(—d—4) 0 o —o—e—d—X 0
0 0 o —0—-d—A

—Br*—d—v—A4 0 —BS*

=(—d—A)(-0—-d—A) BI* —oc—d—A BS*
0 o —a—€e—d—A

elde edilir. Buradan ilk iki 6zdeger A} = —d ve Ay = —0 — d olarak bulunur.
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Teorem 4.1.1 Eger Ry < 1 ise Ey denge noktast lokal olarak asimptotiksel kararlidir.

Ispat: Hastaliksiz denge noktasi1 Ey’daki Jakobiyen matris;

—d—v 0 -B45 0 0

0 —o—-d B 0 0

J(Eo))=| 0 c -—a—eg—d 0 0
0 0 o -6—-d 0

v 0 € 6 —d

seklindedir. Ozdegerlerin bulunabilmesi i¢in det(J(Eo) — Al) determinanti yazilip
karakteristik polinomu (—d —A)(—=0 —d —A)(—d—v—A)[(-c—d —A)(—a— & —
d—A)— %] gerekli seklinde yazilir ve ilk ii¢ 6zdeger A} = —d, A, = —(0 +d),
A3 = —(d +v) olarak bulunur. Diger iki kok A4 ve Asisea =a+¢€+0+2d > 0 ve

b= (c+d)(a+e+d)—ofts
SO

_ (c+d)(a+e+d)(1—Ry).

olmak iizere

A2tal+b=0

karakteristik denkleminin kokleridir. Ry < 1 ise o zaman b > 0 olur ve Routh-Hurwitz
Kriterlerinden, tiim Ozdegerlerin negatif reel kisimlar1 vardir ve Eq yerel olarak

asimptotiksel kararlidir.

4.1.2.2 Hastalikh Denge Noktasimin Kararhlhik Analizi

Endemik denge noktasi icin ayni sistem / = 0 varsayimi olmadan ¢oziilmelidir.

o
H = —TI" 4.7
0+d 7
E*:wl* (4.8)
c
S*:(c+d)(a+e+d) 4.9)
Bo
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JR* — o [*+81*+V(G+d)<a+8+d)
0+d Bo

. o e\ ., vio+d)(a+e+d)
(d<e+d)+2)’ + dBo

Enfekte bireylerin olusturdugu /* noktasi i¢in

Blo+d)(a+e+d) .

— I"—(d S =0
u Bo (d+v)
esitliginden elde edilir. /* tekrar diizenlenirse;
F__d+v( puoc _1)
B \(d+v)(oc+d)(a+e+d)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

bulunur.  Jakobiyen matrisi kullanilarak endemik denge noktasinda oOzdegerler

bulunarak kararhilik analizi yapilabilir.

Teorem 4.1.2 Endemik denge noktast (E*) mevcuttur ve Ry > 1 ise yerel olarak

asimptotiksel kararlidir.

Ispat: Endemik denge noktas1 E* = (§*,E*,I*, H*,R*) Ry > 1 ise vardir ve pozitiftir.

Ozdegerleri hesaplamak igin det(J(E*) — A1) = 0 karakteristik denklemi

det(J(E*) —Al) = (—~d —A)(—6 —d — 1)

—Br—d—v—»A 0 —BS*
Br: —o0o—d—A BS*
0 o —a—e—d—A

=(—d—A)(—0—d—2A)[(BI"+d+v+A)(c+d+A)
(—a—e—d—2)—B*oI*S +oBS*(BI* +d+v+A)]
=—(—d—A) (=0 —d—2A)[(BI"+d+V)(c+d)
+A(BI* +v+0+2d)+A%]
(a+e+d+A)+0BS*(d+v)+AoBS”
=(—d—A)(—0—d—A)[A* +ar* +bA +c]
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olarak bulunur. Burada,

a = Br'+v+o+a+e+3d

b = (BI'+v+o+2d)(a+e+d)+(BI"+d+v)(c+d)—PoS*
upo

(c+e+d)(o+d)

c = (a+e+d)(Br'+d+v)(c+d)—ocB(d+v)S*

(a+¢e+2d+0)

olup ilk iki 6zdeger A} = —d ve Ay = —(6 +d)’dir. Diger 6zdegerler P ile
verilen karakteristik denklemin kokleridir. Koklerin reel kistmlarinin isaretlerinin
yorumlanabilmesi i¢in karakteristik polinom ic¢in Routh-Hurwitz kosullarindan

yararlanilacaktir.

P=X34+al’>+bA+c=0

karakteristik denkleminin kokleri A’ nin negatif reel kisma sahip olmasi ancak ve ancak

a>0,b>0and0 < ¢ < ab kosulunda saglanir.

Aciktir ki a,b > 0 dir. ab — ¢ > 0 oldugunu gosterilmelidir.

ab=[(d+v)2Ry—14+a+e+d)|[(d+V)Ry+ (e+e+d)(c+d)]

olup diizenlenir ve ab — c ifadesi yazilirsa

ab = [(d+v)2Ry—1+a+e+d)][(d+Vv)Ry+ (a+e+d)(c+d)]
ab—c = (d+Vv)’R3(2Ry—1+a+e+d)
+(d+v)(e+e+d)(c+d)2Ry—1+a+e+d)
—(o+d)(a+e+d)(d+v)(Ro—1)
= (d4Vv)*Ro(2Ry— 1+ a+€e+d)

+(d+v)(a+e+d)(oc+d)(Ry+o+e+d)

elde edilir. Bu ifadeden Ry > 1 ise sistemin endemik denge noktasinin yerel olarak

asimptotik kararli oldugu anlamina gelir.
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4.1.3 SEIHR Modelinin Lyapunov Global Kararhlk Analizi

Yukarida verilen denklem sistemi (4.3)’un hastaliksiz denge noktast,

H 0 VH
SO — RO—__ "
dtv °© d(d+v)

olmak tizere,

Eo(S,E,I,H,R) = (5°,0,0,0,R").

olarak bulunmusgtur Sistemin bu noktadaki global kararliligini incelemek icin

Lyapunov fonksiyonu

S (o] 1
L=S5S—-8"—8"In— + E+ I
SO (o+d)(a+e+d) (a+e+d)

seklinde ele alinarsa L(Ep) = 0 oldugu agik¢a goriilmektedir. Global kararlilik igin

L' < 0 oldugunun gosterilmesi gerekir.

Lyapunov fonksiyonu L’nin zamana gore tiirevi alindiginda:

o / 1 /
_|_—
(c+d)(o+€e+d) (a+e+d)

/
L =5 s~
<+

bulunur. Basit cebirsel islemlerle,

S0 c , 1 r

r=( _E)S/+ (c+d)(a+€e+d) + (a+e+d)

elde edilir. §', E’ ve I’ tiirevleri yerine konulursa

Vie (1= (u—BIS—vS—d ° IS— GE —dE
(=5 = BIS =S =dS) + Gyt e ay B1S — o —dE)
1
+————(cE—ol —€l—dI
(oc+e+d)( )
tiirevi elde edilir ve
I SN 80, BT _1\_ _OE oE
L' ==S0v+d)(1-%)(0 =5 +5) +1(Ro—1) - gera T arera 414
< —S(r+d)(1—- )2 +1(Ry—1) (4.15)

sonucuna varihr.  Burada eger Ry < 1 olursa L' < 0 olacaktir ve Lypunov

fonksiyonunun tanimi geregi hastaliksiz denge noktasinda sistem global kararlidir.
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4.1.4 SEIHR Modelin Niimerik Simiilasyonu

Model simulasyonu MATLAB programu ile gerceklestirilmistir. Baglangi¢ degerleri
olarak diger modellerde olan baglangi¢ degerleri goz Oniine alinmugtir. Ry’a bagl olan
B ve diger parametre degerleri SEIR modeldeki gibi olup ¢oziim sonucu elde edilen

grafikler Sekil 4.3, 4.4, 4.5 ve 4.6’de verilmistir.

Bu model i¢in yazilan MATLAB kodu ekte verilmistir.

%107

S: duyarh

0 10 20 30 40 50 G0 70 80

t(gtin)
Sekil 4.2: SEIHR modelde duyarli sinifin zamana bagh grafigi
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E: temash

I: Enfekte

0 10 20 30 40 50 G0 70 80

t(glin)
Sekil 4.3: SEIHR modelde temasli sinifin zamana bagh grafigi
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20

1587

10

0 . . . .
0 10 20 30 40 50 G0 70 80

¥aman(guin)
Sekil 4.4: SEIHR modelde enfekte olmusg sinifin zamana bagh grafigi
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H: Hastanede

0 10 20 30 40 50 60 70 80
zaman(gun)
Sekil 4.5: SEIHR modelde hastaneye yatan bireylerin sinifinin zamana bagl grafigi

R: lyilesmis

0 10 20 30 40 50 60 70 80
zaman(guin)
Sekil 4.6: SEIHR modelde iyilesmis sinifin zamana bagli grafigi
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4.2 Tirkiye Covid19 Verileri ile Modellerin Karsilastirilmasi

Bu boliimde Saglik Bakanligi web sayfasindan alinan 07 Subat-29 Mart 2022 tarih
aralifindaki verileri alinmis ve vaka sayilari ile model sonuglar karsilastirilmistir.
Temasl kisi sayis1 ve hastaneye yatig verileri belirli tarih araliginda olmadigindan
sadece vaka sayisina yonelik bir karsilastirma yapilmisti. Modellerin ¢oziimleri ile

verilerin farklarinin kareleri toplami ile

E =Y ((g—qdata)?)
hata oran1 hesaplanmistir.

Secilen parametrenin degisen degerine gore dataya dinamik sistem ¢6ziim egrisini,
hata minimum olacak yerlestirilmesi i¢in EK.2 de verilmis olan MATLAB
programlama dilinde yazilmis olan kod kullanilmistir. 07 Subat 2022 6ncesindeki
veriler dinamik sistem i¢in baslangic kosulu kabul edilmis, baslangicta sisteme girilen
parametrelerin degeri program tarafindan en uygun sekilde belirlendikten sonra verilen
grafikler elde edilmistir. SIR model i¢in  parametresinin 2.5 olarak alinmasi gerektigi
goriilmiistiir. SEIR model i¢in o parametresi veriye grafik yerlestirmek i¢in se¢ilip ve
en uygun degerinin 0.7 olacagi sonucu elde edilmistir. SEIHR model i¢in ise o, o
ve d parametreleri ile dataya grafik yerlestirme yapilmig ve degerlerinin 0.01, 3.7 ve
0.07 olarak alinmasi gerektigi sonucuna varilmigtir. Bu degerler ile ¢izdirilen grafikler
Sekil 4.7,4.8, 4.9 verilmistir. Verilen tarihlerde Omicron varyantinin yaygin oldugu
kabul edilirse zaman igerisinde vaka sayisinin azaldigi hem sistem ¢oziimiimden hem

de verilerden gozlenmektedir.
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Sekil 4.7: SIR modelde vaka sayist ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki
Tiirkiye Covid19 verilerinin kargilagtiriimast
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Sekil 4.8: SEIR modelde vaka sayisi ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki
Tiirkiye Covid19 verilerinin kargilagtiriimast
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Sekil 4.9: SEIHR modelde vaka sayisi ile 7 Subat-29 Mart 2022 tarihleri arasindaki
Tiirkiye Covid19 verilerinin kargilagtiriimast
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4.3 EK1:

Tiim modeller i¢in benzer MATLAB kodlar1 kullanilmig olup, SEIHR modelinin kodu
asagidaki gibidir:

Modelin tanimlandig1 seihr.m dosyast:

function yprime = seihr(t,y, params)
R_zero_array = params.R_zero_array;
min_t = R_zero_array (1,1);

n_table = length( R_zero_array(:,1) );
max_t = R_zero_array(n_table ,1);

t_val = max( min_t, min( t, max_t) );
R_zero = interpl ( R_zero_array (:,1),

R_zero_array (:,2), t_val);

gamma = params .gamma;
beta = R_zerosxgamma;
N = params.N;

sigma = params.sigma;
mu = params.mu;

V = params.v;

d = params.d;

alpha = params. alpha;
eps = params.eps;
theta = params. theta;

= y(l);
y(2);
y(3);
y(4);
= y(5);

AT —~tmwm
I

yprime = zeros(5,1);

yprime (1) = muxN — betaxS*xI/N — vxS — dxS;
yprime (2) +betaxSx1/N — sigmaxE —-d=E;
yprime (3) = +sigma=E — alphaxl - epssI —-d=I;
yprime (4) = alphaxI - thetaxH - d=H;

yprime (5) = thetaxH + epsxI + v«S — dxR;
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Dinamik sistemin ¢oziimiiniin gerceklestigi ve grafiginin ¢izildigi ana dosya :

S_0 =83e+6; % Duyarli birey sayisi

1. 0 = 3.0; % Enfekte birey sayisi

E 0 = 20.«1_0; % Baslangicta temasli sayisi
HO = 0; % Hastaneye yatan

R 0 = 0; % lyilesen

%
% params: ODE sisteminin parametreler kumesi

params N =S 0 + I_.0 + EO + HO + R 0O;

params.mu = 0.02;
params.v = 0.1;
params.d = 0.02;

params . sigma 1./5.2;
params . alpha = 0.1;
params.eps = 0.05;
params. theta = 0.1;

R_zero_array = zeros(6,2);

R_zero_array = [0.0 3.0 ; ... % t=0 icin;R_zero = 3.0

20.0 2.6 ; ... % t = 20 icin; R_zero = 2.6

70.0 1.9 ;... % t = 70 icin; R_zero = 1.9
84.0 1.0; ... % t = 84 icin; R_zero = 1.0
90.0 .50;. .. % t = 90 icin; R_zero = .50
1000. .50 ] ; % t = 1000 icin; R_zero =.50
params.R_zero_array = R_zero_array;

% zaman birimi = gun (days)

% [start_time end_time] (days)

%
tspan = [0. 80.];
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yinit = zeros(5,1);
yinit(1) = S_0;

yinit(2) = E_0;
yinit(3) = 1_0;
yinit(4) = H_O;
yinit(5) = R_0;
tol = 1.e—=6; % ode solver tolerance

options = odeset(’AbsTol’, tol,’RelTol’,tol,’MaxOrder’,
5,”Stats ’,’on"’);

[t,y] = ode45(@(t, y) seihr(t,y, params) , tspan, yinit,
options );

nsteps = length(t);

figure ;

plot( t, y(:,1),’b=");
xlabel ("t(gun)’);
ylabel (°S: duyarli 7);

figure;

plot( t, y(:,2),’b=");
xlabel (" t(gun) ’);
ylabel ('E: temasli ’);

figure ;

plot( t, y(:,3),’b=");
xlabel ("t(gun) ’);
ylabel ("I: enfekte ’);

figure ;

PlOt( t, y(:’4)7’b_,);
xlabel ("t(gun)’);
ylabel (’H: hastanede ’);

figure;
plot( t, y(:,5), b=");
xlabel (" t(gun) ’);
ylabel (’R: iyilesmis );

65




44 EK2:

Tiim modeller icin benzer MATLAB kodlar1 kullanilmis olup, SIR modelinin grafik
yerlestirme kodu asagidaki gibidir:

function Fittingvl_sir

turkeydata = readtable (’turkey —-covidl9—case.xlsx ’,
>Sheet ’,1, “Range’,’B700:C749°);

format long

tdata = turkeydata.Varl; P (:,2);

gdata = turkeydata.Var2; P (:,3);

figure
plot(tdata ,qdata,’r.");

tforward = 700:0.05:749;
tmeasure = [1:20:981]’;
beta = 1.2;

N = 83000000:;

mu = 2;

gamma = 0.6;

S_0 =83.0e+6-100000-20000;

1.0 100000.0;

R_0 20000;

yinit = zeros(3,1);
yinit (1) = S_0;
yinit (2) 1_0;
yinit (3) R_0;
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function dy = model_1(t,y,k)
beta = k(1);

dy = zeros(3,1);

dy (1) = musN - betaxy(1)*y(2)/N — muxy(1);
dy(2) = +betaxy(1l)*xy(2)/N — gammaxy(2) — muxy(2)
dy (3) = +gammaxy(2) -muxy(3);

end

function error_in_data = moder(k) % hata

%S
; %1
IR

[T, Y] = oded45(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward , yinit);

q = Y(tmeasure (:),2);
error_in_data = sum((q — gqdata).”2);

end

k = [ beta];

=
=
I

ode45(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,

yint = Y(tmeasure (:) ,2);

figure (1)

subplot (1,2,1);

plot(tdata ,qdata,’ ro’)
hold on

plot(tdata ,yint, b-");
xlabel (’time in days ’);
ylabel (’Number of cases ’);

[k,~] = fminsearch(@moder,k);

67

yinit);




disp (k);

[T, Y] = oded5(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, yinit);

yint = Y(tmeasure (:) ,2);
subplot(1,2,2)

plot(tdata ,qdata,’r. " );

hold on

plot(tdata ,yint,’b-", ’LineWidth’ ,1);
xlabel (’time in days ’);
ylabel (’ Number of cases ’);

end
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